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Katsaus mikropolaariseen kontinuumimalliin

Reijo Kouhia

Tiivistelmd. Mikropolaarinen kontinuumimalli eli Cosserat’n kontinuumi on erés yleistetyisté
kontinuumimalleista. Tédsséd mallissa jokainen kontinuumin piste on varustettu siirtymévapausas-
teiden liséksi myos kiertymévapausasteilla, jotka kuvaavat materiaalin mikrorakenteen kayttay-
tymisté. Lineaarisesti kimmoisen isotrooppisen aineen tapauksessa tarvittavia materiaalivakioita
on kuusi. Konformisti invariantti mikrokayristymétila redusoi materiaalivakioiden lukumééran
neljaan. Myos rajoitetussa polaarikontinuumiteoriassa, jota kutsutaan my6s momenttijannitys-
ten teoriaksi, riippumattomia kimmovakioita on nelji. Téssé artikkelissa tarkastellaan isotroop-
pista lineaarisesti kimmoisaa polaarikontinuumimallia, sen ominaisuuksia ja materiaaliparamet-
rien madrittamista.

Awvainsanat: polaarikontinuumimalli, mikrorakenne, momenttijinnitys, voimajannitys, kimmoi-
suus, isotropia

Johdanto

Tavanomainen Cauchyn kontinuumimalli ei kykene kuvaamaan materiaalin mikroraken-
teesta johtuvia ilmiGitd kuten kokovaikutusta. Mikropolaarinen, eli Cosserat’n kontinuu-
mimalli on jatkuva kokoelma suunnattuja partikkeleja, jotka kayttaytyvat kuin jaykka
kappale. Téten kontinuumin jokainen piste on varustettu tavanomaisten siirtymévapausas-
teiden liséksi my0s kiertymévapausasteilla. Tavanomaisten voimajénnitysten lisdksi kap-
paleen jénnitystilaa karakterisoivat myos momenttijannitykset. Téllaisen laajennetun tai
yleistetyn kontinuumimallin ensimmaéisié kehittelijoita olivat Woldemar Voigt ja veljek-
set Eugene ja Frangois Cosserat 1800 ja 1900 lukujen taitteessa. Nama yritykset kuva-
ta tarkemmin materiaalin kdyttaytymistd jaivat unohduksiin kunnes 1960-luvulla virisi
kiinnostus yleistettyihin kontinuumimalleihin [1, 7, 17, 21].

Yleistettyjen kontinuumimallien voidaan otaksua ennustavan tarkemmin vastetta esi-
merkiksi korkeataajuisen herédtteen tapauksessa, jossa aallonpituus on samaa suuruus-
luokkaa kuin materiaalin mikrorakenteen mitta. Kaytdnnossé téllaisia aineita ovat rakei-
set ja kuitumaiset materiaalit, kuten polymeerit, lasikuitu, puu ja betoni. Myos nesteiden
kayttaytymisen mallintamiseen yleistettyja kontinuumimalleja on sovellettu menestyksel-
lisesti.

Tésséa artikkelissa tarkastellaan mikropolaarista kontinuumimallia — tai lyhyesti polaa-
rikontinuumimallia — ja sen rajoitettua muotoa. Polaarikontinuumimallissa materiaalipar-
tikkeliin voidaan ajatella liitetyn kolme toisiaan vastaan kohtisuoraa deformoitumaton-
ta suuntaajavektoria, eli direktoria. Mikéli ndiden suuntaajavektoreiden annetaan myos
venyé ja kiertyéd toisistaan riippumatta, padadytddan malliin, jossa on 12 kinemaattista
kenttdsuuretta. Eringen kayttai tallaisestd mallista nimed mikromorfinen kontinuumsi ja
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Kuva 1. Traktiovektorit ja niiden komponenttien positiiviset suunnat kolmella toisiaan vastaan kohtisuo-
ralla pinnalla. Vasemmalla voimatraktiot ja oikealla momenttitraktiot.
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Kuva 2. Cauchyn tetraedri.

rajoitetumman mallin jossa suuntaajavektorit voivat vain venyé hén on nimennyt mikro-
venymdamalliksi [5].

Voima- ja momenttijannitykset

Polaarikontinuumimallissa oletetaan, ettd vuorovaikutukset mielivaltaisella materiaalin
siséisella pinnalla tapahtuvat pinnalla vaikuttavan voimatraktion ja momenttitraktion
vilitykselld. Kuvasta 1 selvida tédsséd artikkelissa kédytetty voimajénnitys- sekd moment-
tijannitystensorin indeksien merkitys, joka on insinoérikirjallisuudessa tavanomaisesti kéiy-
tetty valinta: ensimméinen indeksi osoittaa tason normaalin suunnan ja jalkimmaéinen itse
komponentin suunnan. Kuvassa 2 on esitetty Cauchyn tetraedrin pinnoilla keskimééraiset
voima- ja momenttitraktiovektorit 7 ja m. Karteesisessa koordinaatistossa Cauchyn
tetraedrin kolme tahkoa yhtyvit koordinaattiakseleiden méérittelemiin tasoihin ja neljés
tahko on mielivaltaisessa suunnassa n.

Rajankéynnilld saadaan momenttijannityksilld laajennettu Cauchyn jéannitysteoreema,
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eli traktiovektoreiden lineaarinen riippuvuus pinnan normaalista, joka samalla méérittelee
jannitystensorit o ja pu
t=o0"n, m=p' n. (1)

Taseyhtdlot

Litkemaaran taseen periaate

Polaarikontinuumimallin litkeméérin taseyhtélo ei poikkea klassisesta Cauchyn kontinuu-

mimallista q
— pvdV:/tdS+/pde, (2)
dt Jy S v

jossa p on tiheys, v nopeusvektori, ¢ ulkoinen traktiovektori, b voima massaa kohden ja
merkintd d/dt¢ tarkoittaa materiaalista aikaderivaattaa. Tarkasteltavan kappaleen rajoit-
tamaa aluetta on merkitty V:1l4 ja sen pintaa symbolilla S. Ottamalla huomioon Cauchyn
jannitysteoreema, ¢ = o’ n ja muuntamalla Gaussin divergenssilauseen avulla pintainte-
gaali tilavuusintegraaliksi, seki siirtdméllé termeji, saadaan yhtdls!

/V (,0((11—1; —dive” — pb) dV = 0. (3)

Koska yhtélon (3) on oltava voimassa mielivaltaisessa alueessa V', saadaan liitkeyhtalon
paikallinen muoto

d
dive” + pb — p—v =0, (4)
dt
joka karteesisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa kirjoitettuna indeksimuodossa on?
8Uji dUi
— b; — =0, 5
oz, TP T (5)

jossa kahdesti toistuvan indeksin suhteen noudatetaan Einsteinin summaussdantoa.

Klassisessa Cauchyn kontinuumimallissa voimajannitystensori o osoittautuu symmet-
riseksi litkem&adrdn momentin taseen periaatteen nojalla. Polaarikontinuumimallissa néin
el kuitenkaan ole, joten erityistd huomiota on kiinnitettéva sithen miten jannitystensorin
komponentit ja divergenssioperaattori on maééaritelty. Téssé kirjoituksessa divergenssiope-
raattorin kohdistaminen toisen kertaluvun tensoriin on méaéritelty kuten lihteessé [8, sivu
49]: karteesisessa kannassa e; ilmaistun tensorin A = A;je; ® e; divergenssi on

8Aij '

. OAg,
divA = o, (e;®@ey)- e = o, e;. (6)
Litkemadramomentin taseen periaate
Liikemé&drdmomentin taseyhtalo on
d
— (rxpv—l—pl)dV:/(rxt+m)dS+/(rpr+pC)dV, (7)
dt Jv s v

IKirjallisuudessa jannityksen transpoosi puuttuu usein liikeyht#lostsd 5. Syynid tdhin on joko
(i) jdnnitystensorin indeksien jérjestyksen erilainen valinta, [8], tai (ii) ero divergenssioperaattorin
médrittelyssd [15].

2Yht#lsitia (4) ja (5) kutsutaan Cauchyn (1827) tai Eulerin (~1740) ensimmaiseksi liikeyhtiiloksi.
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jossa m on momenttijinnitystraktio, ¢ momentti massaa kohden, I mikrokulmaliikemiira?

ja r = x —x( on paikkavektori, jonka alkupiste &, on mielivaltainen vakiovektori. Vastaa-
vanlaisella menettelylld kuin klassisen Cauchyn kontinuumimallinkin tapauksessa saadaan
liikkemadrdamomentin taseen paikalliseksi muodoksi karteesisessa suorakulmaisessa koordi-
naatistossa lausuttuna yhtalo

ZLIJ; + pCi + €0k — /J% =
joss €;;, on permutaatiosymboli eli Levi-Civita-symboli. Mikrokulmaliikeméérélle otak-
sutaan jatkossa isotrooppinen esitys ¢; = J¢;, jossa J on materiaalipartikkelin mikro-
kiertyméahitaus ja ; mikrokiertymé. Piste symbolin yldpuolella merkitsee materiaalista
aikaderivaattaa. Jatkossa kéytetddn paikkakoordinaattien suhteen otetuille osittaisderi-
vaatoille myos kompaktia merkintdé (e) ;, esimerkiksi pj; ; = Opji/0x;.

0, (8)

Energiatase

Termodynamiikan ensimmaéinen paédsdaanto eli energian taseen periaate voidaan kirjoittaa
muodossa

d

jossa £, K ovat tarkasteltavan kappaleen sisd- ja kineettinen energia, jotka madritellaan
yhtaloilla

Ez/pedV, (10)
v

1
\%

jossa e on ominaissisdenergia. Kineettisessd energiassa on klassiseen kontinuumimalliin
verrattuna lisdtermi Jp;p;. Ulkoisten voimien mekaaninen teho, P, koostuu tilavuus- ja
traktiovoimien tuottamasta tehosta

\% S

Vastaavasti ei-mekaaninen teho, Py, joka téssé otaksutaan vain termisten prosessien te-
hona, on muotoa

PhZ/PTdV—/qmidS, (13)
% S

jossa r on lammontuottonopeus massaa kohden ja ¢; lampdévuovektori. Muutamien véli-
vaiheiden jilkeen energiataseyhtaloksi saadaan

/ pedV = / [0 (vji — €rijpr) + i ji + pr— qig] AV (14)
v v
Maarittelemélla muodonmuutosta kuvaavat tensorit yhtaloilla

Vi = Wji — €kijPk, Ja Kij = Qji, (15)
jossa tensoria 7;; kutsutaan myos Cosserat’'n ensimméiseksi venymétensoriksi ja ;; on

mikrokéyristymétensori, energiataseen lauseke (14) voidaan kirjoittaa paikallisessa muo-
dossa [20]

pe = Uij")/@'j + Hij/.ﬁij +pr — Qi (16)

3Enlanninkielisessé kirjallisuudessa kiytetasin nimityksid spin angular momentum, intrinsic angular
momentum tai micro angular momentum.
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Entropiaepayhtalo

Termodynamiikan toinen pédsiddntd asettaa rajoitteita mahdollisille prosesseille. Méaéari-
telliin Rudolf Clausiuksen 1865 kiyttoonottama késite entropia S = [ psdV, jossa s on
ominaisentropia ja joka kuvaa mikroskooppista satunnaisuutta ja jarjestaytymattomyytté.
Entropiaepéyhtélo, eli Clausiuksen-Duhemin epéyhtélo on

d i
) vz /p—dV /qun ds, (17)

jonka mukaan kappaleen kokonaisentropian kasvunopeuden on oltava suurempi tai yhté-
suuri kuin systeemin ldmmonléhteistéd ja siihen kohdistuvasta lampovuosta muodostuva
entropiantuotto. Eliminoimalla liammontuoton ja lampovuon osuus ensimméisen padsain-
non (16) avulla ja ottamalla kidyttoon Helmholtzin vapaa ominaisenergia U = e — s,
saadaan entropiaepéayhtalon paikalliseksi muodoksi epayhtélo

oU oU oU 0,
R >
( — g U>%J+(m] Po w)f-m p(s+ag)9 ng 0. (18)

Koska entropiaepéyhtilon on oltava voimassa kaikille mahdollisille luvallisille prosesseille
Yij» Fij ja 0, saadaan yleiset konstitutiiviset yhtalot

ov ov ov

Oij = Pa%ja Mij = Pal{ijj §= —P%;

seké - 6_1(]1072‘ Z 0. (19)

Konstitutiiviset yhtdlot

Tarkastellaan jatkossa vain isotermisté tilannetta ja valitaan Helmholtzin vapaalle omi-
naisenergialle neliéllinen lauseke

p = %(Cz]kl%f)’kl + Cjkl/ﬁ:z]'%kl) (20)

Rajoittumalla keskeissymmetriseen materiaalimalliin ei energian lausekkeessa voi esiintya
kytkentédtermid Cosserat’n ensimmaéisen venymétensorin v ja mikrokayristymétensorin k
vililla.* Olettamalla lisiksi lineaarisesti kimmoisa isotrooppinen materiaalimalli, voidaan
yleinen neljannen kertaluvun isotrooppinen kimmotensori kirjoittaa muodossa

ngkz A0ijOpi 4 p(6irljt 4 0iadj) + fhe(Sindji — 0udjr)- (21)

jossa A ja u ovat tavanomaiset Lamén vakiot ja p. on Cosserat’n kytkentdmoduuli, joka
on klassiseen kimmoteoriaan verrattuna uusi materiaaliparametri. Vastaavasti tensorille
o Jkl voidaan kirjoittaa®

Cl(_]kl Ozéwﬁskl + ﬁ( Zl{?éjl + 5zl(sjk) + 7(5zk5ﬂ 5il5jk)- (22)

On huomattava, ettd polaarikontinuumimallin materiaaliparametreilla o, 5 ja v on voi-
man yksikké [Pa - m?] = [N]. Téten materiaaliparametrit «, 8 ja vy on mielekéisti esittéid
muodossa

o=« luLmat’ 6 6 lu’Lmat? fy 7 IU’Lmat? (23)

4Miksli materiaalimalli ei ole keskeissymmetrinen kutsutaan sits myos kiraaliseksi eli kitiseksi. Kiraali-
sia polaarikontinuumimalleja on kiytetty mm. kennomaisten ja hiilinanoputkista koostuvien materiaalien
mallintamiseen.

5Eri lahteissd kiytetisin hieman erilaisia tapoja mééritelld materiaaliparametrit o, 8 ja v. Niitd on
vertailtu liitteessd A. Téssé kirjoituksessa ne on méadritelty samoin kuin lihteessd Nowacki [20].
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jossa o, ' ja v ovat dimensiottomia vakioita ja Ly, on materiaalin sisdinen mitta.
Voimajénnityksille 0;; saadaan lauseke

ov
Oij = pav-- = Mr0is + (1 + pe)vig + (10— pe) Vi
ij
= Mk0ij + 20%(i5) + 21cYVig)» (24)

Momenttijannityksille saadaan vastaavasti esitysmuoto

Hij =Py — = akikdi; + (B4 7)kij + (B — K)kKji
ij
= akpr0ij + 2BK 35 + 27K (25)

Edella olevissa yhtéaloissa on kédytetty tavanomaista merkintaé toisen kertaluvun tensorin
symmetriselle- ja antimetriselle osalle, esimerkiksi

Vj) = %(%j + Vi) Vif) = %(%j — Vi) (26)

Jérjestetddn polaarikontinuumimallin kahdeksantoista muodonmuutossuuretta pysty-
vektoriin e seuraavassa jirjestyksessé

€ = [7117722,7337712,7217723,7327731,7137ﬁ11,ﬁ22,/f33,/'€12,/f21,/€23,H327/f31,'113]T, (27)
jolloin muodonmuutosenergia tilavuutta kohden Uy voidaan kirjoittaa muodossa
1,7
Uy = ;e Ce. (28)

Materiaalin jaykkyysmatriisilla C' on muodonmuutoskomponettien jarjestyksen (27) pe-
rusteella yksinkertainen diagonaalinen lohkomuoto

C
C,
C,
_ Cs
C = c, , (29)
C,
C,
i C, |
jossa osamatriisit C; ovat muotoa
A 2p A A a+ 28 a Q@
C, = A A+ 2u A , C;= ! a+ 20 « . (30)
A A A2 ! o a+ 208
Bt e = e B+ 6—7}
C;= , C,= : 31
? {u—uc /Hruc} ! [6—7 B+ (31)

Materiaalin jaykkyysmatriisin C' on oltava positiivisesti definiitti, joten myo6s jokaisen
osamatriisin C'; on oltava positiivisesti definiitti. On helppo osoittaa, ettd tdmé vaatimus
johtaa seuraaviin ehtoihin

w>0, 3AX+2u>0, >0, >0 3a+28>0 ~v>0. (32)
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Naistéa kaksi ensimmadistd ehtoa ovat tutut klassisen lineaarisen isotrooppisen Cauchyn
kontinuumimallin Lamén parametreille asetettavat vaatimukset. Ehdot (32) takaavat muo-
donmuutosenergian paikallisen positiivisuuden, jolloin konstitutiiviset yhtalot voidaan
myo6s kaantad. Nama ehdot otaksutaan usein hyperelastisen aineen staattisten ongelmien
matemaattisessa analysoinnissa.

Termodynaamisen stabiiliuden argumentti vaatii toisaalta vain epéayhtaloiden

>0, 3A+2u>0, p.>0, >0, 3a+28>0, v>0 (33)

toteutumisen [5, luvut 5.2, 5.3],[11].

Dynaamisissa tehtédvissd mallissa esiintyvien aaltojen etenemisnopeuksien on oltava
positiivisia. N&itd rajoitteita kutsutaan Legendren-Hadamardin elliptisyysehdoiksi. Po-
laarikontinuumimallin monokromaattisten neljin tasoaallon nopeuksista saadaan ehdot

A2 >0, p+pe>0, p>0, a+28>0, B+~v>0, sekd pu.>0. (34)

Katso liitteitda B ja C, yhtélot (99)-(103) seké (116). Vertaamalla ehtoja (32), (33) ja (34),
havaitaan ehtojen (32) olevan rajoittavimmat.

Potentiaalienergian lauseke

Polaarikontinuumimallin muodonmuutosenergian lauseke (28) voidaan jakaa venymé- ja
kayristyméenergiaan
Uo = Uy + Uso, (35)

jossa venyméenergia (tilavuutta kohden) U, riippuu vain Cosserat’n ensimméisesté ve-
nymétensorista vy

Usyo = 3\Yas5 + 105) Vi) + HeViig) Viig) (36)
ja kéyristyméenergia vain mikrokéyristymétensorista
Uso = 5 + 3B)kikijj + Br(ij)K(ij) + Vil Rl (37)

jossa K,/( i) on mikrokéyristymétensorin symmetrisen osuuden deviatorinen osa.

Materiaaliparametrien maarittaminen

[sotrooppisen polaarikontinuumimallin parametrit A, i, pe, o, 8 ja v ovat leikkausmoduu-
lia g lukuunottamatta fysikaalisesti epdhavainnollisia. Fysikaalisesti mielekkddmpi para-
metrijoukko on

3N+ 2
kimmomoduuli E :u, (38)

A+
leikkausmoduuli G =pu, (39)

A
Poissonin suhde V=5 o) (40)
karakteristinen pituus vaannossi N :\/E , (41)
o
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karakteristinen pituus taivutuksessa b, = T (42)
1
kytkentivakio N =t (43)
Ht fhe
: s
olaarisuussuhde = 44
Dimensiottomien suureiden N ja v sallitut vaihteluvilit ovat
3
0<N<1 ja 0<¢<g, (45)

jotka voidaan helposti todeta epdyhtéloista (32). Mikali kytkentdmoduuli . havidd, on
myos N = 0, jolloin siirtymikenttd ja kiertymékenttd ovat toisistaan riippumattomia
ja ongelma palautuu klassisen Cauchyn kontinuumimallin probleemaksi, mikéli kuormi-
tuksena ei ole momenttitraktioita tai massamomenttivoimia.® Kytkentivakion N toinen
aaripad saavutetaan kun kytkentdmoduuli p. — oo. Télloin kiertymékenttd yhtyy siir-
tymaékentéasté laskettuun kontinuumikiertymaén, jolloin on kyseessa rajoitettu Cosserat’n
kontinuumimalli. Eringen kayttaa tastd nimitystd maaradmaton momenttijénnitysten mal-
li, koska t&lloin jannitystensorin antisymmetrinen osa on rajoitevoiman luonteinen, eika
siten konstitutiivisen yhtdlon avulla maaritettavissd, katso yhtaloa (62).

Yksi polaarikontinuumiteorian hankalimpia ongelmakohtia on lukuisten materiaali-
parametrien, joita jo isotrooppisessa tapauksessakin on kuusi kappaletta, mééarittdminen.
Gauthier ja Jahsman [6] ehdottavat vetokoetta tavanomaisille elastisuusparametreille E ja
v, vadntokoetta kdyttden halkaisijamitoiltaan kolmea erilaista sauvaa parametrien p, o ja
£ maarittamiseksi ja taivutuskoetta ainoan jéljelle jadneen parametrin v maarittamiseksi.

Mikéli materiaaliparametreilta vaaditaan ehtojen (32) tai (33) toteutuminen, on seu-
rauksena taivutus- ja vadantojaykkyyksien epéfysikaalisen nopea kasvu koekappaleen koon
pienentyessi.” Tamé voidaan vilttid vaatimalla mikrokéyristymikentin olevan konformi-
sesti invariantti [11, 18, 19], jolloin mikrokédyristyméenergia (tilavuutta kohden) lauseke
supistuu muotoon

Uno(0) = B Klijy = BRGij) Kaig) — 3KkkFpp), (46)
jolloin materiaaliparametrit v, 8 ja o ovat®

v=0, B=upl, a=-2ul. (47)

Téaten konformisesti invariantissa kdyristymétilassa Cosserat’n mallissa on neljé toisistaan
riippumatonta materiaaliparametria A, u, p. ja ¢; tai vaihtoehtoisesti #,. Konformisesti
invariantissa kayristymétilassa mikrokéyristyméenergia on invariantti infinitesimaalisten
konformikuvausten suhteen, eli kuvausten ¢, jotka toteuttavat yhtalén

K'(¢o) = devsymgrad ¢ = 0. (48)

6T4l16in kiertymikentta hivias identtisesti.

"Metrikine ilmaisee asian artikkelissaan [16, sivu 740] seuraavasti: “Mikéin materiaali ei ole missdin
mittakaavassa tédysin jaykka. Tamén vuoksi myos niiden jaykkyys on rajoitettu kaikissa mittaskaaloissa.”

8Ensi nikemiltid ehto v = 0 on ristiriidassa muodonmuutosenergian positiivisuusvaatimuksen (32)
kanssa. Nain ei kuitenkaan ole, silld konformisesti invariantissa kéyristymatilassa mikrok&yristymétensori
on symmetrinen. Tall6in mallissa on vain viisitoista riippumatonta siirtymékomponenttia ja materiaalin
jaykkyysmatriisin lohko C'4 supistuu 1 x 1 lohkoksi, jonka ainoana alkiona on moduuli 5.
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Kuva 3. Viantojaykkyyksien suhde 2y sauvan poikkileikkauksen sidteen a funktiona. Yhtendiselld vii-
valla on esitetty konformisesti invariantin kdyristymitilan (¢p = 1,5) ratkaisut eri kytkentdmoduulin p.
arvoilla; alhaalta ylospédin u./p = 0,01;0,02;0,03;...;0,09;0,1. Katkoviivalla on havainnollistettu ei-
konformisesti invariantin tapauksen singulaarinen kéyttdytyminen materiaalivakioiden arvoilla ¢ = 1,45
ja e/ = 0,0L.

Téllaiset kuvaukset ovat infinitesimaalisesti muotonsa siilyttdvid. Huomataan, etté tai-
vutuksen karakteristinen pituus ¢, on téalléin puolet vaannon karakteristisesta pituudesta
l; ja ettd momenttijannitystensori g on symmetrinen.

Neff et al. [19, luku 4] ehdottavat parametrien p. ja ¢, méédrittamistéd vadntokokeesta ja
taivutuskokeen kadyttdmistd ainoastaan varmentamaan saadut tulokset. Téaté kasitelladn
seuraavassa luvussa.

Joitain tunnettuja ratkaisuja

Vaantésauva

Polaarikontinuumimallin mukaisen ympyréapoikkileikkauksisen sauvan vaantotehtavin ana-
lyyttinen ratkaisu tunnetaan [6]. Polaarikontinuumimallin ja klassisen Cauchyn kontinuu-
mimallin mukaisten vaantojaykkkyyksien suhteeksi saadaan

l 1- éwx(pa)
O =1+6 (—) — 3~ 7 49
' a) 1—¢x(pa) )
jossa 1) on polaarisuussuhde, a poikkileikkauksen sédde ja funktio y sekd vakio p mééaritelldan
seuraavasti
I 1 (37 ) 2 Z,U/Cw

x(z) =

Tl P T

jossa Iy ja I ovat ensimmaéisen lajin modifioituja Besselin funktioita. On huomionarvoista,
ettéd funktio Q¢ (a) on singulaarinen pisteessé (0) mikéli 0 < < 2.

Kuvassa 3 on esitetty vaiantojaykkyyksien suhde ), poikkileikkauksen séteen funktiona
erilaisilla kytkentdmoduulin p. arvoilla konformisesti invariantissa kayristymétilassa, jol-
loin polaarisuussuhde ¢ = 3/2. Kuvassa on myos esitetty vaantojaykkyyden singulaarinen
kdyttaytyminen rajalla a — 0 kun 0 < ¢ < % polaarisuussuhteen arvolla v = 1,45.

(50)
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Konformisti invariantissa kédyristymaétilassa vaantojaykkyyssuhteella €2y on déarellinen

raja-arvo kun a — 0 [19]
lim ©, = Qyu_o = 1+ 922, (51)
a—0 12
Raja-arvo (51) on materiaalin sisdisestd mitasta ¢; riippumaton, joten Cosserat’'n kyt-
kentdmoduuli voidaan hairiottoméasti arvioida kokeesta saatuna maksimaalisena jaykkyy-

den kasvuna

e = X Qoo — D (52)
Materiaalin karakteristinen pituus ¢; saadaan sovittamalla koetulokset yhtalon (49) tulok-
seen. Tuloksesta (51) havaitaan, etta jiykkyyden muutos on pieni, mikali p./p < 1, joka
nayttiisi patevin monille materiaaleille [5]. Vadntokokeiden vahimmaéismééard on kaksi
koetta halkaisijaltaan eri mittaisilla sauvoilla.

Suoran palkin puhdas taivutus

Iegan [9] on esittényt yleisen ratkaisutavan poikkileikkaukseltaan ympyranmuotoisen po-
laarikontimuumimallia noudattavan momenttikuormitetun suoran palkin ratkaisemiseksi.
Léhteessd [13] on esitetty siirtyméikentdn ratkaisu taivutusjaykkyyden kokotekijan rat-
kaisemiseksi. Polaarikontinuumimallin ja klassisen Cauchyn kontinuumimallin mukaisten
taivutusjaykkyyksien suhteeksi saadaan lauseke

8N2ih%ﬁ—ﬂﬂ5+w+jW—va+v%ﬂf
1+v (0a)? C(6a) +8N?(1—v) |’

O, =1+ (53)

jossa N on Cosserat’n kytkentivakio, 62 = 4uep/(8 + ) (it + pte), a on palkin poikkileik-

kauksen séde ja funktio ¢ on muotoa

2(el(r) — L))
xly(z) — 20 (x)

((z) = (54)

jossa Iy ja I; ovat ensimmaéisen lajin modifioituja Besselin funktioita. Konformisti inva-
riantissa kéyristymétilassa taivutusjaykkyyksien suhteelle saadaan lauseke

8N2(1 + v)

=14 S T eNe =)

(55)

Kytkentdmoduulin p. vaikutus on esitetty kuvassa 4(a). Havaitaan, ettd kokovaikutus
taivutuksessa on pienempi kuin vdédnnossa. Silld on myos dérellinen raja-arvo kun p. —
00, katso kuvaa 4(b). Huomataan myos, ettd konformisesti invariantissa kédyristymétilassa
b, = %Kt, joten kuvissa 3 ja 4 on vaaka-akselilla esitetty sama poikkileikkauksien sadevéli.
Poikkileikkaukseltaan suorakaiteen muotoisen palkin taivutustehtdvin polaarikonti-
nuumimallin mukaista analyyttistd ratkaisua ei tunneta. Epétyydyttava rajoitetun po-
laarikontinuumimallin — katso seuraavaa lukua — mukainen ratkaisu perustuen klassisen
Cauchyn kontinuumimallin siirtyméakenttédan
u= %xy, v = —% [ +v(y* -2, w= —%yz, (56)
voidaan johtaa helposti olettamalla kiertymékentén ¢ yhtyvén siirtymékentésta lasket-
tuun kiertyméaan %curl u. Kiertymien lausekkeiksi saadaan

xXr
Py = —V 901/ = 07 Pz = _§7 (57)

z
R’
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(a) (b)
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1.2 F 2
= 18}
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1.1 r
S 14}
1.05 192
1 | | | | 1 | |
0 2 4 6 8 10 107* 1072 10° 102 10*
a/by e/

Kuva 4. (a) Taivutusjdykkyyksien suhde €y palkin poikkileikkauksen séiteen a funktiona kyt-
kentdmoduulin . arvoilla pe/p = 0,01 (alin) ...0,1 (ylin) 0,01:n vilein. Poissonin suhteella on arvo
0,3. Konformisesti invariantin kéyristymétilan, v = 0, ratkaisut on esitetty ehyelld viivalla ja tapaus
~v = 0,018 katkoviivalla. (b) Suhteen )}, raja-arvo kun a — 0 kytkentdmoduulin p. funktiona konformi-
sesti invariantissa kayristymétilassa.

joissa termi 1/R on palkin akselin kaarevuus. Tadma siirtyméakenttd kuitenkaan ei toteuta
momenttitraktion pu,, reunaehtoa palkin zy-tason suuntaisissa sivutahkoissa

fize = (B4 Vs + (B = Vkaz = —v(B+7) /R~ (B —7)/R. (58)
Momenttitraktio reunatahkoilla havida vain jos materiaalivakiot v, 8 ja v toteuttavat eh-
don 5 .

JR— ’y . — V
v=——— tai = : 59
B+ P 1+v) (59)

Taivutusmomentin lausekkeeksi saadaan

M= /A (Cas) — t1a2) dA = [L B + (1 + )8 + (1 — v)y)bh] ~ (60)

E.
Niin saadun rajoitetun polaarikontinuumimallin ja klassisen Cauchyn kontinuumimallin
mukaisten taivutusjaykkyyksien suhteeksi saadaan lauseke

. MR 12[(1+v)B+ (1 —v)y]
= EI, 1+ Eh? ‘

(61)

On kuitenkin syytd huomata, ettd ylla oleva lauseke on jaykkyyssuhteen yldraja-arvo,
silld ratkaisu perustuu kinemaattisesti luvalliseen siirtymétilaan.

Rajoitettu polaarikontinuumimalli

Kun Cosserat’n kytkentdamoduuli pu. — oo, ldhestyy riippumaton kiertyméikentta siir-
tymévektorista laskettua infinitesimaalista kiertyméaa, eli ¢ — %curl u, indeksimuodossa
kirjoitettuna ¢; — %eijkuk,j. Tallaistd kontinuumimallia kutsutaan usein rajoitetuksi tai
méaaradamattomaiksi polaarikontinuumimalliksi. Kerrotaan litkeméaardmomentin taseyhtalo
(8) puolittain permutaatiotensorilla €;,,, ja jactaan voimajannitystensori o symmetriseen
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ja antisymmetriseen osaan o;; = o) + op;. Télloin saadaan antisymmetriselle osalle
lauseke

Olmn] = _%‘Eimn(uﬁ,j + pci — sz) (62)

Jatkoa silmélléapitden on edullista jakaa momenttijannitystensori isotrooppiseen ja devia-
toriseen osaan
Mij = m5ij + ,u;j, jossa m = %,Um (63)

Sijoitetaan (62) ja (63) liitkeyhtdloon (5), jolloin saadaan
pii = ersi(ple) g = 0Ging — penii [y — (PCk) 5] + bi (64)

jossa on otettu huomioon relaatio €j;m r; = 0. Momenttijinnitystensorin deviatoriselle
osalle saadaan konstitutiivinen yht&lo

tiog, = (B + 7)€ktmUm,ip + (B = 7) €ptmUm,ik- (65)

Sijoittamalla litkeyhtdloon (64) voimajannityksen symmetrisen osan konstititiivinen yht&lo
O = Aukiby + p(u;; + uj;) ja kirjoittamalla mikrokulmaliikemééran lauseke siir-
tymévektorin avulla ¢, = Jop, = %J €kpgllq,p s2adaan litkeyhtdlo ilmaistua siirtymien avulla

piii — 5[0 (g — i) 5 = (N )z + By — 58" (g i) oo+ 5€x5i(pcr) 5+ pbi, (66)

jossa on myos otettu huomioon identiteetti €xi€pim Um ikp; = 0. Tosiasiallisesti liikeyhtdlossa
esiintyy vain toinen rajoitetun Cosserat’n mallin lisiparametreistd * = 4. Toisen para-
metrin v* = f—- vaikutus tulee luonnollisten, eli voimareunaehtojen kautta [12]. Osittais-
differentiaaliyhtdlo (66) on paikkakoordinaattien suhteen neljiatta kertalukua ja malli voi-
daan assosioida gradientti-elastisuusmalliksi. Kuten Kirchhoffin laattamallinkin tapauk-
sessa on rajoitetun polaarikontinuumimallin reunaechtojen asettaminen hankala tehtéva
[12].

Numeerinen ratkaisu

Tavanomaisen siirtyméperusteisen elementtimenetelmén lahtokohtana oleva heikko muoto
saadaan, kun litkeyht&lot (4) ja (8) kerrotaan vastaavasti virtuaalisilla siirtymévektorilla
du ja mikrokiertymévektorilla d¢p seki integroidaan ratkaisualueen yli

/ [(pii —dive” — pb) - du + (pJ@ —divp’ —€: o —pc) - dp| dV = 0. (67)
v

Osittaisintegroinnin ja Gaussin lauseen avulla virtuaalisen tyon lauseke saa muodon

/ [pti - du + pJ@ - dp + o : ((graddu)” — skew(8¢)) + p : (grad 5p)"| dV
v

—/(b-6'u,+c-6go)pdV—/(t-6u+m-6go)dS:0, (68)
v S

jossa skew(d¢) tarkoittaa vektoriin d¢ assosioitua antisymmetrista tensoria. Elementti-
menetelméssa siirtymésuureita approksimoidaan yleensé alhaisasteisilla polynomeilla

u=N,q,, ja ¢=DNyq, (69)
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jossa N, ja N, ovat siirtymén ja mikrokiertymén interpolaatiofunktioista koostuvia mat-
riiseja ja g, ja q, ovat vastaavasti solmusiirtymistd ja -kiertymistd koostuvia pystyvek-
toreita. Virtuaalisen tyon lausekkeen diskretoitu muoto on

5¢" (Mg + Kq—f) =0, (70)

jossa M, K ovat diskretoidun rakennemallin massa- ja jaykkyysmatriisi ja f on ulkoisten
kuormien voimavektori. Rakenteen massamatriisi saadaan elementtiosuuksista

) { Jng) ]\40(6) } 7 (71)
jossa ’
MY = /V . pNIN,dV, MY = /V . pJNIN AV, (72)
ja vastaavasti jaykkyysmatriisin elementtiosuus on
K©® = [ BTCBAJV, (73)

Ve
jossa solmusiirtymavektorin g ja muodonmuutoksen e, yhtilo (27), vilistd kinemaattista
matriisia on merkitty symbolilla B. Materiaalin jaykkyysmatrisi C' on esitetty yhtalossa
(29). Mikali seké siirtymille ettd mikrokiertymille kiytetédén samoja interpolaatiofunktioi-
ta ja kun solmun i vapausasteet asetetaan jarjestykseen q, = [u;, vi, w;, Qui, Dyis gpzi]T, on
siirtymé-muodonmuutosmatriisin solmuun ¢ liittyvé lohko muotoa

N, O 0 0 0 0
0O Ny, O 0 0 0
0 0 N. 0 0 0
0O N, O 0 0 -N
N, O 0 0 0 N
0 0 N, -N; 0 0
0 N. O N 0 0
No. 0 0 0 —-N 0
0 0 N, 0 N 0
Bi=1 o 0o o0 Ni. 0 0 (74)
o 0 0 0 Ny, 0
0o 0 0 0 N,
0 0 0 0 N, 0
o 0 0 Ny, 0 0
0 0 0 0 0 N
0O 0 0 0 N. 0
0 0 0 N. 0 0
0 0 0 0 0 N

Kuvassa 5 on esitetty ulokepalkin péddn taipuma ulokepédssa vaikuttavasta tasan ja-
kautuneesta leikkausjannitysjakaumasta Cosserat’n kytkentdmoduulin p,. funktiona ja eri-
laisilla mittaparametrin Ly, arvoilla. Yhtédloiden (23) avulla mééritellyilld dimensiotto-
mille parametreille on valittu arvo o/ = 8/ = 4/ = 1. Numeerinen ratkaisu on laskettu
tavanomaisella variaatioyhtéloon (68) perustuvalla elementtimenetelmaélld, jossa jokaista
siirtyméakomponenttia interpoloidaan trikvadraattisilla Cy-interpolaatiofunktioilla. Palkki
on jaettu pituussuunnassa kymmeneen yhtésuureen elementtiin. Yksi elementti muodos-
taa palkin neliopoikkileikkauksen. Kaikki siirtymé- ja kiertymékomponentit on estetty
palkin kiinnitetyssa paéssa.
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Kuva 5. Cosserat’n kytkentdmoduulin . ja materiaalin mittaparametrin L, vaikutus palkin paén tai-
pumaan. Viitearvo on Eulerin-Bernoullin palkkimallin mukainen taipuma-arvo v,ef = FL3/3EI. Mate-

riaaliparametreilld on arvot a = 8 = v = plL2,,. Palkin poikkileikkaus on nelié, jonka sivumitta on
h.

Loppupadatelmat

Cosserat’n eli mikropolaarinen kontinuumimalli on yksi yleistetyistd kontinuumimalleista,
joka pystyy ottamaan huomioon materiaalin suuntautuneen mikrorakenteen. Mallissa on
sisédnrakennettuna materiaalin sisdinen mitta, eli materiaalin karakteristinen pituus. Li-
neaarisesti kimmoisassa isotrooppisessa tapauksessa mallissa on kuusi materiaalivakiota,
joiden madrittdminen on ongelmallista. Mikéli mikrokayristymétila oletetaan konformi-
sesti invariantiksi, riippumattomien materiaalivakioiden lukumééra on nelja. Tavanomai-
sen Cauchyn kontinuumimallin kahden elastisuusvakion méarittdmisen liséksi tarvitaan
lisdkoe, joka voi olla vadntokoe halkaisijaltaan eri mittaisilla sauvoilla. Naistd kokeista
voidaan kytkentdmoduuli u. ja materiaalin karakteristinen mitta ¢; méarittas.

Polaarikontinuumimallin numeerinen ratkaisu voi olla vaikeaa. Kenttésuureissa esiin-
tyy usein reunahéirion luonteisia nopeita muutoksia. Nédiden ratkaisu edellyttdéd element-
tiverkon tihentamisté reuna-alueilla, jonka pituusskaala on luokkaa /. Ratkaisu on myos
huomattavasti tavanomaista kontinuumimallia ty6ladmpi johtuen kaksinkertaisesta mé&a-
rasté interpoloitavia kenttdsuureita.

Rakenteiden kantokyvyn analyyseissd joudutaan usein kayttdmaan myotopehmenevia
materiaalimalleja, joita ei voida analysoida klassisella Cauchyn kontinumimallilla, josta
puuttuu materiaalin sisdinen mitta. Cosserat’'n kontinuumimallia kéytettdessd muodon-
muutoksen lokalisoitumisvyochykkeelld on dérellinen paksuus vain, jos deformaatio aktivoi
kiertymidkomponentteja [2]. Yksinkertaisin deformaatiomuoto jossa Cosserat’n kontinuu-
mimalli epdonnistuu myotopehmenevilla alueella on yksiakselinen veto- tai puristuskoe.
Tama tietenkin edellyttdd, ettd reunaehdot sallivat poikittaissuuntaisten deformaatioi-
den tapahtuvan vapaasti ja ettd mikrokiertymille ei aseteta epdhomogeenisia reunaehtoja.
Téten polaarikontinuumimallistakaan ei ole ongelman taydelliseksi ratkaisijaksi.
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Liite A. Konstitutiiviset parametrit

Kirjallisuudessa méaaritelldén konstitutiiviset materiaalin jaykkyystensorit (21) ja (22)
hieman eri tavoin. Téssé artikkelissa on kaytetty Nowackin esittdmaa tapaa [20, sivu 17],
tosin kdyttden Neffin symboleita [19]. Esitetdén materiaalin jaykkyystensorit (21) ja (22)

vertailun helpottamiseksi uudestaan:®
CZ%Z = N0ijOm + p(0irdjt + 0adjk) + tc(Oidji — 0adjk), (21)
Ol = a0 + B0 + Sudje) + (b — 6adn). (22)

Eringen [5, sivu 110] méérittelee voimajéannitysten ja Cosserat’n ensimméisen venymé-
tensorin valisen jaykkyystensorin seuraavasti

O = Ao + (10" + K) 0wt + 10" 60m, (75)
= )\5@‘5@ + (,u* + %M*)(éikéﬂ + 5il5jk:) + %u*(dikéﬂ — 5il6jk:)- (76)

Eringen ja Neff et al. [19] méarittelevit isotrooppisen lineaarisesti kimmoisan moment-
tijannitysten ja mikrokéayristymien vélisen jaykkyystensorin seuraavasti

Ci(ﬁ;) = ;0 + 7 0ixj1 + B 0udji,
= adyidu + 3(7" + B7) (dixdjn + dudjn) + 3(v" — B7) (9l — daudju). (77)

Kayttamilla Nowackin tapaa méaritella jaykkyystensori (22) saadaan momenttijanni-
tyksille lauseke

i = Cz'(flzl’ikl = Oz/ikk(gij + (5 + 7)"%’3‘ + (6 - V)R]‘i
= Oz/ikk(sz'j + 2ﬁ/€(ij) + 27&[’71
=(a+ %5):‘%%5@' + 255/@) + 29K, (78)

jossa /{'(Z.j) on mikrokéyristymétensorin symmetrisen osuuden deviatorinen osa. Vastaavasti
kaytettdessd Eringenin ja Neffin méaarittelyd saadaan lauseke

prij = o4 (V" + B kwwdis + (v + B7)K{gy + (V= B kg (79)

Nowackin [20] ja Neffin méaéarittelyssd [19] tavanomaiset kimmovakiot kuten kimmo-
ja leikkausmoduuli seké Poissonin vakio ovat lausuttavissa klassisten relaatioiden (38) —
(40) avulla, kun taas Eringenin parametrien avulla ilmoitettuna ne ovat

(2p* + K)(BA + 21" + K)

E = 80
2N+ 2u* + K ’ (80)
G=u"+ %ﬁ, (81)
A
= 82
v 2 4+ 2u* + K (82)
Nowackin ja Eringenin parametreilla on siten seuraavat relaatiot:
p= 4+ 3K, [ = = e, (83)
He = %Kw K = 2/, (84)
v=3500" =8, =B+ (86)

INeff [11, 19] kiyttias C):lle Nowackin, mutta C'(*):lle Eringenin esitysmuotoa.
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Liite B. Liikeyhtdl6t siirtymdkomponenttien ja -potentiaalien avulla lausuttuna

Sijoittamalla liikeyht#loihin (5) ja (8) isotrooppisen, lineaarisesti kimmoisan materiaalin
konstitutiiviset yhtalot (24) ja (25), sekéd ottamalla huomioon kinemaattiset yhtélot (15),
saadaan siirtymésuureiden avulla lausutut liikeyhtélot kirjoitettua muotoon

pi; = (N + p— pre)Up ks + (1 + fe)Ui gk + 2Hc€ijkPr j + Pbi, (87)
pJGi = (4 B — V)P + (B + V) Qikk + 2c€ijrtir; + 4teps + pc;. (88)

Koordinaatistoinvariantein merkinnoin ne ovat

pili = (A + p— pie) grad div e + (p + pe) Au + 2pc curl + pb, (89)
pJp = (a+p —~)graddiv e + (8 + 7)Ap — 4 + 2 curlw + pe,  (90)

jossa A on Laplace-operaattori, Au = div grad u.
Siirtymé- ja mikrokiertymévektorit voidaan jakaa pyorteettomédn ja lahteettoméan
osaan

u = grad h + curl H, div H =0, (91)
@ = grad ¢ + curl ®, div® = 0. (92)

Sijoittamalla namé& lausekkeet liikeyhtaloihin (89) ja (90) paddytddn systeemiin
grad [(A o) Ah — pﬁ} + curl [(M V) AH + 20 curl @ — pIﬂ — 0, (93)
grad [ (o + 28)Ad — 41t — ,qu'S] + curl [(ﬁ AP — 4pe® + e curl H — pJﬂ — 0. (94)
Huomataan, ettd skalaaripotentiaalit h ja ¢ ovat kytkeméttomid kun taas vektori-

potentiaalit H ja ® kytkeytyvét toisiinsa Cosserat'n kytkentdmoduulin kautta. Tasta
saadaan systeemi

AEAh—h =0, (95)
NG — whd — =0, (96)
GAH + 1 Jwi curl ® — H =0, (97)
ciA@—wS@+%Jw§curlH—¢5 =0, (98)
jossa on kaytetty merkintojéa
A+2
G="t (99)
P
=ttt (100)
P
s a+20
= 101
s Bt
=7 102
Ap
4= 103



Liite C. Dispersioanalyysi

Otaksutaan potentiaalifunktioille harmoniset yritteet

h = aexpli(k -  — wt)], (104)
H = Aexpli(k - x — wt)], (105)
¢ = bexpli(k « ¢ — wt)], (106)
® = Bexpli(k - z — wt)], (107)

joissa k on aaltolukuvektori,  paikkavektori ja w ominaiskulmataajuus. Sijoitetaan har-
monisuusoletus yhtéloihin (95)-(98). Skalaaripotentiaalien yhtéloista (95) ja (96) saadaan

suoraan ratkaisut
w = ak, ja  wz =1/ wi+ 3k (108)

jossa k = |k|. Vektoripotentiaalit (105) ja (107) kytkeytyvét toisiinsa yhtéloiden

{(w2 — k) A + LJwik x Bi =0 (109)

lwdk X Ai+ (W —wi —c3k*)B =0

vilitykselld, joista huomataan, ettd k L A, k L B ja A 1 B. Kertomalla yhtéloiden
vasemmat puolet liittoluvuillaan saadaan tuloksena homogeeninen lineaarinen yhtalosys-
teemi, jolla on ei-triviaali ratkaisu vain jos kerroinmatriisi on singulaarinen. Asettamalla
kerroinmatriisin determinatti havidmain saadaan ehto

(w? — Ak?)(w? — w2 — Ak?)
Jwg

4 —k*=0. (110)

Tama dispersioyhtélo voidaan kirjoittaa myos kauniimmassa muodossa
w* — 2pkw? + gkt = 0, (111)

jossa
2p = wok ™% + 3 + ¢, ja = c5c; +wok 2 (c3 — LJuwp). (112)

Dispersioyhtdlon (111) ratkaisut ovat

wyy = (p£ VP?— Ok, (113)
jossa diskriminantti osoittautuu aina positiiviseksi
P == g(wph™ + i — ) + pJwgh . (114)

Dispersioyhtélon ratkaisujen (113) vaihenopeuksille antamat asymptoottiset arvot kun
k — oo ovat

V=ptpP—g=3G+) il —d|l=c tai d. (115)

Merkitdéan alaindeksilld 2 aaltoa, jonka asymptoottinen vaihenopeus on ¢y ja vastaavasti
alaindeksi 4 viittaa aaltoon, jonka asymptoottinen vaihenopeus on c4.

Cosserat’'n kontinuumimallissa voi siten esiintyd neljé erilaista harmonista aaltomuo-
toa, jotka ovat seuraavat.
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1. Pitkittdinen aaltolukuvektorin k suunnassa etenevé siirtyméaalto, jonka vaiheno-
peus on v; = wy/k = ¢;. Tatd aaltoa kutsutaan pitkittaiseksi akustiseksi aalloksi,
eli LA-aalloksi. Tamaé on identtinen klassisen Cauchyn kontinuumimallin monokro-
maattisen tasoaallon kanssa.

2. Pitkittdinen aaltolukuvektorin suunnassa nopeudella vs = w3 /k eteneva mikrokier-
tyméaaalto. Téta aaltoa kutsutaan pitkittaiseksi optiseksi, eli LO-aalloksi.

3. Tasossa, joka on kohtisuorassa aaltolukuvektoria vastaan nopeudella vy = wy/k
etenevé aalto, jota kutsutaan poikittaiseksi akustiseksi, eli TA-aalloksi.

4. TA-aallon kanssa kytkeytyneend nopeudella v, = wy/k etenevi poikittainen optinen,
eli TO-aalto.

Lukuunottamatta LA-aaltoa, kaikki muut aallot ovat dispersiivisid. TA-aallon asymptoot-
tinen nopeus hyvin pitkille aallonpituuksille (kK — 0) on

or =V i/p, (116)

joka on sama kuin klassisen Cauchyn kontinuumimallin leikkausaallon etenemisnopeus,
katso kuva 6. On myds syytd huomata, ettd optiset aallot esiintyvit vain rajataajuutta
wp suuremmilla taajuuden arvoilla.

Konformisesti invariantissa kédyristymétilassa nopeuksien ¢;,i = 1,...,4 lausekkeet
materiaaliparametrien avulla kirjoitettuna ovat seuraavat

A2 2(1—v)p

2 = 11
Cl p 1 _21/ pa ( 7)
=t He (118)
p
4 3 4 pub?

2 _ 2/ 2P 119
2 B ,uﬁf

S i 120
Cy 0] 0] ( )

Télloin ainakin ¢3 > ¢4. Eringenin mukaan [5, luku 5.11] n#yttéisi olevan voimassa
jarjestys
C3 Z Cy Z C1 Z Co. (121)

Jotta ylla oleva nopeuksien jéarjestys olisi mahdollinen, on seuraavien materiaaliparamet-
rien véliset ehdot oltava voimassa

e 1
> = — < 122
€1 Z C2 n = 1—20 (122)
ja
2 201 —v)
> = 2> 123
“=a J= 1-2 (123)

Léhestyttiessd kokoonpuristumatonta ainetta, eli v — 0,5, ehtoa ¢4 > ¢; on vaikea
perustella.

Kuvassa 7 on esitetty edelld kuvattujen neljan aallon vaihe- ja ryhménopeudet vg =
dw/dEk. Poikittainen akustinen aalto riippuu vain véhéisessid méérin aaltoluvusta ja sen
ryhménopeus on suurempi kuin vaihenopeus, katso kuvaa 6. Optisten aaltojen vaiheno-
peus on suurempi kuin ryhménopeus, joten niiden dispersiokédyttéytyminen on normaalia.
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Kuva 6. TA-aallossa esiintyy poikkeava dispersiokéyttidytyminen. Ryhménopeus on piirretty katkoviivalla.
Konformisesti invariantin kiyristymitilan materiaaliparametreilla on arvot u./p = 0,01,¢2/J = 6.

5

p/p
w

v/

0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

ke,

Kuva 7. Vaihenopeudet ja ryhménopeudet (merkitty katkoviivoilla) dimensiottoman aaltoluvun funktiona
konformisesti invariantissa kiyristymitilassa p/p = 0,01,¢2/J = 6,v = 1/3.
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