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JOHDANTO

Suurten siirtymien tehtdvin laskenta vaikeutuu huomattavasti, mikili tehtivd on 3-
ulotteinen ja muuttujina on myds rotaatiovapausasteita. Rotaatioita ei voida esittid aito-
jen 3D-vektoreiden avulla, eli esim. FEM-laskennassa vapausasteiden suuntaiset rotaa-
tiokomponentit eivit muodosta aitoa vektoria, jota voitaisiin summata suunnikassdinnon
perusteella. Tavallisesti solmun kiertymi# seurataan laskennassa rotaatiomatriisin avulla.
Se siséltdd 3D-tehtédvéssd yhdeksdn komponenttia, joita sitoo kuusi sidosyhtilod, eli ro-

taatiomatriisissa on kuusi ylima#rdistd parametria.

Kolmen parametrin avulla esitetyilld rotaatioilla (kuten Rodriques’n parametrit /1/)
esiintyy singulaarisuuspiste, kun rotaatiokulma on 180 astetta. Eulerin parametreja /2/

risuuspisteitd esiinny.

Sir William Rowan Hamiltonin vuonna 1843 keksimi kvaternionien algebra soveltuu
erinomaisesti rotaatioiden laskentaan Eulerin parametrien avulla. Kvaternionit jaivit kui-
tenkin pitkdksi aikaa vektorilaskennan varjoon, ja vasta viime aikoina Hamiltonin eldmén-
tyd on loydetty uudelleen. Nykyisin kvaternionien algebraa kiytetasin mm. avaruusteknii-
kassa, robotiikassa, ydinfysiikassa ja tietokohegraﬁikassa. Suurissa FEM-ohjelmistoissa
(ANSYS, ABAQUS) on alettu kéyttdd rotaatioiden yhdistdmisessi kvaternioneita, mutta
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muissa rotaatioihin Littyvissd operaatioissa ne turvaavat edelleen (tarpeettomasti) rotaa-

tio- ja orientaatiomatriisien kayttoon.

KVATERNIONIT

Suurten rotaatioiden yhteydessd tarvittavat yhteenlaskut ja koordinaatiston muunnokset
voidaan kitevasti esittdd kvaternionien /2/ algebraa kiyttden. Kvaternion g kirjoitetaan
skalaarin ja vektorin summana kuten kompleksiluku, jolloin se sisiltds 3D-tapauksessa 4
reaalikomponenttia {c,, ¢, ¢,,¢; }
2;”=c0+c]f+c2f+c3fc..
Konjugaattikvaternion § saadaan, kun kvaternionin vektorin etumerkki vaihdetaan
G=c,—ci —c,j —cik.
Kvaternionin normi lasketaan sen komponenttien avulla
|§]=c02+c]2+c22 +r332. (1)
Mikali [g]=1 se on yksikkokvaternion, ja jos ¢, =0, g on vektorikvaternion. Mikili pa-

rametrit {c,,c,,c,,¢, } valitaan siten, ettd

C
o —cos(?—) ja c] —s‘m[g)é‘ 2)
0 5 Jjal & 5 )¢

C.

3

niitd kutsutaan Eulerin parametreiksi. Télloin kulma @ esittdé kiertokulmaa yksikkévek-

torin ¢ ympaéri.

Puhdasta rotaatiota esittdvén kvaternionin normi on aina 1. Kuten kaavan (1) mukaisesti

muodostetun rotaatiokvaternionin normista nihddén, on kaikilla kulmilla ja suuntavekto-

reilla cosz(—q] + sinz(?—)é' e=1.
2 2

Kvaternionien kertolaskua tarvitaan, kun esimerkiksi lasketaan perdkkéisten suurien ro-
taatioiden yhteisvaikutusta. Kahden kvaternionin 7, =a+b ja g,=c+d tulo g,=¢,g, on

myds kvaternion, jossa
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@=ac+a3+cg—3-5+gx5. 3
Sen skalaariosuus on S(g,)=ac—d b ja vektoriosuus V(Z,)=ad +chb+d xb. Vektori-
osuuden ristitulosta huomataan, ettd kvaternionien kertomisjirjestykselld (rotaatioiden
jérjestykselld) on vaikutusta yhdistettyyn kvaternioon (rotaatioon), eli kvaterniot kuten
suuret rotaatiotkaan eivit ole kommutatiivisia. Mikali kvaternionit g, ja g, edustavat ro-
taatioita, antaa kaava (3) yhdistetyn rotaation kvaternionin, kun ensin on suoritettu ro-

taatio 1 ja sitten rotaatio 2.

Vektoria voidaan kiertdd koordinaatistossa tai se voidaan lausua toisessa koordinaatis-
tossa kvaternionin avulla samoin kuin rotaatiomatriisinkin. Annetaan vektorin
(vektorikvaternion) p=0+ p kiertyd kulman 6 verran akselin ¢ ympiri. Mikili g on
rotaatiota R(,€) vastaava kvaternion, saadaan kiertynyt vektori p’=0+p’
(vektorikvaternion)

p’=gpq. 4)
Kvaternionin 7 komponentit voidaan lausua rotaation R(6,&) verran kiertyneessi koor-
dinaatistossa. Uudet komponentit 7* ovat tdlloin

r'=4rq. (5)

Kvaterniot ovat assosiatiivisia, joten sulkeita ei tarvita kertolaskujérjestystd osoittamaan.

SUURTEN SIIRTYMIEN TEHTAVAN CR-FORMULOINNIN LOKAALEISTA
KOORDINAATISTOISTA

Palkkien suurten siirtymien FEM-laskennassa yleisesti kdytetyssd CR-formuloinnissa (co-
rotational) jaetaan elementin siirtymit jiykdn kappaleen liikkkeeseen ja pienid muodon-
muutoksia aiheuttaviin siirtymiin. Jiykén kappaleen liikkkeen tunnistamiseen on kéaytetty
erilaisia tapoja /3/. Kuvassa 1 on esitetty kolme vaihtoehtoa:
1) jiykkd kappale (lokaali x-akseli) osoittaa alkusolmusta tangentin suun-
taan (se saa alkusolmun rotaation)
2) jdykidn kappaleen rotaatio vastaa elementin alku- ja loppusolmujen ro-

taatioiden keskiarvoa
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3) jdykkd kappale (lokaali x-akseli kuten kuvassa 2) muodostaa jénteen al-
ku- ja loppusolmujen vilille.

Tavoissa 1 ja 2 ei tule ongelmia muiden lokaalin koordinaatiston kantavektoreiden (y ja z
-akseleiden suunnat) midrittdmisessd, mutta tavassa 3 muut koordinaatiston kantavek-
torit (y ja z) tdytyy médrittad erikseen. Tapa 3 osoittautuu paremmin konvergoivaksi kuin

tapa 1 /3/. Suurista FEM-ohjelmista esim. ANSYS /8/ kiyttdd tapaa 2.

Tidssd artikkelissa kiytetdin tapaa 3 (sekanttimenetelmsd), eli jiykédn kappaleen liikkkeen
jélkeen palkki muodostaa jinteen alku- ja loppusolmun vilille.

Tapa 1. Alkusolmusta Tapa 2. Alku- ja loppu-  Tapa 3. Sekanttina
tangentiaalisesti solmujen keskimddrdisen alkusolmusta loppu-

rotaation mukaan solmuun

Kuva 1. Jaykédn kappaleen liikkeen esittdmisvaihtoehtoja
ROTAATIOKVATERNIONIN MUODOSTAMINEN KIERTYMAKOMPONEN-

TEISTA

Geometrisesti epilineaarisissa palkki- ja kuorirakenteissa kéytetdin vapausasteina kier-

tymid, jotka voivat olla suuria. Koska solmujen suuria rotaatioita ei voida esittaa 3D -
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tehtidvissd aitona vektorina, otetaan kdyttoon pseudovektori 6, jonka Argyris /4/ on

esittanyt.

=0€, (6)

(61 62 63 )T

missd 6,,60, ja 6, ovat rotaatiokomponentteja, 8=+/0; +65+6; ja é= on

rotaatioakselin suuntainen yksikkovektori. Muodostetaan pseudovektorista 6 rotaatio-

kvaternion
g=0+0, 7N

ja normeerataan se kaavan (2) mukaisesti, jolloin

AP
(0} —003[5) ja w—sm(zje. (8)

Mikili kiertymiskulma 6 on nolla, rotaatiokvaternion voidaan kirjoittaa suoraan

g=1+(000)".

PAIKALLISKOORDINAATISTOJEN MAARITTAMINEN

Alkuasemnaa a (kuva 2) vastaavan orientaatiokvaternionin g, maérittdmistd varten muo-
dostetaan alkutilan a koordinaatiston (x,y,z) akselien suuntaiset yksikkdvektorit

(Ex,éy,é"z). Kantavektori €, saadaan elementin alku- ja loppusolmujen paikkavektorien

(p, i=1,2) avulla Exzﬁiﬁ‘-, missd L on elementin pituus alkutilassa ja i on solmu-

numero. Kantavektori e, midritetddn annetun (tai suuntasolmusta lasketun) suuntavek-

torin 5§ avulla /5/

Z, IG)G o e,
Is—(s-ex)exl

Lopuksi oikean kiden sidénntn mukaan saadaan kantavektori €, =¢, xe,.
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loppuasema e

alkuasema a

Kuva 2. Jaykin kappaleen litkkkeen koordinaatistot ja orientaatiokvaternionit

Elementtikoordinaatiston (£, $,%) ¢, -kantavektori saadaan suoraan siirtymilld piivitetyn

alku- ja loppusolmujen paikkavektorien p, (i=1,2) erotuksena

o PP

2 =-—i}:-—°‘, )
missd L on jinteen pituus lopputilassa. Kantavektori €, on alkutilassa tasossa, jonka
midrittdvit annettu suuntavektori ja palkn lokaali x-akseli. Siirtymien jilkeen palkin pii-
den solmuihin “kiinnitetyt” y -akselit saattavat osoittaa eri suuntiin, joten valitaan jiykin
kappaleen y-akselin suunnaksi ndiden keskiméairdinen suunta

(&, +5,)-((E +5,) & )%

(ei, té, ) - ((esa * em) ex) €x

missd O+ é; =g, (0+e,)g, (solmunirotaation saavae,).

(10)

|2

89-—

Solmun i rotaatiokvaternion §Si (kuva 2) muodostetaan rotaatiokomponenteista kaavojen
(6),...,(8) mukaisesti. Elementtikoordinaatiston Z -akselin suunta saadaan oikean kiden

sdannolla e, =e¢; Xe;.
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ORIENTAATIOKVATERNIONIN MAARITTAMINEN

Orientaatiokvaternionit globaalista koordinaatistosta alku- (g,) ja lopputilan (g,) koordi-
naatistoon saadaan kantavektoreista muodostetun vastaavan orientaatiomatriisin

T,=[¢,.5,.2,] ja T.=[&.,,& ] avulla/6/.

a6 30€50€;
ICOI=%\/T+T}I+TM+% a)
’cl|=%.\/1+ T,-T.,.,—T., b) 11)
Gl :%(I;:m + L) c)
B35 =i—(Tm ~Ton) d)

Kaavoissa (11) T; tarkoittaa matriisin T (7, tai 7,) alkiota i,j. Indeksit /,m,ne{1,2,3} on
valittava siten, ettd permutaatiotensori £;,, =1. Kvaternionin muodostamiseen tarvittavi-
en Eulerin parametrien {c,,¢;,¢,, ¢, } laskentajirjestys valitaan siten, etti neliojuurilauseke
ei mene pieneksi. Koska |q_ | =1, yksi parametreistid on aina vahintiddn 2, ja tarvittava ne-
lijuurilauseke sekd muut parametrit voidaan laskea pelkéddmittd tarkkuuden menettdmis-

ta.

On huomattava, ettd samaan lopputilaan pédéstddn kahdella eri rotaatiolla
R(6,2) ja R(-0,-¢) (vastaavasti g ja —7), joten muunnos matriisimuodosta Eulerin pa-
rametreiksi ei ole yksikésitteinen. Yksikisitteinen ep#singulaarinen muunnos vaatisi vé-
hint##n viisi parametria /7/, mutta siihen ei ole tdssd tarvetta. Valitaan esimerkiksi aina

parametrin c, etumerkki positiiviseksi, jolloin muiden parametrien etumerkit madraytyvat

kaavojen (11)c ja (11)d mukaan.

Kuvan 2 jiykin kappaleen liikkeen kvaternion g, voidaan laskea siten, ettéd ensin tehddén
rotaatio alkuasemasta globaaliin koordinaatistoon g, ja sitten rotaatio globaalista koordi-

naatistosta loppuasemaan g,. Yhdistetyn rotaation kvaternion g,, on téllin g,, = g,g,.
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DEFORMAATIOITA AIHEUTTAVIEN ROTAATIOIDEN LASKENTA

Deformaatioita aiheuttavien muodonmuutosten kvaternion solmulle i gy, (1=1,2) laske-
taan solmukiertymikvaternionin g, (kaavat (6),...,(8)) ja kvaternionin q,, avulla
49, =4, q,.- Téssd kaikkien kdytettyjen kvaternionien vektorit on lausuttu globaalin koor-
dinaatiston kantavektorien avulla, joten my0s g, on globaalissa koordinaatistossa. Usein

pienet muodonmuutokset tarvitaan kuitenkin elementtikoordinaatistossa (loppuasema e).

Kvaternion g, voidaan transformoida elementtikoordinaatistoon g; kaavan (5) avulla
45 =4.9, g.- Saadusta kvaternionista g, palataan kaavoista (6),...,(8) ratkaistuilla yhta-
[6illd solmun rotaatiokomponentteihin, joista voidaan edelleen laskea muodonmuutoksiin

liittyvid solmuvoimia jne.

ROTAATIOIDEN YHDISTAMINEN

: . C 0, - . _ -
Kahdesta normeeratusta rotaatiokvaternionista q1=cos(?‘]+ @, ja q2=cos(%—]+ a,

tulon 7,=3,7, avulla saadaan kaavalla (3) rotaatioiden 6, ja éz summa §3=93l—?—3
a)3
(huom. ensin él, sitten 62), missi
cos Yy =cos 9 cos ] -0, @, ja 12
) 2 5 1"@; ] (12)
s 8 )n O Vee . o . m
@) =COs Y @, +cos 2 W, + W, XW,. (13)

Rotaatiovektorin pitdmiseksi yksikédsitteisend yli 180 asteen rotaatiossa kaytetiin kulman

6 asemasta kulmaa 6’, joka saadaan, kun kulman 6 origoa siirretdin kaavan (14) mukai-

sesti /8/

6 , jos|o|sz
o'= : . (14)
2m -8, jos |6|>7

Rotaatiokvaternionin skalaariosuus on tdlldin aina positiivinen tai nolla.
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Kaavoista (12) ja (13) nihdidn, ettei yhdistetyn rotaation kvaternionia laskettaessa tar-

vitse laskea uusia trigonometrisid funktioita, vaan yhteen- ja kertolasku riittévit.

MUODONMUUTOSTEN JA JAYKAN KAPPALEEN LIIKKEEN EROTTA-
MINEN

Edelld esitetylld sekanttimenetelmilli muodostetun jaykan kappaleen liikkeen ja pienten
muodonmuutosten erottamisen laskenta voidaan esittdd vuokaavion muodossa (kuva 3).
Alkutietoina tarvitaan elementin solmun i kyseisen siirtymétilan kiertyméivapausastekom-
ponentit éi (i=1,2), alkutilan y-akselin suuntavektori € , siirtymétiedoilla péivitetyt paik-

kavektorit p, ja tallennettu alkutilan orientaatiokvaternion g, .

Kuvassa 3 esiintyvat funktiot tekevit seuraavia operaatioita kvaternioilla:

- qmul(7,g,) kvaternionien g, ja g, kertolasku (kaava (3))
- qtrans(g,., ) kvaternionin g, transformoiminen (kaava (4))
-t 2q(é’i, Ey) kvaternionin muodostaminen globaalissa

koordinaatistossa kantavektoreiden avulla

(kaavat (11))

-V 2q((§) kvaternionin muodostaminen

kiertymékomponenteista (kaavat (6),...,(8))

-q2 v(a) rotaatiopseudovektorin muodostaminen

kvaternionista (ratkaistaan kaavoista (6),...,(8)).
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@ lﬁel’ﬁel' @ alkutiedot

i=1,2 7,=v2q(6,)
h J A 4

i=1,2 &, =qtrans(§si JO%E, ])
4

[zi ja &, kaavoilla (9) ja (10)]

4
q.= 2q(¢;.€;)

l '

g..=qmul(g.g,)

4
1=12 adi =quI(§si=§ae)

v
i=1,2 g; =qans(§;.5;)

Y
=12 édg =q2 V(‘Z;i ) deformaatioita aihettavat

kiertymét
Kuva 3. Vuokaavio deformaatioita aitheuttavien rotaatioiden erottamisesta.

Sekanttimenetelmissi elementin jiykin kappaleen liikkkeen erottamisen jélkeen siirtymiti-

la sisdltdd vain pienid kiertymikomponentteja sekd jinteen lyhenemisestd johtuvan aksi-
aalisen muodonmuutoksen AL=L— L, koska elementtikoordinaatiston x-akseli kulkee

tarkasti alku- ja loppusolmujen kautta.
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PAATELMAT JA YHTEENVETO

Kvaternionalgebra yhdessid Eulerin parametrien kanssa on osoittautunut vakeviksi tytka-
luksi rotaatioiden kisittelysséd. Perinteiseen yhdeksidn komponenttiseen matriisiesitykseen
verrattuna vain nelja komponenttia vaativa kvaternionlaskenta on monesti tietokoneella

tehokkaampaa ja késin laskien havainnollisempaa.

Kvaternioilla esitetyt Eulerin parametrit eivit sisdlld singulariteettipisteiti, mutta
rotaatiomatriisin muunnos kvaternioniksi on kaksikasitteinen. Kaksikisitteisyydesti ei ole
haittaa; kvaternionia laskettaessa on vain valittava jonkin parametrin etumerkki -

esimerkiksi siten, etti kiertokulma on aina enintéin 180 astetta.

My6s dynamiikan tehtdvin muodostaminen onnistuu hyvin, koska tarvittavat derivoinnit
ovat helppoja kvaternioilla ja lausekkeet pysyvit yksinkertaisessa muodossa /2/. FEM-
laskenta on lisdksi mahdollista muotoilla siten, ettd matriisimuotoja ei tarvita, ja niin las-

kenta nopeutuu ja muistin tarve vihenee.
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