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TIIVISTELMA Té&mén artikkelisarjan tarkoituksena on valaista virtuaalisen tyon
periaatteen kéyttokelpoisuutta yksinkertaisten perusrakennemallien, kuten sauvo-
jen, laattojen ja kuorien ’gasapa_lno?r}}talmta_ johdettaessa. Sarja koostuu neljasta
artikkelista, joissa kussakin kasitellsin yhta ‘edelld mainituista rakennetyypeista.
Huomiota kiinnitetddn virtuaalisen tyon periaatteen systemaattisuuden lisdlgsi eri-
koisesti sithen, miten liiketilan erilaiset perusotaksumat vaikuttavat tehtavien for-
mulointiin. Tassé osassa kasitelldin sauvaa kolmidimensioisessa, avaruudessa eli

yleista sauvateoriaa.

JOHDANTO

Artikkelisarjan ensimméisessa osassa kisiteltiin tasosauvaa ja johdettiin sauvan
muodonmuutosten lausekkeet seké tasapainoyhtildt. Tasosauvan akselilla, on vain
yksi kaarevuuskomponentti. Avaruussauvan akselilla on mielivaltaisessa koordi-
naattijarjestelméassa yleensd kaksi nollasta eroavaa kaarevuuskomponenttia seké
kierevyys: Tarkastelu voidaan suorittaa myés sauvan akselin oskuloivassa ta-
sossa eli padkaarevuustasossa, jonka maarittavit sauvan akselin tangentti seka
padnormaali. Talloin akselin toinen kaarevuuskomponentti havidd, mutta sa-
malla menetetaan johdettavissa yhtildissa tiettyja symmetriaominaisuuksia. Sa-
moin monet muut seikat, kuten esimerkiksi poikkileikkauksen muoto, saattavat
edellyttad poikkeamista padnormaalitasosta. Oleellisena erona avaruussauvan ja
tasosauvan kasittelyssd on se seikka, ettd kolmidimensioisen sauvan tapaukses-
sa vaantoa ei voida sulkea pois tarkastelusta. Tamin johdosta otaksuma poik-
kileikkauspintojen pysymisesté tasona ei ole endé yleensi realistinen muutamaa
tunnettua poikkeusta lukuunottamatta. Tarvittava kinematiikka tulee t:lldin va-
lita tama huomioonottaen. Jatkossa tarkastelu noudattaa suunnilleen edellisisss
sarjan osissa tutuksi tullutta jarjestysta.

SAUVAN GEOMETRIA

Sauvan rakennemalli on, kuten aikaisemmin jo tuli esille, yksidimensioinen.
Sauva koostuu siis yhdests, suorasta tai kaarevasta viivasta eli sauvan akselista.
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Kuva 1. Koordinaattijarjestelmat.

Taman viivan kunkin pisteen asema kiintedn globaalin koordinaattijarjestelman
origon suhteen madraytyy paikkavektorin 7, avulla. Paikkavektori on jonkin
mielivaltaisen parametrin funktio. Taksi parametriksi voidaan suoraan valita
kaaren pituus s ja ndin jatkossa myos menetellaan. Paikkavektori on globaalin
koordinaattijarjestelman x,y, z avulla esitettyna

7o = Fols) = a(s)i +y(s)7 + 2()E.

Sauvan akselin suuntainen tangenttivektori maaritellaan paikkavektorin derivaat-
tana. Kun derivaatta lasketaan suoraan kaarenpituuden suhteen, tuloksena saa-

daan yksikkotangenttivektori € eli

dr,

ds

Huolimatta siita, ettd edelld mainitun globaalin koordinaattijarjestelman koordi-
naatit tulevat samannimisiksi, otetaan poikkileikkauksen tasossa lisdksi kdyttoon
tutut suoraviivaiset y- ja z-koordinaattimerkinnat. Koordinaattijarjestelma s,y, z
valitaan oikeakétiseksi. Koordinaattien y ja z virittdma taso, sauvan poikki-
leikkaustaso, siis seuraa kayraviivaista akselia ollen kohtisuorassa akselia vastaan
jokaisessa sen pisteessa. Jotta y- ja z-koordinaattiakselien asema voidaan yk-
sikasitteisesti kiinnittad, sidotaan niiden suunnat kuvan 1 tavalla pa&- ja sivunor-
maalien suuntiin. Pa&normaalin suunta maaraytyy yksikkotangenttivektorin de-
rivaatan suuntana; sivunormaalin vastaavasti yksikkotangentin ja -paanormaalin
vektoritulona. Jos merkitdan paanormaalin suuntaa vektorilla €y, ja sivunormaalin
vastaavasti vektorilla €;, kuvan 1 perusteella patee yhteys

-
Eg =

-+ — . -+
€y = COS €y, — SIN YEyp,

— . — 4
€; = SIne, + COS ey,

l

(1)

Naiden derivaatat ovat

déy sin dy én + cos dén coS d('pé' s1 o
— e, _ - —-&p — sinp—,
ds ¥ s Y3 Pas S T @)
de, d déy, d dey

= cos L,o—a(ié'n + sintpd— - sincpd—tpé}, + cosgod—,
S s s s

ds
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Artikkelisarjan osassa I johdettiin sauvan akselin tangentin, painormaalin ja
sivunormaalin suuntaisten yksikkovektoreiden derivaatat

dgs 2y dé’n — — dgb -~
=K — = K&y — TE} — =Tén
ds ’ ds ' ds :

Joissa & ja T ovat akselin kaarevuus ja kierevyys. Pa#normaalin suuntaa mii-
ritettdessé on valittavana kaksi vastakkaista suuntaa. Kirjallisuudessa useimmi-
ten suunnataan paanormaali kaarevuuskeskipistettd kohden. Tam4 johtaa siihen,
etta paanormaalin suunta muuttuu hyppayksittiin kaarevuuden muuttuessa.
Yksikasitteinen siledsti muuttuvan suunnan kiinnittiminen tulee sitoa sauvan
johonkin sivuun tai sirméén. Sijoittamalla derivaattojen lausekkeet yht#ldihin

(2) saadaan

déy = —sin dﬁé’ + cos (ke — T€p) — cos S — sinpra
ds P Lt 7Lt $Ten
o s 1D .
= (—sin e, — cos goeb)(~d— + 7) + K cos ey,
s
d_’z — ' — — . —
de.s = cOoS cpd—fen + sin (k€ — 7€) — smgod—feb + cos pTéE,

d
= (cos €y, — sin apé'b)(d—f + 7) + K sin @€,

Kéyttamalla edelleen hyviksi geometrisia riippuvuuksia (1) nim3 saavat muodon

de, dey. 3
d_:' = —(7 4+ (_:I%)ez + K cos ey,
dis = f{r+ a—f-)gy + K sin e,

Kantavektoreiden kohtisuoruuden perusteella saadaan yksikkétangenttivektorin
derivaatan komponenteiksi

de, . ey )
Ad -ey:—es~$=--ncosga,
de, ., dé, .
o C €y = —€s T = —ksin g,
joten
! i L
P = —K COS (p€y — K Sin p¢E;.

Maaritellddn nyt kaarevuus- ja kierevyyssuureet lausekkeilla

d
= —Ksingp, —:T-}——('E,

i ds

1
— = KCOsp,

2
R, R,

joihin sisaltyy siis osuudet seka akselin kaarevasta geometriasta etti poikkileik-
kauspinnalle valitun koordinaattijarjestelmén kiertymisestd ¢ = (s), ja joilla
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on selkessti erilaiset tulkinnat kuin aikaisemmin osassa I' maaritellyilla vastaavil-
la suureilla. Etumerkkien valinta noudattaa perinteista sauvarakenneanalyyseissa
vleisesti omaksuttua tapaa. Kantajarjestelman yksikkovektoreiden derivaatat voi-
daan nainollen esittdd muodossa

de, 1 . 1

ds R, " _R—y—ez,
de; b Lo
&= BeTT )
dgz 1 — 1—0
= =85 + —Ey:

ds R, T

Kolmidimensioisessa sauvarakenteessa tarvitaan paikkavektoria myos akselin
ulkopuolella olevien pisteiden aseman maarittamiseksi. Tamé paikkavektori
saadaan summaamalla kussakin poikkileikkaustasossa olevan sauvan akselin pis-
teen paikkavektoriin normaalien suuntaiset komponentit,

m(8,9,2) = To(8) + y&y(s) + 2€2(s),

jonka derivaatta- eli tangenttivektoreiksi saadaan soveltamalla suoraan edelld

esitettya
or  dro dey de, ( Yy 2 2 Y
a6 M bt — 1 i w) — I -
35~ ds Y T TR R/ T TY T
'
a_y = €y, (4)
aor s
0z

AVARUUSSAUVAN KINEMATIIKKA ELI LITKETILA

Kun otaksutaan sauvan poikkileikkaustaso-

jen pysyvan deformaatiossa tasoina, kol-
midimensioisessa avaruudessa sauvan siir-

tymatila koostuu koordinaattiakselien z,y, 0
z suuntaisista siirtymakomponenteista u =

u(s), v = v(s) ja w = w(s) seka rotaatio- i 0
komponenteista 8, = 6,(s), 8, = y(s) ja Z

6, = 6,(s). Koska sauvan vaanto kuitenkin

useimmissa tapauksissa aiheuttaa poikki-

leikkaustason kdyristymisen, otetaan tama y 0 s §
huomioon lisaamalld aksiaalisessa suunnas-

sa osuus, joka sisaltaa poikkileikkaustason

kayristymisen huomioonottavan termin 1) =

W(s,y,z). Jaykén kappaleen rotaatiosta ai-

heutuva siirtyma maaraytyy yhtalolla Kuva 2. Rotaatiot.
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— —

. &y €y €z
W @R F—7,) = | b, —by 6, | =—(20, + yb,)e, ~ z28:€y + yb,¢,,
0 y z

jossa 7, on siirtopisteen paikkavektori, tdssd tapauksessa poikkileikkaustason
origon. Rotaatioiden positiiviset suunnat on valittu perinteistd sauva-analyysia
mukaillen (kuva 2). Kinematiikan maarittava siirtyméavektori on talldin muotoa

@(s,y,2) = (u—y8: — 28, + $)e(s) + (v — 26,)8y(s) + (w + yb,)e:(s).  (5)

Muodonmuutoksia maaritettdessd hyodynnetadn jalleen paikallista karteesista,
koordinaattijarjestelmaa X,Y, Z. Tarvittavat derivaattojen valiset muunnoskaa-
vat saadaan kayttokelpoiseen muotoon (vrt. osa II)

d ) roF . oF _ OF | 1 ¢ 8 \
ds as * 85 > B 7 || 3%
o bl gy o O )T (6)
Oy Oy * oy ¥ Oy Z aYy
0 or , or _ orf 0
( 0z ) L&' 8:'% 3. % |\ 5z )
Oleelliset muodonmuutoskomponentit avaruussauvan tapauksessa ovat
ou, o0ad
iy = CEy,
X 90X

Ju, Ou, Ou ou
Tzx = + =77 "tx t 5% €z, (7)

0Z 90X 0Z 0X

Ou, Ou, 0Ou ou
Yvx = R B K Gy PR B,

Yy 09X oY 0X
joissauy, =u-€,u, =U-€, jau, = U-€,. Sijoitetaan paikallinen koordinaatisto
siten, ettd sen X-koordinaattiakseli sivuaa sauvan akselia kussakin pisteessa
ja Y- ja Z-akselit yhtyvat y- ja z-akseleihin. Talloin toteutuvat pisteittdin

yksikkovektoreiden valilla yhteydet €, = &, €, = €, ja €, = &, jolloin
derivaattojen vilinen kaanteinen yhteys saadaan muotoon
a ) - 4 )
Eyd l+4-=) = 217 ( 2
0X B: R, T T 0Os
J 9 y = 0 1 0 J _(9_ 5 (8)
oY Ay
a 0
— 0 0 1 .
\ 0Z \ Oz J
Tastd voidaan helposti laskea kerroinmatriisina oleva Jacobin matriisin kaanteis-
matriisi ‘
p- 1 “_i y -
T &
. y z
T o s s R B T o e 0
J ( + Rz Ry) Rz Ry 3
Y z
0 0 14 =——-—
i TR, R, |
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ja derivaattojen valiset riippuvuudet

9 _ y 210 29 yd

ox R w7 % Ty TTa)

8 0

e 9
57 = oy’ (9)
9 _90

8z 8z’

AVARUUSSAUVAN MUODONMUUTOKSET

Muodonmuutokset (7) pisteessd, jossa paikallinen koordinaattijirjestelmi on
kiinnitetty, voidaan lausua kaavojen (9) perusteella muodossa
ou Yy z .y (00 zOU you
oD ety (O ).a
©=ex = gx G =+ g Ry) 9s Toy 'Ta:)
ou ou
7ys=7yx:a_X'ey+5"}7'x

y z._4 (00 =204 ydu\ , Ou
1 s btk N ; st
( +Rz Ry (65 Tay+Taz) ey+6y co
ou , ou
7z3:7zx:5}(—'62+5§'8x (10)
o z0u yod ou
SN RrIge. S Qi A PR LY g PR - Wl o
( +Rz ) (83 T8y+Taz) ¢ +c’?z e

Johdetaan ensimmaisessa Va.lheessa tasapainoyhtalot otaksumalla poikkileikkaus-
tason pysyvan tasona, eli otaksumalla kayristymafunktion havidvan: ¥(s,y,2) =
0. Tama patee lahinna sauvoille, joiden poikkileikkaus on pyored, eli ympyra tai

ympyraputki. Siirtymavektorin (5) derivaatoiksi saadaan talloin

O _ b 0 i
o it
F (2 S, +(w+y9>‘i§ (11)
g—g = —0,¢s + 8¢,
% = 0,8, — 8,8,

joista ensimmainen saadaan muotoon

00 _(du_ 46, d8, 1 1 B}
s (ds Yas “ds 1 R_z(v 26:) - R_y(w +y68))88
dv déd, 1 1 .
(E —_— ds RZ (u — ygz s Zay) + ?(w + 993))39' (12)
(G g g v =) - - 0),
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kun otetaan huomioon yksikkovektoreiden derivaatat (3). Muodonmuutokset pai-
kallisissa koordinaateissa lausuttuna saadaan sijoittamalla derivaattojen lausek-
keet (11) ja (12) madritelmiin (10)

du dé, d9 1 1 z
1pas s LR T e o _H
= (et 7T - & "7 TR W) g (046 + 6 %]
dv dé, 1 1 Yy
Yys = (det J)~ [g_zds Rz(uhyGZ—zﬂy)++f(w+y93)——6?3] -8
_; [dw dé, 1 z
Yoo = (det 1) [T 4y v - = 26,) = (v —28,) — 20,] - 6,

Namé sieventyvat muotoon

du w ] dé ) e
— (det V-1 [ &Y SR PR e L I T Y o T
¢s = (det J) ﬁ U WA (e~ S DR G Tﬂ,

dv  u  w dé 0 6

=(detT) (- Ly 2 gy L B b
Yoo = (et {5 e s = 0] o - ) (13)

dw  u v d, 6. 6,

Vzs = (det )~ [($+E—‘f—9y)+y(ds —E—E)],

joissa on kaytetty lyhennysmerkintaa
Z

Y
detT =1
=T R TR,

Jacobin matriisin determinantille. Leikkausmuodonmuutosten hividminen edel-
Iyttaa tasosauvan yhteydessa maéériteltys Bernoullin otaksumaa mukaellen kolmen

ehdon

_dv U w

*“ds R, T’

P S0, 8 2

v 4 "R, T (14)

dgs—ﬁ_{_a_y—pl_ %+E +_:L__ d_w 2
ds Ry, R, R,\ds T/ R, \ds T)

totcutumista. Naistd kaksi ensimmaista riittdd ehdon toteutumiseen sauvan
akselilla.

SAUVAN TASAPAINOYHTALOT

Osittaisintegrointikaavat

Ainoana oleellisena perusmatematiikan tyokaluna virtuaalisen tyén periaatteen
soveltamisessa rakenneanalyysiin tarvitaan osittaisintegrointia. Maariteltiessi
funktiot ¢ = g(s) ja h = h(s) yksidimensioinen osittaisintegrointikaava on

“k d )
fs %ds / %I ha .

= 9(OM(O) - 9(0)A(0) ~ [ Thas.
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Artikkelisarjan osassa II johdettiin varsin yksityiskohtaisesti yleiset osittaisin-
tegrointikaavat kahdessa dimensiossa. Olkoon p = p(y,z) ja ¢ = ¢(y, 2), jolloin

saadaan 9 5
P
/ 6 L = j{pqnydc—/ a—qd-A,

f p—a——dA =f(pgn dec — / gdA
A 32

Kappaleen reunaviivan I' normaalin 77 suuntakosinit ny = - ¢y jan, = it - €, ovat
normaalin projektiot koordinaattiakselien suunnille.

(16)

Virtuaalisen tyon periaate

Tasapainoyhtalot johdetaan kayttamalla virtuaalisen tyon periaatetta. Virtuaali-
sen tyon periaatteen soveltuvuus sekéd analyyttisten ettd numeeristen laskentame-
netelmien perustyokaluksi on omiaan yhdentdm&in opetuksessakin perinteisesti
varsin erillaan olevia laskentatekniikkoja.

Virtuaalisen tyon periaatteessa kuviteltua, virtuaalista siirtymatilaa vastaa-
van rakenteen sisaisten voimien virtuaalisen tyon éW*° (s=sisainen) ja ulkoisen
kuormituksen tekeman virtuaalisen tyon 6W* (u=ulkoinen) summa hiviga.

SW*® + 6W™ = 0. (17)

Sisaisten voimien virtuaalinen tyo
oW* = — / (o bex + Tyx0Yyx + Tyx07zx)dV. (18)
1%

Hajoittamalla tilavuusintegraali erillisiksi integraaleiksi sauvan poikkileikkausalan
A ja pituuden yli, d4 = dydz, saadaan tilavuusalkioksi

dV = (det J)dsdydz = (det J)d Ads.

Téaman jalkeen sijoitetaan varioidut muodonmuutosten lausekkeet (13), jolloin

saadaan
o déu fjf_ B _62 _ déé, 693 ) d§9 P 60, 480,
/ / "" YR TR WLty t R, T
d&v dbu  bw déé, 59y 66,
| g m gt T o8 A - Rﬂ
fdw  bu  bu ds6, 66, &6,
”w{*‘a:*a Bt A el R_z)]}dAdS

Edellisessa otettiin jo huomioon kussakin poikkileikkaustasossa patevat yhteydet

O-X = 03, TYX == Tys Ja sz = Tzs-.
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Kun maaritellddn normaalivoima-, leikkausvoima- Ja momenttiresultantit ta-
vanomaisella tavalla sisdisten jannitysjakaumien integraaleina yli sauvan poikki-
leikkausalan

N:/ osdA, M, :/[yTzs_ZTstdA’

A A

&y = /TysdA, M, :/ oszdA, (19)
JA A

Qz :/TzsdAa Mz :/UsydAa
A A

saadaan lauseke

5W3:—f[N(d5u+éE—5—w)—My(dwy-{—%—@i)

ds "R, R, ds "R, T
déd, &6, 60, dév  bu  Sw
—%E§+&+?%@%g‘z+?*ﬂ)

+Qz(‘f—8w+%-5§~59y) EACEE S %)}ds.

Suorittamalla yhden kerran osittaisintegrointi kaavaa (15) soveltamalla niissé,
termeissa, joissa on virtuaalisten siirtyméasuureiden du, dv, bw, 66,, 66, tai 66,
derivaattoja, saadaan lauseke

6W“"=—/3{{—£V——Q‘E+Qi}5uk[%—ﬂr--f-&]év

ds R, "R, ds R, T
Q. N Q dM, M, M,
_[FS_“LRy ow =[5+ R T Ry}ws
dM, M, M, M, M, M,
e R R [
£
- [Néu + Qubv + Q6w + M,60, — M,5, — Mzéﬂz] . (20)
0

Vastaavasti ulkoisen kuormituksen tekem3 virtuaalinen tyo, joka koostuu seki
tilavuusvoimien ettéd pintavoimien tekemista tydsta, on

6W“:/f-6ﬂf dV+/ £ 60 dA
Jv A

= / [fxbuy + fi6u, + fz6uz]dV+/ [txbuy +1t,6u, +1,6u,]dA.
v At
(21)

Nimitys pintavoimat késittda kuormitukset, jotka kohdistuvat sauvan kahteen
paatypoikkileikkaustasoon A, mutta mahdollisesti myés vaippapintaan. Kun
otetaan huomioon siirtymén lauseke (3), hajoitetaan tilavuus- Ja pintaintegraalit
osiin seka otetaan huomioon, etta kussakin poikkileikkaustasossa patevat relaatiot
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Kuva 3. Yksikkonormaali- ja tangenttivektorit sauvan paissa.

fx = fo; fy = fy ja f, = f. ja paitypoikkileikkauksissa vastaavasti ¢, = t,,
t, =ty jat, =t,,saadaan

W = /] [fs(bu — yd8, — 266y) + fy(6v — 260,) + f. (6w + y86,)](det T)d Ads
sJA

+ [te(bu —yb8, — 268,) + t,{6v — 260,) + t, (6w + yé6,)]dA.
Ay
Kasittelyn lyhentamiseksi on tassa jatetty palkin vaippapintaan mahdollisesti
kohdistuvien ulkoisten kuormitusten osuus huomioconottamatta. Maaritellasan
kuormitusresultantit ensin tilavuusvoimille

n= f fo(det T)dA4, iy = / (yfs — 2f,)(det T)d4,
A A
qy :/;fy(det.])dA, my:LZfs(detJ)dA, (22)

- = [ Fdetdad,  m. = [ utifdet Ty

Muodostetaan edelleen sauvan kummassakin paassa akselin yksikkotangenttivek-
torin ja paatypoikkileikkaustason ulkonormaalin 7 pistetulo, n, = 7 - €,, jolloin
ns(€) = 1 ja ng(0) = —1, kuva 3. Tamén avulla voidaan sauvan kummassakin
paassa maaritella ulkoisten pintavoimien kuormaresultantit seuraavasti:

Ny = tutis A4, M., :/ (yt: — 2ty )n, dA,
At A:

Qy, :/ tyns dA4, M,, =f ztgng dA, (23)
At Az

O mf t.ng dA, M,, :/ yten, dA.
At Ag

Talloin ulkoisten voimien virtuaalisen tyon lauseke saadaan muotoon

S = / [n6u 4 4y 60 + 6w + 86, — my 86, — m.60, ] ds

P (24)

-y [Noéu + Qy.6v + Q. 6w + M,,60, — M,, 60, — M,,anz]o.
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On huomattava, ettd lausekkeen (24) sijoitustermissi alarajan termit tulevat
mukaan miinusmerkkisind. Tama korjaantuu suureen n, avulla.

Sijoittamalla edelld madritetyt sisiisten ja ulkoisten voimien virtuaalisen tyon
lausekkeet (20) ja (24) virtuaalisen tyon periaatteen kaavaan (17) saadaan yhtalo

{5+ - Feolons (- R+ G onfo

ds " R, R, R.'T
—sz N Qy dMS My MZ
2 _Bva.ls
e R, T+q}w+[ds+Rz+Ry+m3693
FdMy Mz Ms sz My Ma
S T R Qe me, - [ —R—y—Qy—i—mz]é@z}ds
- ”(N - N0)6u + (Qy - an )5U + (QZ - QZu )6’UJ (25)

¢
+(My— M,, )86, — (M, — M, )86, — (M, — M, )592]0 =0.
Jotta yhtélo toteutuisi mielivaltaisesti valittujen virtuaalisten siirtymékomponent-
tien du, dv, éw 66, 66, 66, suhteen, kunkin siirtymékomponentin kertoimen
taytyy erikseen havita sekd sauvan akselilla etts piissi. Nain muodostuvat sauvan
tasapainoyhtalot

v Qy, Q.
& TR g "0
@y, N Q. _
dS - R_z + T + Qy — O,
d@. N @, _
dS Ey_ - T + gz = 0,
(26)
dM, M, i M, e
ds 'R, R, T
dM, M, M,
& T R Tl
dM, M, M,
g i, B = =
ds ¥ T &, Sy e
joiden tulee toteutua jokaisessa sauvan akselin sisipisteessi seki reunaehdot
—N+N,=0, ) dbu=u—a=0, )
-Q,+Q,, =0, bv=v-0=0,
-Q,+Q, =0, bw=w—1w=0
¢ k —F PO _ k = g
—M3+Mso:0, r e ot 593':9.9—9.9:0: F e °
My — My, =0, 80y = 6y — 6, =0,
MZ~MZGZO! 7 66z:92‘“'gz:0,J

(27)
kummassakin akselin paatepisteessa. Mekaanisten eli voimatilalle asetettujen reu-
naehtojen tulee toteutua kuormitetulla osalla reuna-aluetta s;, missi edellytetaan
tasapainoa ulkoisten kuormien kanssa, ja geometristen vastaavasti tuetulla reunal-
la sy. Reuna-alueet s; ja s, voivat lisaksi menni pasllekkiin eri vapausasteiden
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eli siirtymakomponenttien osalta - esimerkiksi tuetussa sauvan péaassa voi kuormi-
tuksena olla aksiaalinen voima tai taivutusmomentti. Alueita s; ja s, ei niinollen
voi puhtaasti erottaa toisistaan. Virtuaalisten siirtymien tulee olla kinemaatti-
sesti luvallisia eli toteuttaa geometriset reunaehdot mukaanluettuna niin sanotut
pakkosiirtymét eli nollasta eroavat tunnetut siirtymét @, o, , ,, 6, ja 8,.
Tuloksena saadut tasapainoehdot eli differentiaaliyhtalst (26) ovat luonnol-
lisesti sauvan materiaalista riippumattomia. Jos halutaan edelleen johtaa tasa-
painoyhtalot siirtymékomponenttien avulla lausuttuina, tulee tarkasteluun kytkes
tarkasteltavan sauvan materiaalin konstitutiivinen malli, toisin sanoen jannitys-

muodonmuutos-riippuvuus.

POIKKILETKKAUSTASON KAYRISTYMINEN

Otetaan nyt huomioon poikkileikkaustason kéyristyminen vaannossa, (s, y, z) #
0, ja kehitetaan funktio ¢ Taylorin sarjaksi

a o a o 62 o
¢(Svyvz):¢o(3)+%(8)y+ aq’bz (s)2+ 3 aygz(S)yH--o

Tasta havaitaan, etta kukin yksittdinen termi voidaan lausua sauvateoriaa
mukaellen muodossa ¥(s,y,2) = @¢(s)w(y,z), jossa funktiot w(y,z) otaksutaan
tunnetuiksi. Nain menetellen siirtymévektorin derivaattojen lausekkeisiin (11) ja
(12) tulee lisatermit

o de de,

3 TVa e Ty
= w%ﬁ?é’s %¢€y + fﬁié},
z y
o1 _ v )
3y = ay €g,
oF
8z 0z "
Niistd seuraa edelleen muodonmuutosten lausekkeisiin (13) lisaykset
_1f/ d¢  z 0w y Ow
s = (deb Iy M- e = —
& = {detd) (wds T oy Tazqﬁ)
. _wé  Ow
Tys = —(det J) R, % ?3‘5 (29)
_wé
Yzs = (det J) ' + ¢
R,

Sijoittamalla nama sisaisen virtuaalisen ty6n lausekkeeseen (18) saadaan tuloksena

@ _ ia_w y O Ts 64 T
/ / {o's w g — 5¢)] s+ prusy
y z Bw

. (30
+ (1 + = - E)(Tya aéﬁﬁ + Tzs-é';éé)] }dAdS
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Suoritetaan yhden kerran osittaisintegrointi siind tennissd, jossa esiintyy virtu-
aalisen siirtymafunktion é¢ derivaatta, soveltaen osittaisintegrointikaavaa (15).
Talloin saadaan

Oo, Ow ow o Ow Jw
SW* = s q z8s = el o
[ BTy 3y+T 0z T(Zc’?y y(’iz)
1 Ow Ow
R (Tys(w yg) - Tzsya) (31)

£

1 Ow Ow o
+ R—(Tzs(w — Za_z) - Tysz@"):‘ dAdépds — [/.;1 szdA6¢JU-

Y

Maarittelemalla voimaresultantit

= / oswdA,
A
Ow Owy ,
Qyz = L (Tysa + s az)dA’
Ow Ow
Mss —/;q (O'S(Z-a—y =i yg;—) dA, (32)

tama sieventyy viela muotoon

£

. dB, My My, | M.
sW* = /( - et Rq)éqzﬁds [33540. (33)

Vastaava ulkoisen virtuaalisen tyén saama lisdys on

S = f f fowo(det J)dAspds + / 4ol A, (34)

4,

Ulkoisten voimaresultanttien

b3=/ fsw(det J)d A, B, :/ wtyngdA, (35)
A Aq

avulla lauseke (34) saa muodon
;

SW = f bySdds + [Bsaaqu , ©(36)

9]
ja virtuaalisen tyon periaattetta (17) kéyttden paadytidn tasapainoyhtaléon

dB M, M, M.,
“Qut Tt R TR

+ bs == 0, (37)
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sek# reunaehtoihin
—Bs+B,,=0, kun s=5;, V Sw=w-@=0, kun s=s,, (38)

sauvan paissa.
Tarkastellaan ensimmaisena esimerkkina St. Venantin tai Prandtlin va-

paan vaannon teoriaa. Talloin otaksutaan, ettd v = w =60, = 6, = 0ja lisiksi v on
vakio s-koordinaatin suhteen. Tasta seuraa, ettd e, = 0. Oletukset ovat realistisia
alnoastaan suoran sauvan tapauksessa, jolloin detJ = 1 ja 1/ = R, =0
Myés termi 1/T haviaa, koska koordinaattiviivojen y ja z voidaan edellyttia
sailyttavan suuntansa.

d¢

Koska ¢, =0 = o= 0 = ¢(s)= ¢, vakio.
s

T&lloin oleelliset muodonmuutoskomponentit lausekkeista (13) ja (29) ovat

df, OJw
Yys = — ED + a_y‘¢0}
B d9 Ow
’YZS - d + a ¢

Perinteisesti poikkileikkaustason kayristyméafunktiota pidetdan tuntemattomana
funktiona ja variointi suoritetaan myods sen suhteen. Naiin saadaan sisaisen
virtuaalisen tyon lausekkeeksi

) ast, ds 06w
dW? = _/SL ["“Tysz_ds_'f"rzsy s ( Tys & +7'zs a5 )qba]dAdS

dée, dbw 36w
== Ms ds — o 3 4 z8 4 .
/3 —ds— ¢ E/A T T )dA

Jz

Vaantomomenttiresultantti M, on maaritelty yhtaloissa (19). JalkimmAisessa
termissa on suoritettu integrointi sauvan aksiaalisessa suunnassa. Suorittamalla
yhden kerran osittaisintegrointi, viivaintegraalissa kaavaa (15) ja pintaintegraalissa
kaavaa (16) kayttaen, saadaan edelleen

SW? = / df 88,ds — [M3693]

£

0

Ofys . Oy
v, fA ( e )&udA—- ol fi (Tusmy + Tasns) uode.

=1,

Reunaintegraalissa termi ¢, edustaa reunaviivalla sauvan akselin suuntaista janni-
tyskomponenttia, kuva 4a. Ulkoinen virtuaalinen tyd on vastaavasti

SW* = //(fsqbaéw — fy268, + f,yb6,)dAds —/ (t,268, ~t,y66,)dA
sJA Ay

£

= /mséﬁsds-{-(boﬂ/ febwdA + {Msoéﬂs] .
8 A

0
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Kuva 4. a) Saint Venantin vaantdsauvan, b) Vlasovin ohutseinimaisen sauvan
poikkileikkaus.

Ulkoiset kuormaresultantit on maéritelty yhtéldissi (22) ja (23). Lisiksi on
huomattava, ettd sauvan péaissd t, = 0, koska normaalijannitys hivias kaikkialla.
Sijoittamalla siséisten ja ulkoisten virtuaalisten téiden lausekkeet virtuaalisen tyon
periaatteen yhtaoon (17) saadaan tasapainoehdoiksi

dM,
; + ms =0, sauvan akselilla.
S
a g | aTZS . . . .
Ty 4 + fs = 0, poikkileikkaustasoissa.
dy 0z

Probleemaan liittyvat reunaehdot ovat

—M, +M,, =0, Vo 80, =6, -8, = 0, sauvan paissa ja

YN V bw=w-—w=0, valppapinnalla.

Toisena esimerkkina on Vlasovin ohutseindmiisten suorien sauvojen viin-
toteoria. Sauvan otaksutaan koostuvan suorista levyistd, jotka liittyvit yhteen
akselin suuntaisilla solmulinjoilla. T&lléin poikkileikkaus on kuvan 4b mukainen
suorista osista koostuva. Puhtaan v8dnnon kyseessd ollessa voidaan valita g =
f. = 0. Koska ohutseindmaisilla sauvoilla poikkileikkauksen leikkauskeskid harvoin
yhtyy valittuun origoon, mééritellaan rotaatio leikkaus- eli viantokeskion suhteen

& g B, ’
= —(z — Zv)gsgy + (y - yv)gsgz-:

U= wees — (2 — 2)0s€y + (¥ — y0)0: €%,

59



ja muodonmuutokset voidaan koota lausekkeista (13) ja (29)

€5 = i
s wds’
df, Ow
Yys = "*(Z == Z'u)g + _aTJé)
dd, Jw

s = (1 ~yv)~a~; o+ 5:¢.

Tarkastelu on suoritettava kussakin poikkileikkauksen osassa erikseen. Téta varten
on madritettavd muodonmuutosten ey ja 7y, lausekkeet, kuva 4b. Ottamalla
huomioon, etta

Y=Y, + cosa — nsina,

z =2, +¢sma+ ncosa,

joissa y,, 2z, ovat §,n-koordinaattijarjestelméan origon koordinaatit, saadaan suo-
raan maaritelmia (7) soveltamalla

_Bﬁg_l_@g_(@'ay%_@ﬁ@z)ﬂ%_aﬁ . i g
Yy = % T 7 = gy ot T as 0 €y 55 {cos o€y + sin a€,)
ou ., Ou ou .,  ou . . .
= (ny F Bt 5; ] ey)cosoz—k(g €5+ 5—8— <€) 8N O = 7Yy COS & + Y4 SIN .
Vastaavasti
ot _, oOu .. ou , ou X
Vs = — 3_y - 85 + E-ey)sma-i—(va—z e, + 7 €2)COS & = —Yys SIN Q& + Y5 COS Q.
Sijoittamalla naihin leikkausmuodonmuutosten vy, ja v.s lausekkeet edelts saa-
daan 5 40
w
Yes = 5£¢ — (20 — 2y) cos a — (y, — yv)sina]gsf’— - n%,
Ok , dé
Hg = %qﬁ + [(20 — 2zv) sin @ + (Yo — yu ) cos @] d; + f%

Vlasov otaksui, ettéd poikkileikkauksen seindméan normaalit pysyvat kohtisuorassa
seindman-keskipintaa vastaan, jolloin leikkausmuodonmuutos y,, = 0. Tama ehto
toteutuu, kun

dé

8(s) =~ ()

ja kun funktio w toteuttaa lisaksi differentiaaliyhtalon

E’}E_( .  x
a7 = (2o — 2zy)sina + (Yo — yv)cosa + £.

Yhtalon ratkaisuksi saadaan

w = [(zo — Zv)SiI}Of + (yo - yv) Cos G]W =+ 77& £ g(§)>

60



jossa g(£) on jokin £:std riippuva funktio. Vlasov otaksui edelleen, etta leikkans-
muodonmuutos g, hdvidd seindmén keskipinnalla. Sijoittamalla saatu w-funktio
vastaavaan leikkausmuodonmuutoksen lausekkeeseen saadaan

g _
Yes = (=7 — % ~[(zo — zu) cos @ — (y, — y,)sina] — n)ii“',

Tama puolestaan hévidd seindmén keskipinnalla, jos

9(‘5) = *[(Zo —zy)cosa — (Yo — yy)SiIleJf + u,.

u, on integroimisvakio, joka edustaa €,7-jarjestelman Origonl slirtymaa sauva
akselin suunnassa. Se voidaan maaritti3 erilaisilla normeerauksilla tai esimerkiksi
sektoriaalisen koordinaatin jatkuvuusehdosta; oletetaan tissi vhteydessd, etta
uo, = 0. Talloin w:n lauseke saadaan muotoon

w(y,2) = (20 — z)(nsina — Ecosa) + (yo — Yu)(ncosa + Esina) + €.
Tama voidaan edelleen esittaa muodossa
w(y,z) =~z = 2)y = %) + (¥ — v )(z — 20) + 7[(y — yo) cOS 6t + {2 — 2o ) 80118,

Maaritellaan lisaksi sauvan poikkileikkauksessa seiniman keskilinjalla koordinaatit
y(€), 2(£), jotka itseasiassa ovat vastaavat koordinaatit, joista on vahennetty pois
n:sta riippuva osa, toisin sanoen

7(é) =y + nsina,
zZ(f) =z — ncosa.

Nain w:n lauseke saadaan muotoon

w(y,2) = (2= 20 )(F = o) + (§ —yu)(Z — 2,) + Ny —ye)cosa + (5 - 2 ) sinay
=&(&) +7[(7 — yu)cosa + (Z — z,) sin a].

Suure
() = —(2 = z)(§ — ¥o) + (¥ — g0 )(Z = 20),

joka on maaritelty vain poikkileikkauksen seinamén keskilinjalla, on suoraviivai-
sista osista koostuvan poikkileikkauksen sektoriaalinen koordinaatt;. Lopulliset
muodonmuutosten lausekkeet ovat

_ _ . , d%e
€y = —(w(f) +n[(7 - Yo)cosa + (2 — z,) sin Q’]) df,-;’
dé,
Ve = =20 ds

Leikkausmuodonmuutoksen v, lausekkeeseen jai siis jiljelle vain keskilinjalla
havidvd termi. Sisdisen virtuaalisen tyon lausekkeeksi saadaan, edelldinainittujen
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rajoitteiden vallitessa, soveltamalla yksidimensioista osittaisintegrointia (15) lause-

ke
d266' déd, d%69, déé,
SW* = //( Tsw——— — 20 T¢s P >)dAds = —/S(—BS 122 + M; h )ds
d’B, th déd, dB, ¢
S [ )’

Voimaresultantti B, on esitetty yhtéldissa (32). Vastaavasti My on

M, = / —2nTesdA.
A
Ulkoisen virtuaalisen tyon lausekkeeksi saadaan vastaavasti

/f —— — fy(z = 2)80, + f.(y — y»)86,)d Ads

—t,(z — 2,)60, + t.(y — y.)68,)d A

db, ) dso, L
= s s =By ——— s, — bs s| -
fs(ds B"ds + (M, )aeJ

0

Voimaresultantit on maéaritelty kaavoissa (22), (23) ja (35). Nain saadaan sauvan

tasapainoehdoksi
d’B, dM, & db;

32 T gy T s T =
ja reunaehdoiksi
B, — B, =0, dod, d|95J dé, =0,
a3, v ds — ds ds
- —ﬁJt"f‘Mso_bS:O? 663:83—-63:0.
YHTEENVETO

Artikkelisarjassa selvitellaan lahinna opetustarkoitusta silmalla pitden erilais-
ten perusrakennetyyppien analysointia. Rakenteiden muodonmuutoksia tutki-
taan kayttdmalld hyviksi paikallista suoraviivaista ortogonaalista koordinaat-
tijarjestelmas. Tasapainoyhtélot johdetaan soveltamalla virtuaalisen tyon peri-
aatetta. Lapi koko artikkelisarjan virtuaaliset siirtyméat on valittu otaksuttujen
todellisten siirtymien variaatioiksi. Néin menetelladn alan kirjallisuudessa useim-
miten, mutta se el suinkaan ole valttdmatonta. Virtuaaliseksi siirtymatilaksi voi-
taisiin aivan yhtd hyvin valita esimerkiksi jaykan kappaleen siirtymat ja johtaa
niiden avulla tavanomaiset jannitysresultantteja koskevat tasapainoyhtélot.
Valitun menettelytavan etuna on systemaattisuus, jonka avulla monimutkai-
setkin tarkastelut voidaan suorittaa periaatteessa hyvin yksinkertaisesti, ainoas-
taan perusmatematiikan alkeisiin tukeutuvia laskentamenetelmia kdyttamalla. On
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haluttu myos korostaa rakenteen kinematiikan merkitysta eri rakennetyyppien ana-
lysoinnissa. Kinematiikan kiinnittdmisen jélkeen laskentaprosessi on periaatteessa
ailvan sama kaikilla rakennetyypeilla.

KIRJALLISUUSREFERAATIT

FLoGgGE W. (1972), Tensor Analysis and Continuum Mechanics. Springer-Verlag,
New York.

Love A.E.H. (1944), A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity.
4.edition, Dover Publications, New York.

NovozuiLov V.V. (1953), Foundations of the Nonlinear Theory of Elasticity.
Graylock Press, Rochester, N.Y.

Open J.T. (1967), Mechanics of Elastic Structures. McGraw-Hill.

Paavora J. and SALONEN E.-M. (1991), Use of Local Rectangular Coordinates in
Various Structural Analyses, in "Proceedings of the 4th Finnish Mechanics Days”,
E. Niemi (Ed.), Lappeenranta, ss. 369-376.

Paavora J. and SALONEN E.-M. (1992), Muodonmuutokset ja kiinte#t paikalliset
karteesiset koordinaatit, Rakenteiden Mekaniikka, 24, No 3, ss. 38-55.

Wasnaizu K. (1975), Variational Methods in Elasticity and Plasticity. 2.painos,
Pergamon Press Ltd., London.

Viasov V.Z. (1963), Thin-Walled Elastic Beams. Israel Program for Scientific
Translations, Israel.

VAisiLA K. (1975), Vektorianalyysi. 6.painos, WSQOY, Helsinki.

Juha Paavola, rakenteiden mekaniikan apulaisprofessori, Teknillinen korkeakoulu,
Eero-Matti Salonen, mekaniikan apulaisprofessori, Teknillinen korkeakoulu.

63



Vi VALMET

Valmet Oy, Konsernijohto, Panuntie 6, PL. 27, 00621 Helsinki. Puhelin (90) 777 051, telefax (90) 77705 580.

Innovaatioita
muutenkin
kuin paperilla.

Valmet-konserni on maailman johtavia
paperinvalmistusteknologian ja prosessi-
teollisuuden automaatioratkaisujen
toimittajia. Konserni valmistaa myos
kuljetustekniikkaa vaativaan kiyttdon.

Valmet jalostaa innovaatioista asialklaansa
toimintaa edistdvid huipputuotteita.
Innovaatiot auttavat asiakasta vasta, kun
ne on sovellettu kdytdnnon ratkaisuiksi.
Kun niistd tulee parannuksia prosesseihin
ja toimintoihin. Siksi Valmet-laatua ei
mitata suunnittelupdydalld, vaan
asiakkaidemme prosesseissa.

64




