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JOHDANTO

Levyssd oleva reikd muuttaa sen jinnitystilaa paikallisesti aiheuttaen jdnnityshuipun.
Reiillisen levyn jannitystila voidaan nykyisin varsin tarkasti laskea numeerisilla menetel-
milld. Tédssd artikkelissa tarkastellaan kuitenkin analyyttisti menetelmid ratkaista
reidllisen levyn jannitystila yleiselle reidn muodolle isotrooppisen materiaalin tapaukses-
sa. Tarkastelu rajoitetaan tasotapaukseen. Menetelmi perustuu kompleksifunktioiden
teorian soveltamiseen kimmoteoriassa, jota on laajasti esitetty lihteissi Sokolnikoff
(1956) ja Muskhelishvili (1953). Tétd teoriaa on Savin (1961) soveltanut Jénnitystilan
ratkaisemiseen reikien ympérilla.

Tamén artikkelin tarkoituksena on esittd4 teoria jannitysten laskemiseksi. Tarkoitukse-
na on laatia jatkoartikkeli, jossa sovelletaan teoriaa jannitystilan ratkaisemiseen neli-
kulmaisten reikien ympirilld anisotrooppisessa materiaalissa. Tamiin tapauksen ratkaisua
ei ole esitetty ym. ldhteissé.

PERUSYHTALOT

Tarkastellaan siis jénnityksid xy-tasossa ja oletetaan etti tilavuusvoimia ei ole. Tll6in
tasapainoyhtalot tasotapauksessa (g,=0 tai ¢,=0, =V, £#1(2) ja e2f(z)) jinnitys-
komponenteille ovat
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Ratkaisua varten tarvitaan vield kompatibiliteettiyhtilo, joka lausuttuna venymien avulla
on
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Fe . de, Py,

A
seki venymien ja jinnitysten yhteys

€ = %(ox—voy)

€, = %(oy—v a,) 3

2
Yo = E(I +v)tn"

Jos reunakuorma tunnetaan tarkasteltavan alueen S reunalla L, niin reunaehdot tehtiville
ovat

oxcos(n,x)ﬂxycos(n,y) =X @)
txycos(n,x)+o ycos(n,y) =Y.

jossa X ja Y ovat reunakuorman komponentit x- ja y-suunnille, n on reunan ulkonormaa-
li reunapisteessi (x,y). Tasapainoyhtilst (1) voidaan toteuttaa identtisesti, jos valitaan nk.
jannitysfunktio U(x,y), joka toteuttaa seuraavat yhtalot

_ UGy, PUGY [ FUG) )

g2 7 S dxdy

Jos sijoitetaan yhtilot (5) yhtélsihin (2) ja (3) todetaan, ettd jénnitysfunktio toteuttaa
biharmonisen yhtdlon

V*U(x,y) = 0, (6)

missd V on Laplacen operaattori.
Reunachdot jannitysfunktiolle saadaan, kun todetaan ensin, ettd

dy

dx
os(n,x)=—2, YW=-—,
cos(n.x) cos(n,y)

jossa s on pisteen (x,y) koordinaatti reunakdyrdd L pitkin mielivaltaisesta pisteestd
alkaen. Nyt yhtalostd (4) seuraa

X = ﬂﬂq.ﬂix. = i(a_l])
o2 ds Oxdyds ds dy
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y-ZUdy PUdx __d au,

oxdy ds gx2 ds ds Ox

ja reunaehdot ovat reunalla L funktiolle U(x,y) ovat

a hy
b%]: —{ng
%=ng.

(7N

Alueelle S, jonka reuna L on, tehtiin edelld saannollisyysoletuksia, joiden tarkastelussa

viitataan alkuperiisiin ldhteisiin.

REUNAEHTOTEHTAVAN RATKAISU

Tehtavénd on siis ratkaista yhtilo (6) alueessa S kun reunachdot alueen reunalla L ovat
yhtdloiden (7) mukaiset. Jos merkitiin V?U(x,y) = P,(x,y), niin yhtdlon (6) mukaan
funktio P)(x,y) on harmoninen. Tilléin voimme konstruoida analyyttisen funktion F(z)

F@) = P\(x,y)+iP,(xy),

jossa 1 on imaginaariyksikkd ja P,(x,y) on P,(x,y):n harmoninen konjugaattifunktio
(z=x+iy). Konjugaattifunktio voidaan konstruoida kaikkien analyyttisten funktioiden
toteuttamien Cauchy-Riemann yhtiloiden avulla. Miiritellisn nyt funktio ¢ ,(z) seuraa-

vasti

1 :
¢,@ = - [Fdz = p,+ip,

joka on analyyttinen, koska se on differentioituva ja siksi

_ %@ o 1

dz ox  Ox _Z

Koska p, ja p, ovat harmonisia alueessa S, niin tissi alueessa

V(U-px ;pzy) = 0.

Jannitysfunktiolla on siis alueessa S rakenne

= (Pl (x,}P) *’ipg(x)y))-

(8)
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Uy) = xp,(x,y) +yP,(%,y) +q,(x,y),
jossa g,(x,y) on harmoninen alueessa S. Olkoon g,(x,y) funktion q,(x,y):n konjugaatti-
funktio ja merkitdén

x,(2) = q,(x,y)+ig,(x.y).

Télloin on saatu midritettyd jdnnitysfunktio U(x,y) ¢,(z):n ja x,(z):n avulla seuraavasti
U(xy) = Relzd,(2)+x,(2)] =

_ = _ 9
- 1,028,011, ®

misséd Re tarkoittaa reaaliosaa ja yldviiva kompleksikonjugaattia. Funktioiden ¢, ja x,
reunaehdot saadaan yhtéldsté (7) ja ne ovat seuraavat, kun alueen S reunalla jannitykset

ovat tunnetut

.S'

QU BU _ oo, ST _ sl
—+i§ ¢,@)+24,)+¥,@) - lj [(x+iDyds = (10)

dx

= £,(5) +if,(s) +vakio, zeL.

jossa on merkitty y, = x,’ja ¢’(z)=d¢(z)/dz.
Jannityskomponentit saadaan yhtaldistd (5) seuraavasti. Lasketaan ensin

= iq azU = - i(a_U«}- _a_U)
7 gy “axdy d ox oy
o —ic = U FU _ - 9,90y

T Ty oy o Ay

o Tt

joista seuraa

0,41, = $1(2)+01() 2] () -V, @)
o it = b1(2) +¢}(@) +297 @) + W)

ja sitten laskemnalla ndmé yhteen ja vihentdmilli toisistaan saadaan lopulta kaavat, joista
jannitystilan komponentit voidaan méarittaa
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0,+0, = 201(2)*20.(2) = 4Re[d!(2)] -
0,-0,42it, = 2[7¢] @)+ ¥ ()]

Tarkastellaan nyt aluetta S, josta on poistettu suljetun kiyrin L ympédrdimé alue.
Ympir6ikoon aluetta S kdyrd Ly, joka siis sulkee sisiinsi myos reunakdyrian L. Kun
kédyrd Lp—eo niin alueeksi S tulee koko taso, josta on leikattu pois reikd. Talloin, jos
voimaresultantti kdyrilld L hiviii, voidaan osoittaa (§72, Sokolnikoff, 1956 ja ’§36
Muskhelishvili 1953), ettd funktiot ¢, ja %, ovat muotoa ’

$,(2) = (B+iC)z+93(2) (12)
¥,(2) = (B, +iC)z+y1(2),

jossa alueessa S analyyttiset funktiot voidaan kirjoittaa muotoon

$@) = Zaz"

n:ﬂ (13)
V@) = Thz"

n=0

tc,uur.i_lla z:n ax-'voilla. Vrflkiot a,’, by’ ja C eiviit vaikuta jannitystilaan yhtilon (11) mukaan
ja siis ne voidaan valita nolliksi. Yhtédlon (12) vakiot voidaan mairittas jannitystilan
perusteella alueen reunalla L. Olkoon jannitykset, kun R—eo o,=p 0,=q ja T=t

x ’ Xy~

Télloin

1 1 .
B = Z(p+q), B, = ~2~(q—p) jae, =t (14)

Asetetun tehtédvan lopullinen ratkaisu saadaan muuttamalla reunaehto (10) parempaan
muotoon. Tavoitteena on kuvata reunakiyri L. z-tasosta konformisesti yksikkSympyrin
kehidlle o C-tasoon ja kdyttid Cauchy:n integraalilausetta (vrt. §4.2 Ahlfors 1966)
hyviksi. Merkitddn tarvittavaa konformikuvausta, joka siis kuvaa alueen S yksikkoympy-
ran §i1sddn

2 = o) - §+§c,,c“, (1)

n=1

ja merkitdén lisaksi

$,( = &,[w(D)] = &)
¥,@) = 4[] = ¢().

Reunaehto (10) muuntuu kuvauksessa & muotoon
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o0+ 260 = 448, [01-1. (16)
)

Jinnitystilan yhtélot (11) muuntuvat muotoon

+a, = 2[0(0)+@(0)]

2 GO O, (17)

20/(0)

cra—op+2rcpﬁ

missi on merkitty

/
YO 4y gy - YO
©() 0/©

[}

(%)

Lis#ksi ratkaisun perusmuoto (12) muuntuu muotoon

B+iC

¢ = ¢ +¢,(0)

(18)

B, +iC,
¥() =c¢ +y (0),

missd funktioiden ¢, ja W, sarjakehitelmit ovat vastaavat kuin funktioiden ¢,° ja y,°,
yhtélo (13).

Sijoitetaan ratkaisu (18) reunaehtoon (16) jolloin saadaan ¢ :lle ja y :lle muunnettu
reunaehto, joka on samanlainen kuin (16); vain kuormitustermi yhtilon oikealla puolella

on muuttunut muotoon (¢ on yksikkéympyrén kehd)

fHf = f1+1f2 ¢, 909 pzs2-(B, -iC,)c0. (19)

w'(0)

Ratkaistaan nyt funktiot ¢, ja y, ja merkitddn yksinkertaisuuden vuoksi f°=f,°+if,’.
Otetaan yhtilostd (16) kompleksikonjugaatti ja kerrotaan se lausekkeella

1

20
211:;0(: > 1¢l<t o

ja integroidaan pitkin yksikkoympyrdn kehdd o. Koska Cauchyn integraalilauseen
mukaan on jokaiselle yksikkdympyridssd analyyttiselle funktiolle F(z) on

L[ ROy - o, A [ T - 70
E&f do = F(), Zm_fao_cdo F(0)

Vo gt

niin saamme ratkaisun funktiolle v, (¢,(0)=0)
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_ 1 (fdo_1 [ w(o) bolo)do o
ko) 2nifoo—c 2nido o) o-(

Kerrotaan tdmin kompleksikonjugaatti Jélleen lausekkeella (20) jakiytetddn jalkimmaisti
Cauchyn integraalilauseen sovellutusta. Saadaan lopulta

!
4 1 (0(0) ¢0(0)d0'+ = 1 fodo (22)
G ff'm g W@ = T

Jos kehitetddn funktiot ¢, ja W, Laurentin sarjaksi (vrt. (13)) sekd lausutaan reunaehto-
Jdnnitykset esim kompleksisena Fourier:n sarjana, niin vertaamalla samojen {:n potenssi-
en kertoimia saadaan em. Laurentin sarjojen kertoimet. Menettelystd on esitetty esimerk-
kejd ldhteessd Sokolnikoff (1956), §84 ja §85.

JANNITYSTILA REIAN YMPARILLA

Yhtilot (21) ja (22) eivit sovellu hyvin yleiseen tapaukseen, jossa reiittomin levyn
Jannitystila on mielivaltainen. Parempi menettely on lihted reidttomén levyn Jénnitystilas-
ta ja sitten laskea reiin aiheuttama muutos. Koska tarkastelu on lineaarinen, voimme
superponoida reidttdmén levyn seki reién aiheuttamat jannitystilat. Olkoon reidttdman
levyn jénnitysfunktio U (x,y). Médritetiin titi jannitysfunktiota vastaavat funktiot 0° ja
x°. Aluksi todetaan, ettd yhtilon (8) mukaan

VPUy(x,y) = 4Re[¢°2)].

Jos merkitéddn ¢ (z)=P(x,y)+iQ(x,y) niin reaaliosa médritetddan, kun tunnetaan Jénnitys-
funktio U,(X,y), seuraavasti. Funktion ¢ reaaliosa on edellisen yhtdlén mukaan

Py) = %\72 U, (x.y). (23)

Imaginddriosa Q(x,y) saadaan Cauchy-Riemann ehdoista analyyttiselle funktiolle el
seuraavista yhtdloistd

oP(xy) _ BQ(x,y), oP(y) _ _9Q(xy) (24)

ox dy dy ox

Néin saatu funktio 0 (z) on imaginiristi vakiota iC, (C, on reaalinen) vaille madritty
cli lopulta ¢°(z) on médritty vakiota iC,+C,, C, kompleksinen, vaille. Nimi vakiot
voidaan kuitenkin jdnnitystilaa muuttamatta valita nolliksi. Miiritetdsin seuraavaksi
funktio y°(z)=x"(z). Merkitdin X(2)=R(x,y)+iS(x,y), jolloin saamme yhtilgsti &)
reaaliosan
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R(x)) = Upe) - [F°@ +26°@) (25)

ja imagindériosa médritetddn jélleen Cauchy-Riemann ehdoista (24). T#llsin funktio x°(z)
on imagin&dristd vakiota vaille médrdtty. Tamikin vakio voidaan valita nollaksi jannitys-
tilaa muuttamatta.

Ratkaistaan sitten reidn jinnitysfunktio. Koska reisn aiheuttamat jannitykset havidvit
etadlla reidstd St. Venant:n periaatteen mukaan, ovat vakiot B, B, ja C, yhtilossd (18)
nollia ja ratkaisu yksinkertaistuu, niinkuin tavoite olikin. Merkitdidn reidn aiheuttamia
funktioita ja jannityksid *:114 eli esim. jannitysfunktio on U'(x,y). T#lléin lineaarisuuden
vuoksi ovat lopulliset funktiot seuraavat

$,@ = ¢°@+d"@ (26)
¥,@ = @+ @),

jossa siis oikean puolen jdlkimmadiset funktiot on médritettdvd. Kuvataan tarkasteltava
alue S (siis levy, josta on poistettu reikd, origo on reidn sisélld eli ei kuulu alueeseen S)

seuraaviksi yhtdloiksi

$(0) = &;[w()] =

= ¢°[@)]+d [w(@)] = @7
= ') +4y(0),

¥(©Q) = ¥ [e()] =
= ¥+ ¥ @) = (28)
= YO +We(D,

missi tuntemattomat funktiot ¢ (8) ja y,(£) esitetéén ratkaisua varten Laurent:n sarjana
(kuten edelld, ¢,(0)=0)

8(©=Z a0 wO=2 0" 29)

Vakiot o, ja B, voidaan méirittdd modifioimalla yhtidlsitd (21) ja (22). Sijoittamalla
yhtilot (26) (ottaen huomioon merkinnit (27) ja (28) sekd sarjakehitelmit (29)) reunaeh-
toon (10), kertomalla saatu reunaehto lausekkeella (20) sekd suorittamalla integrointi
yksikk6ympyrin kehilld o saadaan lopulta yhtalot funktioille ¢, ja

b= [ LD gl) 40 5, - L[ Ldo (30)
Yo -

 2mide o-(
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L@ do 1 ¢ fdo 31
V(D5 sty = o fm_c (31)

missé funktio f° on johdettu reunachto. Se on muotoa

A = £ty 10 0)+2D g7 (0) (o)),

w'(0)

Yhtélsistd (30) ja (31) voidaan laskea sarjojen (29) kertoimet vertaamalla :n potenssien
kertoimia. N&in on saatu ratkaistua asetettu tehtivi.

Jos reidn reunat ovat kuormittamattomia ja levyn alkuperiinen jénnitystila yksinkertai-
nen, yhtéldistd (30) ja (31) on suhteellisen helppo ratkaista sarjakehitelmin (29) termit,
koska reunaehtokin yksinkertaistuu paljon. Vaikeudeksi muodostuukin, ei lopullisen
ratkaisun (-tasossa muodostaminen, vaan vastinpisteiden etsiminen {-tason ja z-tason
vililld. Tama vaatii konformikuvauksen o() kadnteiskuvauksen C=w(z) etsimistd. Tams
pitdd tehdd numeerisesti.

LOPUKSI

Edelli on esitetty teoria, mitd soveltaen voidaan laskea jénnitystila isotrooppisessa
levyssd sijaitsevan reiéin ympirilld. Tavoitteena tissi artikkelissa on formuloida teoria
siind muodossa, ettd sen laajentaminen kisittimiin anisotrooppisen levyn, on suoravii-
vaista. Vield tdmakain teoria ei anna lopullista vastausta Jannitystilan mérittimiseen;
konformikuvaus, joka kuvaa reiillisen levyn yksikkdympyrin sisdin tdytyy maarittas.

Esitetyn menetelmén etuna on, etti jannitystila pydreille tai elliptisille rei’ille saadaan
suljetussa muodossa ratkaistua. Tillsin on helppo tutkia esimerkiksi kayristyssiteen
vaikutusta jannitystilaan varioimalla ellipsin akseleiden suhdetta. Reiéit, Jjoissa on kulmia,
kuvataan yksikkdympyrille kdyttien Schwarz-Christoffel integraalia. Tdllgin sarjakehi-
telmissd (15) on periaatteessa #irettéméin monta nollasta poikkeavaa termii. Sarjan
katkaisu aiheuttaa kulmien py6ristymisen Ja télla tavoin voidaan myds nurkkien pyorista-
misen vaikutusta tutkia.
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