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Tiivistelmé: Artikkelissa tarkastellaan leikkausmuodonmuutoksen vaikutusta suoran
keskisesti puristetun pilarin nurjahduskuormaan Engesserin ja Haringxin teorioiden
mukaan. Niiden antamat nurjahduskuormat eroavat erityisesti pienilld leikkausjiyk-
kyyden arvoilla. Ero aiheutuu erilaisesta otaksumasta normaalivoiman suunnan suhteen
nurjahtavassa sauvassa. Biot’n alkujinnityksen alaisen aineen teorian perusteella johde-
taan uusi nurjahdusyhtils, jonka ennustama nurjahduskuorma osuu Engesserin ja
Haringxin kuormien véliin.

JOHDANTO

Leikkausmuodonmuutoksella on huomattava vaikutus pilarin nurjahduskuormaan
yhdistetyissé pilareissa, sandwich-pilareissa, jousissa yms., joiden leikkausjiykkyys on
suhteellisen pieni. Rakenteiden suunnittelijat kayttivit enimmékseen Engesserin (1889,
1891) esittiméd teoriaa, joka noudattaa Timoshenkon palkkiteoriaa. Konetekniikassa
taas sovelletaan yleensd Haringxin (1942, 1948) johtamaa teoriaa, joka on paremmin
sopusoinnussa  lyhyille ja paksuille kierukkamaisille jousille tehtyjen koetulosten
kanssa, ks. [7]. Suurilla leikkausjédykkyyden arvoilla Engesserin ja Haringxin nurjahdus-
kuormat ldhestyvit toisiaan ja Eulerin nurjahduskuormaa. Bazant [1] on vertaillut
useita erilaisia stabiiliusformulointeja ja padtellyt niiden erojen johtuvan erilaisista
otaksumista muodonmuutosten ja jannitys-venyméyhteyksien suhteen. Gjelsvik [3] on
esittanyt artikkelissaan, ettd Engesserin ja Haringxin tulosten ero johtuu erilaisesta
normaalivoiman suuntaa koskevasta otaksumasta nurjahtavassa pilarissa. Koska
tillainen menettely tuntuu mielivaltaiselta, tissd artikkelissa yritetddn etsii muuta
selitystd Engesserin ja Haringxin tuloksien valille. Lihtskohdaksi on valittu Biot'n
teoria alkujdnnityksen alaiselle aineelle [2]. Se kuitenkin johtaa tulokseen, joka osuu
Engesserin ja Haringxin tulosten vilille.

ENGESSERIN JA HARINGXIN NURJAHDUSTEORIAT

Tarkastellaan molemmista péistd niveldityd aksiaalisen kuorman P puristamaa pilaria,

jorka pituus on L, taivutusjiykkyys EJ ja leikkausjiykkyys K, (kuva 1). Pilarin kine-
matiikan kuvaamiseen kiytetdin Timoshenkon palkkiteoriaa. Sen mukaan akselin
taipuma on v(x) ja poikkipinnan kiertymi z-akselin ympéri @(x). Keskiméiriinen

leikkausmuodonmuutos eli liukuma vy on silloin (ks. kuva 2)
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Kuva 2. Timoshenkon palkkiteorian mukainen kinematiikan mérittely.
T =vi-g (1)
Taivutusmomentin ja poikkipinnan kiertymén yhteys on tunnetusti
M = EIx =-Elp’ (2
ja leikkausvoiman ja liukuman vilinen yhteys

Q=Ky=K('-9), 3)
missd K =T on palkin leikkausjiykkyys ja { poikkileikkauksen siirtymékerroin.

Pilarin tasapainotarkastelun perusteella taivutusmomentille saadaan lauseke
M(x)=Pv(x) . 4)

Engesserin teorian mukainen yhtilo

Engesserin teorian mukaan leikkausvoima on taivutusmomentin derivaatta
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Qp=Pv’ 5
Alaindeksi E viittaa Engesseriin ja vastaavasti H Haringxiin.

Sijoittamalla yhtdloon (4) taivutusmomentin lauseke (2) ja yhtdlo6n (5) leikkausvoiman
lauseke (3) saadaan yhtilopari

~EIg’ = P
K,(v' @)= PV’

(6)

Eliminoimalla ndistd kiertymd ¢ voidaan kirjoittaa Engesserin teorian mukainen
differentiaaliyhtzlo

Elv” +

PP v=0. (7

|
KE

Molemmista pdistd niveldidyn pilarin tapauksessa saadaan siitd reunaechdoilla
v()=v(L)=0 ratkaisu

F,= P’ (8)
1+
KE
missi
nlEl
R ©)

on vastaavan pilarin Eulerin teorian mukainen nurjahduskuorma.
Haringxin teorian mukainen yhtilo
Haringxin teorian mukaan leikkausvoima mééritelldsin seuraavasti
Oy =P9. (10)

Yhdistimé&lld se lausekkeen (3) kanssa saadaan yhtéloparia (6) vastaavasti yhtilot

—Elp’ = Py
, (11
K;(v'=¢)=Po
joista kiertymén ¢ eliminoimalla seuraa Haringxin differentiaaliyhtils
" P
Elv +P(l+—}u=0. (12)
KH
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Sen ratkaisu reunaehdoilla v(0)= 0ja v(L)= 0 antaa kriittisen kuorman

K 4P,
P =" 1+ 1), |
[ E. } 13

NORMAALIVOIMAN SUUNTA ENGESSERIN JA HARINGXIN
NURJAHDUSTEORIOISSA

Lihteiden [3] ja [4] mukaan oleellinen ero edelld kuvatuissa nurjahdusteorioissa koskee
normaalivoiman suuntaa nurjahtavassa sauvassa, Engesserin teorian mukaan normaali-
ja leikkausvoimien suunnat nurjahtaneessa pilarissa ovat kuvan 3 mukaiset,

Kuva 3. Normaalivoiman suunta nurjahtaneessa pilarissa Engesserin
teorian mukaan .

Normaalivoima N, ja leikkausvoima Q. eivit siis pysy suorassa kulmassa toisiinsa

nihden, kun pilari nurjahtaa, vaan normaalivoima siilyy pilarin akselin suuntaisena ja
leikkausvoima poikkileikkaustason suuntaisena. (Itse asiassa leikkausvoiman tulisi olla
kohtisuorassa sauvan akselia vastaan!). Madritelldan lisdksi sisdiset voimasuureet

N jaQ, jotka ovat kiinteiden koordinaattiakseleiden x ja y suuntaiset ja toisiinsa
nidhden kohtisuorassa kuvan 4 mukaisesti.

=

Kuva 4. Sisiiset voimasuureet Nja Q.
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Jos sauvan siirtymét ovat pienid, voidaan kirjoittaa seuraavat yhteydet edelld esitettyjen
voimasuureiden vilille

N=N,+0,¢ (14)
ja
0=0,-Nyv'. (15)

Koska leikkausvoima Qg on pieni, se voidaan pudottaa pois lausekkeessa (14), jolloin
saadaan tulos

N=N, =P. (16)

Kun timi sijoitetaan lausekkeeseen (15) ja otetaan huomioon, ettd niveltidyssi
pilarissa Q 0, saadaan Engesserin mukaisesti (vrt. kaava (5))

0, =PV, (17)

Haringxin tapauksessa tehdiddn kuvan 5 mukainen otaksuma, jonka mukaan normaali-
voima N, siilyy nurjahtaneen pilarin poikkileikkauksen normaalin suuntaisena ja etta

leikkausvoima O, pysyy poikkileikkauspinnan suuntaisena. N » Ja O, ovat siis kohti-
suorassa toisiinsa nihden. Lisiksi on huomattava, etti Ny ei ole pilarin akselin

suuntainen.

..............................................................................................................

———

..........................................................................................................

Kuva 5. Normaalivoiman suunta nurjahtaneessa pilarissa Haringxin
teorian mukaan.

Vastaavanlainen tarkastelu kuin edelld antaa seuraavat lausekkeet

(18)

Jalkimmaisestd yhtélostd (18) saadaan Haringxin mukainen yhteys (vrt. kaava (10))
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Qy=F0. (19)

YHTEYS ENGESSERIN JA HARINGXIN LAUSEKKEIDEN VALILLA

Lisataan Haringxin leikkausvoiman lausekkeen (19) oikealle puolelle Engesserin
leikkausvoiman médrittelevd yhtdlo (17) Qp — Pv' =0, jolloin lausekeen arvo sidilyy

Qy =0; —Pv' + Py (20)

Ottamalla huomioon leikkausmuodonmuutoksen mééritelméd (1) voidaan (20) panna
muotoon

Oy =0z +P@ -v) =0~ Py (29

Lausumalla leikkausvoimat kummallakin puolella leikkausmuodonmuutoksen y  avulla
padstazn Gjelsvikin [3] esittdmédn yhtdloon

K,=K.-P (22)
Sen mukaan Engesserin ja Haringxin nurjahdusteoriat antavat saman tuloksen, mikéli

otetaan huomioon leikkausjiykkyyksien riippuvuus puristavasta voimasta. Selittimétti
ja4 kuitenkin, miksi normaalivoimalle valitaan Haringxin teorian mukainen suunta.

ALKUJANNITYKSEN ALAISEN AINEEN YHTALOITA

Tarkastellaan nurjahdusta ottamalla huomioon alkutilan puristusjdnnityksen vaikutus
sauvan materiaalin kdyttdytymiseen. Tarkastelu perustuu Maurice Biot’n teokseen
‘Mechanics of incremental deformations’ [2], jossa késitelldin mm. materiaalin
konstitutiivisia yhtiloitd, tasapainoa ja muodonmuutoksia materiaalin ollessa tietyn

alkujannitystilan alainen. Selostetaan aluksi Biot'n kdyttdmid muodonmuutos- ja
jannitystilojen mérittelyja ja sen jélkeen niiden soveltamista stabiiliustarkasteluun.

Biot madrittid siirtymitilan perikkdin tapahtuvien puhtaan muodonmuutoksen ja
rotaation avulla, ts. hin kiyttdd muodonmuutosgradientin F polaarista hajoitelmaa

F=RU (23)

jossa R on kiertymitensori ja U oikeanpuoleinen venymistensori. Biot'n muodon-

muutosmitta on symmetrinen tensori
E=U-1 (24)

Sen suhde Greenin-Lagrangen venymatensoriin I” selvidd yhteydesté
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=4W’-1)=E+iE? (25)

Venymékomponentit voidaan lausua myds suureiden

o o,
o8 YLD VLU (26)

R Na _)’

e. =
v 2%, o

avulla. Edelld mainittujen suureiden ollessa pienid ja ottamalla vain ensimmiisti ja
toista kertalukua olevat termit mukaan saadaan Biot'n venymille lauseke

- 1 1
€y _el.j+7(eikm;g.+ejkwkf)+3wik&)jk (27)
Toistuvan indeksin suhteen summataan 1:std 3:een (ns. Einsteinin summaussdants).

Jannitystilan tarkastelussa kdytetién seuraavia merkintoja:
Sij alkujénnitykset
55 venymistd aiheutuvat jannityskomponentit aineen mukana kiertyneiden
akseleiden suunnille (kiertymétensori R)
g7 venymistd ja alkujdnnityksisti aiheutuvat jdnnityskomponentit kiertynei-
den akseleiden suunnille laskettuina alkutilan pinta-alaa kohti
B edellisen symmetrisoitu muoto
Kaksi viimeistd voidaan kirjoittaa muotoihin

Ph= A RE R
T=%{JWU'.R".Z.R+R".Z.RU™) (28)

joista nékyy jinnitystensorien 7”7 ja T yhteys Cauchyn jénnitykseen . Jinnitykset 7 ja
venymit E ovat konjugaatteja siind mielessd, ettd niiden tulo kuvaa Jdnnitysten tekem#i
tyGtd venymien tapahtuessa tai jos aineella on venymaéenergia, niin sen derivaatta
venyméan suhteen on vastaava T-komponentti. Kyseiset suureet, ty0 tai venyméenergia,
lasketaan alkutilan tilavuutta kohti. Edelld mainittujen jannityssuureiden yhteydet ovat
seuraavat. Havainnollisuuden vuoksi rajoitutaan kaksidimensioiseen Jjénnitystilaan ja
kiytetdin suorakulmaista xy-koordinaatistoa. Olkoon alkujinnitystila S 11> S12= 891,
S7. Pienen muodonmuutoksen jilkeen, johon kuuluvat seki rotaatio etti venymaé,
jénnitykset aineen mukana kiertyneiden akselien suunnissa ovat

11+ 8115815 812,85, +85, (29)
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Jannitysten muutokset alkuperdisten akselien x ja y suunnissa ovat
iy a0 Wdie P85 550 )0, 8 425,09 (30)

T’ -jinnitykset ovat muotoa

t, =8, +8,80 — 5,38,
’ ——

ts =81, +8€y —Sp€p 31)
r

ty =8, + 8,8 —5,,€p

Ly =Sy + 5,8 —S1€

Kuva 6 selventidd venymien ja jdnnitysten merkitysta.

SZZ * r22

0}

Kuva 6. Biot'n médrittelemit venymit ja jannitykset.

Virtuaalisen tyon lauseke on kaksidimensioisessa tapauksessa ja kédyttden ensimmiéisen
kertaluvun approksimaatiota

8V =1t,,8e,, + tzzﬁe” +{t); +15,.)08,, 48508, + 5,06, +28,;08, (32)

Ortotrooppiselle aineelle, jonka symmetriasuunnat yhtyvdt koordinaattiakseleiden
suuntiin, inkrementaalisten jdnnitysten ja venymien viliset yhteydet ovat
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Sy =Be, + B¢,
$p =Bye, + B22eyy (33)
8y = ZQEery

T- jannitysten ja venymien viliset yhteydet ovat vastaavasti

thy =Che, +Che,

11% xx
I =Che, + CZ2e}y (34)
t, = ZLH%

B- ja C-kertoimien viliset yhteydet seuraavat s- ja t-jénnitysten yhteyksistd (31).

Biot osoittaa, ettd liukukerroin L,, riippuu aineen alkujinnityksistd. Tarkastelemalla

pienen ainealkion leikkausmuodonmuutosta xy-tasossa (kuva 7) alkujinnitystilan
ollessa Sy, S5, saadaan

e —i é‘i_*.é.ri =1
¥ " 2lox oy =27

w—l @_% =1
"2l )Y

(35)

A
S + (S, = 8w

S22

Kuva 7. Leikkausmuodonmuutos alkujinnityksen alaisessa aineessa.

Kaavan (30) mukaan liukuman aiheuttava leikkausjannitys on
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51, H(8), —Sp)w =3, sty =S, (36)

Venymisti aiheutuva osuus on s, =20e,, =0y , jossa O, on alkujinnityksettoméan

aineen leikkausmoduuli. Sijoittamalla timi edelli olevaan seuraa tulos
L,=05+5(5,-5,) (37)

LEIKKAUSMUODONMUUTOKSEN HUOMIOONOTTAVA
NURJAHDUSTEORIA

P=pA=-S,,. Nurjahdus tapahtuu xy-tasossa. Siirtyméotaksumat ovat Timoshenkon
palkkiteorian mukaiset

ulx,y) =-9(x)y
v(x,y) =v(x) 55

Aksiaalinen translaatio on jitetty pois, koska se olisi joka tapauksessa nolla. Venymit
ja kiertymi ovat

..
= =50 Yo
e —.1_. Q.{__a_u ——i(v’_ ) (39)
¥ olox oy %
_1fov_odu)_, .
0)_2(8)5 By}dz(v to)

Venyméenergian inkrementti on kaavojen (32) ja (27) mukaan
AV=14ne, +i,e, +5), (e, 0 +Fw?) (40)

jossa t, =8, —3S,e, =5, +1pe, ja t,=s,-5,€,=s,+pe, . Tistd seuraa

edelleen

=4pey (41)

’
Iy =1,

Venymienergian inkrementti saa nyt muodon
1 ’ 1 2 1 2 2 1 72
AV =71e, +ie, _Ep(exy'*‘o‘)) =30 e +2Le,, -'z-p(v ) (42)

jossa on kiytetty jannitys-venymayhteyksiid
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0 =Gie,, 4, =2Lge,, jossa L, = O, +1p (43)

Koko sauvan venyméenergian inkrementti saadaan inte groimalla sauvan tilavuuden yli

L L

AUz-”AVdAdxzéj[EI((Pf)z (K +EPY — )" - Py i -

0A 0

Jos aksiaalinen kuorma P pysyy vakiona nurjahduksen tapahtuessa, ylli oleva lauseke
esittdd kokonaispotentiaalienergian muutosta nurjahduksessa. Nurjahduskriteeri on

AU =0 (45)
Jjosta seuraavat differentiaaliyht4lst

~EIg'+(K+1P)p— (K +1 Py =0 i
~(K+1P)o"+(K-L1PW" =0 (46)

ja reunaehdot niveloidylle sauvalle
v(0) =v(L)=0,9’(0)=9"(L) =0 (47)
Eliminoimalla ¢ piddytdan differentiaaliyhtiloon

P1+P/2K "

ER"" + =
Y 1-P/2K " (48)

reunaehdoin v(0) = v(L) = v"(0) = v”(L) = (. Nimitetiin yhtélod (48) jatkossa Biot'n
nurjahdusyhtdloksi. Yhtilon ratkaisu on tunnetusti muotoa

v(x)=CICOSKx+CZSinKx+C3x+C4, jossa Kz:_P_ 1+P/2K
El 1-P/2K

Reunaehtojen perusteella saadaan lopulta kriittiseksi kuormaksi

P P /2K
P =K(l+== Ll ]
“ ( 2K)[\/ (1+ P, /2K)* } ey

jossa F, on Eulerin nurjahduskuorma (9). Merkintii o, =P,/ K Kkiyttien krittisen
kuorman arvo voidaan vield esittii vaihtoehtoisissa muodoissa

P, = K(+0? /2){1+207 /(1+a? /2) -1]
(50)

= (P /2)(1+2/a2)[J1+(8/0&"‘)/(1+2/oc2)2 —1]
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joista nikyy, ettd suurilla o :n arvoilla

P_=2K(1-4/a?) (51)
japienilld o :narvoilla
P, =P(1-o?) (52)

Siis suurilla leikkausjiaykkyyden K arvoilla nurjahduskuorma on hyvin ldhelld Enges-
serin ja Haringxin tuloksia ja yhtyy niihin ja Eulerin kuormaan o :n lidhestyesséd nollaa.
Pienilld leikkausjiykkyyden arvoilla nurjahduskuorma on Engesserin ja Haringxin
tulosten vilissi ja lahestyy arvoa 2K o :n ldhestyessd daretontd (ks. kuvat 8 ja 9).

TULOSTEN VERTAILUA

Engesserin (7) ja Haringxin (12) esittdmisti differentiaaliyhtiloistd, samoin kuin Biot’n
yhtdlostd  (48) havaitaan, ettdi ne ldhestyvat Eulerin teorian mukaista
differentiaaliyhtdlod EIv”+ Pv =0, kun leikkausjiykkyys kasvaa. T#lloinhdn termi
P/K = o kaikissa yhtiloissi ldhestyy nollaa. Seuraavassa suoritetussa vertailussa on
kilytetty samaa leikkausjdykkyyden K arvoa kaikissa nurjahduskuorman lausekkeissa.

Dimensiotonta parametria o =./P, / K kdyttden nurjahduskuormat eri tapauksissa ovat

Engesser: =t S, (53)
. ' P l+a’
P 1+40? -1
Haringx: N e
aringx Pe 20{2 (54)
P })cr 2 2 2 2 2
Biot; =1/ )1+ o /2)[\/1+2a S+ /2) —1] (55)

e

Kuvassa 8 on esitetty Engesserin, Haringxin ja Biot'n lausekkeiden kuvaajat o :n
funktiona. Siitd havaitaan, ettd edelld johdettu uusi tulos, jota nimitetddn tdssd Biot'n
nurjahduskuormaksi, on aina Engesserin ja Haringxin kéyrien vilissd. Esimerkiksi
arvolla oo=1leli P,/ K =1 saadaan Engesserin kaavasta tulos P, = (,5F,, Haringxin

lausekkeesta arvo P, =(J5-1)P,/2=062P, ja Biotn lausekkeesta
P, =(/17-3)P,/3=0,56F,. Niiden suhteet ovat Piigs | By 128

jaPBia: / PEngesser = 1’12
Jos leikkausjdykkyys K on hyvin pieni, nurjahduskuormat voidaan esittdd muodossa

P, 1
Engesser: X =m (56)
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Haringx: %=(s}1+40¢2 -)/2=aq. (57)

P 11

—er

£ oo}

08 +
0.7 v

06 4 Haringx

05+
04 +

Engesser
03t

02 +

01+

0 +— L s e e e MmN —
© ™= ®Tn o~ N
Parametri O
Kuva 8. Engesserin, Haringxin ja Biot'n nurjahduskuormat dimensiottoman

parametrinol funktiona.

P 2
K 1.8 A
1.6 +
14 +
1.2 +

1
08 4+ Engesser

Biot

Haringx

0.6
04 +

T

02+

0 ; % { : : : : ’r f
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Parametri 1/ o

Kuva 9. Engesserin, Haringxin ja Biot’n nurjahduskuormat parametrin 1/ o funktiona.

P
Biot: ?52(1 —-4/ar) (58)
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Havaitaan, ettd Engesserin lauseke suppenee kohti arvoa K ja Biot’n lauseke kohti
arvoa 2K, kun o — ==, Haringxin lauseke puolestaan kasvaa rajatta , kun o — oo,
Niiden kuvaajat on esitetty kuvassa 9 parametrin 1/ o funktiona.
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