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YHTEENVETO: Kirjoituksessa kdsitelldsdn differenssien kdyttdd tasokehien laskemi=
sessa ja esitetddn tarkasteluihin perustuva laskentamenetelmd. Sitd sovelletaan
esimerkkirakenteeseen. Lisdksi tarkastellaan esitetyn menetelmin ja elementtime-
netelmdn vdlistd yhteyttd. Tamd antaa aiheen kdyttds differenssimuotoisia tasa-
painoyhtdléitd kehdsauvojen jdykkyyskertoimien numeeriseen mddrittémiseen. Esi-
merkkind kdsitellddn menetelmdn soveltamista suoriin poikkileikkaukseltaan muuttu-
viin sauvoihin. Eraitd tydn kehittdmismahdol lisuuksia pohditaan lyhyesti.

Yleistd

Témdn kirjoituksen tarkoituksena on esittdd differenssimenetelmdn kdyttddn pe-
rustuva tasokehien laskentamenetelmZ sekd tarkastella td&mdn menetelmdn ja element-
timenetelmdn vdlistd yhteyttd kehdrakenteita laskettaessa. Tdssd yhteydessd tar-
kastellaan my&s sauvaelementtien jaykkyysmatriisien termien mddrittdmistd numeeri-
sesti differenssiyhtd|8itd kdytt8en. Tapa on edullinen, kun kehdrakenne sisdltdd
geometrialtaan monimutkaisia sauvaelementtejd ja ilmeisesti myds epdlineaarisia
tehtdvid kdsiteltdessd. THssH tarkastelussa rajoitutaan suoriin sauvoihin, joiden

poikkileikkaus voi olla muuttuva.

SAUVAN DIFFERENSSIVAKIOQIDEN TASAPAINOYHTALOT

Tarkastellaan kuvan 1 esittdmdd nurkkapisteiden k ja n vdlistd kehdsauvaa, jo-
ke on jaettu tasavdlisiin Ax:n pituisiin osiin. Sauvalla ajatellaan clevan kum-
massakin pddssddn kahden jako-osan pituiset jatkeet. Sauvan vetojdvkkyys on EA ja
taivutusjdykkyys El, jotka voivat olla muuttuvia.

Kussakin pisteessd (k-1)...(n+1) oletetaan tunnetuiksi sauvan pituussuuntainen
siirtymd u ja pisteissd (k-2)...(n+2) taipuma v. Sauvan akselin venymdt ja kdy-
ristymdt voidaan esittd8 likim3&rin siirtymien differenssien avulla. Tarkastel-

laan aluksi poikkileikkaukseltaan muuttumatcnta sauvaa.
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k-2 k-1 | k+d 1 i-1 i vt | In-4
3 ) LAY . ra)

Kuva 1. Kehdsauvan (k, n) laskentapisteet. Sauvan jatkeet merkitty katkoviivalla.

Otetaan tarkasteltavaksi kuvassa 2 esitetty sauvan pistettd i ympirdivd diffe-

renssialkio.

Sauvan akselin suuntai-
sille alkioon vaikuttavil- 7
le voimille voidaan kirjoit- LLLJ_LLJ_U_JJ

taa tasapainoyhtdld

Qi) X
Ni+1 - Ni ot Xi‘Ax = 0. (“) NU;_I’Q) '—* —s —» i—" — —'I N(i«-i/g)
z = I el
Qi, b
Kun venymd € = du/dx pis~ AX AX
= L 2 L Zz ]
teissd i+z ja i-% lasketaan = ; i

siirtymien u ja u; sekd

i+1 Kuva 2. Sauvan keskiosan differenssialkio ja

U ja Uiy differenssien avul- siihen vaikuttavat voimat.
la ja sovelletaan normaalivoi-

man laskemiseen kaavaa N = EA du/dx, yht318 muuttuu siirtymien viliseksi yht&10ksi

EA (

K; = 2u, +u

Ujaq P F Yg) XA =0, (2)

Seuraavassa kdytet3n kaavasta (2) ja muissa esille tulevissa differenssiyhtd-

16issd painckuvioesitystd, Esimerkiksi yht318 (2) saa t3)118in muodon

S EIR -
- 20 1 + X, Ax = 0. (3)

Yht&18ss3 on sauvan pisteiden i-1, i ja i+1 siirtymien u kertoimet esitetty omissa
ruuduissaan vasemmalta cikealle, tarkastelupisteen siirtymén kerroin aina keskim-
mdisend.

Sauvan akselia vastaan kohtisuorien voimien vilille saadaan tasapainoyhtdld
(kuva 2)
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i ; _— (4)
Q= Qg + YV ax =D
Kun sauvan kaarevuuden muutos pisteessd i lasketaan toisen derivaatan likiar-
vona
d2
Ki;&(—v)lm VZ 1| -2] 1], (5)
dx (Ax)

MiN'E';'Z Iw 1 . (6)

(Ax

Leikkausvoiman lausekkeen Q = dM/dx approksimaationa saadaan

M - M,
i+1 i =Elv
Qi+~5—"' P = (Ax)3 0 |-113 ] =3 |1 l ; (7)

Kun taipumista lasketut leikkausvoimien likiarvot sijoitetaan yht31&8n (4), tu-

lee se korvatuksi yht318113

il I 11 T A AP ®
Ax

Samaan tapaan kuin edelld voidaan tasapainoyhtdl18t esittd3 siirtymien avulla,
kun tarkastellaan kuvassa 3 esitettyd Ax/2:n pituista sauvan p3dsti erotettua al-
kiota.

Sauvan p3dstd erotetulle Ax/2:n pituiselle alkiolle (kuva 3) voidaan johtaa

siirtymissd lausutut tasapainoyhtdldt samaan tapaan kuin edell3.

Sauvan akselin suuntaisille voimille kirjoitettua yh:i5185

Ax T

N =N o+ X F- =0 (9) I
IENENEN

k+% k k 2

vastaa differenssimuotoinen yht318

Q) X
EA A
L dg b2t 4] e 2B owq {10) Neg) '—a—-—zﬁ-—J N+ Y2)
ja akselia vastaan kohtisuorien voimien X Qule)

L 2 J

I —

vilistd yht3183

_ Ax Kuva 3. Sauvan p&3h3n rajoittuva dif-

Qry ~ Y * Y7 =0 (1) renssialkio ja siihen vaikut-
tavat voimat.
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yht318

D EINRC R

Kun sauvan poikkileikkaus on muuttuva, saavat siirtymien vdliset yhtdldt (3),
(8), (10) ja (12) toisen asun. Otaksutaan edelleen, ett& palkin aksiaalinen veny-

m& voidaan muuttuvasta poikkileikkauksesta huolimatta laskea lausekkeista

P = 13)
Ex,i+% Ax ! ] (

. 1
A OE "

sek3 kiyristymi lausekkeesta (5). T&118in yhtdlsiden {1) ja (4) siirtymissd esi-

tetyt vastineet saavat mucdot

Eu _ .
= P | Yoa | B[ TeRE (15)
=¥ [ =21 -21. |1 01, o+ -21, =24 | = Y .Ax
(Ax)s i-1 i-1 i i-1 i i+1 i i+1 i+1 i
(15)

sekd yhtdldiden (9) ja (11) vastineet muodot

Eu |, _ 3 Ax 1
e || Pias | Prwy T T X =0 (17)
ja
EX 8 = . 1 5 ] -1 - 1 -y &x
P L B ST T el B el I il
(1e)

YhtZ18ssd (18) esiintyvd ajateltu hitausmomentti l_y ei aiheuttane ongelmia.
Tarkastellaan vield vakiosuuruisen epikeskisen normaalivoiman aiheuttamaa lisd-

yst# sauvan akselia vastaan kohtisuorien voimien tasapainoyhtdl&ihin. Oletetaan,

ettd sauvaan vaikuttavalla normaalivoimalla on vakioepdkeskisyys e. Normaalivoi-

man aiheuttama taivutusmomentti pisteen i kautta kulkevassa poikkileikkauksessa

on Mi =N (e+vi). Tunnettujen taivutusmomenttien perusteella voidaan laskea leik-

kausvoimien erotus

Nv
i+3 Qg -2 , . (19)



mikd tulee lisdyksend tasapainoyhtdl&iden (8) ja {16) vasempiin puoliin. Normaa-
livoiman vaikutuksen huomioon ottaminen on tarpeen stabiliteettitehtivissi. Va-

kiomomentti N e on otettava mukaan sauvan reunaehtoja tarkasteltaessa.

KEHAN NURKAN YHTEENSOPIVUUS- JA TASAPAINOEHDOT

Siirrytdédn tarkastelemaan kehdrakenteen nurkan yhteensopivuus- ja tasapainoeh=
toja. Kuva 4 esitt#f jaykki#3 kehin nurkkaa, johon liittyy kolme sauvaa. Kunkin
sauvan ajatellaan jatkuvan kahden jako-osan AXT verran nurkan ohi. Nurkan vierei-
sissd ajatelluissa pisteissd tarvitaan laskennalliset siirtymdt u ja v. Kahden

jako-osan pddssd olevassa pisteessd tarvitaan siirtyms v,

Kuva 4. Keh&n nurkka, johon liittyy kolme sauvaa. Sauvojen laskentapisteet. Kat-
koviivalla on piirretty sauvojen ajateltu jatke.

Kehdn nurkan yhteensopivuusehdot ovat ilmeiset. Kunkin sauvan nurkkapisteen
siirtymdt u ja v voidaan lausua peruskoordinaatiston {x,y) siirtymien U ja V avul-
la. Lisdksi voidaan olettaa, ettd sauvojen kiertymdt nurkkapisteessd ovat yht3
suuria.

Kehdn nurkan tasapaino on ilmaistavissa kahdella nurkkaan Tiittyvien sauvojen
normaali- ja leikkausvoimien vdlisel13d yht&18113, jotka voidaan kirjoittaa esimer-

kiksi x- ja y-suunnille. Lis#ksi tarvitaan nurkan momenttitasapainon md3rittavd
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sauvojen taivutusmomenttien v&linen yhtdld.

Kuvassa b esitettyjen laskennallis-

ten siirtymien ja nurkkapisteen siirtymien ratkaisemiseksi tarpeelliset yhtdl&t

on esitetty taulukossa 1.

Taulukossa olevissa suureissa ensimméinen

indeksi tar-

koittaa sauvaa ja toinen sauvan pistettd, jossa esiintyvdstd suureesta on kysymys.

Samaa indeksointitapaa kdytetd&n myds myShemmin tdssd kirjoituksessa.

Taulukko 1.

Kuvassa 4 esitetyn keh&n nurkan

kdsittelyssd tarpeelliset yhtalot.

Sarakkeissa'ldvistdjs118" ilmoitetaan kuvan 4 mukainen sauva ja las-
kentapiste sekd siirtymd, jonka kerroin on luontevaa sijoittaa muodos-

tettavan yht318ryhmdn 13vistdjélle.
n saa arvon 0 sauvan alkupddssa ja arvon |

Tasapainoyhtd18issid eksponentti
loppup&éssa.

Sauva | Sauvan osa Lavistdjdlla Yht316 (differenssimuodossa)
Piste Siirtymd
1 nurkka 1,i u yht. (10) tai (15)
1 n 1,i v yht. (12) tai (18)
: 3 n
1 ulkop. 1,i+1 u T (-1) (N] [cos + Q] .sinal) =0
1=1 ’ :
1 1 - e
1 Tl v M1’J + MZ,E M3,i =0
1 " 1,042 v =(-1)" (N, ;sinog - Q ;cosa;) =0
2 nurkka 2.0 u uz,i = Ucosa2 + Vsina2
- ) e
2 2,1 v Vz,i = Usmot2 + Vcosa2
2 ulkop. 2,i+1 u yht. (10 ) tai (15)
: dv dv
[} —_— = — =
z Ll ¥ G2, = Gxhy,i = ¢
2 u 2,i+2 v vht. (12) tai (18)
3 ulkop. 3,i-2 v yht. (12) tai (18)
3 Iy 3,i-1 u yht. (10) tai (15)
a dv dv
i - o = i = b
3 3,i-1 v (dx)B,i Tz )1,i b
3 nurkka Bt u U},i = Ucosa3 + Vsun(x3 !
3 i 3y v Vg 3 = -Usinot3 + Vcosa3

Taulukossa esiintyvid poikkileikkaukseltaan
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vat painockuviot

dv v _ i
(E;Ji,i =] E;T' | 0] % i (20)
EA ., u N
i I
Nl,l A Axl (ré 02 | - (21)
‘E|TV
M (=] 1 -2 1 i (22)
1,1 (Ax])Z
“Ev il 1 _1 -
G q # )3 i [ Niar [ Fa E e | i LT (23)

NURKAN TASAPAINO- JA YHTEENSOPIVUUSEHTOJEN LUKUMEERAN VAHENTAMINEN

Ottamalla tuntemattomaksi nurkan kiertym3 voidaan taulukossa 1 esitettyjen siir-

tymien ja yhtdldiden md&rdd vdhentdd. Sauvan | kiertymd kehdn nurkkapisteessd on

1

T8mén perusteella sauvan ajatellulla jatkeella olevan pisteen taipuman m33rittis

aina toinen lausekkeista

Vet T Vet 298%
(25)
MR E SR
Lisaksi on
u, . = Ucosa, + Vsina,,
1,0 ] ]
(26)

Vi 5= —Usinm] + Vcosa].

Sauvakohtaisissa koordinaatistoissa ovat sauvan | taivutusmomentti
El,v
M.im———_ —— [2]-2[ ] +—z¢ (27)
3

normaalivoima

EAi it
el |
M, g SRR 1] 1] o (22}
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tai vastaavasti N]

1i+%
ja leikkausvoima
-Ev e 2
Q]"'EN(Ax)E Loy (20 #y [7heg =20 | 10
i
2E1 .
=;EV_.§ Ao g | Bl g #2, [ =1y <21, [ BB — ¢ (29)
(8x ) ‘ ’ (ax;)

tai Q],i+£ esitettdvissd siirtymien U ja V sekd kiertymdn ¢ funkticina.

Sauvasta | nurkkaan kohdistuvat voimat N],i ja Qi,i saadaan lisdémd 1153 edel 13
esitettyihin voimiin kuormituksen vaikutukset XIAX/Z ja YEAX/Z.

Siirtymien U ja V sekd kiertymdn ¢ laskemiseksi tarpeelliset kaksi voimien v&-
listd tasapainoyhtdl8d ja yksi momenttiyhtdl ovat nyt kirjoitettavissa.

Kun kehdn nurkkapistettd voidaan pitdd siirtymdttdmédnd, yksinkertaistuvat tar-
vittavat vhtd186t. Nurkkapisteiden siirtymdt voidaan merkitd nolliksi peruskcordi-
naatistossa samoin kuin kaikissa sauvakohtaisissa koordinaatistoissa. Ratkaista-

vaksi JE3 nurkan kiertymd ¢, joka lasketaan nurkalle kirjoitetusta momenttiyhtd-

16sts. Kuvan L esittdmdssd tapauksessa tdmd yht3l6 on

= = 0
Myt My Hy =0 (30)
Siind momenteilla M] i ja M3 ; on lausekkeet

ZEI1 i %)
M, ;= Y vy oo * ¢ Ax) 3

Ty (Axl)z 1,i-1
2E13 ; _—
M = —2 (v, . - ¢ Ax). 32

3 i (AK3)2 3,i+1

Kun keh#rakenteen nurkkapisteet ovat siirtymdttémia, ei kehdn sauvoille tarvitse

muodostaa sauvojen akselien suuntaisia tasapainoyhtd1dits (3) tai (15).

LASKUES | MERKK |
Kdsitell33n esimerkkind kuvassa 5 esitettyd kehdrakennetta, jonka nurkkapisteet

oletetaan siirtymdttémiksi. Kukin rakenteen kolmesta sauvasta jaetaan nelj&&n yh-

td suureen osaan.
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Pt tN/m
0 b5 6 ? ‘E
! 2 J E T
sauya | Sauva 2
bei, = £, N 2E1,<F I,
dy = fom A% -0.7m
&
10 3
L]
Sauva 3
JET, -£7’ "
d3y- 06Bm
baom mr%%' 2.80 m *

Kuva 5. Esimerkkikeh3n mitat ja laskentapisteet.

Differenssipisteiden taipumien laskemiseksi saadaan taulukossa 2 esitetty yh-
t&16ryhms.

Taulukko 2. Kuvan 5 esimerkkikeh&in 1iittyvd yhtd)8ryhms.

L Y,z 1.3 4 2,5 Yais Yoy Y3y Y3,10 RETE N R
1| 20,00000 |-16,00000 | 4,00000 2,50000
2 | -15,00000 | 24,00000 | -16,00000 5,00000
3 4,00000 | -16,00000 | 28,00000| 8,00000 7,50000
4 8,00000 | 20,57143 | -8,16327 -7,83673 -1,14638
5 -8,16327 40,81633 | -23,32362 5,83090
6 -23,32362 | 34,98542 | -23,32362
7 5,83090 |-23,32362 | 40,81633
8 -7,83673 31,34694 | -17,81254 | 4,47813)
9 -17,91254 | 26,86880 |-17,91254
10 4,47813 | -17,91254 | 22,39067
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Yht516issd on huomattava, ettd kuvassa 5 esitetty viivoitettu kuormitus on otet-

tu huomioon kuormittamalla nurkkapistettd viivoitetun kucormituksen aiheuttamalla

tdyden kiinnityksen momentilla M

viivasta korvaamalla kuormitus kahdella yksittdisvoimalla.

= -1,14638 kNm.

Momentti on laskettu influenssi-

Yht&18ryhman kerroin-

matriisin symmetrisyys on osoituksena Bettin-Maxwellin s38nndn toteutumisesta.

Yht&18ryhmdn ratkaisuna saadaan taipumat ja nurkkapisteen kiertymd ey
tusmomentit lasketaan taipumista kaavoja (22) ja (27) kd#yttden.
tusmomentteihin on 1isdttdvd vield kuvassa 5 viivoitettuna

aiheuttamasta oikean pddn tukimomentista tuleva lisdys.

taavat tarkan teorian mukaiset arvot on esitetty taulukossa 3.

Taivu-

Sauvan 1 taivu-
esitetyn kuormituksen

Saadut momentit ja wvas=

Taulukko 3. Kuvan 5 esimerkkikehsn taivutusmomentit differenssi- ja kiertymdkulma-
menetelmdl 18 laskettu

ina.

Sauva ja piste

Differenssi

menetelmd

1

Tarkka tu1osi

; Ll Iy, 546k 4,5325
12 6,5929 6,5650
T2 3,6392 3,597k
1,4 -6,8144 -6,8701
2,4 -3,4908 -3,6158
245 -2,2214 -2,2599
2,6 -0,9521 -0,9040
2,7 0,3173 0,4520
2,8 1,5868 1,8079
| |
3,4 3,3235 R
| 3,9 2,4927 é 2,4407 |
i 3,10 1,6617 1,6271 !
3,11 0,8309 0,8136

Kun esimerkkikehd kuormitetaan nurkkapisteeseen 4 vaikuttavalla momentilla

M = 1 ovat tuloksena tukimomentit, jotka on esitetty taulukossa 4.

Samassa taulu-

kossa on |is3ksi esitetty vastaavat momentit, jotka on laskettu jakamalla kehdn

sauvat kahdeksaan jako-osaan.

Differenssein lasketut momentit vastaavat verraten hyvin tarkkoja Jjakolukuja.

Lasketuissa tapauksissa kiinnitt3d3 huomiota se, ettd sauvan 2 jaykkyys tulee kidy-

tetyssd laskutavassa aliarviciduksi.
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Taulukko L. Nurkkaan 4 vaikuttavan momentin M = 1 jakautuminen esimerkkikehZn sau-
voille differenssimenetelmén mukaan. N on jako-osien lukumd&rd. Ver-
tailuarvona on sauvojen tarkat suhteelliset jdykkyydet.

Momentti, kuva 5 N =4 N =8 Tarkka tulos
My 0,36264 0,35776 0,35593
MZ i 0,32647 0,33559 0,33898
Mooy 0,31086 0,30667 0,30508

Esimerkkind stabiliteettitehtdvdn kdsittelystd lasketaan vield esimerkkikeh3n
pystysauvan nurjahdusvoima kimmoisessa tapauksessa. Laskenta on tehty jakamalla
kehdn sauvat kuuteen ja toisessa tapauksessa kahdeksaan yhtd suureen osaan. Muo-
dostamalla tasapainoyhtd18t (8) ja nurkan momenttitasapainoyhtls (30) saadaan ke-
hén differenssimatriisi (jdykkyysmatriisi) A. Jaettaessa sauvat kuuteen osaan on
matriisissa 16 rivid ja kahdeksaan osaan jaettaessa 22 rivii.

Sauvan 3 differenssipisteille kirjoitetaar vield yht#18t (19), joissa on mukana
normaal ivoima N. N&in saadaan matriisi NB. Ratkaisemalla ominaisarvotehtdvi
A+ NB = g erddl & matemaattisen NAG-ohjelmiston alichjelmallaz saadzan tulokseksi

kuutta jako-osaa kdytettdessd

ﬂ2E|3
N 3, 7460380, = 1,50880— (33)
]
3
ja jaettaessa sauvat kahdeksaan osaan
2
T EI
N = 3,8331061 = 1,58596 —3 . (34)
1
3

Tulokset eivdt poikkea paljoakaan tarkasta arvosta

ﬂ2E|3
N = 3,8&77UE|0 = 1,59190 7= | (35)

by

Oletetaan nyt, ettd kehdn jalan poikkileikkaus muuttuu siten, ettd ylh351t3 puo-
leen vdliin saakka taivutusjdykkyys on kuten edellj EI3 = 3EIc ja pienenee siitd
alkaen jalan kdrkeen mennessd lineaarisesti arvoon EIO' Vallitsevat tasapainoyh-
t§18t kirjoitetaan t&118in yht&16n (16) mukaisesti. Ominaisarvotehtdvin ratkaisu-

na saatu nurjahdusvoiman arvo



n2E|

N = 1,31412 —3 (36)
|

3

lienee kohtalaisen tarkka. Tulos on laskettu jakamalla kehdn sauvat kahdeksaan

osaan.

ESITETYN MENETELMAN YHTEYDESTA ELEMENTTIMENETELMAAN

Otetaan viel3 tarkasteltavaksi esimerkkikeh#n ratkaisemiseksi kdytetty yhtdld-
ryhmd, jonka kerroinmatriisi on esitetty taulukossa 2.

Yhtd16ryhmén kolmella ensimmdiselld rivill& on esitetty kehdsauvan 1 differens-
sipisteille 1, 2 ja 3 kirjoitetut leikkausvoimien v&liset tasapainoyhtdldt (8).
Sauvan 1 taipumien lisdksi esiintyy yhtd18issd tuntemattomana kolmannessa yhtd18s-
sd nurkkapisteen 4 kiertymd 9y

Onko mitdsn saavutettavissa siirt3mdlld kiertymad @A kertoimineen yhtdldryhmén

oikealle puolelie? Voimme nyt ratkaista palkin 1 taipumat Vi Y2 ja Vi3

kuormitustermien ja kiertyman E7 funktioina. Kun ndin tehdd&n, saadaan taipu-
malle v],3 arvo
Uy g 1,19318/E1, - 0,6363630,. (37)

Kun t3m3 sijoitetaan neljdnnen rivin momenttiyht3d1&8n, tulevat palkin 1 osuutena

siihen yhtdlsn (27) mukaisesti termit

2EI1 ZEI1
M = (v =V, )t ¢ (38)
1,4 (Ax1)2 1,3 1,4 L\x1 4
= 8,DOUEI0 (!,19318/EI0 = D,636363¢h) + 8,DDUEID¢4 = 9,54545 + 2’90909E|0¢h'
Tarkka arvo on kiertymikulmamenetelmdn mukainen tulos
" 3E|1
ME,D + ] by, = 10,66667 + 3,0000El 3¢, . (39)

1

Kiytetyssd laskutavassa on siis palkille 1 laskettu tukimomentti ja jdykkyys-
kerroin numeerisesti differenssiyht&18itd kdyttden. Suurehko ero tukimomenttien
vE1i11% aiheutuu l3hes kokonaan kuvassa 5 esitetyn viivoitetun kuormituksen j&&-
misestd pois differenssimuotoisista tasapainoyhtdldistd.

Kun rivien 5...7 ja 8...10 yht318istd ratkaistaan sauvojen 2 ja 3 taipumat kier-
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tyman ¢4 funktioina ja sijoitetaan rivin neljd yhtdl86n, on laskumenetelms palau-
tunut kehdn ratkaisemiseen kiertymdkulmamenetelms] 1y, Ratkaisutapa voidaan tul -
kita my8s elementtimenetelmiksi, jossa kehdn sauvojen jaykkyysmatriisit sisdltdvat
vain yhden termin. T&md johtuu reunaehtojen huomioon ottamisesta differenssiyhta-
18issd sekd kehdn nurkkapisteiden siirtymdttdmyysoletuksesta.

Seuraavassa taulukossa esitetdin vield vertailuy tasapainoyhtdl&istd (8) lasket-
tujen sauvojen jaykkyyskertoimien ja tarkkojen arvojen vilills, Sauvat on jaettu

nel jédn ja kahdeksaan osaan yht318it4 muodostettaessa.

Taulukko 5. Esimerkkikehsn sauvojen jaykkyyskertoimet differenssiyhtd18istd las-
kettuina. Vertailukohtana vastaava tarkka arvo. Sauvalla 3b on teks-
Cissd esitetty lineaarisesti muuttuva J8ykkyys. N on jako-osien luku-

maara.
Sauva Sauvan jEykkyyskerroin /(EID)
N =4 N=28 Tarkka arvo
Sauva 1 2,50909 2,97670 3,00000
Sauva 2 2,61905 2,79221 2,85714
Sauva 3 2,49351 2,55150 2,57143
[ Sauva 3b - 2,48254 -

Tuloksista ndhdi3n, ett3 toisesta padstddn niveldidyilld sauvoilla 1 ja 3 tulos-
ten tarkkuus on sama. JHyk3sti kiinnitetyn sauvan 2 Jj8ykkyysvakiota laskettaessa
virhe on suurempi.

Kun rakenteen kunkin sauvan jSykkyyskertoimet ja kiinnitysmomentit voidaan las-
kea erikseen, vihenee staattisten tehtivien ratkaisemisessa tarvittava muistitila
Jja laskuaika oleellisesti. Sama koskee edelly esitetynlaisia stabliteettitehtsvis.
Esimerkking kisitellyssd kehissi sauvojen 1 ja 2 jdykkyyskertoimet voidaan laskea
erikseen ja sijoittaa momenttiyhts1858n. Nurjahdusvoiman laskemiseksi tarvittava
ominaisarvotehtdvd sis3iltis nyt vain kuusi tai kahdek<an yht&184, kun sauva 3 on
jaettu kuuteen tai kahdeksaan osaan. Kun halutaan selvittss keh&rakenteen virsh-
telyitd, joudutaan samoin kuin stabiliteettiteht&vissy matriisin ominaisarvojen
ratkaisemiseen. Useiden vérdhdysmuotojen laskeminen vaatii rakenteen sauvojen ja-
kamista vastaavasti moneen osaan. T&ssy tapauksessa ei ominaisarvoteht3vin redu-

soiminen pienemmiksi stabiliteettitehtivin tavoin ilmeisestikddn onnistu,
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ESIMERKKI POIKKILEIKKAUKSELTAAN MUUTTUVIEN SAUVOJEN JAYKKYYSKERTOIMIEN MAEARITTE-

MISE

STA

On selvis, ettei suoran poikkileikkaukseltaan muuttumattoman sauvan jaykkyys-

kert

lyyttiset lausekkeet ovat tunnettuja.
leikkaus on muuttuva tai

minen on edullista.

den

olmia kannatz laskea differenssiyhtdlditsd (8) kZyttHen, koska kertoimien ana-

Toisin on kuitenkin, kun kehdsauvan poikki-
sauva on k#yrd, T3118in kertoimien numeerinen ratkaise-
Sama koskee my®s epdlineaarisesti toimivia kehdsauvoja, joi-

laskennallinen kd#sittely on samankaltaista poikkileikkaukseltaan muuttuvien

sauvojen kanssa.

Seuraavassa esimerkissd lasketaan l&hteessd /3, s.

sauvojen jdykkyysvakiota.

316...320/ esitetyn keh&n

Keh3d on esitetty kuvassa 6.

]
o
3 Midat  mctrena =
“ viisteet  poraboliset |
® E= 1000 LH,:'n\l @pL,l
200 m . Yaom
i 1

Kuva 6. Esimerkkikehs 2.

sis
0,8
jdy

jae

Laskennassa k3ytetddn palkkien jdnnemittana pilarien vaakasuoras etdisyyttd toi-

taan samoin kuin kirjan esimerkissd. Pilarin 2-5 yl3pd&ssd oletetaan olevan

metrin mittainen tdysin jdykkd osa. Sauvassa 3-6 oletetaan olevan samanlainen

kki osa, mutta sen osalta ei tuloksia esitetd. Laskentza varten sauvat on

ttu kahteenkymmeneen osaan. Kunkin sauvan jakopisteet numercidaan nollasta kah-

teenkymmensen. Nurkkien 4 ja 5 v&liselle palkille 4 saadaan taipumat vy

0,88H135¢A ja vy 19 = U,DUEG]S]@M, kun nurkan 4 kiertym3 ¢, on kertoimineen yht&-

186ryhmén oikealls puolella. NEistd taipumista saadaan jdykkyyskertoimet

ja
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ay, 5 o & Ax¢b) = 58,33333 (1-0,884135) = 6,7588 (L0)




=2 - 911,45833 - 0,0056191 = 5,1216. (41)

Seuraavassa taulukossz esitetddn rakenteen muita differenssiyht§18istd lasket-
tuja jdykkyysvakioita sekd vastaavat ldhteen /3/ esimerkissi lasketut arvot. Li-
sdksi esitetd&n saman 13hteen taulukoiden 8, 10 ja 11 mukaan interpoloiden laske-
tut arvot. T&md sen takia, ettd kirjassa sivulla 317 esitetyt arvot vaikuttavat

epdtarkoilta ja lienevit saman kirjan kdyrdstdjen perusteella laskettuja.

Taulukko 5. Kuvan 6 esimerkkikehdn jiykkyysvakioita differenssiyhtd18ists (16)
laskettuina ja l3hteen /3/ mukaan.

Sauva Vakio Jaykkyysvakioiden arvoja laskettuina
yht. (16) /3/ s. 317 esim. | /3/ taul. 8, 10 ja 11
4-5 s 6,759 6,77 6,778
bL,S 5,122 5,08 5,148
3 11,120 11,06 11,150
5-6 as ¢ 9,790 9,7k 9,788
bs ¢ 6,595 5,63 6,594
2-5 as,2 3,023 2,96 3,029

Taulukossa esitetyille jiykkyyskertoimille on kdytetty samoja merkintdj3 kuin
em. ldhteessd. K&ytetylld jaolla lasketut kertoimet ovat riittdvin tarkkoja ra-
kenteiden suunnittelussa kdytett&viksi. Pilarin jadykkyyskerrointa laskettaessa on
kdytetty kaksinkertaisen tarkkuuden desimaalilukuja. Lisdksi saatu tulos on in-
terpoloitu lineaarisesti tuloksista pilareille, joissa suuri hitausmomentti
(= 1000 mh) ulottuu ylapadsts kahden ja kolmen Jjako-osan p&&hin. T&llaisena las-

kutapa muistuttaa suoraviivaista interpolointia 1&hteen /3/ taulukoista.

LOPPUSANAT
Edelld esitetyissi esimerkeissd on kdsitelty vain palkin taivutus jdykkyyteen

liittyvien jdykkyyskerrointen laskemista differenssimuotoisista palkin tasapaino-

yhtd16istd. Lukijalla on n&in mahdollisuus kokeilla vetojdykkyyskertoimien mis-
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ritt&mistd palkin akselin suuntaisista tasapainoyhtdldistd. Laskutapa ei ehkd ole
kovinkaan edullinen, mutta sopinee harjoitustehtdvaksi.

Suoran palkin jdykkyyskertoimien ja kiinnitysmomenttien md&rittdminen differens-
simuotoisista tasapainoyhtdldistd on verraten helposti liitettdvissd aliohjelmana
elementtimenetelmidd kdyttdviin ohjelmiin. Suurempi tyd on laatia tietckoneohjelma
kirjoituksen alkuosan esityksen perusteella. Sen etuna olisi mahdollisuus sovel-
taa ratkaisutapaa muihinkin kuin staattisiin teht&viin.

Laskutavan kehitt3dminen kdyrdviivaisen tasosauvan osalta on vield kesken, Aihe
lienee kuitenkin vaivannddn arvoinen. V&&nn&n huomioon ottaminen laajentaisi tydn
kisittamddn myBs avaruuskehit ja arinarakenteet. Muiste kehittdmismahdollisuuk-
sista kirjoittajaa kiinnostaa erityisesti jaykkyyskertoimien numeerinen mddrittd-

minen laatta- ja kuorirakenteille.
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