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YHTEENVETO: Artikkelissa selostetaan kirjoittajien kehittim3s pienimmin nelidn
keinoon perustuvaa menettelyd mddrittss annettuja muodonmuutoksia vastaavat siir-
tymdt. Kaytdnndssd tarvittava diskretointi suoritetaan elementtimenetelmin avu]-
la. Kolmen sovellutusesimerkin yhteydesss saatuja tuloksia esitell&4n. Menette-
ly on toiminut kaikissa lasketuissa tapauksissa moitteettomasti. Likim8&rdisten,
yhteensopivuusehtoja rikkovien muodonmuutosten esiintyminen ei ole aiheuttanut
vaikeuksia.

JOHDANTO

Tarkastellaan esityksen yksinkertaistamiseksi aluksi vain kaksidimensioista
tapausta karteesisessa suorakulmaisessa xy-koordinaatistossa. Siirtymdkomponent=

tien u ja v ja muodonmuutoskomponenttien £y ey ja ny vdlinen yhteys on tunnetusti
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Merkinnét.gx, ey ja Exy tarkoittavat tunnetuksi ajateltuja muodonmuutoskomponent-
teja tietyssd alueessa A. Teht3vdni on mi&ritt33 vastaavat siirtymikomponentit.

Téllainen asetelma syntyy mm. silloin, kun rakenne on ensin analysoitu jollain
voimamenetelmdl 13 kuten esimerkiksi Airyn jannitysfunktiota apuna kdyttden. Las-
ketuista jannityksistd saadaan ainakin kimmoisen aineen tapauksessa yleistetyn
Hooken lain perusteella helposti vastaavat muodonmuutokset. Siirtymdt on t3min
j8lkeen madritettdvd yhtd1diden (1) avulla.

Kirjallisuudessa on esitetty ainakin kaksi tapaa edetd.

Ensinmdinen tapa perustuu differentiaaliyhti18iden (1) tarkkaan ratkaisemiseen.

Jos muodonmuutosten lausekkeet ovat kohtuullisen yksinkertaisia - esimerkiksi x:n



ja y:n polynomeja - ratkaisu 18ytyy periaatteessa helposti. Kisittely synnytt3s

integroimisvakioita, jotka eivdt tarkemmin sanoen ole vakioita vaan funktioita.

tntegroimisvakioiden mddrittdminen johtaa k3yt3nnssi melko tyGldisiin laskel=-

miin. Menettelyd on kuvailtu mm. 13hteissd /1, s. 325.,.329/ ja /2, s. 35...39/.
Toinen mahdollinen tapa edetd perustuu siirtymien 1askemiseen tiettyjen vii-

vaintegraalien avulla. Tarvittavat lausekkeet on esitetty mm. l&hteessi /3/.
Kummankin esitetyn tavan yhteydessd syntyy ongelmia, mikali muodonmuu tokset

on saatu likimddrdisesti. T&l118in ei nimittdin ole yleens3 olemassa funktioita

u ja v, jotka toteuttaisivat kaikkialla yhtd18t (1). Vastaavasti viivaintegraa-

leja kdytettdessd saadut siirtymien arvot tietyssd pisteessd tulevat riippumaan

valitusta integroimistiestd.

TEORIA

Tdssd artikkelissa selostetaan edellisistd tavoista poikkeavaa mahdollisuutta
m3drittda siirtymdt. Sovelletaan nimittdin yksinkertaisesti pienimmdn nelidsum-
man eli lyhyemmin pienimmin nelidn keinoa.

Systeemi (1) on ns. ylimadritty (engl. overdetermined) osittaisdifferentiaali-
yhtdl&ryhmd siind mielessd, ettd yht315itd (3 kpl) on enemmdn kuin tuntemattomia
funktioita (2 kpl). Diskreettien algebrallisten ylimd&rdttyjen yht3ldsysteemien
kisittely tapahtuu tavallisesti pienimm3n nelidn keinon avulla. Titen muodoste-
taan tdssd analogisesti seuraava pienimmin nelidn lauseke
T(u,v) = lj [(Ex(u,v)-gx)z r ey ),
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Integraalin edessd oleva kerroin 1/2 on ep&oleellinen ja on mukana mukavuussyist3.
Yhtdl8systeemiin (1) Tiittyvis kolmea j3&nndsts (eng!. residual) on painotettu
tuvuilla 1,1 ja 1/2. T&m3 valinta ei ole ainoa mahdollisuus, mutta se on perus-
teltavissa sikdli, ettd td118in lauseke (2) sdilyy invarianttina koordinaatiston
kierron suhteen. T&h#n palataan tarkemmin artikkelin lopussa.

Vaaditaan, ettd lausekkeen (2) tulee saada minimiarvo. Vaatimuksesta voidaan

johtaa variaatiolaskennan keinoin seuraavat ns. Eulerin yhtd 15t
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ja ns. luonnolliset reunaehdot
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Edelld Vzion Laplacen operaattori ja i, ja ny ovat alueen reunan s ulkoisen yk-
sikkdnormaalivektorin komponentit.

Yhtd1diden (1) esitt&m&d probleema on siis muunnettu yht&18iden (3) ja (4)
esittidmdksi probleemaksi. Oleellista on, ettd ylimd&rdtyl13 systeemills (1)
ei ole ratkaisua mielivaltaisille oikeiden puolien Ex’ Ey ja ;xy valinnoille,

vaan muodonmuutosten tulee tunnetusti toteuttaa tiettyjd ehtoja — tasotapauksessa

yksi ehto
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joita nimitetddn yhteensopivuus= eli kompatibiliteettiehdoiksi. Likimenetelmill3
saadut muodonmuutokset eivdt yleensd toteuta yhteensopivuusehtoja ja joudutaan
vaikeuksiin,

Kenttdyhtdl8iden (3) esittimd systeemi ei ole ylim84rdtty, joten yht3l1&iden
oikeille puolille ei tarvitse asettaa mitddn erityisid ehtoja. T&ten yht315t
hyvdksyvdt mybs |ikimenetelmilld saadun ristiriitaisen muodonmuutoskentin.

Pienimmdn nelitn keinoahan kdytetddn tunnetusti nimenomaan esimerkiksi kokeel-
lisesti saadun ja havaintovirheistd johtuen ristiriitaisen informaation kd3sitte-
lyyn. T&ssd ehdotetussa pienimmdn nelidn keinon sovellutuksessa on selvdsti kyse
samantyyppisestd asiasta.

Yhtg18t (3) ja (4) on esitetty edell3 vain teoreettisesti mahdollisena ratkai-
suasetelmana. K&ytdnn&ssd on luonnollisesti siirryttdvd diskreettiin kdsittelyyn
ja t3l118in diskretointi kohdistetaan parhaiten suoraan lausekkeeseen (2).

Approksimoidaan funktioita u ja v elementtimenetelmdlld kiyttéden Co—jatkuvaa
esitystd. Taten
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jossa Nj:t ovat muotofunktioita ja uj:t ja vj:t solmusiirtymid. Esitysten (6)

sijoitus lausekkeeseen (2) johtaa tavanomaiseen tapaan lineaariseen symmetriseen



yhtdldryhmddn, jonka tyypilliset yhtdl5t ovat
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Yhtdldsysteemid ratkaistaessa on lisdksi annettava vdhintd&n niin monta u:n ja
v:n solmuarvoa, ettd ko. kappaleen j&ykdn kappaleen liikkeet ovat estetyt.
Artikkelin kirjoittajat eividt ole ndhneet alan kirjallisuudessa viitauksia
edelld esitetyn tapaiseen pienimmdn neliGn keinoon perustuvaan siirtymien mi&ri-
tystapaan. Toisaalta ajatus on niin ilmeinen, ettd olisi outoa, jollei sit§

olisi jo joissain yhteyksissd sovellettu.

ENS IMMAINEN SOVELLUTUS

Tarkastellaan kuvan 1 (a) esitt3m83 levym&isen kimmoisen homogeenisen isotroop-
pisen palkin taivutusta. L&hteessd /1, s. 325...329/ on esitetty ratkaisuun 1iit-

tyvd Airyn jannitysfunktio
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Kuva 1. (a) Kimmoinen palkki. (b) Palkin p33n tuenta.
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vastaavat jannityskomponentit
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sekd niistd johtuvat muodonmuutoskomponentit
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Lahteessd /1/ on lisdksi johdettu vastaavien siirtymien lausekkeet erityisesti

vield kuvan 1 {(b) esittimien reunaehtojen tapauksessa:

u = F3 [(2+v)y(aZ~y?) - 3(21x-x%)y]

LEa"b i
v = F3 [3v(l-x)y2 + (3Ix2—x3) + (4+5v)a2x] 3

4Ea”b

(Huomautettakoon, ettd vastaavassa lihteen /1/ kaavassa (400) on v:n lausekkeessa
y:n eksponenttia koskeva painovirhe.)

Esimerkki on laskettu tapauksessa 1 = 6a ja v =20,3 9-solmuisilla Lagrange-
nel iGelementeilld. On kdytetty harvempaa 1 x 3 elementtiverkkoa ja tihedmp3s

2 x 6 verkkoa. Kuvaan 2 on hahmotel tu

harvemmalla verkolla saatu rakenteen
liioiteltu geometria siirtymien tapah-
duttua.

Tarkan ratkaisun mukainen taipuma

palkin pddssd akselilla y = 0 on

Siirtymdmittakaava 116,25 F/{Eb). Harvemmalla verkolla
I 100,;; saatiin tulos 116,10 F/(Eb) ja tihesm-

mdl1d tulos 116,13 F/(Eb). Suhteelliset
Kuva 2. Palkin siirtym&t. virheet ovat vastaavasti 0,13 % ja

0,10 3. Esimerkki laskettiin vertailun
vuoksi myBs ottaen lausekkeen (2) painojen 1,1 ja 1/2 sijasta vastaavasti painot
1,1 ja 1. HAskeisten suhteellisten virheiden sijasta saatiin luvut 0,24 % ja
0,15 %.

TOINEN SOVELLUTUS

Edellisessd esimerkissd muodonmuutokset toteuttavat yhteensopivuusehdon (5),
joten vastaavat tarkat siirtymdt ovat olemassa ja lisdksi niiden lausekkeet tun-
netaan.

Nyt kdsiteltdvd sovellutus on valittu tarkoituksella siten, ettd yhteensopi-
vuusehtoa rikotaan. L&hteessd /2, s. 483...490/ on tarkasteltu Airyn jannitys-
funktiota koskevan ns. biharmonisen differentiaal iyhtd18n v4¢ = 0 ratkaisemista
differenssimenetelm3n avulla kuvan 3 esitt3man levyn jannitystilan m8&rittimiseksi.
Kuvassa ndkyvdt ldhteessd /2/ lopuksi saadut ja@nnitysfunktion arvot valitun dif-

ferenssihilan hilapisteisss. Symmetrian vuoksi riittd3, kun tarkastellaan vain
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Kuva 3. Kimmoinen levy ja jannitysfunktion arvot hilapisteissi.

levyn toista puolta. Kuvan luvut on kerrottava termill3 paz/36 oikeiden arvojen
saamiseksi.

Jannityskomponentit O Oy ja Txy lasketaan kaavojen (10) mukaisesti sovelta-
malla tavanomaisia differenssiapproksimaatioita. Suureiden g ja Uy arvot saa-
daan ensin kussakin hilapisteessi ja suureen Txy arvo taas kunkin hilanelidn kes-
kipisteessd. Tamdn jdlkeen on vield laskettu suureiden o Ja Uy keskiarvot kus-

sakin hilaneli6ss& sen neljdn hila-arvon avulla. N&in saatujen kolmen vakioarvon



O Gy ja Ty 1 ajateltu sitten vallitsevan aina kunkin hilanel i%n alueella.
Tdssd on tarpeetonta esitt3s yksityiskohtaisia laskelmia.

Otaksutaan, ettd kyseessi on kimmoinen isotrooppinen homogeeninen levy, jonka
Poissonin vakio v = 0,2, Yleistetyn Hooken lain avulla saadaan kuvassa b esite-
tyt laskettuja jannityksi3 vastaavat muodonmuutokset. Otaksutaan siis, ettd
ndmd muodonmuutoskomponentit Ex’ Ey ja ;xy ovat vakioita kussakin hilaneligssy.
Kuvassa esiintyvdt luvut on kerrottava termill3 p/E oikeiden arvojen saamiseksi.

Siirtymdt on ratkaistu pienimm3n nelidn keinolla kdyttden nelisolmuisia neli-
kulmioelementtejd, joiden solmujen paikat yhtyvdt kdytetyn differenssiverkon hi-
lapisteiden paikkoihin levyn alueella ja sen reunalla. Siirtymille on valittu
tukiehto v(a/2, 0) = 0 sekd symmetriasta johtuva ehto u{0, y) = 0. Kuvassa 5 on

esitetty saatuja siirtymid vastaava rakenteen uusi liioitel tu geometria. Tulos
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Kuva 4. Levyn muodonmuutofset. Kussakin _ . .pa
hilanel i8ss3d ylin lTuku 2 gx, kesk immai- | E
nen luku = Ey, alin luku = §xy' Kuva 5. Levyn siirtymdt.



on ainakin yleispiirteiltd3n sopusoinnussa intuition ja kdsikirjoissa esitetty-

jen korkeita vapaasti tuettuja palkkeja koskevien tietojen kanssa. Suurimmat

muodonmuutosgradientit ovat keskittyneet levyn alareunan l1&heisyyteen ja siirty-

m&jakauma poikkeaa radikaalisti teknillisen taivutusteorian mukaisesta tuloksesta.
On mielenkiintoista todeta seuraavaa. Jos jokaisessa elementissd suureilla

£ £
x? Ty

alkuaan nelidn muotoinen alue muuttuu t&smilleen suunnikkaaksi. NZist3 suunnik-

ja ;xy ajatellaan olevan tehtdvdn asettelun mukaisesti vakioarvot, kukin

kaista koottua palapelid ei saada endd kasaan ilman rakoja tai p#illekkdisyyksi3;
toisin sanoen otaksuttu muodonmuutoskenttd on ristiriitainen eikd t3ytd yhteenso-
pivuusehtoa. Pienimmdn nelidn keinon soveltaminen antaa silti tdysin mielekk&3n

siirtymdkentdn.

KOLMAS SOVELLUTUS

Poiketaan hieman edelld esitetystd teoriasta ja siirryt33n jo valmiiksi disk-
reetin rakenteen — tasoristikon — k&sittelyyn. Kuva 6 esitt33 tyypillistd risti-
kon sauvaa. Pdiden siirtymikomponentit Ups Vis
u, ja Vo kuvaavat sauvan siirtymdtilan ja veny-
md Al (tai suhteellinen venymid Al/1) kuvaa sau-
van muodonmuutostilan. Sauvan siirtymid-venym&-

yhteys (kaavojen (1) vastine) on

Al(u],v1,u2,v2) = Al , (13)

jossa funktio Al on tunnetusti muotoa

‘Kuva 6. Tasoristikon tyypilli- Al = -¢ up s vy +cu (14)

nen sauva.

+ s v

2 2

T&dssd on kdytetty lyhennysmerkintdjs ¢ = cosa,
s = sina ja merkintd Al viittaa tunnetuksi ajatel tuun venym3n arvoon.
e

Olkoon tietyn ristikon sauvojen venymit annetut. Tehtdv&nd on m3&ritt3s

ristikon nurkkien siirtymdt. Toimitaan vastaavasti kuin kontinuumin yhteydess3.
Muodostetaan lausekkeen (2) vastine ristikolle:

(a1%=a1€
1

1 2
H(ulsvi’uz,---:un’vn) '“'z'e )

(15)

ne3

Tdssd n on ristikon nurkkien Tukum33rd ja m on sauvojen lukum33es. Tyypillisen

sauvan e osuus pienimmdn nel idn lausekkeesta (15) on



(8182182 (16)

OSTE

Samoin tyypillisen sauvan antamat osuudet lopulliseen lausekkeen (15) minimieh-

dosta johtuvaan yht318ryhm&5n tulevat olemaan

( ; "
aHe/Bu] r”cz cs : -c2 -cs u]1 ( c
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s 0 LT RN § S (G o e (17)
e 2 l 2 [
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e 2 2
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Yhtd15ryhmd voidaan koota sauvojen antamista osuuksista elementtimenetelmasty
tuttuun tapaan.
Tarkastellaan nyt sovellutuksena kuvan 7 esitt3m33 yksinkertaista kimmoista

ristikkoa /h/. Kuvasta nikyy kiytetty

nurkkien ja sauvojen numerointi. Tauluk-
ko 1 antaa tiedot sauvojen mitoista ja
kimmosista ominaisuuksista sekd viels
saadut sauvavoimien ja vastaavien veny-

mien arvot. Suure EAO on vetojdykkyyden

referenssiarvo.

Sauvavoimat on laskettu otaksuen, et-

td ko. kerran staattisesti mi3r3smites-

mdssd systeemissi ei vallitse sisdisis
Kuva 7. Kimmoinen tasoristikko. voimia, kun F = 0, Ajatellaan, ett3
sauvavoimat on saatu voimamenetelm3n

avulla ja md&ritetd&8n annettuihin vastaaviin venymiin liittyvdt siirtymidt.

Taulukko 1. Erditd sauvoihin liittyvis arvoja.

Sauva 1/a c s EA/EAO S/F KT/(Fa/EAO)
1 1 1 0 1 -1,43 -1,43
2 1 1 0 \ 1 -1, 00 -1,00
9 1 1 0 1 1,57 1,57

L 1 : 0 1 1 -0,43 -0,43
5 V2 1”2\ -T2 V2 0,61 0,61
6 /2 a2 -1/V2 V2 1,41 1,41
7 V2 1/V2 1/V/2 V2 -0, 81 -0,81

19



Yhtdlst (13) ovat

Sauva 1] 0 0 1 0 0 0 | uﬂ -1,43)

Sauva 2 1 0 -1 0 0 0 vy -1,00

Sauva 3 | O 0 0 0 1 0 uy 1,57

Sauva 4 | 0 0 0 - 0 1 *vzl' = {-0,43} -E‘?A- (18)
Sauva 5 | 0 0 12 -1/VZ 0 0 ||ug 0,61 °©

Sauva 6 1//5'-1//5- 0 0 -1/7/2 1//2 V3 1,41

Sauva 7 |0 0 0 0o 1//2 1/V2] -0,81)

Tdssd on jo otettu huomioon tukiehdot

u, = Vv = Ug = Vg = 0. (19)

Yht3dl&systeemi (18) on ylimd3dratty; seitsemdn yhtd188 mutta vain kuusi tuntema-
tonta. Tekemdll3 ristikko staattisesti masrsdtyksi ajattelemalla joku sauvoista
1, 4, 3, 5 tai 7 poistetuksi saadaan kuitenkin aina systeemi, jossa on yhtd monta
yhtd188 kuin tuntematonta ja jolla on yksikdsitteinen ratkaisu. On nimittdin
tunnettua, ettd staattisesti madrdtyn ristikon sauvojen venymien antaminen riit-

t33 sen nurkkien siirtymien m3&rittamiseen. Tihdn tehtd3vaanhdn kdytetddn klas-

sillisesti ns. yksikkdvoimamenettelyd /1, s. 415,..417/ (engl. dummy unit — load
method). Kutakin siirtymskomponenttia laskettaessa ajatellaan tdl16in vastaa-
vaan nurkkaan ko. komponentin suuntainen yks ikkdvoima. T&mdn jélkeen mddrite-
t33n voimaa vastaavat sauvavoimat ja sovelletaan virtuaalisen tydn periaatetta,
joka antaa sitten siirtymikomponentin arvon. (Yksikkdvoimamenettely on luonteel-
taan 14hell3 alussa kontinuumin yhteydessd mainittua tapaa laskea siirtymid vii-
vaintegraalien avulla.) Tietokoneiden aikakaudella t3m3 menettely on ehkd menet-
tdnyt osittain merkitystddn, koska kaikki siirtymdkomponentit voidaan m&3rittda
yhtd hyvin samalla kertaa ratkaisemalla ko. lineaarinen yhtd18ryhmd esimerkiksi
jollain tavanomaisella epdsymmetrisen lineaarisen yhtd18ryhmén ratkaisuohjelmalla.
N3in toimimalla saadaan kaikilla valinnoilla synnytetyistd systeemeistd samat

tulokset

[
il

—2’ I'[’3 Fa/(EAO)

<
Il

[ = 8,71 Fa/(EA)) , )

C
1l

, = 1,43 Fa/(EA ) ,

<
Il

2 -2,29 Fa/(EAO) y (20)

{
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3 1,57 Fa/(EAO) , V3 -2,71 Fa/(EAO)



Koska annetut venymdt ovat tdssd pySristysvirheits Tukuunottamatta yhteensopi -

via, tulokset (20) tulevat my8s pydristysvirheitd lukuunottamatta samoiksi.

Voitaisiin kuitenkin ajatella vastakohtana tilannetta, jossa ristikon sauvo-

jen venymdt olisi saatu esimerkiksi kokeellisesti venymdliuskojen avulla ja mit-

tauksissa esiintyisi huomattavia havaintovirheit§.

puisivat oleellisesti valitusta staattisesta perusmuodosta.

Pienimmdn nelidn keino antaisi kuitenkin yksikdsitteisen tuloksen.

Tal16in tulokset (20) riip-

Jos olisi

perusteita pitdd joitakin mittauksia toisia tarkempina, t3m3 voitaisiin ottaa

huomiocon lausekkeessa (15) painottamalla eri termeja eri tavoin.

Esimerkiksi jos

jossain sauvassa olisi kaksi mittauspistettd ja muissa vain yksi, voitaisiin ko.

sauva ottaa kaksi kertaa mukaan summaan (15) jne.

Soveltamalla pienimmdn nelidn keinoa taulukon 1 esittimiss3y tapauksessa saa-

daan kaavoja (17) apuna kiyttden symmetrinen yht#lSryhm3

Nurkka 1

Yht&815itd muodostettaessa on otettu lisiksi huomioon ehdot (19).

luonnollisesti jdlleen lausekkeiden (20) mukainen,

via.
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Ratkaisu on

koska venymdt ovat yhteensopi-
Ristikon siirtynyt geometria on esitetty liioiteltuna kuvassa 8.



HUOMAUTUKS 1A

Tarkastellaan vield lisdd kolmatta sovellutusta. Alkuvenym3n A1€ omaavan kim-
moisen tasajaykdn (vetojaykkyys = E®A®) sauvan muodonmuutosenergian eli kimmoe=

nergian U® lauseke voidaan esitt33 muodossa

e
i BTE-5151% | (22)

Ee

=
"
ST

1

e ws

Tamdn lausekkeen havaitaan nimittdin toteuttavan kimmoenergian mid&ritelmdn mukai-
sen vaatimuksen

su  ESAS,
3 (A1) e

jossa $€ on sauvassa vallitseva sauvavoima.

Vertaamalla lausekkeita (16) ja (22) saadaan valittdmdsti seuraava tulkinta:
Esitetty pienimm&n nelidn keino annettuja sauvojen venymid vastaavien siirtymien
maddrittdmiseksi vastaa siirtymien laskemista potentiaalienergian stationaarisen
arvon periaatteen avulla kimmoiselle kuormittamattomalle ristikolle, jonka kaikil-
la sauvoilla suureen EA/1 arvo on vakio ja jonka sauvojen alkuvenymit ovat annet-
tujen venymien suuruiset. (On huomattava, ettd jos lausekkeen (15) kukin termi
kerrotaan samalla vakiolla, syntyvdn yht3l8ryhm3n ratkaisu ei muutu.)

Téten ymmérretddn, ettd pienimmdn nelidn keinon kdyttd synnyttdi yhtdl&ryhman,
jonka kerroinmatriisi on luonteeltaan hyvin ldhelld kimmoisen rakenteen j&ykkyys-
matriisia. |ltse asiassa voisimme nyt niin halutessamme painottaa kimmoisen risti-
kon tapauksessa (15) kutakin diskreettid j&&nn&st3 M°-81% vaikka vastaavasti pai=
nolla E€A®/1€, jolloin pienimmdn nelidn keinolla saataisiin kerroinmatriisiksi
tdsmdlleen rakenteen jdykkyysmatriisi.

Kontinuumin yhteydessd saadaan analogisia tulkintoja. Tarkastellaan kuvitel-

tua kimmoista materiaalia, jonka konstitutiiviset yhteydet ovat

o, = E(EX-EX)

oy = E(ey-ey) 4 (24)
_ E iy

T = (ny ny)

jossa e, Ey ja ny

moduulin dimension omaava kerroin. Vastaava kimmoenergian tiheyden UO lauseke

ovat annettuja alkumuodonmuutoskomponentteja ja E on kimmo-

12



I T e S e
Uo =3 E L(ex Ex) + (ey ey) + Z(ny \xy) ] . (25)
silld pdtee mm.
U, N
EE;-= E(Ex-ax) ol - (26)

Lausekkeen (2) tulkinta kappaleen muodonmuutosenergiana on siis jalleen ilmeinen,
kun vain vield ajatellaan mukaan kerroin E.

Kaavan (24) esittdvit itse asiassa t3smdlleen isotrooppisen kimmoisen aineen
yleistettyd Hooken lakia sekd tasojinnitys- ettd tasomuodonmuutos tapauksessa,
kun Poissonin vakion v arvo on nolla. Samoin voidaan todeta, ettd yhtd16t (3)
ovat E: 118 kerrottuina kimmoteorian tutut Navierin yhtd18t /1, s. 52/, jotka esit-
tdvdt tasapainoyhtd18itd siirtymdkomponenteissa lausuttuina. Vastaavasti ehdot (4)
E:11&8 kerrottuina voidaan tulkita siirtymissd lausutuiksi traktioreunaehdoiksi.
Erona tavanomaisiin yhtdl8ihin ndhden on vain, ettd ulkoisen kuormituksen sijalla
esiintyy alkumuodonmuutoksista syntyviid termej4.

Esitetty fysikaalinen tulkinta on ollut pohjana lausekkeessa (2) nikyvien suh-
teellisten painojen 1,1 ja 1/2 valinnalle. Kimmoenergian lauseke on nimitt3in
tunnetusti ns. invariantti eli sen arvo ei riipu kdytetyst3d koordinaatistosta.
Téten kaavan (25) muoto antaa heti vihjeen painojen loogiselle valinnalle.

Invarianttisuus voidaan osoittaa ilman Hskeist3d tulkintaa suoraan seuraavasti.

Tasotapauksessa muodonmuutostilan invariantit ovat /1, s. 37/

lj(i) =c +¢ ,
1.2 (27)
EZXEY 1*- ny .

!z(f»)

Lauseke (2) voidaan saattaa muotoon

I

N| —

) = 3 | {0+ P - 225 - oy, )7

= _;_ fA[lf(E-é) - 2!2(5-£)]dA , (28)

joka osoittaa vi3itteen oikeaksi.
Mahdollisia tutkimisen arvoisia kohteita olisivat kirjallisuudessa esitetyt

sekamenetelmdd tai puhdasta voimamenetelmdd (ks. esimerkiksi l3hde /5/) sovelta-

14



vat modernit numeeriset formulaatiot. Niissd saatujen siirtymien ja pienimmin
nelidn keinolla laskettujen siirtymien tarkkuuden vertailu olisi mielenkiintoista.
Esitetyn pienimm&n nelitn keinon yleistdminen tapauksiin, joissa k3ytet3dn
muuta kuin karteesista suorakulmaista koordinaatistoa tai kolmidimensioisiin ta-
pauksiin, ei tuottane teoreettisia ongelmia. Samoin lienee laita suurten siir-
tymien yhteydessg, jolloin muodonmuutos-siirtymdriippuvuus on epdlineaarinen.
Jalkimmdisessd tapauksessa syntyvdt diskreetit yhtd16t ovat kuitenkin mySs epd-
lineaarisia ja niiden ratkaiseminen voi siten tulla tydl133ksi. Korostettakoon
vield, ettd vaikka td@mdn artikkelin sovellutukset koskivat kimmoisia rakenteita,
itse menettely on luonnollisesti puhtaasti kinemaattinen ja riippumaton raken-

teen ainemallista.
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