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YHTEENVETO: Artikkelissa selostetaan erdst3 epdtavallista virtuaalisen tydn peri-
aatteen muotoa, jossa ns. voimareunaehtojen toteutuminen on asetettu korostettuun
asemaan. Periaate johdetaan ja syntyvii standardimuodosta poikkeavia termejd py-
ritddn havainnollistamaan fysikaalisten tulkintojen avulla. Kahden eri sovellyu-

tuksen yhteydessd saatuja numeerisia tuloksia esitell3sn. Menettelyll1d ei liene

k8ytd@nndllistd merkitystd, mutta se voi olla avuksi opetuksellisessa mielessd pe-
rustel taessa tavanomaisen virtuaalisen tyBn periaatteen johtamisessa tehtyjd va-

lintoja.

JOHDANTO

Siirtymdformulaatiota kdytettdessd on tunnettua, ettd likimenetelmien yhteydes~-
sd jdnnityksille saadaan yleensi ebﬁtarkimmat arvot rakenteen reunoilla. Raken-
teen sisdlld tuloksia voidaan usein tarkentaa helposti sopivien keskiarvojen laske-
misella tai jollain muulla tasoitusmenettelylli. Reuncilla tarkentaminen on vai-
keampaa, koska tasoittamiseen liittyvd informaatio on reunan suhteen tavallaan
aina toispuoleista. T&11&in on 1&helld ajatus, ettd tavanomaisia formulaatioita
voitaisiin pyrkid suoraan modificimaan siten, ettd j&nnityksiin liittyvdt reuna-
ehdot tulisivat paremmin edustetuiksi. T#ssd kirjoituksessa selostetaan erdstd
téllaista menettelyd ja esitet34n joitakin sill3 saatuja numeerisia tuloksia.
Menettely saadaan aikaan soveltamalla virtuaalisen tydn periaatetta normaalista
poikkeavassa muodossa. Artikkeli pohjautuu l&hteessd /1/ esitettyjen alustavien
aiheiden edelleenkehittelyyn. Virtuaalisen tysn periaatteen eri versioita kisi-
tellddn perusteellisemmin l3hteessd /2/, josta esitetyt kaksi sovellutustakin on

lainattu.

TEORTA

Johdetaan virtuaalisen ty8n periaate ensin tavallista yleisemmdssd muodossa ja
tehdd&n sitten erityisid valintoja halutun formulaation saavuttamiseksi. Merkin-

n8issd seurataan verrattain pitkdlti l3dhteessd /3/ esitettyjd matriisitunnuksia.
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Vallitsevat kontinuumin tasapainoyhtdl&t ovat

Ho+b=10 Q:ssa (1)
R~ ]
t-~Go=0 Tilla (2)
Tassa
L (A s A O I - ]T (3)
= x! y? Z’ YZ’ Zx? xy ’
b T B b 37 (4)
g Y

T
L= leat,rdl, (5)

B/sx, 0 , 0 , 0 , 3/3z, 3a/dy
=10, 38/, 0, a/dz, 0 , a/ex| , (6)
o , 0 , 3/sz, 8/3y, 3/3x, O
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z ¥
o 0,n, 0,n]|. (7)
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n
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Kiytettyjen tunnusten merkitykset ovat ilmeiset. Yhtdl® (1) kuvaa kappaleen ti-
lavuusalkioon vaikuttavien voimien tasapainoa. Yhtd18 (2) kuvaa kappaleen pin-
nalla olevaan infinitesimaalisen ohueen tilavuusalkioon vaikuttavien voimien ta-
sapainoa.

Kerrotaan ensimmiinen, toinen ja kolmas yhtd18 (1) vastaavasti mielivaltaisil-

la painofunktioilla Wy, W ja W, Samoin kerrotaan ensimmdinen, toinen ja kolmas

Y
yht#18 (2) mielivaltaisilla painofunktioilla wﬁ, wt ja w;. Integroidaan jokainen

syntyv3 yht318 oman misrittelyalueensa yli ja lasketaan lopuksi kaikki ndin saa-

dut yht318t yhteen. Saadaan yht&ld

JﬁTF@gdn+f£TRdﬂ+Jﬁ*TLdr—[r@*ngdr=0, (8)
) Q r T
jossa
= T k= & % *T
we Wawaw 1" 5 EEs [wgowy Wil (9)

Yht313 (8) tulee kiyttdkelpoisempaan muotoon poistamalla j&nnityksiin g koh-

distuvat derivaatat osittaisintegroinnin avulla. Suorittamalla laskelmat saadaan
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Yht318 (8) tulee t#ten muotoon

T

-f(sLﬁg)ngmfﬁ Edq+fﬂ*T£dr-J(g*-g)Trggdr=D,
Q Q T ik :

jossa on kdytetty mukavuussyistd lyhennysmerkintdd

(12)

Suuretta Ly nimi tetdsn t3ssd sisdiseksi jannitysvektoriksi tai traktioksi. Ala-

viite o muistuttaa siitd, ettd tdmd traktio lasketaan jdnnityksistd g.

Tavanomainen virtuaalisen tySn periaate syntyy tekemdl1!d valinta

ﬂ* =w Fslila

ja fysikaalinen tulkinta

w = Su ,

i~

jossa Su:ta nimitetd&n virtuaaliseksi siirtymdksi.

detaan merkit)

jossa termid

2

§e = L Su = 6L u
~ &~ ~

L
=]

nimitet3sn virtusaliseksi venymdksi. Sovellutuksissa tehd38n lisdksi

ti rajoitus
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(14)

(15)

Yht313 (12) on t&118in (vaih-

(17)

tavallises-

(18)



jolloin vditetddn osalla L vallitsevien tuntemattomien traktioiden 1lmestyminen
virtuaal iseen tyOyhtdlo6n. Tdssd siis Fu on se reunan osa, jolla siirtymdt ovat

annetut:

Toat [l . (19)

u

u =
~

3=

Lopulla osaa reunasta 'y traktiot ovat annetut:

L i1 . (20)

et

L:

Titen lopullinen virtuaalisen tyBn periaatteen standardimuoto on

~ ~

JSETon—fSHTEdﬂ-J6uT’§dF=0,
Q Q Pt
(21)

Valinnalla (1%) on se etu, ettd Galerkinin menetelmdi kdytettdessd syntyvien
diskreettien yhtdl&iden havaitaan olevan lineaarisessa kimmoteoriassa symmetri-
sid. Tulkinnalla (15) ssavutetaan se lisdetu, ettd konservatiivisen systeemin

yhteydessd yhtd18 (21) on identtinen yht&l&n

80 =0 (22)

kanssa, jossa 8l on systeemin potentiaalienergian I variaatio.

On kuitenkin oma mielenkiintonsa poiketa hieman tavanomaiselta polulta ja l&h-
ted kehittelemddn yhtd186n (12) liittyvid diskreettejd yht#16itd. Jotta saatai-
siin kaavoja, joita voitaisiin nimittd3 edelleen virtuaalisen tydn yhtd18iksi,

tehdddn tulkinnat

—y (23)

1=

(24)

5
]

o
c

¥*

jossa éu on mielivaltainen virtuaalinen siirtymd Q:ssa ja Su* on mielivaltainen
virtuaalinen siirtymd T':1la. T&m3 merkitsee vain, ettd merkitddn painofunktioita
w ja w* uusilla tunnuksilla eiks silld ole mitd38n vaikutusta lopullisiin disk-
reetteihin yht&ldihin.

Kun merkinndt (23), (24) ja (17) otetaan huomioon, yht#18 (12) saa ensin muo-

don (vaihdetaan merkit)



[
Tear+ | (6ux-su)' r_dr =0 . (25)

T

2

JéETcrdQ"J‘éngdﬂ-Jég*
2 2 r

Tam&n yht318n kahden viimeisen integraalin merkitys voidaan tulkita fysikaali-
sesti seuraavasti. Ajatellaan Hirettdmdn ohut materiaalikaistale erotetuksi kap-

paleen pinnalta ja annetaan sille virtu=

Virtuaalinen rako

aalisesta siirtymdstd 8y riippumaton
siirtymd 6u¥ (kuva 1). Yhtdlsn (25)
kolmas integraali esittdd merkkeineen
ulkoisen traktion t tekemd3 negatiivis=
ta virtuaalista tyStd. Termi Su* - 8y
on kahden alunperin vierekkdisen materi=
aalipisteen P ja Q vdlinen suhteellinen
virtuaalinen siirtymd. Edellisen pis=-
teen ajatellaan olevan Q:n piste ja jal-
kimmdisen T':n piste. Tdten yht#Idn (25)

viimeinen integraali esittdd kuvitellun

virtuaalisen raon syntyessd rajapintoi=-

hin vaikuttavien sisdisten traktioiden

Kiva 1. Virtuaaliset silriymat alueen t_ ja -t hteensd tekemdd negatiivista

Q reunalla T periaatteessa [25). Lo 18 TS Y 9=
virtuaalista tydta.

Termi virtuaalinen rako tulee t3ss3d k&sittdd yleisessd mielessd siten, ettd se
voi tarkoittaa my&s ''negatiivista' rakoa tai pintojen liukumista toistensa suh-
teen.

Johdannossa esitetyn perustelun mukaisesti pyritd&n nyt korostamaan erityises=
ti ns. voimareunaehtojen (2) osuutta periaatteessa (25). Koska funktioilla w =
éu painotettiin tasapainoehtoja (1), asetetaan

W = gu =10 Tad la = (26)

jolloin ehtojen (1) osuus hZviZd kokonaan reunalla. Lisdksi asetetaan

w* = Su* = 0 Fu:lla X (27)

~

jolloin vdltetddn reunalla Pu vallitsevien tuntemattomien traktioiden mukaantulo.

Titen yht#18 (25) saa muodon

JagT dﬂ-J(SE‘TEdQ-JGU*T(Lig)dI‘=U,
9] Q T

L )
t (28)
du=10 T:lla, 65* =0 T u:lla



Tim3 yhtd18 on se virtuaalisen tydn periaatteen erikoismuoto, jota tullaan sovel-
tamaan tdssd kirjoituksessa.
Kuvassa 1 esitetty aseteima muuttuu kuvan 2 mukaiseksi. Tarkastellaan erityi-

sesti tapausta Sy = 0 N:ssa ja du* # 0

Ft Virtuaalinen rako Ft:llé. Saadaan yhtdld
* [ “H*T(éjgc)dF = 0, jolla on havainnol-
——H I,
9} # linen fysikaalinen merkitys (kuva 2).
l” Siis pelkdstdin ehdon (2) toteutumista
p su=0 ”’ vaaditaan tietyssd keskimd&rdisessd mie-
== 4 lessi. Tavanomaista periaatetta {(21)
e SO Al i
~ ‘,-;4‘ X 5 kdytettdessd vastaavaan tulokseen ei
~g ¢4 p33std diskreettien menetelmien yhtey-
4¢ dessd. Itse asiassa td118in saadaan ai=
é* na tietyntainen kombinaatio ehdoista (1)

ja {2},
Kuve 2. Virtuaaliset siirtymdt alueen ks - . : G
e inalils B, periaatteessa (28). Siirrytddn diskreettien yhtdldiden

johtamiseen. Siirtymid approksimoidaan

elementtimenetelmd] 13 tuttuun tapaan mucdossa

2 (29)

s

N
~

Jossa N en muotofunktiomatriisi ja a on tuntemattomista solmuparametreista muo-
dostettu pystyvektori. Likimd&@rdiset jdnnitykset é’ja sisdiset traktiot io tu~

levat olemaan siirtymien funktioita:

g=gla , (30)
=@ =gg (31)

Kun é ja ig sijoitetaan yht3186n (28), se el voi yleensd endd toteutua tdysin
mielivaltaisten funktioiden 8y ja 6u* valinnan suhteen. Mutta ottamalla yhtd
monta tiettyd riippumatonta valintaa du Ja su* kuin on tuntemattomia parametreja
a ja vaatimalla yhtd1dn (28) toteutumista ndille funkticille saadaan tarvittava
mi&rd diskreettejd yhtd15it4 parametrien a madrittamiseksi.

T4ss4 tullaan kdytt3mdin samoja muotofunktioita sekd virtuaalisten ettd todel-
listen siirtymien esittimiseen kuten on tavallista elementtimenetelmdssd. Jae-
taan solmuparametrit kahteen ryhm&in Sa ja gb. Edelliset liittyvdt verkon sisdi-

siin solmuihin ja jdlkimmdiset reunalla I, oleviin solmuihin. Merkintdjen yksin-
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kertaistamiseksi ajatellaan, ett& ko. parametrit on lueteltu vektorissa a erik-

seen siten, ettd voidaan kirjoittaa

b

!
BE (32)

J

T&ten myds esitys {29) voidaan saattaa osittamalla muotoon

o

~ a _a b b
Parametreihin Ea Jiittyvat diskreetit yhtdldt synnytetddn ottamalla
fu = ﬂa dga Qi:ssa , ]
(34)
su¥ = 0 r:11a
Kaavan (17) perusteella vastaava virtuaalinen venymd
. a g.a
e = B" 63" , - (35)
jossa lyhennysmerkintd
a 3
g£er (36)

Kun lausekkeet (34) ja (35) sijoitetaan periaatteeseen (28), asetetaan g + g ja
2 . « ™ . " a ” - —
L, 7 L, Jja otetaan huomioon, ettd variaatiot 6a” ovat mielivaltaisia, saadaan

lopuksi diskreetit yhtd16t

bdo =0 . , (37)

On helppo todeta, ettd tdsmilleen samat yht3ldt olisi saatu mySs tavanomaista pe-

riaatetta (21} kdyttden, koska otettiin 6u* = 0 ja éu =0 I':lla.

Parametreihin gb liittyvat diskreetit yhtdldt synnytetddn ottamalla
Su = E Q:ssa ,
(38)
6u*::Nb é b T:lta

~ ~ ~

Virtuaaliset venymdt hividvit ja periaatteesta (28) seuraa vastaavasti kuin edel-
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15 yht3l st

b i
[ gpor- 8 Eor-g, (39)
I,t Pt

joiden fysikaalinen merkitys on ilmeinen.

Periaatteen (28) avulla saadut diskreetit yht318t ovat titen koottuina

T
[ B 5 dan=RY,
3 ~
Q
(40)
Fos
J gb 5@ di = ib 2
I‘t
jossa ulkoisten solmuvoimien Eﬁ ja S~ lausekkeet ovat
a aT
5“[% bdn, (41)
7!
T
= [p Eer (42)
~ I"%

Tavanomaisen periaatteen (25) avulla saadut diskreetit yht&18t tulevat olemaan

vastaavasti

TI\
J B* & do = R?
M ~ —~
5
(43)
”
J L S
B R
a
jossa
¥ T
b b b' -
b= { N boda+ J N tdr (L4)
Y T,

Koska yhtd18t (40) poikkeavat tavanomaisista yhtdldistd (43) vain solmupara-
metreihin gb liittyvien yhtdldiden suhteen, voidaan myds niin haluttaessa yrittds
kisitel 13 yhtd16itd (40) h&irittyingd yht318ind (43). Tidten voimme kirjoittaa yh-

t418t (40) muodossa
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Jga "’i da = B’a
2
(4s5)
-
[g don=ngtsa®,
jossa
T T
ARb = Sb = Rb + J Bb 5 d - J Nb £ _.dl
~ ~ ~ (= i~ i1 ~
Q T
t
i T T
=Jwbswbbms-[$ ¢ odr . (46)
~ 4 ~ ~ ~J
Q Ft

Suureita q&b voidaan pitdd kuviteltuina rakenteen jannitystilasta riippuvina ul-
koisina reunan Tt solmuihin vaikuttavina korjausveimina, jotka muuntavat tavano-
maisella tavalla diskretoidun rakenteen ratkaisun periaatteen {28) mukaiseksi.
Tarkastellaan jatkossa pelkdstZdn lineaarisesta kimmoisesta materiaalista ole-
via rakenteita ja jdtetddn yksinkertaisuuden vuoksi mahdollisten alkuvenymien tai

alkujénnitysten osuus huomiotta. Saadaan

9=Rkz- (47)
jossa
B=LN (48)
~~ R
ja D on jd@nnityksien ja venymien vdlisen yhteyden ilmaiseva matriisi. O0sitetaan
my8s esitys (47), jolloin siis
~A a _a b _b
5=08 2" +28 2, (49)
jossa

= B a b _ b
g =L B =LK (50)
Vastaavasti
t =GDB a (51)
~0 AR

= a _a b _b

“ER24 2 *&RL 2 (52)
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Yht#ldiden (40) havaitaan olevan muotoa

éaa é?b Ea 5§\
= , (53)
L_fdba 5%bb gb ibf
jossa
aa aT a
=g aye. 5
T
ab a b
K =L{g DB dn, (55)
"
ba b a
- gpg e (56)
I't
bb o b
g:Jg G Qg dr, (57)
Ft

é{jaa éab E? ﬁ?l
- (58)
ba bb|] b bi ?
I Ll
jossa
ha abT By
£ ‘(é)=JEﬂ g B da, (59)
Q
.
bb b b
-8 ag e e

gaa Kab 22 R
%b be Nb NL b (&)
Gl o R” + AR
~ ~ ~ ~ ~
jossa
b _ b b ba_, bay_a bb_, bby_b
S AR A T R T A Gl



Tarkempi tarkastelu osoittaa, ettd korjausvoimat Lgb riippuvat vain reunaan Ft

liittyvdn ensimmdisen elementtikerroksen solmusiirtymistd.

Sen sijaan, ettd ratkaistaisiin suoraan epdsymmetrinen yht3I&ryhmd (53), voi-

daan yritt88 myBs kdsitelld yht&18ryhm&5 (61) iteratiivisesti aloittaen arvolla

b(0)

AR = 0. Systeemin (61) ensimmdinen ratkaisu a

menettelyn (yhtdl8t (58)) mukaisen ratkaisun. Korjausvoimat AR

sekkeesta (62) a:n arvolla 3(1}

(1)

antaa titen tavanomalsen

b(1)

saadaan lau-

(
Yht&18istd (61) saadaan uusi ratkaisu 5‘2

Menettelyd jatketaan vastaavasti, kunnes tulokset ovat supenneet riittdvan tar-

kasti mik31i mahdollista. Ryhm3 (53) voidaan tietenkin ratkaista my8s suoraan,

mutta iteratiivisella menettelyl!ld on se etu, ettd tarvittava ohjelma voidaan

synnyttdd tavanomaisen ohjelman pohjalta verrattain helposti. Vain sclmuvoimien

laskemiseen tulee muutoksia. Yhtdl&systeemin symmetrisyyttd ja positiivista de-

finiittiyttd voidaan t3118in kdytt33 hyvdksi iterazatiokierrosten kustannuksella.

ENSIMMAINEN SOVELLUTUS

Kuvassa 3 (aj esitetty kimmoinen tasajdykk3d sauva (vetojdykkyys EA} on tasai-

sen kuormituksen (intensiteetti q) ja sauvan p33ss¥ vaikuttavan voiman P alaise-

na., Sauvassa vallitsevaa normaalivoimaa S pidetddn positiivisena, kun sauvassa

on vetoa

Teoriakohdassa johdetut yleiset kaavat eivdt sovellu sellaisenaan, kun kiyte-

t&3n yksinkertaistettuja rakenneteorioita kuten on tavallista esimerkiksi sauvo-

q
P
I; 1 I
=
(a) i =
h h
ll l2 l3
il | i ¥
T_O ) i
3

u
(b) l“

Kuva 3 (a) Aksisalisesti kuormitettu
kimmoinen sauva. (b) Siirtymin
elementtiapproksimaatic.
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jen, palkkien, levyjen, laattojen ja
kuorien yhteydessd. Virtuaalisen tydn
yhtd16 pitdd t3118in johtaa periaat-
teessa aina erikseen ottaen hucmioon
kulloinkin tehdyt yksinkertaistavat
otaksumat. |tse asiassa johtamistapah-
tuma tucttaa automsattisesti valittuja
ns. yleistettyja jannityksid g vastaa-
vat ns. yleistetyt venymét ¢ (ks. esi-
merkiksi 13hde /b, s. 243/. T3ssd ta-
pauksessa voidaan helposti osolttaa, ettd
tarvittavat lausekkest soadaan yieisis=

td kaavoista tekem3l1d tulkinnat



QE0zcx=<1, T 2ax=20, T & x=1
u t
ges, Bea, LRP, Beg
I (63)
g & n (nx = -1 kun x = 0, e ™ 1 kun x = 1)
Lelltpe beus, gidoan BRE .
Standardiperiaate (21) on nyt
1 I
f deSdx - J dugdx - su{l)p =0,
0 0
(64)
su(D) =0 .
Erikoisperiaate (28) saa muodon (LU 2 3)
| 1
f §eSdx - J Sugqdx - GuT(P-S(I)) =0 ;
0
! - (65)
su{0) = 0, Su(t) =0, Su¥ = 0

0

Kiytetdsn karkeaa kahdesta lineaarisesta janaelementistd muodostettua mallia.
Taten siirtymdd u(x) approksimoidaan vain kahden solmuparametrin u, ja us avulla
(kuva 3 (b)):

U= Nyu, + Naug (66)

T&ssd siis

E‘aéuz, 5b4u3,
dN dN
= i r
ESmm Yt Y3 (67)
§ =.EAE .

Kuvassa 4 (a) ja (b) on esitetty periaatteisiin (64) ja (65) 1iittyvdt kaksi

virtuaalista siirtymd3. Vastaaviksi diskreeteiksi yht&18iksi saadaan

B [2 1] "2 _gh ﬂ . p{o} ' (68)
2
-1 1 LJ3 1 1
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2 = f2 0
EA 2 h
h 11 i %T'io i 1 (69)
&
ja vastaavat ratkaisut tulevat olemaan
3 gh? . ph 2 ph
= e BV = g0 i)
B ER TERA LMY (70)
sekd
Uih= ﬂhﬁ + Eh = Qﬂi T gL (71)
2" EA TER’ Y37 EA EA - 7
Standardiperiaate Erikoisperiaate
~ ﬁu\//
s (a)
Su (b)
P
) SR 7 S (<) e et i
5 e Tarkka ratkaisu

Elementtimenetelmdratkaisu

Kuva 4 (a) Ensimm#inen virtuaalinen siirtymd.
(c) Normaalivoiman jakautuma voiman P johdosta.

tasaisen kuormituksen g johdosta.
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(b) Toinen virtuaalinen siirtyms.
(d) Normaalivoiman jakautuma



Havaitaan, ettd tulokset ovat identtisid voiman P vaikuttaessa, mutta ett3 ne
eroavat tasaisen kuormituksen g suhteen. Normaalivoiman $ jakautuma ndissd kah-
dessa kuormitustapauksessa on esitetty kuvissa 4 (¢) ja 4 (d). Erikoisperiaate
(65) antaa kummassakin tapauksessa sisdisen normaalivoiman S(n, joka on t3sm3l-
leen sama kuin ulkoinen traktio (P tai 0), kun taas standardiperizatteen (64)
antama sisdinen normaalivoima §(I) poikkeaa tarkasta arvosta tasaisen kuormituk-
sen tapauksessa. NHilld kahdella periaatteella saatujen tulosten erot kuitenkin
pienenevdt verkkoa tihennettdessd. Jos kdytet3&n vakiopituisia elementtejd, kiy
aina niin, ettd standardiperiaate antaa tarkat arvot elementtien keskikohdilla
ja erikoisperiaate elementtien oikeanpuoleisissa pdissd. Vaikka erikoisperiaate
siis parantaa normaal iveimajakautumaa voimareunaehdon toteutumisen kannalta, t&-
mé tulos merkitsee toisaalta keskimfr#isesti epdtarkempaa jakautumaa itse alu-
eessa.

Kuvassa 5 (a) on esitetty j&lkimm3isen yht318n (69) fysikaalinen tulkinta ta-

saisen kuormituksen q vaikuttaessa. Sauvan oikeanpuoleiseen p&ihin liittyvdlle

S 0 3
Eﬁl ) :.._._— gh
- su¥ =
x=1 1 x=1
. = —_—
(a) (b)
Kuva 5 (a) Yht&188n (72) liittyvd virtuaalinen siirtymi. (b) Solmussa 3 vaikut-

tava korjausvoima.

infinitesimaalisella materiaalikaistaleelle on annettu virtuaalinen siirtym3
5UT # 0. Kaistaleen vasemman- ja cikeanpuoleisissa pHissd vaikuttavat vastaa-
vasti sisdinen voima 5(1) ja annettu ulkoinen voima (= 0) (vrt. kuva 2). Peri-
aatteesta (65) seuraava vastaava yhtH18 on yksinkertaisesti

-6uT(0-§(l)) =0 (72)

eli §(1) = EA(-uytug)/h = 0.
Systeemeilld (68) ja (69) sattuu olemaan tHssi identtiset kerroinmatriisit.

Kaavan (62) esittimaksi korjausvoimaksi saadzan siis

-R)=0-L. - dh (73)

AR 3 5 3

b
3
Se ei riipu solmusiirtymistd. T&ten jo toinen iteraatiokierros ehdotetussa ite-

raatiomenettelyssd antaa tarkan ratkaisun. Korjausvoima on esitetty rakentee-

seen vaikuttavana kuvassa 5 (b). On helppo havaita kuvaa 4 (d) tarkastelemalla,
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(6uB_-86vB )dA +
X Y

[ (6e N +8e N +8y N __)dA = J
p KR YA RY Ry A

- Js[au*(fx-wg)x> s o (F 1) )] = 0, [ (82)
t

Bu=10; ®v=0 &illa S@F=03; v =0 slla

Artikkelin ja&lkimmdinen kirjoittaja on ohjelmoinut esitetyn teorian sovellet-
tuna nelisolmuiselle suorakaiteen muotoiselle levyelementille. Sovellutuksessa
voidaan k&ytt#3 joko standardiperiaastetta (81} tai erikoisperiaatetta (82).
Jélkimmdisessd tapauksessa tulokset saadaan joko ratkaisemalla sucraan epdsym-

metrinen yhtdl6ryhmd tal sitten esitetylld iteratiivisella menettelylid.

. €

Kuva 7. Nelidn muotoinen levy ja kolme kuormitustapausta.

il
i

Nelidn muotoinen tasapaksu homogeeninen levy (Poissonin vakio v = 0,3) on
analysoitu kolmen kuormitustapauksen alaisena (kuva 7). Alueen reuna on kokonaan
tyyppid s . Jdykdn kappaleen liikkeiden estdmiseksi on annettu ehdot u(o,y) =0
ja v{0,0) = 0 symmetriaviivalla x = 0 sijaitseville solmuille.

Kuvissa 8...13 on esitetty joitakin ko. ohjeimalla saatuja sisdisten janni-
tysresul tanttien jakautumia levyn reunoilla x =1 jay=1, x> 0. Kuviin on
piirretty ndkyviin symmetrian johdosta vain levyn oikea puolisko. Tulokset on
esitetty kussakin kuormitustapauksessa harvemmalla lxk- ja tihe&mmil13 8x8-ver-
kolla saatuina. Levyyn vaikuttavan annetun ulkoisen reunakuormituksen perusteei-

la voidean p&dtelld, ettd kuvissa ndkyvien suureiden N ja Ny jakautumien

, N
Xy’ yx
tulisi hivitd tarkassa ratkaisussa ja ettd suureen NX jakautuman reunalla x = |
tulisi yhtyd kulloinkin annettuun ulkoiseen kuormitusjakautumaan. Verkon tihen-
tdmisen havaitaan muuttavan Jjakautumia tarkemmiksi. Silmdmddrdinen tarkastelu
osoittaa myds, ettd erikoisperiaatteella saadaan yleensd keskimddrin hieman tar-
kempia tuloksia kuin standardiperiaatteella. Kuvittelemalla kuhunkin reunasol-

muun td3ss3d bilineaarisista muotofunktioista johtuva reunalla lineaarisesti jakau-
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Kuva 8. Taivutuskuormitustapauksessa saatuja tuloksia. 4xb-elementtiverkko.
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Kuva 9. Taivutuskuormitustapauksessa saatuja tuloksia. 8x3-elementtiverkko.
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Kuva 10. Parabolisessa kuormitustapauksessa saatuja tuloksia. bxh-elementtiverkko.
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Kuva 11. Parabolisessa kuormitustapauksessa saatuja tuloksia. 8x8-elementtiverkko.
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Erikoisperizate

Kuva 12, Askelkuormitustapauksessa saatuja tuloksia. 4x4 elementtiverkko.
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Kuva 13. Askelkuormitustapauksessa saatuja tuloksia. 8x8 elementtiverkko.



tunut virtuaalinen siirtymd 6u* tai &v* voidaan todeta kuvan 2 antaman tulkinnan
mukaisesti, ettd erikoisperiaatteen antamat sis#iset traktiojakautumat ovat sil-
mdmd&rdisesti arvioiden todella keskimd3rin tasapainossa ulkoisten traktiojakau-
tumien kanssa. Standardiperiaatteen tapauksessa ndin ei ole.

lteratiivinen menettely antoi kaikissa lasketuissa tapauksissa suppenevia tu-
loksia. Suppenemisnopeus ei ollut erityisen hyvd. Niinpd tarvittiin karkeasti
luokkaa kymmenen iterointikierrosta, jotta tulokset olisivat olleet noin kahden
merkitsevdn numeron tarkkuudella muuttumattomia. Koska erikoisperiaatteella saa-
tuja jakautumia ei voida pitd3 ainakaan insinddrin intuitiivisella "silminormilla"
mitattuina oleellisesti parempina verrattuina standardiperiaatteella saatuihin —
paikallisestihan edelliselld tavalla saadut tulokset ovat usein virheel lisempia
— on todettava, ettd erikoisperiaatteen kiyttd reunalla Ft saavutettavan mahdol -
lisen tarkkuuden parantamiseksi ei ole kdytinn8ss siihen uhratun Tisdtydn arvoi-
nen. Erikoisperiaatetta sovellettaessa joudutaan nimittdin ratkaisemaan joko
suoraan epdsymmetrinen yhtd18ryhmd tai sitten iteroimaan symmetrisen yhtd18ryhmin

avulla, jotka molemmat toimenpiteet kasvattavat laskenta-aikaa.

HUOMAUTUKS 1A

Ikivanhasta taustastaan huolimatta virtuaalisen ty®n periaate (jo Leonardo da
Vincin ja jopa Aristoteleen vditet#3n soveltaneen sitd /5/) ei ole kadottanut
merkitystddn, vaan pikemminkin sen asema on viime aikoina pelk&st3in korostunut
numeeristen Iikimenetelmien l&ht8kohtana. Lainattakoon mySs seuraava toteamus
/6/: "It is thus clear that the principle of virtual work is of prime importance
in the theory of structures; indeed, it forms the foundation of many other major
theorems including, for example, the fundamental theorems of the plastic theory
of structures. |If is regrettable, therefore, that the principle is so often
misunderstood and misused by structural engineering students."

Tdssd artikkelissa esitetty virtuaalisen tydn periaatteen erikoisversiolla ei
ilmeisestikddn ole kdytdnnd11listd merkitystd. Sitd voitaisiin kuitenkin mahdol -
lisesti hySdyntdd opetuksellisessa mielessd: Tavanomainen virtuaalisen tydn peri-
aate ei ole ainoa mahdollisuus. Mit3 seuraa, kun luovutaan siing tehdyistd vir-
tuaalisten siirtymien valinnoista?

Virtuaalisen tySn periaate on johdettu edelld kdyttden aluksi jH&nnSsmenstel-
mén (engl. weighted-residual method /7/) mukaista terminologiaa. T&t3 ajattelu-
tapaa on sovellettu mm. l&hteessd /3/. Sen t&rkedn3d etuna on, ettd tavallisesti
pelk&stddn mekaniikan alueelle rajoittuva monelle ehkd hieman mystinen kisite

virtuaalinen tyd paljastuukin t3ysin yleisen matemaattisen menetelmin avulla
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tulkittavaksi ja mystiikka ainakin osittain poistuu.

JddnnSsmenetelmien yhteydessd sovelletaan usein osittaisintegrointia ja teh-
d&dn sitten reunaehtojen painofunktioille valintoja, joita ei monastikaan vaivau-
duta perustelemaan. Poikkeamalla tavanomaisista valinnoista samaan tapaan kuin
tdssd artikkelissa on tehty ja osoittamalla,mitd seuraa voidaan tavanomaiset for-
mulaatiot saattaa samoin ymmdrrettdvimmiksi.

Sakkomenettely olisi erds konservatiivisen systeemin yhteydessd kdytettdvissa
oleva vaihtoehtoinen tapa yrittd3d tarkentaa vcimareunaehtojen toteutumista. T&-
ten muodostettaisiin modifioitu systeemin potentiaalienergian lauseke

1

moen+ g (g9 IEg ger (83)
T

p 2

t
laskelmien pohjaksi. Edells [a] on valituista painokertoimista muodostettu 1Hvis-
tdjZmatriisi. Lausekkeen (83) kiyttd johtaisi symmetriseen yht3Z1&ryhm&sn. Kuten
yleensd sakkomenettelyssd sakkotermien numeerisen integroinnin suorittamiseen
olisi kiinnitettdvd huomiota mahdollisen lukkiutumisen estdmiseksi. Artikkelissa
/8/ on esitetty erditd muita mahdollisia kdsittelytapoja.

Kuitenkin esimerkiksi artikkelissa /9/ esitetyt ajatukset tulosten tarkenta-
misesta rakenteen reunoilla tuntuvat kdytdnndn kannalta kaikkein lupaavimmilta.
Rakenne analysocidaan ensin tavanomaiseen tapaan siirtymdmenetelmdlld. Jannityk-
sid laskettaessa ei tyydytdkddn suoraan pelkdstddn venymistd saatuihin tai niistd
tasoitettuihin arvoihin, vaan kdytet&3n kaikki mahdollinen sopiva lisdinformaatio
apuna. T&m3 muodostuu paitsi hyvd113d tarkkuudella saaduista venymdkomponenttien
arvoista elementin keskelld ja samoin elementin reunojen suuntaisista venymien
arvoista reunojen keskikohdilla my8s solmuvoimien arvoista ja reunaan Tt liitey-
vdssd elementissd annetuista traktiokomponenttien arvoista.

Todettakoon lopuksi, ettd teoriakohdassa esitetyt johdot on esitetty merkin-
ndllisistd mukavuussyistd johtuen siten, ettd alueen reuna on ajateltu jaetuksi
osaan Fu’ jolla kaikki siirtymdkomponentit on annettu sekd osaan Lo jolla kaikki
traktiokomponentit on annettu. Kuten tavanomaisessa virtuaalisen tydn periaat-
teen tapauksessa ei myosk&dn tdssd kdsitellyssd modifioidussa periaatteessa ole
teoreettisia ongelmia yleistdd kdsittely tapaukseen, jossa reunaehdot ovat ylei-
semmdssd muodossa. Kuhunkin reunan pisteeseen on ajateltava paikallinen kier-
retty koordinaatisto, jonka yksi akseli yhtyy ulkoisen normaalin suuntaan. Reu-
naehtoina annetaan aina kunkin akselin suuntainen siirtymdkomponentti tai trak-
tiokomponentti, mutta ei kumpiakin /4, s. 238/. J&tet#&n tapaukseen liittyvien
kaavojen johto tdssd suorittamatta. Vastaavasti on todettava, ettd myds esitys

(83) voidaan helposti laajentaa yleisempdi reunaehtotapausta koskevaksi.
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