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YHTEENVETO: Artikkelissa selostetaan erdiden rakenteiden dynamiikassa esiin-

tyvien suorien integrointimenetelmien stabiilius - ja tarkkuusominaisuuksia.
Tarkastellut menetelmdt ovat keskeisdifferenssimenetelmd, Houboltin menetel-
m&, Wilson 8 - menetelmd sekd Newmarkin menetelm&d. Amplitudin vaimeneminen

sekd varahdysajan piteneminen ovat parametreina vertailtaessa eri menetelmia.
Esimerkkeind tarkastellean erddn toistaiseksi tuntemattoman menetelmin

(a = 22, B =8, vy = 3 - menetelmd) sekd Houboltin menetelmén (o = 27, B = 9,
vy = 3) tarkkuutta. :

JOHDANTO

Tyypillinen ajasta riippuva ilmid kuten vArdhtely voidaan esitt&&d n-va-

pausasteiselle systeemille mucdossa

ni+gl+Ku=-R. (1

=

missa g, ja @ ovat kokoa nxn olevat massa-, vaimennus- ja Jjaykkyysmatrii-

C
sit seka E ja R ovat siirtymd- ja kuormitusvektorit. Yhtdld (1) esittds
lineaarista toisen kertaluvun differentiaaliyht&léryhmds, joka voidaan peri-
aatteessa ratkaista kdytta&m&ll3 tavanomaisia analyyttisid menetelmid. Kuiten-
kin ndmd tavat tulevat ka&yt&nnéssd hyvin hankaliksi, jos n on suuri ja ta-
véllisesti turvaudutaankin numeerisiin menetelmiin. Seuraavassa tarkastel-
laan ns. suoria integrointimenetelmid (engl. direct integration method), jol-
loin nimitykselld "suora” tarkoitetaan lihdettd /2/ seuraten yhtdldiden (1)
askel askeleelta tapahtuvaa numeerista integrointia ilman, ettd yhtdlat (1)
muunnetaan ennen integrointia toiseen muotoon. Vastakohtainen menettely aon
ns. superpositiomenetelmd (engl. mode superposition method), jossa yht&lsdt (1)
ensin muunnetaan sopivalla muuttujien vaihdolla muctoon, jossa kytkenta yhta-
léiden valilta puuttuu: Jatkossa kisitell&dsn kylléd myds superpositiomenetel-
mé&&, koska suorien menetelmien stabiilius- ja tarkkuuskysymyksi& voidaan tar-

kastella sen avulla helpommin.

SUORIA INTEGROINTIMENETELMIA

Tavanomaisessa superpositiomenetelméssd yhtils (1) saatetaan muotoon
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Xty +aXee)+ g%x(t) = g'Ret) (2)
missd matriisin & pystyvektorit ovat systeemin M-ortonormeerattuja ominais-
vektoreita gq,gz,...gn (vapaat v&rihdysmuodot) ja diagonaalimatriisin gz

diagonaalialkiot ovat ominaisarvojen nelifitd w1,w2,...w§. Matriisi A on

samoin diagonzalimatriisi, jonke diagonaalialkiot ovat 251w1’2€2w2""’25nmn’
jossa ii on virdhdysmuotoon 1 1liittyvd vaimennussuhde. Muoto (2) an

saatu aikaan muunnoksella

Ufkd = B xeed (3)

i~
Yhtdls (2) sis&ltdd n toisistaan riippumatonta yht#183, jotka voidaan rat-
kaista esimerkiksi kaytt&dm&llsd Duhamelin integraalia tai numeerista integroin-
tia. Koska vardhdysajat Ti’ i =1,...,n tunnetaan, voidaan jokaisen yhtéa-
16n askelintegroinnissa k&ytettdvé aika-askel At wvalita sopivaksi halutun
tarkkuuden saavuttamiseksi. l

Yhtdlo (1) voidaan ratkaista myds suoralla integroinnilla, jolloin kdyte-
t&&n siis samaa aika-askelta jokaisessa yhtdldes&d. Jos toisaalta kaikki
toisistaan riippumattomat yht&ld (2) integroidaan k&ytt&m&lls samaa aika-as-
kelta, superpositiomenetelmé ja suora integrointi ovat ekvivalentit. Suora
integrointi saadaan tarkaksi mZ8ritt&milla vain ne vasteet, joilla askelpi;
tuus At on murto-osa vérdhdysajasta. Muita vasteita ei mé&ritetsd tarkasti,
mutta virhe on pieni, jos amplitudit avat.pienié. Intgroinnin stabiilisuus
vaaditaan kaikilta v&rahdysmuodoilta, eli ratkaisu ei saa kasvaa rajatta
niillak&&n vardhdysmuodoilla, jeoilla At/T on suuri /1/, /2/, /3/,-/4/, /6/.

Koska yhtdlén (1) suora integrointi vastaa yht&lén (2) integrointia aika-
askelta At kdyttden, riittd3d menetelmdn tarkkuuden ja stahiilisuuden tutki-
miseksi, etta tarkastelemme vain yhtd rivia
X o+ 2Lwx + wzx = r (4)
yhtaléssd (2),

Yht&lsd (4) esittdsd yhden vapausasteen systeemin liikettd, T on vardhdys-
aika, £ on vdimennussuhde ja r wvaikuttava kuormitus. Askelmenetelmissi
kdytetdén approksimaatio-operaattoria sekd kuormitusoperaattoria, joilla
saadaan yhteys tuntemattomien muuttujien hetkelld t+At sekd aikaisemmin

madritettyjen tulosten valille.

Keskeisdifferenssimenetelma

Menetelmé&ssi liikeyht&ldd (4) tarkastellaan hetkelld t, eli

kl + Egmit + wzxt B By « (5)

Kiihtyvyyttd ja nopeutta hetkelld t approksimoidaan keskeisdifferenssikaa-

voilla
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. 2
x, = 1/At {Xt-At - th + Xt+At] ; (6)

Xp = V/2BE(=xy 4t X, 00) (7)

At LAt

Sijoittamalla lausekkeset (B) ja (7) yht&lodn (5) saadsan riippuvuus

X X
BHAE) o 4t t v Lr, (8)
Xt oAt v
jossa
2wt 1-EwAt at?
@ - FEWAL TTEWAL L - 1+EwAt (9)
1 0 0

Yhtéltssd (8] A on approksimaatio-operaattori ja L on kuormitusoperaat-
tori. Yht&dlod (8) voidaan k8yttd3 hyviksi tarkasteltaessa integrointimene-
telmdn stabiiliutta ja tarkkuutta, ratkaisu hetkelld t+nAt on nimittain
/N, /20, /37, /67, 47/, /87

- |
~

n-1 . (10)
t Xf-AtJ

EPpepe *oo+* Lliuin-1at

+

[l

X

Keskeisdifferenssimenetelmd on ns. eksplisiittinen integrointimenstelma,
koska S ratkaisu perustuu liikeyht&lén kdyttdtn hetkelld t. Houboltin,
Newmarkin sek3 Wilson 8-menetelmdt kiyttdvat liikeyhtdldd hetkelld t+AtL,
josta syystd menetelmid nimitetddn implisiittisiksi, Keskeisdifferenssime-
netelmdssd aika-askel At on valittava pienemméksi kuin Atcr = Tn/ﬁ, missd
Tn on systeemin pienin ominaisvirihdysaika. Menetelm& on siten ns. ehdolli-

sesti stabiili. /1/, /2/, /3/, /4/, /6/, /7/, /8/, /10/.

Wiléon g-menetelma

Dletetaan, ettd kiihtyvyys Xt’ nopeus %t ja siirtymd x, hetkelld t
ovat tunnettuja. Em. suureiden ratkaisemiseksi hetkelld t+At Wilson 8-me-
netelmdssi otaksutaan kiihtyvyyden muuttuvan lineaarisesti valillad t, t+oAt
(6 > 1). Parametri & wvalitaan parhaan tarkkuuden ja stabiiliuden saavut-
tamiseksi. Kun 8 =1
dollisesti stabiili. Arvoilla 8 > 1,37 menetelmd on ehdoitta stabiili.

Merkitsemdlld t:1la ajan lisdystd (0 < t < 6at), eikavdlilla t, troat

saadaan lineaarinen kiihtyvyysmenetelmd, joka an eh-

ntaksutaan
_oe e e T 114
T T {

josta saadaan integroimalla



. LY .. . - 2
= %, +* X, T + [x - %) (12)

Xt t t t+At T *t’ TAT ¢
3 w5 P i .. 3
Rrwp = B T R ® 1/2xtT + [Xt+At - xt} =AT (13)
Hetkelld t+At saadaan
. _ s .. . At
Rpeat T Xg * Rpaag * X T (14
2
_ " - - At
Xpoap = Xt xtﬂ+(2xt + xt+At]_E— . (15)

Wilson O-menetelmdssd liikeyhti1d82 (4) tarkastellaan hetkelld t+8At eli

s 2Ewx + W (16)

et t+OAL Xiioat © Tregat

Kéyttdamsdllsd yhtdlsitsd (11)...(13) hetkelld T = 8At ja sijoittamalla ne yh-
tdlodn (16) saadaan yht&18, missd aincana tuntemattomana on }¥+At' Ratkai-

semalla %¥+At ja sijoittamalla se yhtdldihin (14) ja (15]) saadaan

ae

“teat %t ‘
Xeeat[ TR 1Xg[ * bTiegat (17)
*teat =%
jossa
0 2
_ BSOS 1L 1 - - 1.
1 3 5 ve Kf( BB 2v) Atz (-B)
2
A= | at0d —ﬁ% B -8 - %; -y f%-(— %) ; (18)
2
2.1_1 Be° " v8 _ B8 ¥ _ B
i NG G A
wZAtZ \mzAtZ wht &/
B EB
L = . Y o= ==, (19)
2m26t wht
B
Bmz
Newmarkin menetelma
Menetelmdssd otaksutaan, ettd
Xpapt = Xp * L01-8)xe + 8xyp 1AL (20)
ja
B . .. .. 2
Reagg = Mg xt&t + [(1/2-a}xt + axt+At]At . (21}

Parametrit &6 Ja o wvalitaan stabiiliuden ja tarkkuuden saavuttamiseksi.
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Kun & = 1/2 ja o = 1/68 saadaan ns. lineaarinen kiihtyvyysmenetelmi; sa-
ma kuin Wilson €-menetelmd, kun &§ = 1. Ehdoitta stabiilissa ns. Newmarkin
menetelmdssd § = 1/2 ja o = 1/4.

Approksimaatio- ja kuormitusoperaattoreiksi saadaan yht&loitad (16), (20)
ja (21) kéyttamslla, kun 6 = 1,0

1 1 1
(5 -alB 2(1-8)y Ef(_BﬁZY] K€7( B)
A = |At(1-6-(1/2-a)88 - 2(1-8)8Y (1-B5-26y) T(-88)| . (22)
At%[1/2-0-(1/2-a)ap - 2(1-8)ay  At(1-ap-Zay)  (1-aB)
B . (1 26 )—1
B = + + o N
wlAt? \wZAtZ wAt
Bd
L=8 =, _ EB (23)
~ wiAt YT WAt
aB
i
o
Havaitaan, ettd kaytt&midlld parametreille arvoja 6 = 1/2, o = 1/6 Ja
8 = 1,0 Newmarkin ja Wilson 6-menetelmissd, saadaan samat approksimaatio-
Jja kuormituscperaattorit. T&md oli odotettua, koska molemmissa menetelmissa

otaksutaan kiihtyvyyden muuttuvan lineasarisesti aikavalilld t, t+at. /1/,
Py B S, i TR, '

Houboltin menetelma

Houboltin menetelmdssd liikeyhtdlsa (4) tarkastellaan hetkella t-At.

Kiihtyvyys ja nopeus hetkelld <t+At ma&ritet&dn differenssikaavoilla

- 1
. . - 24
Tteat T2 (Zxpapt = 0% % MXpope T Bpeoad) o (24)
A 1
} 3 ) 25
Xtept = TAE U1 WFpaat - 18%¢ * Oxp_ap T 2Xpoppt) - k23l

Sijoittamalla lausekkeet (24) ja (25) yht&ld&n (16) kun 6 = 1,0 saadaan

X

Xteat t )
- 26
Xg 8 Ve-ae T F g o {
Xt-at ®t-2at
jossa
e+ by ‘( B 3Y) ( gy 1 %%)
A = w At W At w AL [27)
~ 1 0 0
0 1 0
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B B ( 2 11& )-1
B = + + 1 ;
- i wipgs  Gwdt
- . . EB
0 _ Y 7 At
STABIILIUS

Integrointimenetelmdsd nimitetdan ehdoitta stabiiliksi, jos homogeenisen
yhtdlén ratkaisu ei kasva rajatta olipa alkuarvo tai aika-askel mikd tahan-
sa. Stabiilius tarkoittaa myds sitd, ettd tietokoneen aiheuttamat pydristys-
virheet siirtymiss&, nopeuksissa sekd kiihtyvyyksissd eivdt kasva integroin-
nissa. Menetelm&& nimitet&&n ehdollisesti stabiiliksi, jos em. pdtee vain
kun At/T on tiettyd arvoa pienempi.

Integroimismenetelmén stabiiliuden tutkimiseksi kirjeitetaan /2/ 4 =
-1

= p 1 P, jolloin yht3ldssa (8)
8" -2 3% (28

missd EF on matriisin fJ ominaisvektoreista koostuva matriisi ja % on
matriisin A ns. Jordan muoto. J:n diagonaalialkiot muodostuvat A:n omi-
naisarvoista Ai1 Merkitaan p(g) = matriisin A spektraalis&dde, joka méa-
ritelldan kaavalla
pP(A) = max IAil, 1 21,2500 (29)
gn on rajoitettu, kun n =+ «°, jos ja vain jos D(é] < 1. Edelleen gn Y
Jos p(f) < 1 sita nﬁpeammin,—mité pignempi p(A) on.

Tarkasteltaessa keskeisdifferenssimenetelmdn stabiiliutta havaitaan, ettéd
D[é] <1 silloin kun At/T < 1/7m. Keskeisdifferenssimenetelmd on siten
stabiili edellyttéen, ettd at < Atcr fAtDP = T/w) (£ = 0) eli

menetelmd on ehdollisesti stabiili (kuva 1).
) Newmarkin menetelmdssd voidaan para=-

B R metreja & Jja 8 muuntaa optimitark-
o ’/g?wyngf“mﬁ kuuden ja stabiiliuden saavuttamiseks%j
' Integrointimenetelmd on ehdoitta stabii-
080 1i (£ = 0), jos & > 0,5 ja o > 0,25
N (6 + 0,502, /1/.

s S e Kuvasta 1 nahdidn myds, ettd Houboltin
osor Moubottin meneteln menetelmsd (£ = 0) on ehdoitta stabiili.
020 Wilsonin operaattorin spektraaliside

! - R L o(A) O:n, At/T:n ja E£:n funktiona ndh-

00001 0001 001 0. 1.0 100 1000 10,0000
AT d&dn kuvasta 2. Havaitaan, ettd kayrat

Kuva 1. /2/ Approksimaatio-ope- At/T = = ja At/T = 0 ovat riippumatto-

raattoreiden spektraalis&teet mia £:st3d ja ettd menetelmd on ehdoitta
At/T:n funktiona eri menetelmissi o ; : .
(£ = 0), stabiili eli p(A) < 1 olipa At/T mi-
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£=00
———=1{-0z

—Aat Tz

Az =AY T 10

at/Te0,l

/ At/ T=00
L

pla)

080 -
060 -
040
Q.20 -
o RSN U SR N SN NN NN S S SR R U |
10 14 18 22 26 30 3.4
8

Kuva 2. /B/ Spektraalisade p(A) 08:n funktiona
Wilson ©O-menetelméssa,
ki tahansa, jos vain © > 1,37, Kun 6 < 1,37, menetelmd on ehdollisesti

stabiili. Stabiiliusraja riippuu t3ll8in systeemin fysikaalisesta vaimen-

nuksesta. /1/, /2/, /3/, /&/, /7/, /8/, /8/, /10/.

TARKKUUS

Numeerisen integroinnin tarkkuus riippuu yleensd kuormituksesta, systeemin
fysikaalisista parametreista ja asika-askeleen suuruudesta. Integrointimene-
telmien tarkkuuden tutkimiseksi tarkastellaan probleemaa /2/

2

X+ wx =0 (30)
ottaen alkuehdot Xq T8 %D 0,0, XD = —wz. Tarkka ratkaisu on t&lléin
% = cos wt. Wilsonin ja Newmarkin menetelmiss& yht&lsa (18] voidaan sovel-

taa suoraan ndilld alkueshdoilla. Houboltin menetelmdssé on kaytetty apuna
tarkkoja siirtymédn arvoja Xpt ja Xont®

Numeerisen integroinnin virhe on ilmaistu véradhdysajan pitenemisen ja
amplitudin vaimenemisen avulla. Kuvissa 5 ja 6 n&hd&&n prosentuaalinen vd-
rédhdysajan piteneminen ja amplitudin vaimeneminen eri integrointimenetemissd
At/T:n funkticna. VYleensd integrointi on hyvin tarkka kun At/T on pienempi

kuin 0,01. Kun At/T kasvaa, suurenevat myds virheet. Newmarkin menetel-

massd esiintyy vain vardhdysajan pitenemistd, kun 6 = 1/2 Jja o = 1/74.
Havaitaan myts, ettd Wilsonin menetelmi on arvolla 8 = 1,4 tarkempi kuin
arvolla 6 = 2,0. Amplitudin vaimenemisella ja approksimaatio-operaattorin

spektraalisiteslld on suora yhteys. Kuvasta 1 nahddan, etta Newmarkin mene-
telmissd p(A) = 1 olipa At/T mikd tahansa, mutta muilla integrointimene-

telmillsd paitsi keskeisdifferenssimenetelmalla p(A) < 1, kun At/T > 0,01.

Kaytettdessd keskeisdifferenssimenetelmad on aika-askel At wvalittava
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pienemmdksi kuin kriittinen aika-askel Atcr. T&lléin At on yleensd niin
pieni, ettd kéytanndllisesti katsoen kaikki n yht&168 (2) integroituvat
tarkasti. Ehdoitta stabiileissa menestelmissd At wvoi olla suuri, kun vain
koko rakenteen vasteeseen merkitt&v&sti vaikuttavat vastekomponentit madrdy-
tyvat tarkasti. Muita vastekomponentteja ei lasketa niin tarkasti, koska ne
ovat merkityksettomii.

Lahteessd /2/ on tarkastelu amplitudin vaimenemista integroitaessa niits
vardhdysmuotoja, joilla At/T on suuri. Kokeessa kdytettiin samaa aika-as-
kelta At integroitaessa alimpien ja korkeimpien vdrdhdysmuctojen vasteita.
Havaittiin, ett& numeerisen integroinnin virheiden aiheuttama amplitudin vai-
meneminen tehokkaasti "suodattaa” korkeitten virdhdysmuotojen osuuden pois.
Ilmid havaittiin kaikilla integrointimenetelmilld lukuunottamatta Newmarkin
menetelmdd kun & = 1/2 ja o = 1/4., T&1llBin ei nimittdin tapahdu amplitu-
din vaimennusta, virheitd esiintyy vain vArdhdysajoissa. Suodatus osoittau-
tuu hybddylliseksi. Niiden vé&ridhdysmuotojen vasteita, joilla At/T on suuri,
el voida integroida tarkasti. Suodatuksen ansiosta saadaan kuitenkin koka-
naisratkaisu, missd alhaisimpien vardhdysmuotojen vasteet mddrdytyvat tarkas-
ti vaikka At on suuri. /1/, /2/, /3/, /67, /77, 78/,

YLEISET PALAUTUSKAAVAT TDISEN KERTALUVUN LIIKEYHTﬁLﬁILLE

Lédhteissd /1/ ja /10/ esitetdan kolmen ja neljén pisteen palautuskaavat
toisen asteen liikeyht&ldille. Kolmen pisteen palautuskaava saadaan sovelta-

malla painotettujen j&&nndsten menetelmdsd yhtaldsn (1). Saadaan

2 2
[ + vat § + BALTKIU .o+ [-20 + (1-2Y)At G + (1/2+y-2B)AtKIU_

: 2 _ 2
[+ (=1+y)AE C + (1/2-v+B)AL é]gn-ﬂ = (BAt JBH+1 (31)
¢ (1/2+7-28)R A% + (1/2-y+B)R__,At% ,
missd U = ] N,u., i = n-1,n,n+1 (kuva 3). N.:t ovat toisen asteen muota-
funktioita
Nopq ® ECARE) L
., 7 CI=EYCTRE] 5 (32)
N4 = "8l1-8)/2,
missd & = t/At, -1 < & < 1. Téméd Newmarkin yht&lidn yleinen muoto on moni-
puolisin yht3lo k&ytettdessid kolmea perittdistd aikapistettsd. Kuvassa 3 nah-

dé&n tunnettujen menetelmien painofunktiot seki vastaavat y- ja B-arvot,
jotka eivét siis ole samat kuin approksimaatic-operaattorissa ja kuormitus-
operaattorissa esiintyvét vy Jja B. Newmarkin menetelmdn y = 1/2 viittaa
symmetriseen painofunktioon.

Stabiiliutta on tarkasteltu otaksumalla yht&ldn (4) ratkaisun olevan muo-
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Kuva 3. /10/ Kolmen pisteen palau-

tuskaavan paino- ja muoto-
funktiot.

Fox
Coodwin

b=
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kiihtyvyys

-

toa (r = 0) /1/
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Kuva 4. /10/ Neljadn pisteen pa-
lautuskaavan paino- ja
muotofunktiot.

(33)

sekd vaatimalla A:n absoluuttiarvolta ehto (vrt. approksimaatio-operaatto-

rin spektraaliside)

[x] <1 (34)
Stabiiliusehdoksi saadaan (kun vaimennussuhde & = 0)

B > 1/4(1/2+y)%

y > 172, (35)

/2 +y + 8 >0

T&116in menetelmd on ehdoitta stabiili.

K&yttamalla useampia aikapisteitd piistdin korkeampiasteisiin menetelmiin.
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Neljén pisteen palautuskaavassa muotofunktiot ovat kolmatta astetta

N oq T £CE=1)TE=2)/8
N = -E(E-1)(E-3)/2

n (36)
By = EIE-21 E-30/2

e g = =EIE-ICE-2NT 5245

missd £ = t/at, O < & < 3 (kuva 4).

Yleiseksi neljédn pisteen kaavaksi saadaan /1/

1 1 1 1 1 2
Ply=13 » (ze-yrglf ot + (ga- 58+ 370§ a7,
3 3 1 3 2
+ [[—3Y+4Jg}‘+ [—-2-B+47"§Jg At + (—§a+28—§Y]§ At ]gn
v [(3-50N + 126~ 8% » 00 &b+ (Do~ 2 B ByIE EE2ID (37)
{13 5 g~ g Tih Mo
, 1 1 1 K 9 :
¥ [[‘Y*Z]g + TZ‘B"‘ 2y T]'Ei At + (EOL"‘B —'é‘"'Y""])RK‘ At ]Hn_z
1 1 1 2 1 3 2
+ [E.—ot =B+ §Y]En+WAt + [-7a+ 28—.§Y]Enﬂt
15 2 1 11 2
rlger 28 IR, AT [rpar 8o oy 1R, HAt
missd U = ) NiHi’ i = n-2,n-1,n,n+1 (kuva 4). Houboltin menetelmédssa

a =27, B =9 ja y = 3.
Parametrit o, B ja y Wilson 0-menstelmiin saadaan kaavoista

@ = 2+ 48 + 302 « @3 |

B = 4/3 + 20 + 8% , (38)
y =1 + 6
Stabiiliusehdoksi neljan pisteen palautuskaavassa saadaan (£ = 0) nyt

3/2 <y < 8/3 + /2,

374 + 8B/2 - 5y < o < ﬁgyz + 3By + 13y - B . (39)

ESIMERKKI

Tutkitaan vérdhdysajan pitenemistd ja amplitudin vaimenemista Houboltin
menetelmdssad sekd menetelméssd, missd o = 22, B =8 ja vy = 3 neljan pis-
teen palautuskaavassa. o = 22, B = B, v = 3-menetelmédn amplitudin vaimene-
minen on lahtesn /1/ mukaan melko vahdistéa.

Tarkastellaan j&lleen probleemaa /2/
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alkushdoin x; = 1,0, Xy = 0,0 ja X, = -w’; tarkka ratkaisuhan on
x = cos wt.
Muodostetaan menetelmid vastaavat approksimaatio-operaattorit. Houboltin

menetelmédn approksimaatio-operaattori saadaan suoraan lausekkeesta (27).

o = 22, B =B, y = 3 -menetelmdd vastaavaksi approksimaatio-operaattoriksi
saadaan
5 1 -48 [ 1 1 1
B(————— - ~) + 3y B e —) - =Y
\wzﬂtz & wzﬂtz \wZAtz g .
A = (40)
1 0
B 0
missa
-4 '
2 8g 2 £8
g - ( . . _) Loy - : (41)
\sztz JwAt 3 wAt
Nopeuden lausekkeeksi o = 22, B = B, y = 3 -menetelmdssd saadaan yhtaldsta

(37)

Xy = BFET (th S th_ﬂt + xt—SAt] . (42)

put

Houboltin menetelmdn nopeuden lauseke saadaan yhtalSst& (25). Vérdhdysajan
pitenemistd ja amplitudin vaimenemista tutkittiin 0,005:n valein arvoilla

At/T = 0...0,25. Kriittisissd kohdissa eli sillein kun approksimaatio alkoi
saavuttaa maksimipoikkeamaa, askeljakoa tihennettiin jakamalla At:n suurui-
nen aika-askel kymmeneen csaan ja midritt&m&lld poikkeamat kyseisissd pisteis-

s&. Apuna askeljaon tihennyksessi kd#ytettiin muotofunktiota

N, = 1/4(£5 - 38 + 2) ,

1
N, = /4t - g% -5 e ),
3 (43)
Ny = 1/4(-8~ + 38 + 2) ,
N, = /4% v g2 g - )
At:n suuruisella v&1ill8 £ muuttui nyt =-1:ste +1:eep. Siirtymdksi het-

kelld ¢ saatiin nyt pastepisteiden siirtymien ja nopeuksien sekd muoto-
funktioiden (43) avulla

X

28
. 25 e (44)

xp = INpuNgNg o] . |
teat

At -
7 Ppept

Tulokset ilmenevit kuvista 5 ja 6. Katkoviivoin piirretyt kayrat osoitta-
vat koetulokset tutkituilla Houboltin ja o = 22, 8 =8, vy = 3 -menetelmilla,

ja yhtendisin viivoin piirretyt kdyrdt on saatu 18hteista /2/ ja /5/.

20



vp AV
(%] 1%
HOUBOLT
Lo HOUBOLT 40 - d
!
/ /
/ a=2, B=8,vy=3 / =22, B=8 y=3
/ ! / n
l ! ! { \
w} / 30 | / [N
/ ~
/ / / -
/ noy f
/ ’: ~ / a1 wisow e=1s
/ / | WiLsoN e = / I/
! | ll ’
0 v NEWMARK w0t / !
§=12 a=1t ~
/ |
/ o
! 1
I
10} 0 / /}
/ /
I 7
/
///
/ r
0,10 0,20 0,30 o;o Q;O 030
AHIT
Kuva 5. Prosentuaalinen vérdhdys- Kuva 6. Prasentuaalinen amplitudin
ajan piteneminen eri vaimeneminen eri integroin-
integrointimenetelmills timenetelmilld At/T:n
At/T:n funktiona. funktiona.

Kuvasta 5 havaitaan, ettd prosentuaalinen virdhdysajan piteneminen ei kas-
vakaan o = 22, B = 8, y = 3 -menetelmdllsd tasaisesti At/T-suhteen kasvaes-
sa, kuten l3hteissd /1/, /2/, /3/ ja /6/ esitetyilld muilla integrointimene-
telmilld. Kyseissd menetelmdssd alkoi vdrdhdysajan pidennyskdyrd At/T:n
kasvaessa heilahdella tavalla, jolle ei ldytyne yksiselitteistsd sZ&ntda.
= 22, B =8, vy = 3 -menetelmd on kuvien 5 ja 6 mukaan oskilloinnista huoli-

a =
matta tarkkuudeltaan Houboltin menetelmin ja Wilson @8-menetelmdn vdlissd, kun
8 = 1,4, Houboltin menetelmdssd sitéd vastoin vardhdysajan piteneminen kasvol

Jjatkuvasti At/T:n kasvaessa.
Amplitudin vaimenemisessa havaittiin o = 22,
vastaavanlaista heilahtelua kuin vdrdhdysajan pitenemiskdyrissd, joskin lie-

B =8, vy = 3 -menetelméssa

vempédnd. Sekd vdrdhdysajan pitenemis-kdyrdssd ettd amplitudin vaimenemis-
k&yrédssd heilahtelu lisdksi kasvaa At/T:n kasvaessa.

Houboltin menetelméssd havaittiin hyvin voimakkaasti kaswvava vaimennyskédy-
koska Houboltin menetelmdssid approksimaatio-

rd. T&é&mad oli odotettavissa,
At/ Ten

operaattorin spektraalisdde kuvassa 1 pienenee kaikkein voimakkaammin

kasvaessa.,
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