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YHTEENVETO: Sovellettaessa differenssimenetelmid ajasta riippuvia ilmigita
kuvaavien vekiokertoimisten osittaisdifferentiealiyhtidldiden numeerisessa
ratkaisemisessa aika-askeleella on olemassa kriittinen pituus, jota pitemmil-
13 askelilla numeerinen ratkaisu on ep3stabiili. Kirjoituksessa tarkastel-
laan 1-, 2- ja 3-dimensioista ldmmdénjohtumista, palkin aksiaali- ja taivutus-
vdrahtelyjs sekd lasatan vdrdhtelys kuvaavien eksplisiittisten differenssi-
kaavojen stabiilisuusehtoja. N&#in saatavia tuloksia voidaan kdyttdd suuntaa-
antavina myds elementtimenetelm#lld suoritettavissa laskelmissa.

LAMMON JOHTUMINEN YKSIDIMENSIOISESSA TAPAUKSESSA

Yksidimensioisen l&mm&n johtumisen differentiaaliyhtdld on
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Jossa T on ldmp&tila, x on paikkakoordinaatti, ¢ on materiaalin lampdka-
pasiteetti tilavuutta kohti, A on l&mménjohtavuus ja t on aika.
Diskretoidaan yhtdls (1) kdytt&en paikan suhteen keskeisdifferenssiapprok-

simaatiota je ajan suhteen etuaskeldifferenssiapproksimaatiota:
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Indeksi k wiittaas diskretoituun paikkakoordinaattiin x ja indeksi n ai-
kaan t. Differenssijako sek# paikan ettd ajan suhteen oletetaan tasavili-

seksi.
Oletetaan l&mpotilajakautuma tunnetuksi aikatasolla n. Ratkaisemalla

Tk,n+1 yht&l8std (2] saadaan
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Kaava on eksplisiittinen, koska aikatason n+1 13mpdtilat voidaan laskea



suoraan aikatason n arvoista.

Jos ratkaisussa on jollakin hetkelld h&irid, se pienenee, pysyy ennallaan

tai kasvaa kaavan (3) kertoimen % JE% suuruudesta riippuen. Selvitet&an

Ax
aluksi oletetun h&iridn aikariippuvuuden luonnetta tutkimalla differenssiyh-

t&ldn (2) ratkaisujen muotoa. Kokeillaan eksponenttifunktioyritettd

7 - _FKAX nat . (4)
k,n

jossa f ja g ovat vield masrdadmattomid vakiocits., Sijoittamalla yrite

yht&ldon (2) seadaan
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Koska ta&m&n yht&ldn vasen puoli on vain paikan funktio ja oikea puoli ainoas-
taan ajan funktio, on yht31l6n ratkaisu olemassa vasin, jos yht&ldén molemmat

puclet ovat jonkin vakion A suuruisia, ts.
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Suureella 2% on kaksi arvoa, koska differenssiyhtald (2] on paikan suhteen

toista astetta.

Lineaarikombinaatio
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jossa 8%, #5% 52 g% ovat lausekkeiden (5) ja (8) mukaisia, on siis
differenssiyht&dlon ratkaisu. Ajasta riippuva termi gnAt voidaan kirjoit-

taa j&ljempédnd tulevien laskelmien yksinkertaistamiseksi my&s muotoon



gnAt - eBnAt (7)
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jossa R on mielivaltainen reaalinen vakio.
Mill&d ajanhetkelld tahansa oletettu paikallinen h3irid voidaan esittaé

Fourier'n sarjana /1 s. 47/

M ia kAx
] e ®
: m

Jjossa Cm ja o ovat vakioita, M on differenssipisteiden lukumdarad ja
i = /=T. H&iridn Kadyttadytymistd tutkittaessa on riittdv&3 tarkastella vain

yhtd termia
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Sijoittamalla t&md differenssikaavaan (2) saadaan, kun samalla jaetaan yhta-

16n molemmat puolet nollasta erigvillE yhteisilld tekijoilla
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Eulerin kaavaa eil¢ = cos ¢ * i sin ¢ soveltaen saadaan
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Jotta h&iri6 ei kasvaisi ajan funktiona, on oltava

IEBAtI i ,[ .
si 115 ta118in terol 2P0 « (PAYYD L, kun n o+ m.  Vestimus toteutun,
jaos

1 & 2

Témd on siis ehto l&mménjohtumisen differentiaaliyht&l&n ratkaisemiseen
kdytetyn differenssikaavan (3) stabiilisuudelle. Kaavan (3) kerrointa

% i!% kutsutaan Fourier'n luvuksi. Mainittakoon, ettd edelld sovelletulla
Ax

stabiilisuustarkastelulla voidaan osoittaa differenssikaava (vrt. kaava (2))
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epdstabiiliksi kaikilla At:n arvoilla.

LAMMEON JOHTUMINEN KAKSI- JA KOLMIDIMENSIOISESSA TAPAUKSESSA

Kaksidimensiocisen ldmménjohtumisen differentiaaliyht&ld on
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Diskretoimalla (tasaviliseksi oletettu differenssijako paikkakoordinaattien
ja ajan suhteen) saadaan, kun koordinaatin y suuntaan liittyvas indeksia

merkitdan j:113
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Vastaavaan tapaan kuin yksidimensioisessa lammdénjohtumisessa voidaan nyt tar-
kastella h&iridtermis
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jossa @, B ja Yy ovat mielivaltaisia vakioita. Sijoittamalla tamé edella

olevaan differenssikaavaan ja jakamalla yhtelisilld tekijgillad saadaan
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Aika-askeleen tulee ollas siis puolet lyhyempi kuin yksidimensicisessa lammdn-
johtumisessa (vrt. kaava (8)).
Kolmidimensioisessa tapauksessa pétee vastaavanlainen tarkastelu kuin kak-

sidimensioisessa tapauksessa ja stabiilisuusehdoksi tulee
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Huomattakoon, ettd aika-askeleen valitseminen edells esitettyjen s&intdjen
mukaan takaa stabiilisuuden, mutta ei vield sitd, ettd ratkaisu olisi riitta-
vin tarkka. Tapauksesta riippuen on hilavdli Ax (ja mahdollisesti A4y Ja
Az) wvalittava kyllin lyhyeksi, jotta diskretointivirhe saadaan riittévén pie-

neksi.

PALKIN AKSIAALINEN VARAHTELY

Yksidimensioisen vardhtelyn differentiaaliyht3ld kimmoisessa aineessa on
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jossa ul(x,t) oan siirtymd3 ja c¢ on iskuaallon etenemisnopeus = YEZD 5 E

on kimmokerroin ja p on tiheys.

Yksinkertainen diskretointi kdyttden keskeisdifferenssiapproksimaatiocita
(tasavidliseksi oletettu differenssijako paikan ja ajan suhteen) johtaa yhta-
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Sijoittamalla h&iridtermi
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differenssikaavioon samaan tapaan kuin l&mm&njohtumisen yht316& tarkasteltaes-

sa saadaan
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Merkitd&n hakasulkulauseketta tunnuksella a, jolloin toisen asteen yht&l8n

ratkaisu on
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Stabiilisuusehto on
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ei toteudu. Jos taas a” -1 < 0, saadaan
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ja ehto (11) toteutuu. On siis oltave -1 < a < 1, eli
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Tamén epayht&lén oikeanpuoleinen ehto toteutuu aina. Vasemmanpuoleinen ehto
toteutuu, jos
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Témin ehdon mukaan aika-askeleen on oltava niin lyhyt, etts aika-askeleen
kuluessa 3d&nen nopeudella etenevd hdirid saa edetd enintddn differenssipis-
teiden vdlisen etdisyyden Ax verran. T&md s33ntd ei kuitenkaan valttimét-
téd p&de, jos differentiaaliyhtilén (8) ratkaisemiseen kdytetddn muuta kuin

differenssikaavaa (10).

PALKIN TAIVUTUSVARAHTELY.

Taivutusvérdhtelyn differentiaaliyhtald an

Jossa A on palkin poikkileikkauspinnan pinta-ala ja I taivutusjdyhyysmo-



mentti.
Yksinkertainen diskretointi k&ytt#en keskeisdifferenssiapproksimaatiota

johtaa yhtaldon
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Sijoitetaan j8lleen hairidtermi
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jolloin saadaan samaan tapaan kuin aiemmin
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Merkitdan hakasulkulauseketta tunnuksella a, jolloin stabiilisuusehto on

(vrt. epdyhtdlén (11) kasittelyyn)
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josta aika-askeleen enimmédispituudelle tulee ehto
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LAATAN VARAHTELY

Laatan taivutusvédrahtelyn differentiaaliyhtdld on
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jossa h on laatan paksuus ja taivutusjadykkyys
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Sijoittamalla keskeisdifferenssimenetelm&llsd saatavaan yht&lddn h8irio-
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Sijoitamalla palkin poikittaisvdrahtelyille aiemmin johdettuun kaavaan (13)

(13) yksikdn levyisen palkin poikkipinta-alan ja taivutusjayhyysmomentin lau-
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Aika-askeleen tulee siis olla noin puolta lyhyempi kuin palkin taivutus-
vardhtelyssd. T3md on vastaavanlainen tilanne kuin edelld yksi- ja kaksidi-

mensioisessa lammdnjohtumisessa.
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