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YHTEENVETO: Artikkelissa esitetd&n murtumismekaniikassa viime aikoina laa-
jasti kaytetyn J-integraalin matemaattinen ja fysikaalinen sisdltd ja kaa-
vat J-integraalin laskemiseksi elementtimenetelmdll&. Se on lyhennelmd Val-
tion teknillisen tutkimuskeskuksen ydinvoimatekniikan laboratoriossa tehdys-
td, aihetta k&sittelevdstd tiedonannosta.

JOHDANTO

Materiaaliin valmistuksen tai k&ytdn aikana syntyneiden vikojen vaikutus-
ta rakenteen vdsymis- ja murtumisilmiddn kuvataan kuormitettuun sirddn 1iit-
tyvillad parametreilla. N&m& parametrit on pyritt3va valitsemaan siten, ettd
ne suoraan ja yksiselitteisesti kuvaavat vian ja kuormituksen materiaalille

aiheuttamaa murtumisriskid. T&llaisen

f parametrin kriittisen arvon tulisi ol-
la vakio (materiaalivakio) ja siis
- etukdteen kokeellisesti mitattavissa.
Lineaarisessa murtumismekaniikassa
on yleisesti k&ytdssd j&nnitysintensi-
- teettikerroin K, jolla on kolme arvoa
PN % i

KI, KII Jja KIII kuormitustavan mukaan
(kuva 1).

Kuva 1. Murtumisen kolme muotoa. Jannitysintensiteettikertoimen kay-
‘ téstd on kirjoitettu lehden aikaisem-
massa numerossa /3/, joten asiaa ei end3 t&ss3i ki3sitells.
Jénnitysintensiteettikerrointa yleispidtevampi s&rtn ominaisuuksia kuvaava
suure on Ricen ja Cherepynovin esitt&md J-integraali, Jjoka tasotapausta kos-

kevana madritelld&n viivaintegraalina (viite /1/)

Bui
J o= (wdy—TiE;—ds) , (1)
B
jossa
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W = f Uijds'j on muodonmuutosenergiatiheys
o €11 €12 €21 S22
[=£ °11d€11+£012d€12*£“21d521+£°22d€22]’

T, on integreintitien I reunalla vaikuttava vetojdnnityskomponentti, joka
mddritellddn voimana integrointitien .pituusyksikk®id kohti,
u. on siirtymdvektorin komponentti ja

ds on integrointitien I' kaarialkio.

}’f 922
T, U35,= 0
Y = x —e Xy 127 2]
2 - - =
i[::]* N |
Kuva 2. J-integraalin laskemisessa kdytett&vd koordinaatisto ja

jénnitystila.

Integrointi suoritetaan positiiviseen kiertosuuntaan pitkin mielivaltai-
sesti saron alapinnalta yl&pinnalle kulkevaa kdyrdd T pitkin (kuva 2). Jot-
ta J-integraalin tarkein ominaisuus, riippumattomuus integrointitiestd, s&i-

lyisi, tulee x-akselin olla s&rdn suuntainen.

PERUSTELUT J-INTEGRAALIN KAYTOLLE

J-integraalin p&dasiallisin k3yttStarkoitus on arvioida se kuormituksen
arvo, jolla sd&rd tulee murtumisen suhteen kriittiseksi. J-integraalia ei
voida soveltaa, jos sardi kuormitetaan plastisella alueella kuormaa v&1illi
voimakkaasti pienent&en. J-integraalin k3yttd on perusteltavissa seuraavis-
ta syistéa:

1. J-integraali on yleispdtevdmpi kuin muut t&h&n mennessd esitetyt sdrdd ku-
vaavat parametrit. J&nnitysintensiteettikerroin K lineaarisells alueella
on vain erikoistapaus J-integraalista.

2. J-integraalille on olemassa potentiaalienergiaan perustuva tulkinta, Jjon-
ka kautta J-integraali on alkuaan loydetty ja joka mahdollistaa J-integ-
raalin fysikaalisen havainnollistamisen.

3. Kokeellinen J-arvo voidaan ma3rittas pienilld koekappaleilla toisin kuin
lineaarisen jannitysintensiteettikertoimen K kokeellista arvoa médritet-

tdessd. Lisdksi yhdelldkin koekappaleella on mahdollista saada luotetta-

va tulos ja laskelmat voidaan suorittaa myds lovelle, jolla on d8rellinen

pybristysséde.

22



4. J-integraali soveltuu hyvin laskettavaksi numeerisilla menetelmilld, kutén
elementtimenetelmdlla.

5. Lineaarisella alueella j&nnitysintensiteettikerroin K voidaan laskea J-in-
tegraalin avulla muita menetelmid tarkemmin, mikd@ jo sin&nsd riitt&i pe-

rusteluksi J-integraalin k&ytt8&notolle.

J-INTEGRAALIN JA POTENTIAALIENERGIAN VALINEN YHTEYS

Tarkastellaan rekenteessa olevan s&rdn pituuden a pientd muutosta Aa, jo-
hon liittyva energiansdilymisyht&l8 muodostetaan. S&rdn kasvun Aa tapahtues-
sa jannitykset, jotka vaikuttavat Aa:n matkalle, vapautuvat ja tekevdt samal-
la tasokappaleen yksikkdpaksuutta kohti tydn ch. Derivaatta dwc/da on 1u0n—
nollinen sdrddn liittyvd suure ja voidaan osoittaa, ettd tietyin j&ljempdnia

esitettdvin edellytyksin

g
da

S&rdn pitenemisessd Aa:n verran vapautuvanenergian AWC voidaan ajatella muo-
dostuvan seuraavasti. Ennen s&rdn kasvua vaikuttaa Aa:n matkalla s&rdn yla-
Jja alapinnalla sellainen jé&nnitysjakauma p (sis&dlt&& yleisess&d tapauksessa
myds leikkausjdnnityskaomponentin), ettd s&rdn yl&- ja alapinta koskettavat

toisiaan Aa:n matkalla. T&mdn j&lkeen annetaan jannitykden p h&vitd, jol-

i {uTkoinen jatkuva kuorma)

Pk {ulkoinen
pistekuorma )

{kappaleen
ulkoreuna )

/T (mielivaltainen
kdyrd, jonka
sisdlla ei ulk.

kugrmia)

kiinnitetty
reuna

Kuva 3. GS&rdn avautuminen Aa:n matkalla.

loin sart avautuu Aa:n matkalla, koko kappale muuttaa hieman muotoaan” (reu-
naehdot pysyvadt voimassa) ja kuvan 3 merkinndilld vapautuu yksikkdpaksuutta

kohti energiamdara ch
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a+la Vy Va ;
AW, = / [f pyfx,vy]dvy + f pa(x,va]dva dx].
a 0 0
Energian muutoksen lausekkeelle AWC saadaan toinen esitysmuoto energian-

s8ilymisehdosta (kuva 3b)

FkAuk s (2)

[T o s

AW, = [ BWdA - T;8u;dsS

A S k

o T L

jossa AW on muodonmuutosenergiatiheyden muutosf AD on koko tarkasteltavan
tasokappaleen pinta-ala, T? on ulkoinen mekaaninen kuorma, joka pysyy vakio-
na sardn avautuessa ja Au? kuormaan liittyvd siirtymdn muutos. St on taso-
kappaleen reunakdyrdn se osa, jolla kuorma T? vaikuttaa. FK on ulkoinen pis-
tekuorma ja u, on vastaava siirtyméd. Todetaan, ettd kaavan oikea puoli on

sama kuin potentiaalienergian muutos AU,

Kuvitellaan kuvassa 3b esitetty kappale jaetuksi kahteen osaan pitkin mie-
livaltaista kdyrdd I', jonka sisdpuolelle ei J&& ulkoisia kuormia. Sis#osan
reunalla vaikuttavaa jannitystd merkitdan Tizllé ja ulko-osan reunalla vai-

kuttavaa jannitystd merkitdan Ti:llé. Vastaavat siirtymd3n muutokset avat

Aui Jja Aui. Osien yhtéensopivuuden vuoksi
Au!l = Au.
1 1
ja
T: = -T.
1 1

Kaava (2) voidaan kirjoittaa muotoon

N
AW_ = AU = £ AWdA - g T;Au,dS + [ AWdA - [ TTAulds - [ Tidu,ds - L F

AD-A ST r k=1

Au

K™k’

Jjossa A on kdyran T sisdlle j&&va pinta-ala. Aluetta'thA koskevat y113 ole-
van yht&ltn oikean puolen neljd viimeistd termisd havidvit, koska ulkoisten

voimien tekem& tyd muuttuu muedonmuutosenergiaksi. Saadaan ndin ollen tulos

AW, = AU = £ AWdA - { T;Au.ds

Tamén yht&ldn oikea puoli on riippumaton integrointitiests Jja sen sisalle

jédvdstd pinta-alasta. Raja-arvoksi tulee
dW du.,
c _ du _ dW B i
m— = £ 15 OA % Ty g8 (3)

Témd tulos patee riippumatta kuormitushistoriasta tai plastisista muodonmuu-
toksista.
Jos alueen A annetaan kutistua riitt&vin pieneksi, voidaan katsoa kappa-

leen reunojen olevan &3rettdmdn kaukana s&rdén kdrjestd verrattuna alueen A
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dimensioihin. Toisaalta sé&rdn kdrki vaikuttaa tunnetusti erittdin mééféévéa-
ti lahiympdristdnsd jannitystilaan. Voidaan t&116in olettaa, ettd s3rdn kas-
vaessa hieman muodonmuutos- ja‘jénnitystila pysyvat sdrdn karjen suhteen
muuttumattomina edellyttden, ettd plastisia (pysyvi&) muodonmuutoksia ei syn-
ny. Myos plastisessa muodonmuutoksessa muodonmuutos- ja j&nnityskentdn s&i-
lyminen s&rdn kérjen suhteen muuttumattomana toteutuu, jos sdrdn pituuden
kasvu ei ole todellista, vaan verrataan'tmisiinsa kahta ainoastaan s&rdn pi-
tuuden osalta eroavaa kappalette, joita molempia on kuormitettu j&nnitykset-
tomdstd alkutilasta lédhtien. Myds silloin, kun samanmuotoisena toistuvan
kuormituksen aikana s&r8 on kasvanut alkuperdisestd mitastaan selvisti ja

kun tarkastellaan t&std tilasta pientd sdrtn kasvua samanlaisena pysyvén
kuormituksen vaikutuksesta, saadaan kuormituksen pahimmalla arvolla j&nnitys-
kentdt plastisoituvine aslueineen s3rdn kdrjen suhteen samanlaiseksi.

Edelld esitetyn perusteella siirtymdn muutos dui on

au.
i

9x

du; = ui(x-da,y] = ui(x,y) = - da ,

koska siirtymé u, pisteessd (x,y) kayrdlld T sdrdn kdrjen siirtymdn j&lkeen

on sama kuin se oli pisteessd (x-da,y) ennen siirtym3s.
Tata tulosta

s ) _ _ a8l )

9a X (4)

el tietenkddn voida soveltaa, jos tarkastelualueella on l&mp&tilakenttd si-
ten, etti %% #+ 0, koska l&mp8Bvenymid aiheuttava l&8mp&tilakenttd ei siirry si-
ridn kd&rjen mukana. Tarkastelualueella ei ylip3&nsd saa olla mink3&nlaisia
kuormia, Jjotta kaave (4) olisi voimassa sdrdén kdrjen ldhialueella. Sovelta-

malla tulosta yht&dlédn (3) saadaan

Termin & dWdA laskemiseksi ajatellaan sd&rdn pituudella a laskettua muodan-
muutosenergiatiheyskenttdd W siirretyksi da:n verran oikealle, jolloin kdrjet
yhtyvat, identtiset muodonmuutosenergiatiheyskent&t menevdt pddllekkdin ja
kumoavat toisensa muualla paitsi alueen reunalla, jolta saadaan kuvan 4 pe-

rusteella

Y2 .
[ dWwdA = [ W,dady - [ W,dady = - daJ Wdy .
A ¥ y1 T

Potentiaalienergian muutokselle saadaan lauseke
Bui
dU = - da{ (Wdy-Ti 5;—)d5 .

Kaavaan (1) vertaamalla todetaan, etts
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Ju. dw
‘ c du
1= { (-Wdy‘Ti S ds) - -l (5)

Tatd kaavaa voidaan kaytt&a hyvéksi J-integraalin kokeellisessa ma&rittami-

sessa.

l

Yz

Kuva 4. Muodonmuutosenergiatiheyskentan Kuva 5. Integrointi pitkin suljet-
siirtyminen s8rtén kdrjen mukana. tua tietsd ABCDA.

J-INTEGRAALIN RIIPPUMATTOMUUS INTEGROINTITIESTA

Riippumattomuus integrointitiestd (ks. /1/) perustuu yksinkertaisesti sii-
hen, ettd J-integraali hdvidd laskettuna suljettua tietd T* pitkin (kuvassa

5 tie ABCDA). Osoituksessa muunnetaan viivaintegraali

du
ax

i

=4 (Wdy-T, ds) (6)

T*
Greenin teoreeman (Stokesin lauseen) avulla kdyrdn T* rajoittaman pinta-alan
A yli ulotetuksi pintaintegraaliksi, jossa integrandi h&vi&&. Kaavan (B6) oi-

kean puolen ensimmdiseksi termiksi tulee

$ wdy = | %g dxdy . (7)
T* A

Edelleen on

oW _ oW aElJ - BEIJ
A x d€. . Ox ij ox
1]
ja, koska
L. = O
ij Jji
ja
] 1 Bui . BuJ
ij 2\0x%. 9 X it
J 1
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saadaan

Jossa kuvan B perusteella

:—Ci_i
n1 ds
ja

w o
nZ h ds

"ovat kéyrdn T*ulosp&in osoittavan yksikdn pituisen normaalivektorin komponen-

tit. Kaavan (6) j3lkimmBiseksi termiksi saadaan
Bui Bui
o S = ..n. —— ds
Ti 3% ds %15"5 X y*
Bui
3 (°i1dy'0i2dx)5§‘
AU,

1l

-0 _1r+0 i dg
1217919 3x 3

jossa i ja j ovat koordinaattiakselei-

den x ja y suuntaiset yksikkdvektorit. Kuva 6. Inteprointitishen 1iitty-

Greenin teoreemaa soveltaen an vid merkintdja.

n

ou. 9u . du .,
i ] ( 1) 3 i
%*Ti TR 08 £ [Bx %i1 3% /T a\%i2 ax )}

J
= G N R EEi)dA :
A \ax ij i B ij

Koska alueella ei vaikuta tilavuuskuormia oletuksen mukaan, on

o0 |
o0
J

jolloin

ou. du.

3 i

§ T, ——ds = [ &,, = dxdy .
rx L 3x n 1d ax ij
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Yhdist&méll&d termit n&hd&&n, ettd viivaintegraali suljettua kdyrada T'* pitkin
havidsd, ts.

Bui
%*(Wdy—Ti T ds) =0

Kuvan 5 perusteella on siis

§ - f-[ -0,

* D
T Fg BC T2 A

jossa kiertosuunta on valittu positiiviseksi vastapdivaan.

Koska §uorilla BC ja DAondy =0 3jaT-=20 (o, ='021 = 035 = 0), saadaan
[ =[-0
BC OA
Jja
[ =]
by

J-integraalin riippumattomuus integrointitiestd merkitsee, ett3 kuvassa 5
esitettyjen kd&yrien F1 Ja T2 rajoittama wviivoitettu alue ei vaikuta valitts-
masti J-integraalin arvoon. J-integraalissa pelkistyy sardn kdrjen vaikutus.

J-integraalin riippumattomuus integrointitiest3 osoitettiin edell3d taso-
jdnnitystilassa. Tarkastelu p3tee myds tasomuodonmuutostilassa, sills tasoa
vastaaﬁ kohtisuorasti vaikuttava normaalijdnnitys €a5 = 0 ei vaikuta muodon-
muutosenergian W lausekkeeseen, koska vastaava venymi €33 = 0.

Viitteessd /2/ on esitetty laskentakaavat pySrdhdyssymmetriselle tapauksel-
le ja my&s sellaiselle tapaukselle, jossa s&rd sijaitsee vinosti paddkoordinaa-

tistoon ndhden.

SARON YMPARISTON LAMPUVENYMIEN VAIKUTUS J-INTEGRAALIIN

Sovellettaessa J-integraalin alkuperidista laskentakaavaa

oy
g = { (Wdy-Ti == ds)
tapaukseen, jossa tarkastelualueella on l&mpBkuormia, lakkaa tiestdriippumat-
tomuus olemasta voimassa. Lis&&m&113 kaavan oikealle puolelle l&mpdvenymisti
aiheutuva pintaintegraali seuraavassa esitettdvdl1d tavalla saadaan kuitenkin
'yleistetty' tiesté&riippumaton laskentakaava.

J-integraalin ensimm&inen termi f Wdy pitkin suljettua kd8yr&a T* on
T*
W
$ Wdy = [ <= dxdy .
T A 9 X

Nyt on muodonmuutosenergiatiheys
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e !
1 i , T
W = {] o’ijd(gij'eij] ’

€

jossa Eij on todellinen venymd ja Eig on lampdvenymd, N&iden venymien aja-

tellaan kehittyvé&n samanaikaisesti. Derivoimalla saadaan

T
w . (BEIj ) aElJ)
X ij\ox 9 X )

Kaavan (7) perusteella on

ou. BE.T

s 9 i - i
%*Wdy‘— £ o5 3% ij dxdy £ T dxdy ,

Jjossa u; an todellinen siirtyméa.
Lampdkuormituksenkin tapauksessa J-integraalin jdlkimm&inen termi on

du. du.

1 _ 9 i ‘
g*Ti x9S~ { °ij 9% Bx; dxdy

Integraali J(T ) suljettua kdyrd3d I pitkin ei siis havi&, vaan saa arvan

T

dui Beij
J(rx)y = g*(Wdy—Ti o ds) = - £ o5 5% dxdy

Sovelletaan t&td tulosta kuvan 7 suljettuun k&yréa&n ABCDA:

au., € T

3¢, |
iy - _ ij
5;‘) £ By T Sy

du.,
Jr*] = | (Wdy-Ti §;1 ds) = If (Wdy—Ti
1 o

Kuva 7. Lampbkuormitustapauksessa J-integraaliin
liittyvid merkintdja.

Pintaintegraali, joka liittyy kayrien F1 Jja P2 vBliseen alueeseen, on toi-

saalta

.T Bai} Seig

Uij e dxdy - £ Uij % dxdy ,
1 2

jossa A1 on k3yran F1 ja AZ kdyrdn T, sisdlle jd&va alue. Saadaan ndin ollen

2
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. dui BeiT
J f (Wdy—Ti % ds) + £ Uij 7 J dxdy . (8)

Integraali J on siis tiestd riippumaton. Mutta kysymyksessd ei ole puhdas
viivaintegraali, vaan kaavaan sisdltyy pintaintegraali, joka ilmeisesti kui-
tenkiﬂ haviaa, jos_A_+ 0, koska Gij on rajoitettu plastisoitumisen takia.
Jqs'lémpﬁtilakentté ja l&mpopitenemisominaisuudet ovat sellaiset, etté
Béi} —‘D

ax

»

pintaintegraali havi&a.

J-INTEGRAALIN LASKEMINEN ELEMENTTIMENETELMALLA

Seuraavassa muutetaan kaava (8) elementtimenetelm&lld suoritettavaa las-
kentaa varten sopivaan muotoon. Elementtind k&ytetdan tehokkaaksi osoittu-
nutta isoparametristd B8-solmuista elementtia.

Tarkastellaan aluksi kaavan (8) oikean puolen ensimmé&istd termid, joka on
yksityiskohtaisesti kirjoitettuna

J = { [Wdy = (011dy—612dx] %% = [021dy-022dx3 %%] " (9)
Elementin alueella jé&nnitykset ovat tarkimmillaan elementin integrointipis-
teissd. N&iden lukumdérédksi on kuvan B elementeissd valittu 8. J-integraa-
lia laskettaessa on edullista valita integrointitie kulkemaan elementin in-
tegrointipisteiden kautta. Integrointitie
voi kulkea joko suoraan elementin 1lapi tai

kdantyd elementin keskelld. Kuljettaessa

integrointipisteiden kautta on elementin
paikallisista koordinaateista £(-1 € g < 1)

jan(-1 $n < 1) toinen.vakio (= 0)., O0Olete-

taan, ettd kuljetaan E-koordinaatin suunnas-

sa. T18118in kaavassa (4) x ja y ovat wvain wlﬂlnwtﬂq1
g:n funktioita, ts. :mz N7:
t f
N6
X = X[E] ’ EN-l !
M2 N3|na | N5
dx = %g 4z
X XX
g = y[g] X—;-C-X
x x5 x
ja
; Kuva 8. S&rdn ymparistén ele-
dy = 3% dE ) menttimalli.
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Sijoittamalla nd@mé& kaavaan (9) saadaan elementin alueella

E
- f2] .y 3y _ dy _ BX) du _ ( dy _ ax)av] } -
Ay = é {w 3% (011 5t~ %42'3E) 3%~ \%21 3% ~ %22 3gfax)9Er 0 = O
1

Vastaavasti, Jos & = 0, saadaan

n
2
- - i . ax)au . 2y . ?ﬁ)i!
03 = [ lu n (011 1 - %12 3n/3%x ~ \%21 37 T %22 39 /)3x 9N

[
R
Derivaattojen 2% Jja %% laskemiseen ka&ytetdan ketjusdantdd
du _ du 3x , 3u dy _ du u
3E © 9x 3 3y 9E  ax 211 T Ix 2
du _ B8u dx | du dy _ du . -, du
\lan ax on 9y 9n x 21 x 22 °

josta ratkaisemalla

3u "‘133 2y
Ix a a 3L .3
_ 1243 =43 . g7 ’

du 2 B
dy 854 855 an an
jossa [J] on Jacobin matriisi. Sijoittamalla kaavassa u:n paikalle v saadaan
v Y

kaava derivaattojen 7% J@ 3y laskemiseksi.

LAMPOVENYMISTA AIHEUTUVAN PINTAINTEGRAALIN LASKEMINEN

Jos s&rin alueella on l&mpdvenymderoja, saadaan kaavan (8) pintaintegraa-

lille lauseke

il A = af (0,0, +0,) %; [J]dEdn
jossa pintaintegraali on muutettu paikalliseen &n-koordinaatistoon ja AA on
tarkasteltavan elementin pinta-ala tai osa siits, Jjos elementti ei j&& koko-
naan integrointitien sisdpuolelle. x on s3rdn suunta ja tasojénnitystapauk-
sessa ¢, = 0. Materiaalin on oletettu olevan termisesti isotrooppista sek3
sen termisten ominaisuuksien vakioita elementeittiin.

Edelld esitetyn derivaattoja koskevan koordinaatistomuunnoksen avulla saa-

daan pintaintegraaliksi

) o1 9T
AJ ugA[UX+oy+UZJ[a11 gz + 812 ﬁ]l\jldadn .
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LAMPOPITENEMISKERTOIMEN EPAJATKUVUUDEN HUOMIOONOTTAMINEN INTEGROINTIALUEELLA

Integrointitien kulkiessa eri lampépitenemiskertoimen omaavien materiaali-

en rajapinnan ylitse on pintaintegraalin

de T
1J
[ o:: 57== dA
ij 9x
A J
arvon laskemisessa otettava huomioon seuraava lisdpiirre. T&llainen tilanne
o :
y II
§ "
Q £ ¥5
N
b
! aAy
[ émpGpitenemiskertoimen h B e ——
muutosraja
Kuva 9. Lampdpitenemiskertoimen Kuva 10. L&mpdpitenemiskertoimen
epdjatkuvuus integrointi- muuttuminen elementisté
alueella. toiseen.

voi esiintya kdytannissa ruostumattomalla terdkselld vuoratussa paineastian
seind&midssa. T
dE. .

LéampBpitenemiskertoimen ep&jatkuvuuskohdassa derivaatta suureen axlj dA

arvo saadaan raja-arvotarkastelulla olettaen aluksi rajapinnan paksuus & (ku-

va 10) &d3relliseksi sekd l&mp&pitenemiskertoimen muuttuminen lineaarisesti
arvosta G; @rvoon dgrp.
Tarkastellaan vain rajapinnan oikealla puolella olevaa elementtiid. Koska

lampdpitenemiskerroin on paikan funktio eikd riipu suunnasta, p&tee

9 (aT) 3 (aT)
AJ = £A[GX+Uy+UZ][a11 SE——f toag, sﬁmu—}]J[dEdn

n-akselin suuntaisella rajapinnalla, kuten kuvassa 10, voidaan Z8rellisel-

le rajapinnalle kirjoittaa

AlaT) _ {ba AT FRITTYY L, AT
AlaT) ag - ( T )Ag . ( T)Ag o 53 86 — (up;-a

s O — —— T
AT AE Y3 Aero LT

I
T&lldin saadaan lisdtermi

21 = | Eax+oy+oz)a11T(aII~uI}|J[dn .

Vastaavasti ¢ -akselin suuntaiselle rajaviivalle
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A2l = f (cx+cy+oz]a12T(aII—aI)|3[dg .

Viitteess& /2/ on esitetty yll& olevat kaavat sellaisessa yleisessi muo-
dossa, ettd s&rd sijaitsee vinosti p#ikoordinaatiston x-akseliin nédhden: ja

rajapinta on kaareva.

LASKENTAESIMERKKI

Tarkastellaan kuvan 11a mukaista, reunoiltaan j8yk&sti kiinnitettyd, yksi-
kén paksuista terdslevyd, jonka keskelld, yl&reunassa on 25 mm:n pituinen sa-
rd. Levyd kuormittaa lineaarisesti levyn yldreunalta alareunalla muuttuva
lampttilajakauma. Materiaalin k&yttdytyminen on nyt oletettu yksinkertaisuu-

den vuoksi lineaariseksi.

¢ - 101
A T = -50° 25¢
; — | - [ 23 29
¢ ~S [
2 250.
A -
% gT = +50° # r 18 24 30
“] b
-] 1000 £
- 13 113
. ¥
Kuva 11. L&mp&tilajakauman kuormittama levy ja symmetrisen puoliskon element-
timalli.
s
J (Hsm) Koska elementtimenetelmills saadaan
se0a jénnitystila selville vain likim&&rai-
— sesti, kannattaa J-integraali laskea
6000 useampaa kuin yht& tietd pitkin. Eri
cono teitd pitkin laskettujen J-arvojen
<000 eroavuudesta voidaan p&dtelld tuloksen
tarkkuus. Jos J-arvot ercavat toisis-
3eve
taan paljon, voi syynd olla ldhtbtie-
2800
doissa olevian virheiden lisdksi liian
sape harva elementtiverkko. VYleensd hyvin
¢ 18helld sardn kdrked kulkeva integ-

8.0080 .081 .802 .803 .084 .085

int 1 (m2)1 rointitie johtaa ep&tarkkaan tulokseen.
pPilhta-ala (m

Esimerkkitapauksessa integrointiteiden

lukumdérdksi valittiin kuusi. Vain
Kuva 12. Viiva- ja pintaintegraalin
riippuvuus integrointitien
sisalle jA&dvasta pinta- kuvaan 11b.
alasta.

etdisin integrointitie on merkitty
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Kuvassa 12 on esitetty J-integraalin lausekkeen

Bui Bei}
Jd = { (Wdy—Tl “g-x— ds) + JA’ UIJ 73-;—— dXdy = JI‘I + JT
viiva- Jja pintaintegraalin ja n3iden summan: riippuvuus integrointitien sisil-

le j33v&sts pinta-alasta.

J-INTEGRAALIN KOKEELLISESTA MAARITTAMISESTA

J-integraalin ja sen arvon kokeellinen midrittdminen on laaja tutkimusala,
Jjonka yksityiskohtia ei t#ssd tarkastella. Ainoastaan esitelldsn hieman
kokeellisten menetelmien laskennallisia perustsita, Jolloin J-integraali sa-
malla havainnollistuu.

Tarkastellaan potentiaalienergian ja J-integraalin valiseen vhteyteen
(kaava 5) perustuvia Begley-Landes -monisauvamenetelmis Ja Ricen kaavaan pe-

rustuvaa menetelmis.

Begley-Landes -monisauvamenetelmi

Valmistetaan tutkittavasta materiaalista useita kuvassa 13a esitetyn mu-

kaisia koesauvoja, jotka erocavat toisistaan ainoastaan s8rdn pituuden osalta.

o

a)
a) b) /-_"‘—--T

/‘,._-—-‘_‘_'—‘—---.
P ag
P 1 //_____h

a3

|

[] -

Kuva 13. Monisauvamenetelmdn koejérjestely.

Kuormitetaan koekappaleita pistevoimalla P, jota vastaavaa siirtymdd u mita-

taan. Potentiaalienergia U on nyt
us %

U= [ Pdu - Pu, = - [ udP ,
a (6]

joka on graafisesti kuvassa 13b viivoitettu alue negatiivisena, jos s&rén pi-

tuus on a,. Kuvasta 14 ilmenee, ettd J-arvo on nyt

u = vakio
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Kuva 14. J-arvon mdd8rittdminen koetuloksista.

Ricen alkuperdiskaava (viite /4/ s. 22)

Kuvan 15 mukaisessa yksikdnpaksuisessa lavyssd on syvd sdrd (b << W) ja

“levyd kuormitetaan momentilla M. Kokonaiskallistuma etot voidaan esittda

a)

tot/2
Area = 5
(’ tot 0 crack
M

Op0¢/ 2

Kuva 15. Ricen menetelmiin liittyvid merkintdja.

sardttémdn kappaleen kallistuman ja s&rdn vaikutuksesta aiheutuvan kallistu-

man © summana

Dimensioanalyysilld voidaan p3&telld, ettd kallistuma O aon riippuvainen mo-

mentista M ja kannaksesta b seuraavasti

T&md oletus ei tietenkdin vastaa tarkasti todellisuutta, mutta riitt&valls

tarkkuudella saadaan kuitenkin

3g = f ( tDt) - f 22y am
M
ja
30 30 2M ., M, 2M, 30
(92) = - (29 - 2 My 2030,
3a, 3y T 53 2 T B e,
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J-integraali saadaan siis mittaamalla kuvassa. 15c viivoitettu pinta-ala.
Keskeistd J-integraalin kokeellisessa tutkimuksessa on kriittisen J-arvon

mddrittédminen. S&rdn kasvamiskohdan selvittamiseen on kehitetty useita mene-

telmid, joista mainittakoon suora mittaus murtopinnasta, joustomenetelms ja

ultraddnimittaus.

LOPPUSANAT

J-integrealia pidet&&n nyky&&n yhtens parhaimmista s8rdn kuormittumista
kuvaavista suureista. Kriittinen J-arvo on materiaalivakio ja se m3dritetdsn
kokeellisesti,.

Todellista rakenteesta 18ydettdvin s3rdn J-arvo on laskettavissa vain tie-
tokonetta kdyttden, koska monimutkaisia kuormitusolosuhteita, esimerkiksi
lédmpStransienttia, on aikaaviep&3 ja lidhes mahdotonta muuten kdsitelld. Té&s-
sa kirjoituksessa esitettyyn teoriaan perustuvalla tietokonechjelmalla voi-
daan rutiininomaisesti laskea J-integraali monimutkaisissakin kuormitusolo-
suhteissa. My8s materiaalin epdlineaarisuus voidaan kdsitelld kohtuullisin
tietokonekustannuksin. '

Valtion teknillisen tutkimuskeskuksen metallilaboratorioon hankittu J-in-
tegraalin mittauslaitteisto yhdessd laskennallisten valmiuksien kanssa mah-

dollistaa entistd tarkempien murtumisriskianalyysien suorittamisen.
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