VISKOOSIN VIRTAUKSEN, LAMMONSIIRTYMIS- JA JOHTUMISONGELMIEN RATKAISEMINEN
ELEMENTTIMENETELMALLA, OSA I

Rakenteiden Mekaniikka Vol. 13
Heikki Martikka No 3 1880 s. 10...20

YHTEENVETO: Artikkelin ensimméisessd osassa tarkastellaan laajahkon element-
timenetelmidohjelman (NACHOS) kontinuumimekaanisia- ja laskentaperusteita,
yleisid kéyttdalueita ja rajoituksia. Toisessa osassa kdsitelldadn sovellu-
tuksia hydrodynaamisiin voitelu- ja virtausohgelmiin ja verrataan niita ana-
lyyttisten mallien tuloksiin. Jatkossa tullaan vield tarkastelemaan vaati-
vampia yhdistettyjd ongelmia ohjelman kdyttdkelpoisuuden rajojen selvitté&mi-
seksi. Ohjelmaa sen nykymuodossa vol soveltaa ratkaistaessa kaksiulotteisia
tai pydrahdyssymmetrisid tehtdvid. Reunan muoto voi olla mielivaltainen.
Ongelmissa voi esiintyd Newtanin mallin mukaisen viskoosin nesteen laminaa-
rista virtausta, lammdn johtumista nesteessd ja kiintedssé aineessa, vapaata
ja pakoitettus konvektiota. Reunaehdot on annettava virtaus- ja l&mpoosille.
Ajasta riippuvat transientit ja pysyvdn tilan ratkaisut ovat mahdcllisia.
Ohjelma ottaa huomioon materiaaliominaisuuksien, kuten viskositeetin, 13mmoén-
johtavuuden ja tilavuuden 18mpttilakertoimen mielivaltaisen lampttilariippu-
vuuden.

JOHDANTO

Mekaniikan erditd haastavimpia ja tdrkeimpia tutkimusaloja ovat nykyisin
yhdistettyjen fysikaalisten ilmididen tutkiminen. Tyypillisid néistd ovat
ongelmat, joissa yhdistyy nesteiden ja kiinteiden aineiden vuorovaikutukset,
kuten lammdnjohtuminen ja -siirtyminen, vapaa ja pakotettu konvektio, elasto-
hydrodynaamiset vuorovaikutkset sekd faasinmuutosmahdollisuudet rajapinnoil-
la. N&aiden ongelmien ratkaisutydkaluna glementtimenetelmi on vield melko
uusi tulokas, mutta se on jo osoittanut kéyttBkelpoisuutensa useiden vaati-
vien tehtdvien yhteydessa.

Tisss kirjoituksessa késitelldan NACHOS-elementtiohjelman perusteita /1/,
/2/, /3/. Dhjelma on saatu USA:sta Sandia laboratories tutkimuslaitokselta
ja se on asennettu Ovako Oy Ab:n IMB 370/138 VS tietokoneeseen Imatran terds-
tehtaalla. 0Ohjelmas on kehitelty Lappeenrannan teknillisen korkeakoulun ko-
neenrakennuksen laitoksen kanssa. 0Ohjelmassa on pd&ohjelman lisdksi viiti-
senkymmentd aliohjelmaa. N&ita voidaan muutella ja lis&dtd kutakin erikseen.
Tami on edullinen piirre jatkokehityksen kannalta. NACHOS-ohjelman kehitys-
tytn tavoittest ovat olleet rajatut.

NACHOS on sovelias seuraavien ongelmien ratkaisemiseen:

- Isotermiset virtausongelmat,
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Vapaa ja pakotettu konvektio,

Yhdistetyt konvektio-ongelmat,

Konvektio-ongelmat yhdessd kiinte&n aineen lamménjohtumisongelmien kanssa,
Pysyvan tilan ja transientin tilan ratksisut edellisisss ongelmissa ovat
mahdollisia,

Lémpdtilasta ja paikasta riippuvat materiaaliominaisuudet, kuten viskosi-
teetti, ldmmdnjohtavuus ja tilavuuden lémpotilakerroin (g = alnp/aT]DJ voi-

daan ottaa huomioon.

NACHOS-ohjelman nykyiset rajoitukset ovat seuraavat:

Geometria on rajoitettu kahteen ulottuvaisuuteen: kaksiulotteinen karteesi-
lainen tasoalue tai pydrdhdyssymmetrinen tapaus,

Nesteen oletetaan olevan Newtonin mallilla kuvattavissa,

Kaikki materiaalit ovat homogeenisia ja isotrooppisia: samalla kertaa voi
kdyttdd vain yhtd nestetyyppij,

Nesteen liikkeen oletetaan olevan kokoonpuristumatonta laminaarista,
Viskoosin tehoh&vidn oletetasan olevan pienen,

Vapaan nestepinnan omaavia tehtdvid ei voida kdsitelld,

Nestepaineiste johtuvia kiinteissd aineissa tapahtuvia kimmoisia muodan-

muutoksia ei voida ottaa huomioon.

KONTINUUMIMEKAANISET PERUSTEET

=]

t

Tarkastellaan seuraavassa ohjelmassa kdytettyjd perusyhtslsits ja -oletuk-
ia. Nesteen virtauksen kuvaamiseen kéytetddn Eulerin esitystapaa. Tarvit-

avat yht&16t saadaan liikeyht&l&ists, kokoonpuristumattomuusehdosta, ener-

giayht&ldstd sek& reuna- ja alkuehdosta.
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MNavier-Stokesin liikeyht31dt ovat karteesilaisessa tensorimuodossa yvlei-
esti
Dui Bdij_
ot "B T 0. (1)
i
ACHOS-ohjelmassa k&ytetdin muotoa
aui Bui aoij
(EEQ . Uj 5;3] T PEy T oPEy B[TiTreF) © ax =0 (2)

delld tilavuusvoima

i = pgi - Dgi B(T_TI‘E'F] (5]
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ja nesteen jénnitystensori

du. du .
O35 % POy ¢ “[5353_- ' Bxi} = POy T g L%l
Lisdksi
%%—l on ns. substantisalinen aikaderivaatta (= gé Lo Uy gij)l ,
T on l&dmp&tila (K),
TreF on referenssilampdtila (K), jossa nostevoima on nolla,
sl on nesteen tiheys [kg/mal,
t on aika (s)
B on (Blnp/aTJp = tilavuuden l&mpdtilakerroin (1/K),
p on peaine (Ps),
u on viskositeetti (Pas),
g on painovoiman kiihtyvyys; sen oletetaan vaikuttavan y-akselin suuntaan,
X5 on karteesilainen koordinaatti (m),
ug on virtausnopeuden komponentti xi—akselin suunnassa [(m/s).

Kokoonpuristumattomuusehto

Yleistd jatkuvuusyhtalosta

(=5}

0, (pu) =0 (5)

e
@
>4
=

s [N Uu. . =0 ()

olettamalla, ettd kunkin nestealkion tiheys el muutu eli ettd Dp/Dt = O.

Energiayht&ls

Enerpgiayht&lt voidaan kirjoittaa muotoon

du, 3q.
Du i 1
per = P w— ~m— * 0+ . (7)
Dt LN axi
Merkitsemdlld du = c_ dT, huomioimalla kokoonpuristumattomuusehto g 3 0 ja

j5ttamalls dissipaatio huomiotta (¢ = 0)

9T aT J . "
pcp 5t 7 PPy Y axj Yo B =0 (e



Kiinteilld aineilla Uj ~ U ja saasdaan muoto

aq.
Bl 33 (2)

q; = -k il (10)
Edella

u on ominaissisdenergia (J/kg),

Q on lémp&lihteen antoisuus tilavuutta kohden (W/mB)

k on l&mménjohtavuus 1sotrmopplselle aineelle (W/(mK)),

¢ on dissipaatiofunktio (W/m> 1y

q; on lampdvuovektorin komponentti x;-akselin suunnasss EW/sz,

c on ominaisld&mptkapasiteetti vakiopaineessa (J/(kgk))

a

Reunaehdaot

Reunaehtoja on annettava seks hydrodynaamiselle nestecsalle ettd ladmmdn-

siirto-osalle. Hydrodynaaminen alue SF muodostuu alueesta Su’ jolla on an-

nettu nopeusreunaehdot sek3 alucesta St’ jolla tunnetaan Jénnitysvektori

alueen reuncilla. T&118in

u. = f,(g) alueessa § , (11)
ik 1 u

ti = oij[sl nj[s} alueessa St. (12)

L&mminsiirtoalusen Sn reunaehtoina tunnetaan joko osa-alueen ST 1&8mpotila

tai osa-alueen Sq l&mp8vuo. T&1ldin
T = gls) alueessa St (13)

df
( + = =k 2 .
qa(s) qC[sJ+qP(s]? (e 3T l)nl(s] alueessa Sq. (14)
Ndissd on s koordinaatti pitkin reunaa Jja e on pinnan ulkoinen yksikkBnor-
maali ja 4, on vaikuttava l&mpédvuo, Q. on konvektion ldmp&vuo ja Q. on sdtei-
lyn lamp&vuo. Tyypillisis malleja ndille ovat seuraavat NACHODS- ohJelmassakln
kéytetyt

9c = h (T-T ) (15)

a. hP[T_TPJ (18]
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jossa

h, on konvektion ldmmdnsiirtymiskerroin (w/[mzK}]

2a121074T ),
T T

Ty ja Tr ovat tasapainoldmpidtiloja (K], joissa ei endd esiinny l&mmdnsiirtoa

h, on sdteilyn l&mminsiirtymiskerroin (W/[mzK)]: hr = gg(T

konvektion tai sdteilyn johdosta

€ on emissiivisyys,

B itk 0.

Ohjelmassa annetaan hc’ TC, €g ja Tr alueillaan.

g on Stefan-Boltzmannin vakio = 5,66 - 10

Alkuehdot

Reuna-arvotehtdvin alkuehdot saasdaan kun mé@dritellaén kunkin riippuvan

muuttujan arvot alkuhetkelld kalkissa tutkitun alueen pisteiss& eli annetaan

hetkelld t = 0 nopeuden, paineen ja lé&mpdtilan Jjakautumat
Uy = ai[x 1,

p= bi(xil

T = clx,;)

ELEMENTTIMENETELMAN YHTALBT

Ohjelmassa k3ytetd#dn Galerkinin keinoa. Kussakin elementissg nopeutta,

painetta ja lampdtilaa approksimoidaan seuraavasti:

ui(Xi’t] = ET[Ki)Hi(t]' nopeus (17)
5T 3

p[xi’t) =y [xijg(t), paine (18]

Tlx;,t) = 81T, lampstila (19)

jossa u.. B ja T ovat tuntemattomien solmupistearvoistaz muodostettuja vekto-
reita, ¢, ¢ ja 6 ovat muotofunktioista muodostettuja wvektoreita ja T tquoit—
taa transponointia.

Materiaaliominaisuudet kuten viskositeetti u, 1amménjohtavuus k ja tihey-
den muutoskerroin B voivat riippua lampotilasta ja siten myds koordinzateis-
ta. DOhjelmassa namé& voivat muuttua siten myds paikallisesti ja niita inter-

poloidaan seuraavasti

nix.J) = QT[xi]H, viskositsetti (20)
i3 = (a8 15mménjohtavuus (21)
i S i~
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B(xi) =n (x,]8 tilavuuden l&mp&tilakerroin (22)

Jjossa 1 on interpolointifunktioista muodostettu vektori ja u, k ja B ovat
solmupistearvoista muodostettuja vektoreita.
Kun nopeuden, paineen ja 1&mpétilan likiarvolausekkeet sijoitetaan kenttd-

yhtaldihin (2), (6) ja (8) saadaan yhtalst

File, ¥, 8,y pr 1) = Ry» liike (23)
szg, gi] = Ry, kokoonpuristumattomuus (24)
P3(g, o, 1. Hij = Rg, energia (25)

Jjossa R,:t ovat likiarvojen kiytdsts Johtuvia j&3nndsvirheits.
Galerkinin keinossa ndmi virheet yritetdin pienentdd nollaan painotetulla
tavalla saattsen j&&nndsvirheet Ri ortogonaalisiksi muotofunktioita vastaan

eli asettamalla

¢, fo> = <g, Ry> =0, (26)
<y, 1?2> = <y, R‘2> = % (27)
<8, F3> = <@, R3> =0, (28)
jossa < , > tarkoittaa sisdtuloa <a, b> = fabdv ja V on elementin tilavuus.

Lopuksi paddytdadn seuraaviin matriisiyhtdléihin

BY GV KDY - BT, lidke (29)
N T+ BT + LT = F(T), energia (neste) (30)
NI+ LITIT = §(1), energia (kiinted aine) (31)
Jjoissa
R
X
g = ; o= qlor - (32)
4o -
93

Yht&laissa g Jja % matriisit edustavat voiman ja energian konvektioita seksd
K Ja L matriisit edustavat voiman Jja energian diffundoitumista. K sisaltda
myGs kokaonpuristumattomuusehdon. F Jja G vektorit ovat voimavektoreita, jot
ka edustavat systeemiin vaikuttavia parottavia voimia, kuten tilavuusvoimat

Jja pintavoimat (j3nnitys ja lamp&vua).
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RATKAISUMENETELMAT

Ratkaisumenetelmdn toiminnan havainnollistamiseksi on hytidyllistd jakaa
ongelmat seuraaviin luokkiin:
- isotermiset ongelmat,
- heikosti kytkeytyneet konvektio-ongelmat,
- yahvasti kytkeytyneet konvektio-ongelmat.
Ratkaisustrategian valintaan vaikuttaa vield aikariippuvuuden mukainen ja-
ko:
- pysyv#n tilan angelmat,
- ajasteriippuvat, transientit ongelmat.
Tteratiivisen ratkaisumenetelmin valintaan valkuttavat seuraavat seikat:
- konvergenssin oltave hyvd erilaisissa ongelmissa ja ei-herkkd virtausolojen
ja geometrian vaihtelujen suhteen,
- konvergenssin oltava talaoudellisuuden vuoksi nopea,
- k&yttdjaystdvallisyys on tarpeen.
NACHOS-ohjelmassa kaytetddn implisiittistd integrointia.
Pysyvdn tilan algoritmit
Isotermiset ongelmat
N&issd probleemeissa vallitseva yhtald on
IR SR (33)
Timan ratkaisemiseksi on NACHOS-ohjelmassa kiytettdvissd kaksi kiintedpiste-
iterointitapaa, Picardin ja Newton-Raphsonin keinot.
Picardin keinossa uusi ¥ ratkaisteaan yhtdldryhmésta
AU S AR (34)
jossa yldindeksi n ospittaa iteroinnin tasoa. T&lld perdkkdisten sijoitusten
algoritmilla on suuri konvergenssisade.

Ylgistetyssd Newton-Raphsonin keinossa uusi V ratkaistaan yht&l8ryhmésta

af n+1_yn
AR B R U (35)
~n
jossa i(i] = Cluly « K v-r. (36]

Iteroinnin aloitusvektorina on molemmissa tavoissa Stokesin virtauksen

ratkaisu V° yhtdlgssé

K VO = F (37)
RS~ ~
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Heikosti kytkeytyneet konvektio-ongelmat

Kun energiayhtdldt ovat erillain liikeyht&l8ists, niin ongelma kasitell&sr
ohjelmassa siten, ettd ensin ratkaistaan nopeus- ja painekenttd kdyttien iso-
termisen virtauksen algoritmeja. Saatua nopeuskentt&s kdyttden ratkaistaan
energiayhtdléistsd vastaava lémpdtilakenttd. Jos on epélineaarisia 1&mp&tilan
reunaehtoja niin energiayht318t ratkaistaan iteratiivisesti kdyttden Picardin

algoritmia.

Vahvasti kytkeytyneet konvektio-ongelmat

Tapauksissa, joissa liikeyhtdls riippuu voimakkaasti lampdtilakentssts,
liike- ja l&mp&tilayht&lBitd ei voida enii kdsitelld itsendisesti toisistaan

erill&dn. T&1ldin kdytetddn seuraavaa vuorottaists iterointia:

g[gnlzn+1 + g[ln)ln+1 = E[ln], energia (neste)
SMy™t e g™y - E ™, liike (38)
Q[Hn+1]mn+2 g[ln+1JTn+2 g[In+1), energia

jne

Ta&td itercintia voidaan usein kiihdytt&& interpoloinnilla kaytt&malld riippu-
ville muuttujille sopivia interpoloituja arvoja. Esimerkiksi K ja & matrii-

sit voidaan m&3ridtd lampdtila-arvolla

na

T B w77 5 oyt (0 £a51) (39)

Lémpdtiloille t&t3 on kéytetty arvolla a = 1/2, mutta nopeuskentidlle ei aole
kdytetty interpolointia. loitusratkaisuvektorit iteroinnille saadaan line-

aarisista probleemoista

E(Ilmt]lo = E[ilnt]' (40)
KT Eve = £ (19, (41)
joissa Llnt on alkuarvona annettu alkul&mp&tila-arvio.

Ajasta riippuvat, transientit algoritmit

Ndiden kaytdssd on huomattava, ettd ensimmiisells aika-askeleella voidaar
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tulostaa l3mpdvuo ja jénnitykset ja vasta toisella askeleella ndiden lisdksi
lédmpcdtila.
Isotermiset ongelmat

Isotermisen virtauksen ongelmissa nopeus- ja painekenttien kehitys ajan

suhteen lasketaan algoritmilla

2 n a _ 2 n

€ ST RY SN - (A (42)
jossa
va = "t hyMse (43)

ja At on aikalisdys ja ylédindeksi n antaa aika-askeleen numeron.
Taéms aikaintegrointikeino on muunnos Crank-MNicolsonin algoritmista. Epa-

lineaarinen liikeyht&ld voidaan kirjoittaa aikatasoilla n ja n+1

A B SR 4 (44)
m En+1 % £[5n+1jﬁm+1 i é En+1 - £n+1 (45)

Nimi yhtaloét voidaan yhdist&d keskiarvokeinolla yhdeksi yht&lbksi aikalis8yk-

sen At keskikohdalla. Siis

A S A (48)
jossa

93 = " -yMsat (47)
P = (48)
Ha = [5n+1+£n]/2 (49)
£° = (E"EM/2 (50)
Tassd on oletettu, ettd V muuttuu lineasarisesti aikavalilld At. T&lldin sen

aikaderivaatta td113 v&li1lad on vakio

2 - " -yM/at. (51)

<

Sijoitetaan t&hdn yht&léstd (48) saatu tulos
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ymr o gyd o T,

~

jolloin seuraa
(v-v™M. (52)
Ndité kayttden yht3ld (46) saa muodon

2z
el

a n

a a 2
+ETE;I:15,\\{' (53)

RIS

1<

Laskentakustannusten pienentdmiseksi tata linearisoidaan vielés likiarvosijoi-
tuksella toiseen termiin g(galza o g{gnlga.
Heikosti kytkeytyneet konvektio-ongelmat

Nopeus- ja painekenttien ajallista kehitystd lasketaan edelliselld algo-

ritmilla. L&mpBkenttd lasketaan yhtaloista

2 n+1 a _ 2 n

B ARl T =G s ALY (541
joissa
= G, (55)

Voimakkaasti kytkeytyneet konvektio-ongelmat

Taas k8ytetdin perdkkiin etenevssi ratkaisukeinoa, kun liikeyhtals riippuu
lémpdtilasta. Ratkaisu kehitetddn ilman itercintia aika-askeleilla. Koska
useimmat voimakkaasti kytkeytyneet ongelmat ovat vapaan konvektion tyyppisia,

niin energiayhtdl8d vied&3n ensin ajassa eteenpdin muodossa

2 n

2 n n a _ n,

[ZT ﬁ*g[ﬁ ]+%[l NI = G(T * AT N T (5B)
jonka j&lkeen sesuraa liikeyht3ls

2 n n+ a _ n+1 2 n

(E? ﬂ*g(ﬂ ]+§(L IDATAE FlT ]+ it nv . (57)

Matriisiyht&léiden ratkaiseminen

Ratkalsualgoritmeilla saadaan kullakin itercinnilla tai aika-askeleella

seuraavanmuotoinen yleinen matriisiyhtdls

Ax = b. (58
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Niiss# ongelmissa matriisi A on suurl ja harva, nauhamainen ja yleensé
epadsymmetrinen. Kaksi ratkaisutapaa ovat mahdollisia: iteroiva ja suora.
Tternivia keinoja kuten Gauss-Seidelin keinoa on joskus kaytetty FEM-ohjel-
missa. Suorat keinot, kuten Choleskyn ja Gaussin keinot ovat kuitenkin ylei-
sempia.

NACHOS-ohjelmassa k&ytetd&n Ironsin kehittdm&d Gaussin eliminointikeinon
ns. rintamaratkaisijaversiota. T&118in systeemimatriisin kokoaminen element-
timatriiseista ja niiden redusointi Gaussin keinolla yhdistet&an toisiinsa.
Tietokoneen keskusmuistin k#yttd tehostuu, koska vain tydn alla olevat aktii-

viset osat ovat keskusmuistissa.
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