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YHTEENVETO: Esitelmdss& on arvioitu rakenteiden mekaniikan erdiden osa-alojen
kehityst& nykytilanteen valossa. Tarkasteltavat alat ovat aineiden konstitu-
tiiviset yht&ldt, rakenteiden epZlineaarinen toiminta ja numeerinen analyysi.
Lisdksi k&sitelld&n rakenteiden mekaniikan osuutta rakenteiden suunnittelussa
ja sen opetusta korkeakouluissa.

JOHOANTO

Kun seuraavassa esitdn erditd arveluja rakenteiden mekaniikan kehityksas-
td, rajoitun ymmdrrettévistd syista joihinkin harvoihin aloihin, joilla mie-
lesténi oclennaista edistystd on odotettavissa. Esitykseni on epdilemdtts
henkil6kohtaisten mieltymysten ja harrastusten leimaama, siis subjektiivinen.
Kehityst& tapahtuu varmasti koko rakenteiden mekaniikan rintamalla, ja toisin
suuntautunut alan harrastaja saattaisi korostaa aivan muita kehityssuuntia
kuin itse teen. K&sittelen p&3asiassa rakenteiden mekaniikan tutkimusta ja
Jjossakin md&rin sen soveltamista kEytéﬂnﬁn suunnittelutehtdvissd ja sen ope-
tusta korkeakouluissa.

Alat, joita tarkastelen, ovat aineiden konstitutiivinen teoria, rakentei-
den epdlineaarinen toiminta staattisten ja dynaamisten kuormien alaisena sekd
edellisiin liittyvien probleemien numeerinen analyysi. Kokonaan k&sittele-
mattd j&8vat sellaiset tdrkeidt alat kuin rakenteiden optimointi, stokastiset
vardhtelyt ja tilastotieteeseen ja todenn&ktisyyslaskentaan perustuva var-

muustarkéstelu.

KONSTITUTIIVISET YHTALOT

Konstitutiiviset yht&18t kuvaavat aineen mekaanista tai termomekaanista
kdyttaytymistd. Niiltd vaaditaan, kuten matemaattisilta malleilta yleensd,
riittdvéd monimutkaisuutta, jotta kdyttédytymisen olennaiset piirteet tulisi-
vat kuvatuiksi, ja riitt8va3d yksinkertaisuutta, jotta mallin soveltaminen
olisi helppoa tai mahdollista. Tietokoneiden ansiosta viimeksi mainittua

vaatimuste on voitu 18ys&t&: suhteellisén monimutkaistenkin mallien kéytdn-
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néllinen soveltaminen on nyky3&n mahdollista.

Miksi sitten tarvitaan uusia monimutkaisempia malleja? Monien rakennusai-
neiden, kuten esim. betonin, kallion ja muiden maalajien, mekaanista kdyttdy-
tymistd halutaan kuvata entistd todenmukaisemmalla tavalla. Uudet materiaa-
lit, esim. muovit, kuituvahvisteiset aineet tai erikoiset metalliseokset,
edellyttédvét usein uusien mallien kehittdmista. Mybs tavallisesta poikkea-
vat olosuhteet, esim. lémpﬁﬁilan, paineen tai kuormitusnopeuden suhteen,
saattavat vaatia entisten mallien tdydenta&mistd uusilla kdyttdytymispiirteil-
1a.

Vanhastaan kdytettyja konstitutiivisia malleja ovat
- lineaarisesti kimmoinen (Hooke, 1678)

- viskoosi (Stokes, 1844)

- viskoelastinen (Maxwell 1868, Voigt 1892)

- plastinen (Saint Venant 1870, M. Lévy 1870)

- viskoplastinen (Bingham 1922, Hohenemser Jja Prager 1932)

Ja niiden yleistykset (ks. esim. [1]). Vihemman tunnettuja malleja ovat kim-
moinen lukkiutuva aine [2] ja endokroninen malli [3]. Kimmoinen lukkiutuva
aine deformoituu aluksi, mutta Jéykkenee muodonmuutosten kasvaessa tullen ra-
Jatapauksessa t3ysin jaykiksi (kuva 1a). Endokroninen teoria, jota viime
aikoina on kaytetty menestykselld metallien, betonien ja maalajien kuvaami-
seen, on formuloitu ns. sisdisten muuttujien teorian puitteissa. Endokroni-
sessa teoriassa mddritell&dn sisdinen aikamitta £, Jjoka riippuu muodonmuutok-
sesta ¢ ja todellisesta ajasta t,

dg? = a’de? + p2qt?

Jja sisédinen aika-asteikko z(f) siten etts dz/dg > 0. VYksiakselisessa tapauk-

sessa jannityksen ja venymdn vilinen vhteys on muotoa

zZ
o = J E eﬁE(ZiZ')/n(da/dz')dz’

o

jossa ydinfunktio saattaa yleisesssa tapauksessa olla monimutkaisempikin muo-

doltaan. Edelld olevasta yht&ldsts nékyy my8s analogia Maxwellin viskoelas-
tisen mallin kanssa. Kuvassa 1b on esitetty yksinkertainen tapaus, jossa
dz = |de|.

Hyvin paljon tutkimusta on viime vuosina kohdistettu aineen murtumisilmi-
diden selvittamiseen. Murtumismekaniikka selvittdsd yksittiisten sdrdjen syn-
tya ja kasvua jdnnityksen tai muun rasituksen alaisessa aineessa. En kasit-
tele t&ssd kuitenkaan murtumismekaniikkaa, vaan tuon esille kimmoisen murtu-
van aineen mallin [4,5,6], jossa murtumista kdsitelldin Fendmenologisesti
kiinnitté&méttsd huomiota yksittdisiin s&rdihin., Perusajatuksena on, ettad ai-

neen kimmo-ominaisuudet muuttuvat murtumisen takia
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murtumisesta aiheutuva osa. Yleensi on Eooe € 0. Alneeseen ei j&3 pysyvij
muodonmuutoksia (kuva 1c). VYleisessd tapauksessa on luonnollista madrittda

murtumisehto muodonmuutosten avulla
F = F(e,H) =0

Jja murtumiss&anto

s - _g(3Fz)0F
Op = K[BEE)BE
analogisesti plastisuusteorian kanssa. Parametri H siitelee murtumisehdon

muuttumista samaan tapaan kuin mydtdlujenemisparametri plastisuusteoriassa.
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Kuva 1. a) Kimmoinen lukkiutuva aine.
‘ b) EndokTon?nen malli,
dz = |de].

] cl Kimmoinen murtuva aine.
£ £+t £

Klassisessa plastisuusteoriassa mydtdehto lausutaan jannitystilan funktio-
na ja kuvataan hyperpintana j&nnitysavaruudessa. Toinen olennainen piirre
on, ettd aineen edellytetddn olevan tietyssd mielessd stabiilia. T&m3 sta-
biiliusoletus kay yleensd Druckerin postulaatin nimellsd. Siits seuraa, etta
mydtdpinta on konveksi ja ettd plastinen muodonmuutosnopeus on mydtBpinnan
gradientin suuntainen (assosiatiivinen mydt&s&&ntd). Plastisuusteorian ke-

hittdmisess& on ainakin nelj& suuntaa todettavissa:
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- ei-assosiatiivisten my5tdsddntsijen kehittiminen ts. deP # dA3f/30 (esim.
[(71),

- muodonmuutesten avulla lausuttujen mydtoehtojen kehittdminen (esim. [81),

- suurten muodonmuutosten tapauksessa patevien konstitutiivisten yht#léiden
formuloiminen (esim. [9]),

- plastisuustecrian kehittiminen termodynaamisista perusteista l1&htien yhte-
nevéisesti muiden konstitutiivisten teorioiden kanssa (esim. [10]1, [11]].

Kommentoin seuraavassa lyhyesti em. tutkimussuuntia.
Rudnicki & Rice [7] soveltavat tarkasteluaan kallion mekaaniseen kdyttiy-

tymiseen. Perusajatuksen selvittamiseksi tarkastellaan ainealkiota leikkauk-

sen T ja paineen ¢ alaisena (kuva 2). Muodonmuutosinkrementit ovat
dy = dt/G + dyP

do/K + deP

n

de
Y on leikkaumuodonmuutos ja e tilavuuden muutos. Suhde
-dt/do = y

on sisdinen kitkakerrocin. Mik&li normaalisuussdintd olisi voimassa, olisi
plastisten muodonmuutosinkrementtien suhde dsp/de = U. Rudnicki & Rice

luopuvat t3std otaksuen, etts
deP/dyP = g

Kerrointa B nimitet&&n tilavuuskertoimeksi. Plastista myot8d tapahtuu, jos
dt + udo > 0. Palautumisehto on dt + pde < O. MyBtdlujenemisen otaksutaan

tapahtuvan seuraavasti

dt = hdyp paineen ollessa o = vakio

dt + udo = hdyp yleisessd tapauksessa.

Edelld olevan perusteella saadaan konstitutiiviset yhtalét
dy = diG + (dt+udo)/h

de do/G + B{dt+udo)/h

n

Plastinen moduuli h saadaan esim. leikkauskokeesta vakiopaineessa (kuva 2b)
ja B mittaamalla tilavuuden laajeneminen samassa kokeessa ja piirt&ms113 ku-
vaaja € - y. Liukukerroin G voi olla jannitystilan mukana muuttuva. Edells
hahmotellun teorian avulla on mahdollista kuvata kallion muodonmuutoksia
murtoon saakka tarkemmin kuin tavallisella plastisuusteorialla.

Naghdi & Trapp [B8] huomauttavat, ettd klassisen plastisuusteorian mukai-

set konstitutiiviset yht&16t saattavat olla epdluotettavia jinnitystilan ol-
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Kuva 2. Plastinen aine, l&hteen [7] mukaan.

lessa 18helld aineen murtolujuutta (esim. vetokokeessa vetolujuus, jolloin

0 - € -k@yrdn tangentti on vaakasuora). He osoittavat, etts formuloimalla
my&téehto ja myttSsddntd venymien avulla edelld mainitut vaikeudet voidaan
vdlttdsa. MyBs pehmenevd aine, joka on DOruckerin mielesss epdstabiili ja si-
ten klassisen plastisuusteorian pétevyysalueen ulkopuolella, on k3sitelts-
vissd venymimydtdehdon avulla. Silloin padtee Ilyushinin stabiiliuspostu-
laatti, jonka mukaan suljetussa venymikierroksessa suoritettu tyd on positii-

vinen (kuva 3).

g
Drucker,
[epésrabiili
Drucker,
stabuili e
N
(0] " K &
ilyushin ;
T Ilyushin,
Stahilt sPabili
0 € €

Kuva 3. Druckerin ja Ilyushinin stabiiliusmBdritelmdt.

Suurien muodonmuutosten tapauksessa konstitutiiviset yhtdldt voidaan lau-

sua muodossa
* .
o = De

*
jossa 0 on Eulerin jé&nnityksen Jaumannin derivaatta (ainehiukkasen kierto-

liikettd seuraava)
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*

Gpw & Bgs = Uikwjk = UljwiR ,
D konstitutiivinen matriisi, € venymanopeus

By & (Svi/ayj+3vj/8yi)/2 ’

Ja w rotaationopeus

iy o [Svi/ayj—avj/ayiJ/Z
v = viy,t) on nopeus kiinte&n koordinaatiston y suhteen. Toinen mahdollisuus

on muodostaa yhteys
* "
S = DE
*
jossa S on konvektiivisessa (materiaali-) koordinaatistossa lausutun
Kirchhoffin j&nnityksen Jaumannin derivaatta

T i : i . —
ciJ | gij leSJRE N ijglﬂE

k% k2

.

ja E Greenin-Lagrangen venyman

Eij = [Bui/axj+auj/8xi+8uk/8xiauk/3xj)/2

aikaderivaatta. G on materiaalikoordinaatiston mittatensori. Konstitutii-
visten yhtdléiden olennaiset probleemat liittyvat tietenkin matriisin D (tai
D) muodostamiseen, konstitutiivisten parametrien médrittelyyn ja kokeelliseen
madritykseen, myotoehtogen ja -sda@ntdjen formulointiin ja todentamiseen jne.
T&lléd alueella on kd3sitykseni mukaan viels hyvin paljon tehtdvis.

Aineiden konstitutiiviset yht&18t voidaan esittas integraalimuodossa
(funktionaali), jossa riippuvat tilamuuttujat (sisdinen energia ja entropia)
lausutaan riippumattomien tilamuuttujien (muodonmuutoskomponentit, lampotila)
ajan suhteen otettuina integraaleina. T&ssa funktionaalisessa esitysmuodossa
jannitykset riippuvat paitsi muodonmuutosten (ja ldmpBtilan) nykyarvoista
myGs niiden historiasta. Plastisuusteorian tapauksessa ta&m3 esitysmuoto joh-
taa kuitenkin niin moninkertaisten integraalien maarddn, ettd laskentatyﬁ
tulee kohtuuttomaksi. Plastisuusteorian kehitt&misessd onkin ns. sisdisten
muuttujien teoria saanut viime aikoina erityistd huomiota [10,111. Siin3
riippumattomien tilamuuttujien lisiksi otetaan kayttddtn sis&isid tilamuuttu-
jia, joiden tarkoitus on teorian mahdollistaminen. Termodynamiikan laeista
johdetaan tilamuuttujille evoluutioyhtdlét, joista pddstddn edelleen konsti-
tutiivisiin yht&16ihin. Sisdisis muuttujia ei yleenéé voi mitata tai havaita

eivétkd ne esiinny lopullisissa konstitutiivisissa yht81diss3.
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EPALINEAARINEN ANALYYSI

Suurten siirtymien ja muodonmuutosten tapauksessa tasapainoyht316t voidaan
muodostaa joko avaruuden kiinte#&n koordinaatiston y suhteen tai ainepistei-
siin kiinnitetyn, yleens& k&yrdviivaisen, materiaalikoordinaatiston x suhteen.
Edellistd nimitetd&n Eulerin ja jédlkimm&ist& Lagrangen menettelyksi. Myds
jannityskomponenttien md&rittelysssd on tehtdvi ero. Kuvggaa 4 Uij on Eulerin
(tai Cauchyn) j&nnitys kiinte&dssd y-koordinaatistossa, t*9 on Cauchyn j&nni-
tys materiaalikoordinaatistossa ja Sij Kirchhoffin jédnnitys materiaalikoordi-
naatistossa. Kirchhoffin ja&nnitys on laskettu alkutilan deformocitumatonta
pinta-alaa kohti. Sen yhteys Cauchyn j&nnitykseen on S = Jt, jossa J on de-
formaatioon liittyvd Jacobin determinantti. Kirchhoffin j&nnitys voidaan ku-
vata myds alkutilaan, jolloin saadaan 2. Piola-Kirchhoffin jannitys. Tasa-

painoyhtdldt Eulerin menettelyn mukaan ovat

jossa tilavuusvoima f ja tiheys p lasketaan deformoituneessa tilassa. Lag-

rangen menettelyssd saadaan vastaavasti

k.j _
als Byi/aka/ij + f . =7

4.
oi o 1

jossa tilavuusvoima ?D Ja tiheys =8 ovat alkutilan mukaiset. Funktio

yi(x,tJ = K ® ui(x,tl kuvaa ainepisteen liiketts.

Kuva 4. Suuret siirtymdt, Jj8nnityksien m&arittely.

Tasapainoyhtdldt voidaan muodostaa myds virtuaalisten siirtymien tai vir-

tuaalisen tehon periaatteella. TA&A1l6in saadaan
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J Uijaijdv = J v.n Oide + f vi(Fi-pvi)dV
S Vv

tai

ij _ kJj -
f S (SEiJ.dVO J Guinoj[s ayi/axk)dso + [ éui(FDi pouildVD
Vo 5o VD

V on virtuaalinen nopeus ja € vastaava muodonmuutosnopeus, n ja n, tarkoitta-
vat kappaleen pinnan yksikk&normaaleja deformoituneessa Jja alkutilassa.

Epédlineaaristen probleemoiden ratkaiseminen analyyttisin keinoin onnistuu

vain hyvin yksinkertaisissa tapauksissa. Yleensid on kdytettdvd numeerisia
menetelmid. Elementtimenetelmis kdytettiesss tasapainoyhtdl8t saavat muodon
R+ Mg =0

Jjossa R on sisdisten voimien (jénnitysten) vektori, M massamatriisi, q solmu-
pistesiirtymien vektori ja Q ulkoisten voimien vektori. Usein joudutaan ete-
nemadn pienin aika- tai kuorma-askelin, jolloin kdytetd&n inkrementaalista
yhtalos '

thAq N Mzh'= 2Q ~ 1R

Yldindeksit 1 ja 2 viittaavat 1&hekk&isiin tiloihin: tilasta 1 edetddn ti-
laan 2.

Epdlineaaristen yhtdldryhmien ratkaisemiseen k&ytetdan Newton-Raphsaon-
tyyppisid iterointimenetelmid tai minimointimenetelmis. Dynaamiset problee-
mat voidaan ratkaista suorilla numeerisilla aikaintegrointimenetelmills, jo-
ko implisiittisilli tai eksplisiittisilli kaavoilla.

Epélineaaristen probleemien ratkaisemisessa on tavattomasti edistytty vii-
me vuosina, mutta paljon on vield ongelmia, joita ei hallita [12]. Diskre-
tointi- ja ratkaisumenetelmien kehitt&misen lis&ksi on erityisesti selvitet-
tavd menetelmien perusteita ja luotettavuutta. Suurten ep&dlineaaristen prob-
1eemieﬁ ratkaiseminen tietokoneella on kallista, noin 10-1000-kertaista ver-
rattuna vastaavien lineaaristen ratkaisujen hintaan. Sen takia menetelmien
numeerinen kokeilu, vertailu ja testaus on kallista, eikd sitd useinkaan teh-

dd riittévén perusteellisssti.

RAKENTEIDEN MEKANIIKKA JA RAKENTEIDEN SUUNNITTELU

Rakenteiden suunnittelu parhaimmillaan on luovaa tydta, joka vaatii teki-
jaltdén taitoa ja intuitiota. Rakenteiden mekaniikka on suunnittelijan té&r-

ked apuneuvo. Sen hyvd hallitseminen saattaa antaa suunnittelijalle paremmat
mahdollisuudet luovuutensa toteuttamiseen. Tietokoneen kdyttd helpottaa
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mytis suunnittelijan tyBtd. Alustavat suunnitelmat voidaan usein tehdd koke-
muksen ja yksinkertaisten mallien ja k&sinlaskuun sopivien kaavojen avulla,
mutta tarkemmat laskelmat tai optimaélisten ratkaisujen haku suoritetaan tie-
tokoneen avulla.

Tietokoneiden kdyttGss& on kaksi suuntaa. Pientietokoneesta on tulossa
suunnittelijan laskutikku, jonka avulla laskiessaan hdnelld on koko ajan tun-
tuma kdytté&miinsd menetelmiin ja niiden perusteisiin. Suurien probleemien
ratkaisemiseen k8ytet&&n suuria tietokoneita ja obhjelmistoja, joihin perehty-
minen yksityiskohtaisesti ei yleens& ole suunnittelijalle mahdollista. Suur-
ta ohjelmistoa kdyttdess&&n suunnittelijan on huolellisesti harkittava prob-
leeman fysikaalista perustaa ja sopivan yksinkertaisen mallin muodostamista.

Suunnittelija ja tietokone muodostavat tehokkaan suunnitteluyksikdn toimi-
essaan jatkuvassa vuorovaikutuksessa. Iteroimalla etsit&dn optimaalinen rat-
kaisu. Kohdefunktiot eiv3t tosin aina ole helposti mddriteltdvis. Kustan-
nukset ovat suhteellisen helposti minimoitavissa mutta luotettavuuden, toimi-
vuuden tai ulkond8n kvantitatiivinen arviointi tai sopivan tason valitseminen

on vaikeata.

RAKENTEIDEN MEKANIIKAN OPETUS

Vol tuntua paradoksaaliselta, ett3d tietokoneiden kdyttsd on siirtényt ra-
kenteiden mekaniikan opetuksen painopistettd peruskdsitteisiin ja niiden ym-
mértdmiseen p&in. Se on kuitenkin kdsitettdvisss jos ajatellaan, ettd on
voltu vahentdd erilaisten menetelmien, graafisten Jja analyyttisten, osuutta
opetettavasta ainesksesta. Perusopetuksessa on pyrittivd antamaan kdsitys
rakenteiden toiminnasta kuormien alaisena. Mielestdni siihen pddstidan kayt-
tamalla yksinkertaisia k#sinlaskukaavoja, piirt&mdlléd taivutusmomentti- ja
leikkausvoimapintoja, havainnollistamalla rakenteiden toimintaa pienoismal-
leilla, yms. keinoilla. My8s rakenteiden mekaniikkaa tukevien perusaineiden,
mekaniikan, matematiikan, numeerisen analyysin ja tietokonechjelmoinnin,

riittédvd hallitseminen on tirkests.
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