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YHTEENVETO: Epdlineaarisessa jénnitysanalyysissd rakennetta koskevat yhtalot
ratkaistaan tavallisesti iteroimalla. Té&ssd& kirjoituksessa esitet&éan eras
tapa johtaa elementtimenetelmdd varten Newton-Raphsonin modifioitu iteroin-
timenetelmd. Tamad menetelmd sopii hyvin metallirakenteiden ep&lineaarisiin
analyyseihin. Iterointikaavaa johdettaessa otetaan huomiocon, ettd kuormitus
voili mekaanisen kuorman lisdksi sisdltdd myds epdtasaisen l&mpotilan aiheut-
taman rasituksen.

JOHDANTO

Rajoitetaan tarkastelu koskemaan fysikaalisesti epdlineaarista tilannetta,
jossa kuormituksen muutokset ovat niin hitaita, ettd hitausvoimia ei tarvit-
se ottaa huomicon. Johdetaan iterointikaava yhden kuormanlisdyksen k&sitte-
lemiseksi.

Kuormituksen ja muodonmuutoksen v&lisen riippuvuuden johtamiseksi tarkas-
tellaan solmupistesiirtymdvektorin {al} virtuaalista muutosta é{a} ja asete-
taan virtuaalinen muodonmuutostyd ja ulkoisen kuorman tekemd virtuaalinen

tyd yhtd suuriksi, jolloin saadaan

J se} {o}av - J s{u} {blav, - J 8{u} (s}dA_ - 6{a}{a} , (1)
V Vb AS
jossa

{g} on venymévektori,
{o} on jannitysvektori,
V on tilavuus,
{u} on siirt§m5vektori,
{b} on tilavuuskuormavektori,
Ub on jakaantuneiden tilavuuskuormien vaikutustilavuus,
{s} on pintakuormavektori
Ag on jakaantuneiden pintakuormien vaikutuspinta-ala ja
{g} on solmupistekuormavektori.
Esitetddn siirtymédvektori {u}l ja venymédvektori {é} solmupistesiirtymien

{a} avulla elementtimenetelmin tapaan seuraavasti
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{u} = [N1{a}

{e} [Bl{al}l ,

missd [N] on koko rakenteen muotofunktiomatriisi ja [B] on koko rakenteen

venymématriisi, jolloin yht&l8std (1) saadaan tulos

S{a}TJ (81 ' {o}av - G{a}T[J [N]T{b}dvb = J [N]T{s}dAS - {gh)
Vb AS
Koska t&md yhtdld toteutuu mielivaltaisella é6{al:n arvolla, saadaan merkit-

semalld oikean puolen kaarisulkulauseketta {R}:113

J (81 {oldv = {R} . (2)
\

Kuormavektori {R} muodostuu kaikista ulkoisista mekaanisista kuormista. Ku-
ten kaavan (2) johtamisesta ilmenee, vektoriin {R} ei sis&lly lampdkucormaan

liittyvid termeja.

ITEROCINTIKAAVAN JOHTAMINEN

Aloitetaan tarkastelu kaavasta (2). Oletetaan, ettd venymimatriisi B
ei riipu kuormituksesta ts. muodonmuutokset ovat pienid. Differentioimalla

kaavasta (2) saadsan yhtals

J (81 d{o}dV = d{R} . (3)
vV

ODletetaan, ettd jénnityksen ja venymdn v&linen riippuvuus on materiaalises-

ti epé&lireasrisessa muodonmuutoksessa kirjoitettavissa sesuraavasti

d{c} = [D]Ep[d{e}-d{e}t) = [[D]E—[D]p)(d{e}-d{e}t] 5 (4)

jossa

ID]B on elastoplastinen matriisi,

[D]e on kimmomatriisi,

[D]p on [D]Ep:n plastinen osa ja

{e}t on lampdvenymdvektori.

Matriisi [D]e on vakiomatriisi, mutta matriisi [D]p muuttuu materiaaliin
kohdistetun muodonmuutoksen mukana. L&hteessi /1 s. 463/ matriisille [D]D

on johdettu seuraava laskentakaava
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=
[D]D = [D] {—{—T } [D] [A"‘{_{T} [D] {_—{—}-}] i

jossa B on plastinen potentiaali, F myotdfunktio (mydtdpinnalla F = 0) ja A
on materiaalin lujittumista kuvaava parametri. Jos valitaan § = F, kuten
usein menetelld&n, sovelletaan ns. assosiatiivista mydtdsaantoa.

Sijoitetaan lauseke (4) yht&lddén (3), jolloin saadaan

dla} = [K]é’[d{ﬁ}+J [B]T[D]ed{e}tdv+J (817101, (dle}-dle})av) | (5)
v V

jossa

(K], = J (617[D]_[Bldv
V

on rakenteen lineaarinen jdykkyysmatriisi.

Kaavan (5) muotoon p&idyttiin, jotta saatiin oikealle puolelle iterointia
silm&llépitden vakiona pysyva kerrolnmatrllsl [K} 1. K8ytadnndssad matriisi
[K]e saatetaan muotoon [K]e = [58] foJ, jossa matrlisi [5] on ylakolmiomat-
riisi. Matriisin [S] muodostaminen vie tietokonesikaa, mutta se on tehtédvé
vain kerran. Kun matriisi [S] on muodostettu, on yhtdltn (5) oikean puolen
laskeminen nopeata. Kysymyksess& on Choleskyn dekompositiomenetelmén sovel-
taminen lineaarisen yht&ldryhmdn ratkaisemiseen.

Epidlineaarisissa enalyyseissd menetell&én yleisesti siten, ettd kuormi-
tusta muutetaan sopivan suuruisin portain. Merkitd&n mekaanisen kuorman {R}
muutosta A{R}:113 ja samanaikaisesti tapahtuvaa lampdtilan muutosta AT:lla,

jolloin 18mp8venymdvektorin muutoksen A{E}t venymdkomponentit ovat o«AT, mis-

s8 o on lampBpitenemiskerroin. Adrellisid muutoksia koskevan kaavan johta-
miseksi integroidaan kaava (5). Otetaan kdyttdtn integrointimuuttuja n ja
gsitetddn integroimisvdlillad O € 1 % 1 tapahtuvat muutokset seuraavasti:
d{a} = a{aldn ,

d{R} = a{R}dn ,

d{s}t = A{e}tdn ja

dle} - dle}, = (a{e)-a{e} )dn

Niiden lausekkeiden sijoittaminen kaavaan (5) mahdollistaa integroinnin,
mutta merkitsee samalla rajoitusta, koska vektoreiden {a}, {R} Ja {e}t
komponentit muuttuvat lineasrisesti n:n funktiona. Intzproimalla kaava (5)

saadaan yhtalo

1 1 1
I Aaldn = [K];1(J A{R}dn+i [B]TtakJ e} dndV) +
u]

(9]} o

16



q
. [K];1J [B]T{J [01,([BlaLa}-ale) 2dnldy .
V o

Kun tdmén viimeinen integraali muuttujan n suhteen muutetaan numeerisia las-

kuja varten summamuotoon, saadaan edelleen yhtdld
(6)

) N
Aa} = [K]é“(A{R}+j (817(D] _ale} av) + [K}E1J (817 T (D] q([B1Ala}-a{a},)dv .
v n="1 n
Merkitdan yhtéldssa (6)
sial, = [K};1(A{R}+J (81701 afe} av) , (7)

v

Jjoka on kuorman muutosta vastaava lineasrisen teorian mukainen siirtymén
muutos. T&atd arvoa voidaan k8ytt#3 iteraatiossa vektorin A{a} zloitusarvona.

Kaavasta (6) saadaan iterointikaava

N

-1 T 1

Afa}; = a{a}  + (K1, J [B] [n§1[DJDHN{[B]A{a}i_qfﬂ{e}t]]dv i (8)
v

jossa 1 z

Témd iterointikaava on ns. modifioitu Newton-Raphsonin menetelmi, koska
kerroinmatriisi [K]l;1 ei muutu iteroinnissa (viite /1 s. 454/).

LampSkuorma tulee huomioconotetuksi siten, ettd se muutetaan kaavassa (7)

ekvivalentiksi vektoriksi

T
J (8] (0] _A{e}.dv ,
v

Joka vastaa l&mpBmuodonmuutokset estdvdd solmupistekuormavektoria.

ITEROINNIN SUPPENEMISEN SEURAAMINEN JA JANNITYSTILAN PAIVITTAMINEN

Iterointikaavassa (B8) termi
N
z

A{o}p. =

[0} q(181atal;_,-Ale}y)av ()
Heg| n=1 n

on jannityksen muutoksen plastinen osa ja integraali

{r};_, - j (817a{0}, av
i/ i-1

17



on luenteeltaan kuormavektori.
Iteroinnin suppenemista seurataan siten, ettd kun erntusvektori

is.n - {r}i_z

tules riittdvan pieneksi vektoriin {r}i_1 verrattuna, on iterointi katsottu
supenneeksi. Vaihtoshtoisesti voidaan erotusvektoria Afal,_ , - A{a}i_z ver-
rata vektoriin A{a}i_1.

Vasta suppenemisen jédlkeen jénnitystila voidaan pdivitt&&. Plastinen jén-
nityksen muutos saadaan kaavasta (9) ja todellinen muutos &{c} j&nnitystilaan

lasketaan kaavaa (4) soveltaen, jolloin saadaan

A{o} = A{c}e - A{c}p = [D]E([B}A{a}—ﬂ{a}t) = A{U}p : (10)

PLASTISEN JANNITYKSEN MUUTOKSEN LASKEMISEN YKSITYISKOHDISTA

Merkitddn vaikuttavaa jénnitystilaa symbolilla {U}1 gnnen muodonmuutosta

(ks. kaava (9])

af{e}’ = [Bla{a}l, , - Alely

Jos oletetaan, ettd jdnnitystila {6}1 on mydtdpinnalla tai mydtdpinnan siséd-

puolella ja kaavasta

{0}2 = {0}1 + [D]EA{E}' . (11

laskettava lineaarisen teorian mukainen ja@nnitystila {0}2 an mydtopinnan
sisdpuolella, on luonnollisesti A{o}pi_1 = 0 ja tapahtuu vain lineaarinen
jannityksen muutos, jolloin kaavassa (4] [D]p = 0. Menetelmd sallii pysyvat
(plastiset) muodonmuutokset ja kuorman alentamisen.

Jos taas epdlineaariste muodonmuutosta tapahtuu, on yht3lén (11) mukainen

Jjannityksen lauseke

{c} = {o}, + P[D]EA{E}' ,

jassa 0 * m % 1, voimassa vain mydtdpinnalle saakka. Kertoimen r arvo r
myBtdmisen alkaessa on laskettavissa iteratiivisesti (F{o)}) = 0), kuten
viitteessd /2 s. 132/ on esitetty. Viitteessad /3 s. 20/ on myds havainnol-
listettu numeerisella esimerkills kertoimen r laskemista. Kun kerroin r on
madritetty, voidaan ja&nnitystila {U}a myOté&misen alkaszssa laskea kaavasta
(12). Muodonmuutoksesta A{e}’ epalineaariseen muodonmuutokseen liittyva

osuus A{E} on
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a{e} = (1-ria{e}’

Témé venymd jaetaan N osaan kaavaa (S) varten ja merkit&in

sie) = Alel
jolloin
N -
ao} = L [D1_ é&{e} .
Pi=j 01 = By
Kunkin askeleen 8{e} alussa j&nnitystila tunnetaan ja matriisi [O] voidaan

laskea. Yksityiskohdat matriisin [D]p laskemiseksi on esitetty viltteesss
/2/. Viitteessd /3 s. 27/ asiaa on havainnollistettu numeerisella esimerkil-
la. Viitteessd /3/ on lisdksi esitetty tietokoneohjelma, jolla voidaan ana-
lysoida tasojénnitystiloja, kun kdytetd&n von Misesin mydtdehtoa ja siihen

liittyvad myotosaantoa.
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