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YHTEENVETO: Artikkelissa k&sitelld&n keinoa, jolla voidaan v&ltt&& tukematto-
man tai puutteellisesti tuetun rakenteen jaykkyysmatriisin singulaarisuudesta
aiheutuvat esteet ominaistaajuuksien m3&rittdmiselle. Keinolle esitet&adn lu-
juusopillinen tulkinta, joka osoittaa sen l&heiset yhteydet kimmoiseen tuen-
taan. Menetelm&n kdytdn yhteydessd tapahtuvaa vakion valintaa koskevissa
suosituksissa esiintyneitd virheitd pyrité&én oikaisemaan. Artikkelissa ké&-
sitellsdsn kahta sovellutusesimerkkid, jotka havainnollistavat t&h&n valintaan
liittyviad seikkoja.

JOHDANTO

Konetekniikassa joudutaan usein rakenteiden suunnittelun yhteydess& teke-
m&&n myds virdhtelylaskelmia. Tavanomaisimmissa tapauksissa riittda, kun va-
kuuttaudutaan siitsd, ettei rakenteen mik&&n ominaistaajuus ole liian 1l&helléa
mahdollisen her&dtteen taajuutta.

Monesti rakenne on niin monimutkainen, ettei analyyttinen ké&sittely ole
mahdollista, vaan joudutaan turvautumaan numeerisiin menetelmiin esim. ele-
menttimenetelm&dn. Ominaistaajuuksien mB&rittimistd varten on kehitetty stan-
dardiohjelmia, joilla ne voidaan m&aritt&& vaivatta, kunhan vain rakenne on
siten tuettu, ettd sen kaikki jdyk&n kappaleen vapausasteet on eliminoitu.
Rakenteen jaykkyysmatriisi on t&l1l6in ei-singulaarinen.

Tyypillisi& rakenteita, joita ominaistaajuuksia m&dritett&essd ei voida
ajatella mistdin pisteestd kiinnitetyiksi, ovat laivat ja lentokoneet. Laiva
tosin lep&d jatkuvalla kimmoisella alustalla, vedess&. T&lle p&tee yksinker-
tainen ns. Winklerin alustamalli. L&hteess& [1] on kuitenkin todettu, ettei
kimmoisella alustalla ole sanottavaa vaikutusta laivan vertikaalisten taivu-
tusvardhtelyjen ominaistaajuuksiin ainakaan silloin, kun laivaa approksimoi-
daan ajattelemalla se tasapaksuksi palkiksi. Kimmoinen tuenta j&tet&&n yleen-
sd aina ottamatta huomiocon laivan vardhtelyjd laskettaessa.

Tuennan puuttuminen ei aiheuta hankaluuksia analyyttisen ratkaisun yhtey-
dessd. Diskreettejd likimd&r&ismenetelmisd kdytett&ess& tuennan puuttuminen
tai vain osittainen tuenta johtaa singulaariseen j&ykkyysmatriisiin, mik& taa-
sen estdd siirtymien tai ominaistaajuuksien ja ominaisvektoreiden ratkaisemi-
sen tavanomaisin menetelmin, Jjoihin sisdltyy J8ykkyysmatriisin k&&nteismatrii-

sin muodostaminen.
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Staattisessa analyysiss& tukematon rakenne voidsan aina tukea sopivalla
staattisesti mdaratyllad tavalla ja saattaa tdten rakenteen jdykkyysmatriisi
ei-singulaariseksi ilman ettd menettely aiheuttaa virhettd. Ominaistaajuuk-
sia md&ritettdessd tuenta muuttaa ratkaisua, paitsi tietysti siind tapaukses-
sa, ettd kutakin vérdhtelymuotoa laskettaessa osataan arvata etukdteen ko.
vardhtelymuodon solmujen paikat ja sijoitetaan tukipisteet n&ihin.

Tukemattoman rakenteen taajuusanalyysin mahdollistamiseksi on kehitetty
useitakin menettelytapoja. Periaatteessa ne ovat kahta eri tyyppid: a) ra-
kenteen diskreetit liikeyht&ldt esitetddn kdyttden yleistettyjd koordinaatte-
Ja, jotka sis&ltdvit muodonmuutosvapausasteet ja jédykan kappaleen vapausas-
teet eksplisiittisesti (ks. esim. l&hde [2]), b) jédykkyysmatriisiin 1lis&t&é&n
positiivisesti definiitti massamatriisi valitulla vakiolla o kerrottuna (ks.
esim. lahteet [3] ja [4]). Viimeksimainittu keino on laajimmin k&ytdsséd me-
nettelyn suoraviivaisuuden ja helpon ohjelmoitavuuden takia. Sen k&ytostd on
lyhyt maininta Zienkiewiczin elementtimenetelm&-oppikirjassa, [5], miss& l&h-
teeseen [3] vedoten annetaan myGs ohjeita vakion a valitsemiseksi.

Tdssd artikkelissa esitetd@&dn k&ytetylle keinolle lujuusopillinen tulkinta,
joka osoittaa keinon l&heiset yhteydet kimmoiseen tuentaan. Vakion a valin-
taan liittyvisd seikkoja k&sitell&&n hieman tarkemmin, koska osoittautuu, ettd
em. l8hteissd esitetyt suositukset ovat hieman puutteellisia. Valintaan 1liit-

tyvid seikkoja havainnollistetaan kahden esimerkin avulla.

DISKREETIT LIIKEYHTALGT

Liikeyhtal&iden yksityiskohtaisen johdon osalta viitataan l&hteeseen [5],
Jjossa kdytettyjd merkint8jéd seuraavassa pyrit&an mahdollisuuksien mukaan nou-
dattamaan. Elementtimenetelmdd sovellettaessa kappaleen tuntemattomia siir-

tymdkomponentteja {u} approksimoidaan kdyttden esitystd
{u} = [N]{a} , (1)

missd [N] on nk. muotofunktiomatriisi ja {al} on solmuparametrivektori.

Esimerkiksi virtuaalisen tydn periaatetta soveltaen saadaan (geometrisesti
ja fysikaalisesti lineaarinen tapaus, ei vaimennusta) vapaille varahtelyille
diskreetit liikeyht&lét

[K1{a} + [M1{3} = {0} , (2)

missd

(M1 - J mINITINT dv (3)
v

Jja

k1 = [ 181Tt010B] av . ‘ (4
V

Massaa madrittelyalueen yksikk®d kohti on merkitty m:118. Matriisit (Bl ja
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(D] mé&&rittyvat yhteyksista

{e} = [Bl{a} (5)
Jja
{o} = [D1{e} , (6)

missd {e} on muodonmuutosvektori ja {o} j&nnitysvektori.

OMINAISTAAJUUDET

DifFeren£iaa1iyhtélﬁryhmén (2) ratkaisua haetaan muodossa
{a(t)} = {a} sin(uwt + @) . (7)
Kun t&md& yrite sijoitetaan liikeyht&1l8ihin (2), saadaan puolittain sin(wt +
©):115 jakamisen j&lkeen {a}:n mi3drittdmiseksi lineaarinen yht&ldéryhma
(1K1 - w?[MD {3} = {0} , (8)

jolla voi olla triviaaliratkaisusta {a} = {0} poikkeava ratkaisu vain niill3

w:n arvoilla, joilla

det ([K] - w’[M]) = O . (9)

Jos matriisit [K] ja [M] ovat kokoa n x n, saadaan ehdosta (8) wzzn madritta-
miseksi n:nnen asteen yhtdl8, jolla matriisien [K] ja [M] ominaisuuksista joh-
tuen on yleensd n reaalijuurta. Kun n on suuri, kuten yleensd kd&yt&nndn prob-
leemeissa on asianlaita, ei ominaisarvoja wz kannata etsiéd determinantin kehi-

telmdstd, vaan yleensd kdytetddn ominaisarvotehtdville

[AT{Xx} = x{X} (10)
kehitettyj& iteratiivisia algoritmeja, joilla saadaan ominaisvektorit ja omi-
naisarvot suurimmasta alkaen. Ominaisarvoteht&vd (8) saadaan t&h&n muotoon
kertomalla vasemmalta [K]_1:llé, jolloin

(Al - k1" 'm3 (11)
ja A = 1/w2. T411l6in saadaan ominaistaajuudet pienimm&std alkaen. Yleensa

rakenteiden suunnittelun yhteydess& ollaan kiinnostuneita juuri alimmista omi-
naistaajuuksista.

Usein joudutaan kayttdmdan vield lineaarista muunnosta, jotta ominaisarvo-
tehtdvan (10) matriisi [A] olisi symmetrinen.

Kun rakenne on vapaa tai vain vaillinaisesti tuettu, jédykkyysmatriisi [K]
on singulaarinen, eikd sille ole olemassa k3&nteismatriisia [K]_1. Té&ten omi-
naisarvotehtivdd (8) ei saada suoraan matriisi-iteroinnin vaatimaan muotoon
(10).

L&hteessd [3] t&mi&n ongelman ratkalsemiseksi esitetty tapa on yksinkertai-
nen: Yht&loryhmé&n (8) vasemman puolen sulkulausekkeeseen lis&t&&dn ja siitd véa-

hennetdan massamatriisi [M] valitulla, rakenteen ensimmdisen nollasta eroavan

25



ominaiskulmataajuuden nelidn suuruusluokkaa olevalla vakiolla o kerrottuna.
T&m& toimenpide ei muuta yht&18ryhm33 mitenk&&n ratkaisun oikeellisuuden kan-

nalta. Ratkaistavaksi saadaan ominaisarvoteht&va

(IR1 - (w + a)[M1){a} = {0} , (12)
missa
(K1 = [K) + o(M] . (13)

Kuten 13hteessad [3] on tédettu, [K]1 on ei-singulaarinen, joten ominaisarvoteh-
tavad (12) voidaan saattaa muotoon (10), Jjosta saadaan nyt ominaisarvot A =
1/(w2 + o) ja ndistd edelleen ominaiskulmataajuudet w, koska a on tunnettu.
Menettely on matemaattisesti korrekti, mutta siit& ei suoraan nay mitd se fy-
sikaalisesti merkitsee.

Vastaavaa menettelyd ovat matemaatikot jo huomattavasti aikaisemmin kaytta-
neet tyyppid (10) olevan ominaisarvoteht&vén yhteydessa iteroinnin kiihdytta-
miseen ja vali-ominaisarvojen laskemiseen (ks. esim. lahteet [6] ja [7]1). Me-

nettelystd kdytetddn myds nimitystd shifting.

TULKINTA

Tarkastellaan rakennetta, johon on lis3tty tyyppid
{f} = -k{u} (14)
oleva kimmoinen tuenta. {f} on voima mddrittelyalueen yksikk&&d kohti (tila-

vuusyksikkd kolmidimensioisessa tehtdvéssd, pinta-alayksikkd kaksidimensiol-
sessa teht&dvdssd jne.) ja {u} on siirtymdvektori. Jos massa mdd@rittelyalueen

yksikk8& kohti, m, ei ole vakio, valitaan "jousivakio” k siten, ettd suhde
k/m = o , (15}

missd& o on valittu vakio.
Esimerkiksi virtuaalisen ty8n periaatetta soveltamalla on helppo havaita,

ettsd saadun kimmoisesti tuetun rakenteen jaykkyysmatriisi saa muodon

[K1* = [K] + [S], ' , (18)

mihin rakenteen omasta jaykkyydestd aiheutuva osuus [K] saadaan lausekkeesta

(4) ja [S] kaavasta

(sl = J KINITINT av . (17)
v

Kimmoisesta tuennasta johtuen on selv#d, ettd [K]* ei ole singulaarinen, Jjo-

ten kimmoisesti tuetun tapauksen ominaisarvotehtédva
[K1*{3) = w*’[M1{a} (18)
voidaan ratkaista standardimenettelylld saattamalla se ensiksi muotoon (10).

Tukemattoman tapauksen ratkaisemiseksi [S] tulisi v&hent&8 [K]*:sta. Jos

vihentaminen tehd&&n sucraviivaisesti, p&adytdan jaykkyysmatriisiin [K], joka
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oli singulaarinen.
Kaavoja (3) ja (17) vertaamalla sekd ottamalla huomioon olettamus (15) ha-

vaitaan, etta
[S] = aolM] . (19)

Ndinollen voidaan yht&lBssd (18) lis&td oikealle puolelle alMl{a}, milla toi-
menpiteelld on sama vaikutus kuin [S]:n v3hentZmisellsd vasemmalta puolelta.
Tukemattoman tapauksen ominaistaajuuksien ratkaisemiseksi saadaan t&ten kaa-
vat (16), (18) ja (19) huomioonottaen yht&ald

(IK] + a[MD{3} = (w2 + a)[MI{3} , (20)

joka on identtinen kaavan (12) kanssa. Yht&l&itd (18) ja (20) puolittain ver-

taamalla havaitaan lisdksi, etts

w*z = m2 + o . (21)

Ldhteessd [3] esitetylle keinolle voidaan nyt esittd3 tulkinta: rakenteen
Jjaykén kappaleen vapausasteet eliminoidaan ja jdykkyysmatriisista tehdain ei-
singulaarinen 1is&&md11& kimmoinen tuenta, jonka "jousivakio” k = am Jja -
koska rakenne on todellisuudessa tukematon — kimmoisen tuennan aiheuttama
lisdjédykkyys poistetaan rakenteesta kasvattamalla massamatriisia vastaavalla
maardlls.

Sama tulkinta soveltuu tapauksiin, joissa k&ytet&3n keskitettyd (engl.
lumped) massamatriisia. T&118in k&ytetd&n "jakautuneiden jousien” sijasta
jousta, jonka jousivakio kj = amj, estamdédn jadykdn kappaleen liike j:nnen va-

pausasteen suunnassa.

VAKION o VALINTA

Vakion a valintaa rajoittaa kaksi seikkaa: hyvin pieni a:n arvo (tai k:n
arvo, k = am) jattds systeemin jdykkyysmatriisin l&hes-singulaariseksi ja suu-
ri a:n arvo hidastaa matriisi-iteroinrnin konvergointia kohti oikeita ominais-
arvoja ja -vektoreita.

Yht&él8systeemin (12) (tai (20)) kaksi alinta erisuurta cminaisarvoa ovat o
Jja Wo,q * o Jaykdn kappaleen vapausasteista (% kappaletta) johtuen systee-
min (8) & ensimmdistd ominaisarvoa mg =0, i=1,...,%, ja t&mdn vuoksi sys-
teemin (12) & ensimm&istd ominaisarvoa ovat a:n suuruisia. Molempien systee-
mien kaikki ominaismuodot ovat identtisid ja niist3d & ensimmiistd ovat siis
Jjdyk&n kappaleen liikkeen mukaisia.

Matriisi-iterointia sovellettaessa konvergointinopeus (dimensioton luku va-
11118 [0,1]1; kun se on 0, iteraatio konvergoi nopeasti, kun se on 1, iteraa-
tio ei konvergoi lainkaan) on sama kuin kahden alimman erisuuren ominaisarvon
suhteen itseisarvo, [8], eli k#sittelyn alaisessa probleemassa konvergointino-

2 . . - s e
peus on a/(w£+1 + o). Konvergenssi on siis sitd parempi mita pienempi o on.
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Jéykkyysmatriisin [K]* l&hes-singulaarisuus riippuu matriisin [S] = alM]
ja matriisin [K] alkioiden v&lisestd suhteesta. Kun suhde on nolla (a = 0),
[K]* on singulaarinen ja kun se on hyvin pieni [K]* on l&hes-singulaarinen.
Se suhteen arvo, Jjolla ratkaisu alkaa kdyttdytyd huonosti l&hes-singulaarisuu-
den takia, riippuu tietysti laskennassa kdytettdvien merkitsevien numerciden
madrasta.

Jotta a:n arvo voitaisiin valita rationaalisesti, tulee puheena oleva suh-

de lausua a:n ja wi+1:n avulla, koska n&md madraavéat myds konvergointinopeuden.

Palkin taivutuksessa suhde voidaan esittd& muodossa

w

ii _ 156 amh ,2EI

i3 420 h3 g

(22)

1

missd E on kimmomoduli, I on jd3yhyysmomentti ja h on elementin pituus. Molem-

mista p3ist&3n vapaan palkin alin nollasta poikkeava ominaiskulmataajuus on

w,., = 22.37/ =%, (23)
g+ 3

missd L on palkin pituus. Kun palkki oletetaan jaetuksi n:&an elementtiin,
jolloin L = nh,

11 . 93,00l (24)
ii n? w?

2+1
josta a:n suuruus voidaan p&3telld, kun tiedetd&n kuinka suuri suhteen Sii/Kii
tulee olla, jotta [KJ]*:n lihes-singulaarisuus ei johda ratkaisun huonosti
kdyttdytymiseen.

Vastaavalla tavalla saadaan laatan vdrdhtelytapaukselle

Sk,

ii 1 o

Kli = C —4 > » (25)
AR R

missd kerroin c riippuu laatan sivusuhteesta ja n on elementtien lukumd&rd yh-
delld sivulla. ’

Tekijdn kokemusten perusteella suhteelle Sii/K voi suositella alarajaksi

5 11

10" 7:ttd kdytettdessd VTKK:n Univac 1108-tietokonetta ja yksinkertaista sanan-
pituutta. Huomionarvoista kaavoissa (24) ja (25) on tekijé& n4 nimittaj&ssa.
Elementtijakoa tihennett&essd on suhdetta a/wi+1 kasvatettava suhteessa n:n
neljé&nteen potenssiin, jotta suhde Sii/Kii sdilyisi vakiona. Voidaan siis to-
deta, ettd l&hteen [3] suositus (, johon myds l&hteessd [5] viitataan) on va-
kavasti puutteellinen, koska siind ei lainkaan oteta huomiocon 1&hes-singulaa-
risuuden riippuvuutta n:sta.

Kolmidimensioisissa tapauksissa — ja muissakin tapauksissa, joissa muodon-
muutokset ovat verrannollisia siirtymien ensimm8isiin derivaattoihin — tarvit-
see suhdetta a/wi+1 muuttaa vain suhteessa n:n toiseen potenssiin Sii/Kii:n
pitédmiseksi vakiona.
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ESIMERKKEJA

Tarkastellaan ' a:n valintaan liittyvien n&kSkohtien havainnollistamiseksi
ensiksi pelkistetty& tapausta, johon liittyv&t laskelmat voidaan saattaa lop-
puun kdsin. Tarkoituksena on mé&drittd3 kuvan 1a mukaisen "rakenteen" ominais-

kulmataajuudet ja ominaismuodot matriisi-iterointia kdytté&en.

m k m
—AAAAAA—s
(a) \ ,
& x2

m k m
(6) JA A AAAN— A
k'= oem K=o

Kuva 1 Yksinkertainen esimerkki,

Rakenteen jaykkyysmatriisiksi saadaan

N k -k
(K] - [_k k] (26)
ja massamatriisi on
m1 =[5 o] - (27)
m .
[K] on selvdsti singulaarinen. T&m& voidaan p&&telld rakenteen tukemattomuu-

desta tai laskemalla kaavan (26) cikealla puolella olevan matriisin determi-
nantti, jonka arvoksi saadaan nolla.

Rakenteen ominaiskulmataajuudet voitaisiin nyt ratkaista helposti ehdosta
(9), jolloin tuloksena olisi

wy = 0, wy = ng . (28)

m

Matriisi-iteroinnilla tapahtuvaa ratkaisua varten muodostetaan kaavan (12)
(tai (20)) systeemissd tarvittava modifioitu jaykkyysmatriisi kaavalla (13),

jolloin saadaan

] _ k+um -k

LAl = [ -k k+otm] ’ (29}
T&m& on esitetyn tulkinnan perusteella kuvan 1b esitt&mdn korvikerakenteen
jéykkyysmatriisi. Kirjoitetaan t&m3 vield muotoon

. 1+aE -1

[K] = k ’ (30)

-1 1+aE

Jjosta havaitaan, etté a/wg:n tulee olla vadhintd&n suuruusluokkaa 10—t+1, jotta

[K] olisi ei-singulaarinen, kun laskennassa pidet&3n mukana t merkitsevai
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numerca. Ts. a:n tulee olla niin suuri, ett& se el heti alussa pybristy
"pois"”. Esimerkiksi, kun a = 0.001 k/m ja laskelmissa kiytetd3n neljdsd mer-
kitsev@d8 numeroa, saadaan

. 1.001 -1.000
K] =k [-1.000 1.001] (31)

Jja t&std Gaussin eliminaatiota kAyttéen

-1 1 [500.5 500.0]

(K1 = = (32)
500.0 500.5

k

Kd@énteismatriisi on oikein kaikkien laskelmissa mukana pidettyjen neljén
merkitsevdn numeron osalta, kuten voidaan helposti havaita sijoittamalla a:n
arvo yleisessd muodossa esitettyyn [K]:n k3anteismatriisiin

m
=.-1 1 1+aF 1
[K] B e 5 (33)

k(2op+a“@5) | 1 vap
k

Matriisi-iterointia kdyttden tapahtuva ratkaisu edellyyttd&, ettd ominaisar-

voprobleema saatetaan muotoon (10). Kertomalla kaavan (33) [K]-1:115 kaavas-

sa (27) esitetty [M] saadaan iterointia varten

m
x 2 il scin X
1 w +o 1
5 = m 1 x . (34)
2 (2a+a F) 1 1+aF 2

Kdytetddn edelleen laskelmissa mukana nelj&dd merkitsevd& numeroa ja otetaan

ensimmdiseksi tapaukseksi o = 1.000 k/m. Valitaan aloitusvektoriksi
x,1 % (1.000
(o), |
{X} = = . (35)
*2 0.500

Sijoitetaan t&m3 kaavan (34) oikealle puclelle, jolloin saadaan

(1)
X4 2 2.500

. W ta ) (36)

X2 do 12,000

josta saadaan normaliscoimalla oikean puolen pystyvektorin ensimmdinen alkio

ykk&seksi
Jx1 (N 1.000 -
x3{ e L x ] m§1)= 0.4472v/% (37)
2 0.800

Iteraation kulku t&sté& eteenpdin on esitetty taulukossa I.
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Taulukko I Iteraation kulku, o = 1.000 k/m

Iteraatiokierroksia Tarkka

1 2 3 4 5 6 ratkaisuy
X4 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
X5 0.8000 )| 0.9286 | 0.9756 | 0.9918 | 0.9973 | 0.9991 1.000
w1/ . 0.4472 | 0.2673 | 0.1561 | 0.0906 | 0.0524 | 0.0300| 0.000C

Valitaan toiseksi tapaukseksi o = 0.1000 k/m ja aloitusvektori kaavasta
(35). Menetellen vastaavalla tavalla kuin edelld saadaan nyt taulukossa II
esitetyt tulokset. K&ytett&essd arvoa a = 0.0100 k/m pi&dyt&&n taulukon III

tuloksiin.

Taulukko II Iteraation kulku, o = 0.1000 k/m

Iteraatiokierroksia Tarkka
1 2 3 4 ratkaisy
X4 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
X5 0.96868 | 0.9984 | 0.9998 | 1.000 1.000
m1//§‘ 0.5590| 0.1224 | 0.0309| 0.0000| 0.0000

Taulukko III Iteraation kulku, o = 0.0100 k/m

Iteraatiokierroksia Tarkka
1 2 3 ratkaisuy|
X4 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
X, 0.9967 | 1.000 | 1.000 | 1.000
w1//é 0.5754 | 0.0387 | 0.0000| 0.0000

Muita aloitusvektoreita k&ytt&en voidaan todeta ominaisarvoiteroinnin tun-
nettu ominaisuus: lopputulos ei ole aloitusvektorista riippuvainen. Muita
o:n arvoja kokeilemalla havaitaan, ettd mitd suurempi o on sitd& enemmdn ite-
raatiokierroksia tarvitaan. Esimerkki toimii siis t&ysin edellisess& kohdas-
sa esitetyn teorian mukaisesti.

Tarkastellaan toisena esimerkkind molemmista p&ist&&n vapaan palkin (ks.
kuva 2a) taivutusvé@rihtelyjd. Otaksutaan, ettd teknillinen taivutusoppi p&-
tee. Tyypillinen elementti on esitetty kuvassa 2b. Elementin j&ykkyysmatrii-

sl saadaan esimerkiksi l&hteestd [8]
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(a) _—
ot

(o) #, (—s )%,
1 h 2
—

Kuva 2 Palkki ja palkkielementti,

6 3h -6 3h

2 2
[K]B = 2E§ 3h 2|‘l ‘3h h (38]

p3 |-6 -3n & -3n

ah  hZ -3h 2K2

Jja elementin massamatriisi on

156 22h 54 -13h
2 2
(My° - 220 22h  4h* 13h -3h (39)
54 13h 156 -22h

-13h -3h% -22h  4h?

Kokoamalla koko systeemin jdykkyysmatriisi ja massamatriisi tavanomaiseen ta-
paan p&&dyt&dan ominaiskulmataajuuksien mdédrittdmiseksi yht&ldéryhmd&n (8). Va-
paiden pdiden johdosta el oleellisia reunaehtoja ole lainkaan, joten [K] on
singulaarinen. Ratkaisussa t8ytyy siis kaytt&& kaavoissa (12) ja (13) esitet-
tyd& menettelya.

Kuvassa 3 on esitetty Univac 1108:11a (yksinkertainen tarkkuus) saatu jayk-
kyysmatriisin l3hes-singulaarisuudesta johtuvan huonostikdyttdytymisen riippu-

vuus elementtijaosta.

10' /
10°

EI/mL? _1
10
162 hupnostikdyttdytyvii
10°

2! 2 2°
Kuva 3 Huonosti kayttdytyvyyden riippuvuus elementtijaosta.
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Taulukossa 1V on esitetty eri elementtijakoja kdytt#en saatuja kolmen alim-

man ominaiskulmataajuuden arvoja ja verrattu niitd tarkkaan ratkaisuun.

Taulukko IV Molemmistd p&ist&&n vapaan palkin
ominaiskulmataajuuksia

of [55
mL4

Eéjge”t' 1 1 111
2 22.42 [ 70.18 | 175.24 | ...
4 22.40 | 62.06 | 121.88 | ...
B 22.38 | 61.70 | 121.18 | ...
16 22.37 | 61.87 | 120.93 | ...
Tarkka | 22.37 | 61.67 | 120.91 -

LOPPUHUOMAUTUKSIA

Cox'in [3] ensimm@isend esittdmd keino tukemattomien rakenteiden diskree-
teilld menetelmilld tapahtuvan taajuusanalyysin mahdollistamiseksi voidaan
tulkita lujuusopillisesti: j&ykkyysmatriisi tehd&&n ei-singulaariseksi 1isda-
m8ll4 rakenteeseen kimmoinen tuenta, jonka aiheuttama jdykkyyslisad eliminoi-
daan massamatriisin alkioita kasvattamalla. Tulkinnan perusteella voidaan
p&dtelld, ettd keinon kayttédn liittyvén vakion a valinnasta alkuper&islah-
teessd ja siihen viittaavissa myBhemmiss& kirjoituksissa (esim. Zienkiewicz,
[5]) esitetyt suositukset ovat osaksi virheellisiéa.

Esitetty tulkinta antaa mahdollisuuden m&&ritt&a yksinkertaisesti esim.
kimmoisesti tuetun, tasapaksun laatan ominaiskulmataajuudet ilmassa véréhtele-
védn vastaavan laatan ominaiskulmataajuuksien (n&m& sasadaan standardiohjelmal-
la) avulla kaavasta (21), johon sijoitetaan a:n lauseke (15). Toinen tapa on
tietysti laajentaa olemassaoclevaa chjelmaa siten, ettd siihen lis&t&&n ylimaa-
rdinen aliohjelma, joka kasvattaa jdykkyysmatriisia alustasta tulevalla osuu-

della. J&lkimm&inen tapa on luonnollisesti tydla&mpi.
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