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YHTEENVETO: Artikkelin tarkoituksena on esitelld sidottujen &&riarvotehtadvien
yhteydessd nyky&dn melko paljon kd8ytt8& saanutta sakkofunktiomenettelyd. Me-
nettelyn etuja ja haittoja verrataan aluksi diskreetissd tapauksessa Lagran-
gen kertojamenettelyyn pitden sovellutusesimerkkind yksinkertaista jousisys-
teemid. T&min jadlkeen menettelyn kdyttdd jatkuvissa probleemeissa seloste-
taan palkin taivutukseen liittyvdn esimerkin avulla. Jatkuvat probleemat
diskretoidaan elementtimenetelmidn avulla. Onnistuneen diskreetin mallin muo-
dostamisessa huomioonotettavia seikkoja tarkastellaan laatan taivutuksen ja
kokoonpuristumattoman aineen tapauksessa.

JOHDANTO

Rakenteiden mekaniikan probleemien ratkaisuissa kdytet&dn usein apuna jo-
takin &d&riarvoperiaatetta kuten esimerkiksi potentiasalienergian minimid. Jos-
kus probleeman muuttujat eivadt ole tdysin vapaita, vaan niit& sitovat tietyt
rajoitusyhtd16t eli side-ehdot. T&11l8in probleemasta tulee ns. sidottu &é&ri-
arvotehtdvd. Tavanomainen klassillinen ratkaisutapa sidotun d&riarvotehtdvén
yhteydessd on Lagrangen kertojamenettely. Viime vuosina on kuitenkin ryhdyt-
ty soveltamaan yh& enemmin ns. sakkofunktiomenettelyd (engl. penalty function
method) vastaavaan tarkoitukseen. Menettelyn periaatteen on esittényt tiet-
tdvdsti ensimmdisend Courant v. 1943 merkittdvdssd artikkelissaan [1] (jota
pidetddn lisdksi elementtimenetelmin matemaattisena syntykirjoituksenal.
Sakkofunktiomenettelylld on omat etunsa ja haittansa, joita pyrit&&n selosta-
maan seuraavassa. Aluksi k&sitell&dn kuitenkin hieman Lagrangen kertojame-

nettelyd vertailukohdan saamiseksi.

LAGRANGEN KERTOJAMENETTELY

Tarkastellaan n:n muuttujan XqsXoree, Xy funktiota f(x1,x2,..,xn), jonka
mahdollinen &3riarvokohta on mé&ritettdvd m:n (m<n) rajoitusyht&lén
gk(x1,x2,...,xn) = 0, k = 1,2,000,m (1)
ollessa voimassa. Rajoitusyht&ldiden lukum&&rdn tulee olla pienempi kuin

muuttujien lukumd&ridn, jotta yleens& vapaita muuttujia jaisi jaljelle.
Periaatteessa voidaan ajatella m kappaletta muuttujista x ratkaistuksi ra-



joitusyhtdldistd (1) lausuttuina j&ljelle ja&neissd muuttujissa ja sijoitetuk-
si f:n lausekkeeseen, jolloin f:std tulee n-m:n riippumattoman muuttujan funk-
tio ja probleema palautuu tavalliseksi vapaaksi &&riarvotehtdvdksi.

K&ytdnndssd edellisen toimenpiteen suorittaminen on yleensd hankalaa ja sen
sijaan ki3ytetd3n suoraviivaisempaa Lagrangen kertojamenettelyd, jossa tarkas-
telun kohteeksi otetaan tunnetusti muunnettu funktio

m
FL(x1,x2,...,xn,x1,A2,...,Am] = f +k§1xkgk (2)
jossa A:t ovat tehtivissi lisdtuntemattomia, ns. Lagrangen kertojia. Suurei-

ta x ja A pidet3in t3ysin vapaina ja mahdollinen &&riarvokohta maardytyy yhtéa-

16ryhmén
3f m ag
BxL = gi v I Ak 3;5 =0, i=1,2,%...,n
i i k=1 i
(3)
BFL
Wk =g = 0, k=1,2, M

ratkaisuna X Xk' Lagrangen menettelyn suoraviivaisuus kostautuu siis tunte-
mattomien lukumd&ran kasvulla arvoon n+m,

Edellisen havainnollistamiseksi tarkastellaan &3rimm3isen yksinkertaista
esimerkkid, jossa n=2 ja m=1. 0On mi3&rdttév& kuvassa 1 esitetyn lineaarisesti
kimmoisen jousisysteemin nurkkien 1 ja 2 siirtymat X4 ja X5 voiman F johdosta.
Keskimmadisen jousen jousivakion arvoa pidetdan &arettdman suurena verrattuna

kahden muun jousen vakioihin k.

|k:‘£°¢>£k

Lo %, L xs

Kuva 1. Yksinkertainen jousisysteemi.
Systeemin potentiaalienergia

12
F(x1.x2) =3 kx1

1
5 kx5 = Fx,, (4)

mutta koska keskimmd@inen jousi ei veny, muuttujat X4 ja Xo eivdt ole riippu-
mattomia, vaan niitd sitoo yht&1d

g1(x1,x2) = x, 7 oxq = 0, (5)

T&ssd on helppoa eliminoida esimerkiksi X5 side-ehdon (5) avulla, jolloin

potentiaalienergian lauseke tulee olemaan
Fix,) = kx> - fx (8)
1 1 il
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Jja potentiaalienergian minimin periasate antas yht&ldn

Q

.F

af o = 7
T 2kxy = F =0, (7)

jonka ratkaisu on

Xy = B (8)
Kun kdytetdan Lagrangen menettelyd, kirjoitetaan muunnettu funktio
1 2 2

- 1 - -
FL(X1.x2.A1] =5 kx1 t 5 kx2 Fx1 + A1(x2 x1]- (9)

Rdriarvovaatimus antaa yhtdldt

3f /9ax, k 0 -1 [x1 F 0
BFL/axz E 0 k Tfixyr = §0p =10, (10)
8FL/8X1 -1 1 0 A1 0 0
joiden ratkaisu on
_ F _F _ _ F
><1 = ﬂ' >(2 = ﬁ-, )\1 = -2-- (11)

Kuvassa 2 on esitetty tasa-arvokdyrid funktioille f ja FL kadyttden dimen-
siottomia muuttujia

£ F/0x2), = R/ 00G), xp o= oxgdxgs xb = xo/xo, xo = F/k. (12)
f':n tasa-arvok&yridt ovat ympyrditd, joiden keskipiste on pisteessd A (1,0),
jossa f':1la on minimiarvo -0,5. T&m& ratkaisu Xq = F/k, Xy = 0 vastaisi sys-
teemid, josta puuttuu keskimmdinen jousi. Rajoitusyhtdld (5) vaatii kuiten-
kin, ettd minimi tulee etsid suoralta B. Minimi saavutetaan pisteessd C, jos-
sa x4 = X, = F/(2k). Funktion f; = FL(x1x2,A1 = -F/ZJ/wxg) tasa-arvokdyrit

ovat piste C-keskisid ympyrﬁité.L Funktioiden f' ja FL kuvaajat (py&rahdyspa-
raboloideja) leikkaavat toisensa pitkin k&yr&d, jonka projektio xixé-tasolla
on suora B. T&md johtuu siitd, ettéd pisteissd, joissa side-ehto toteutuu,
funktioilla f ja FL on sama arvo.

Edellinen sovellutus o0li esimerkki siit& kdyt&nndssd tavallisimmasta ta-

pauksesta, jossa funktio f on kvadraattinen ja sideyht&l8t ovat lineaarisia

muuttujien x suhteen. T&11l8in voidaan kirjoittaa matriisimerkint8j& kdyttden
Flx) = 2 x'kx * x'P (13)



ja sideyhtalst (1) ovat muotoa

B+ d= 0 (14)
. nxn nx1 mxn mx 1 nx1

Edella K, P, G Jja d ovat annettuja, x:s5td riippumattomia matriiseja.

Matriisi K voidaan ottaa symmetriseksi ilman yleisyyden menetyst&. Kerroin

1/2 on epdoleellinen ja liitetty lausekkeeseen (13) mukavuussyistd. Edelli-

sessd esimerkissa

(15)

Kuva 2. Funktiociden f' ja FL tasa-arvokdyris.
Lagrangen kertojien avulla laajennettu funktio

£(x,A) = Flx) + AT(Gx + d), (16)

L

jossa pystyvektorin ) koko on mx1. Lopullinen yht&l8ryhmd tulee olemaan (vrt.
yhtdls (10))

af /3x
) 2 (17)
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Systeemin kerroinmatriisi on symmetrinen., Diagonaalilla esiintyy nolla-al-
kioita, jonka perusteella matriisi ei voi olla positiivisesti definiitti. T&-
md8 merkitsee, ettd tavanomainen yht&l&ryhmdn ratkaisualgoritmi, jossa elimi-
noiminen suoritetaan ennalta mi&rdtyssd jérjestyksessd ilman mahdollisia pys-
tyrivien vaihtoja, saattaa joskus epBonnistua, vaikka matriisi olisikin ei-

singulaarinen,

SAKKOFUNKTIOMENETTELY

Sakkofunktioita kdytet&3n optimointiteoriassa muuntamaan sidottu &&riarvo-
tehtdvd muodollisesti vapaaksi #3riarvotehtdvdksi. Tarkastellaan j&lleen
funktiota F(x1,x2,..,xn) rajoitusyhtdldiden (1) alaisena. Muodostetaan

muunnettu funktio

M 2 (18)
FP(x1,x2,..,xn] = f + 5 z 08
k=1
jossa termia
M 2
7,2, “kEk (19)

nimitetd&n sakkofunktioksi (Optimointiteoriassa k&ytet&in monentyyppisid sak-
kofunktiocita, mutta kaavan (19) mukainen lauseke on tavallisin yht#18iden muo-
dossa esitettyjen rajoitusten yhteydess&). Kerroin 1/2 on ep&cleellinen.
Suureet o ovat valittuja positiivisia (kun kysymyksess& on minimiarvon etsin-
t&8) lukuja, joita voidaan nimitt33 painoiksi tai painotekijdiksi (engl. weight
parameter, penalty number). Niiden laadut tulee valita siten, ettd f_ tulee

P
dimensionaalisesti homogeeniseksi. Muodollinen &&riarvokohta saadaan yht&ls-

ryhman
of m 3g
P of k :
- = + L og =— =0, i=1,2,...,n (20)
%y 9%y k=1 k=k 3%y
ratkaisuna. Sakkotermien tarkoituksena on pakottaa ratkaisu l3helle tilannet-

ta, jossa rajoitusyhtdlsét (1) toteutuvat.

Kdytetty terminclogia saa havainnollisen merkityksen, kun ajatellaan kohde-
funktiota f kustannuksena, jota pyrit&sn minimoimaan siten, ettd rajoitusyh-
tdldiden asettamat ehdot tai m3Zrdykset ovat samalla voimassa. Muunnettuun
kohdefunktioon FP on otettu mukaan lis&kustannuksina sakot, jotka syntyvit
annettujen méé&rdysten rikkomisesta. Kukin sakko on verrannollinen rikkomuksen
eli virheen nelitn ja riippuu lis#ksi valitusta painosta. Vaikka muuttujia x
pidetdan nyt tiysin vapaina, FP:n stationaarinen piste hakeutuu l3helle oikea-
ta, tarkkaa pistettd, kun painot ovat suuria, koska pienikin virhe rajoitus-

yhté&ldissd kasvattaa fP:n arvoa voimakkaasti.



Sakkofunktiomenettely on Lagrangen menettelyyn verrattuna sikili edullinen,
ettd siind tehtdvan tuntemattomien lukum&drd sdilyy arvossa n. Toisaalta ky-
symyksessd on likimenetelm&. Jos valitut painot ovat liian pienid, rajoitus-
yhtalét toteutuvat huonosti ja tulos on epdtarkka. Kun painoja suurenneteen,
tulokset paranevat, mutta kun painot tulevat yh& suuremmiksi, yht&l6ryhma (20)
tulee yhd huonommin k&yttdytyv&ksi, niin ettd sen numeerinen ratkaisu on lo-
puksi kelvoton. Koska t&md tapahtuu, riippuu paljolti paitsi funktioiden f
Jja g, ominaisuuksista my8s laskelmissa kdytetystd merkitsevien numeroiden m&a-
rdstd eli siis kdyté&nndssd tietokoneen ns, sananpituudesta.

Yht&l6ryhm&n huonosti k3yttdytymisen syy selvi&dsd yht&lsita (20) tarkastele-
malla. Kun painot ovat suuria, termien BF/axi osuus hdvida sakkofunktioter-
mien osuuksien rinnalla ja jaljelle jad yht&lsitd, joiden vasemmat puolet ovat
lineaarikombinaatioita m:st3d lausekkeesta gqs8psnresgo Koska ndistd on muo-
dostettu n>m yht&l84, syntyv&t yht&d1l8t eivdt ilmeisesti voi olla riippumatto-
mia.

Tarkastellaan uvudestaan kuvan 1 esittdmd@ esimerkki&. Sakkofunktion kéyt-

td antaa muunnetun funktion

1 2 1 2 1 _ 2
FP(x1.x2) = 5 kxj * 5 kx5 Fxy *+ 5 oy %y xq1%, (21)
jossa a1:1lé tulee olla sama dimensio kuin k:1lla. A&driarvovaatimus antaa yh-
talot
(3f,/8x YO,, O X, F 0
P 1 = 1 1 11 _ , (22)
BFP/axz “ay ,k+oc1 x5 0 \O

joiden ratkaisu on

) 1+u1/k E . aq/k F o -
X1 7 T+2a, 7k K’ 2 T+2a,/k K

Suljetun ratkaisun (23) n&hd&3n l&hestyvén tarkkaa ratkaisua (11), kun
a1/k + ©, K&ytanntn tehtdvissd yhtdldryhmid ei voida luonnollisestikaan kdsi-
telld suljetussa muodossa, vaan on kdytettdvd numeerista ratkaisua. Kun ote-
taan esimerkiksi tapaus a, = 1000 k, yht&dldryhm& (22) tulee k:1lla jakamisen

jé&lkeen muotoon
1001, -100 X4 1
-1000, 1001 X5 0

Vastaava kaavoista (23) saatu ratkaisu

(24)

Pl

Xq = 0,500249... F/k, Xy = 0,499750... F/k



olisi jo hyvin 1l3helld oikeaa tylosta. Yhtdldryhman (24) numeerinen ratkaisu

(on sovellettu Cramerin s3ant$3) antaa viittd merkitsevdd numeroca kdyttaen
xy = 0,50050 F/k, x5 = 0,50000 F/k,
nelj&d3 merkitsevdd numeroa kayttden vield

Xy = 0,5005 F/k, Xy = 0,5000 F/k,

mutta kolmella merkitsev&11l3d numerolla kerroinmatriisi tulee jo singulaarisek-

si ja saadaan

Xq = @, Xy = .

Tietokoneet k3yttdvat tavallisesti 6...14 merkitsevdd numeroa, mutta vas-
taava ilmid tulee aina eteen, kun painojen arvot kohoavat riittévésti.

Yhtaldryhmdn (22) huonosti kdyttdytymisen syy ndkyy téssd selvénd. Kun
a1>>k, kerroinmatriisin rivit ovat merkki& vaille identtiset.

Tarkastellaan vield funktioita FP(x1.x2) kayttden dimensiottomia muuttujia

(12), joiden avulla

oy 2

Tx2 el o e 3 - (25)
Sakkotermi 1/2 - a1/k . (xé - x1')2 gesittas xi.xé,Fﬁ-koordinaatistossa poikki-
leikkaukseltaan parabelin muotoista suoraa "laaksoa”, jonka pohja kulkee
xi,xé—tasossa pitkin rajoitusehdon m8&rs3&mi3 suoraa B (kuva 3). Laakson sei-
ndmidn jyrkkyys riippuu suhteesta a1/k. Itse funktion Fﬁ tasa-arvokdyrdt tule-
vat olemaan samankeskisii ellipsej&, joiden pitempi akseli on suoran B suun-
tainen. Ellipsien keskipiste D on sitd l&hempdnd tarkkaa &ariarvopistetta C
ja ellipsit ovat sitd soikeampia, mitd suurempi suhde a1/k on. Kuvaan on
piirretty Fﬁ:n tasa-arvokayrid tapauksessa a1/k = 5. Funktioiden f' ja Fﬁ
kuvaajat leikkaavat toisensa pitkin k8yr&a, jonka projektio xi.xé-tasolla on
suora B. T&m& johtuu siitad, ettd niissd pisteissd, joissa side-ehto toteutuu,
funktioilla f ja FP on sama arvo.

Todettakoon, ettd painokertoimella aq on t&ssd esimerkissd havainnollinen
fysikaalinen merkitys. Kaavasta (21) n&hd&&n sakkotermin k&ytdn merkitsevin
itse asiassa, ettd rakenne analysoidaan tavanomaisesti potentiaalienergian
minimin periaatteen avulla ottaen keskimmi3isen jousen jousivakion arvoksi g
Tém& tulkinta antaa my8s selityksen sille tunnetulle seikalle, ettd analysoi-
taessa ristikkorakenteita siirtymimenetelmdllsd joudutaan numeerisiin vaikeuk-
siin, jos ristikon jonkin sauvan j&ykkyys on suuri muihin verrattuna.

Jos taas f on kvadraattinen ja sideyht&lst ovat lineaarisia kaavojen (13)

ja (14) mukaisesti, saadaan matriisimerkinn8in

.
Falx) = £x) + 2(Gx + @) alfx + 4), (26)



Kuva 3. Funktioiden f' ja Fﬁ tasa-arvokdyria.

jossangnbn diagonaalimatriisi, jonka alkiot ovat painoja o . Lopullinen yhta-
18ryhm3 tulee olemaan (vrt. yht&ld (22))

B-FP/SB\(l = .ISP?\(. + E'P =0, (27)
jossa

nxn T

Kp = K * §'aG. (26)
nx1

P = B+ 8g

.
~ o

o

(29)

Kerroinmatriisi ﬁP on symmetrinen ja positiivisesti definiitti ainakin silloin
kun K an positiivisesti definiitti., Lis&ksi ﬁP tulee usein positiivisesti defi-
niitiksi, vaikka K olisi vain positiivisesti semidefiniitti.

Sakkofunktiomenettelylld saadaan siis hieman virheellisi& tuloksia, kun
painot on valittu hyvin ja muutoin enemmédn tai v&hemmén kelvottomia tuloksia.
Painojen sopivien arvojen valinta on menettelyn vaikeutena. VYleensd tdytyy
turvautua numeerisiin kokeiluihin, joiden perusteella saadaan tietyt arvot,
joita voidaan sitten soveltaa samantyyppisiin probleemoihin. 0On myds kehitet-
ty iteratiivisia menetelmié, joiden avulla virheet voidaan poistaa; esim. 1&h-
teet [2]...[4]. Samalla painojen arvoja voidaan alentaa yht&l8ryhmén huonosti
kdyttdytymisen estdmiseksi.



SAKKOFUNKTIOMENETTELY KONTINUUMIMEKANIIKASSA

Tadssd tarkastellaan vain kimmoisten kappaleiden k&sittelyd potentiaaliener-
gian minimin periaatteen avulla soveltaen elementtimenetelmds tehtdvdn diskre-
toinnissa. Sakkofunktiomenettely onkin saanut viime aikoina paljon kdyttdd
Juuri elementtimenetelmdn yhteydessd. Menettelyn kdyttdmahdollisuuksia on
selostettu perusteellisesti l&hteessd [5], jossa on lisdksi laaja alaan liit-
tyvd kirjallisuusluettelo. l

L&hdet&dn j&lleen liikkeelle mahdollisimman yksinkertaisesta tapauksesta.

Palkin potentiaalienergian lauseke on

1 1 d2V 2 1
) = 4 J 1€ “ux - J qudx * rt., (30)
dx
[a]

jossa v(x) on palkin taipuma, EI on palkin taivutusjdykkyys ja q on palkin
kuormitus pituusyksikk&d kohti. Merkinn&lld rt. tarkoitetaan palkin paistd

x = 0 ja x = 1 tulevia reunatermejs, jotka riippuvat asetetuista reunaehdois-
ta. Reunatermien yksityiskchtaisia lausekkeita ei ole esitetty, koska niilld
ei ole tarkastelun kannalta t&ss3d merkitysts.

Todellinen ratkaisu v antaa funktionaalille (30) minimiarvon luvallisten
funktioiden joukossa. Luvallisten funktioiden tulee toteuttaa mahdolliset
palkin p&iss& asetetut kinemaattiset ehdot. Lis&ksi luvallisten funktioiden
tulee olla riitt3vdn sileitd, niin etta integraalit voidaan laskea. Yleisesti
jos integraaleissa esiintyy funktion n:s derivaatta, funktion Jja sen deri-
vaattojen kertalukuun n-1 asti tulee clla jatkuvia. Elementtimenetelmin eris-
nd heikkoutena on, ettd silld pystytd&n yleensd muodostamaan helposti vain
approksimaationita, joissa pelk#std3n funktio (nollas derivaatta) on jatkuva.
Kahdessa dimensiossa pystyt33n vield monimutkaisin keinoin saamaan aikaan ti-
lanne, jossa funktio ja sen ensimmiiset derivaatat ovat Jatkuvia. T&t& ap-
proksimaatiota on tarvittu tavanomaisessa ochuen laatan taivutuksessa ja k8sit-
telyn hankaluus on yleisessd tiedossa. Yhdessi dimensiossa jatkuvuus mieli-
valtaiseen derivaattaan asti on helposti saavutettavissa, mutta lauseke (30)
palvelee silti t&ssd hyvin jatkuvuusvaatimusten alentamiseen kdytetyn periaat-
teen yksinkertaisena havainnollistajana.

Otetaan k&yttdtn uusi funktio 8 = dv/dx, jonka avulla lauseke (30) saa muo-
don :

g (1 46 2 1
I(v,8) = 5 J EI(gy) dx - I gvdx + rt. (31)

] 2}

Funktiot v ja 6 eivdt ole riippumattomia, vaan niiden v&1il11% on rajoitusyht&-
18

ax - 6 = 0. (32)



Funktioiden v ja 6 ensimmdisten derivaattojen ei tarvitse endd olla jatkuvia;
lausekkeen (30) yhteydess& v:n ensimmd&isen derivaatanhan tulee olla jatkuva.
Yhtaldgt (31) ja (32) esitt8vdt nyt sidottua, jatkuvaa (vastakohtana diskree-
tille) &&riarvoteht8v&3, kun taas alkuperdiseen lausekkeeseen (30) liittyva
d8riaryotehtdvd oli vapaa.

My6s jatkuvissa probleemoissa voidaan kdyttdd Lagrangen kertojamenettelyd
tai sakkofunktiomenettelyd analogisesti diskreettien probleemien yhteydessé
esitettyjen tapojen mukaisesti.

Lagrangen menettelyssd muodostetaan muunnettu funktionaali

1 2 1 1
1 de d
I (v,8,1) = 5 J_EI(H;) dx - I gvdx + J A(H¥ - 8)dx + rt., (33)

u} o 0

jossa A(x) on uusi tuntematon funkto, ns. Lagrangen kertoja(funktio).

Sakkofunktiomenettelyss& muodostetaan muunnettu funktionaali

2

1 1 1 2
_ de _ 1 dv _
HP(v,e) = = J EI(EI] dx J qudx + > j a(a; 6) dx + rt., (34)

o o} s}

jossa ¢(x) on annettu funktio (tavallisesti vakio)l.
Funktionaaleille (33) ja (34) asetetuista &&riarvovaatimuksista seuraavik-

si ns. Eulerin yht&l6iksi saadaan johdettua vastaavasti yht&lot

8 (g1 gﬁ) + A =0, (35)
X

d dv
—d—x{a(-&~ 8) + qg = 0,
(36)

d de dv _ _
&(EI H?] + a(a 8) = 0,

Eliminoimalla yht&186st& (35) derivointien avulla X ja 6 saadaan palkin taipu-

man differentiaaliyhtgld

2 2
—dz-(EI 94 -q =0, (37)
dx dx
kuten pit#3kin. Kun taas yhtdldissa (36) a + «, termin al(dv/dx - @) tulee
s&ilyd d8rellisend, josta seuraa viimeinen yht&ldistd (35). Kun 6 ja

al(dv/dx-9) eliminoidaan, saadaan j&lleen yht&ld (37).
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Palkin taivutusmomentille M(x) ja leikkausvoimalle Q(x) ovat voimassa yh-

talot
sg=0, 98.q=0 (38)

Vertaamalla yht&18it& (35), (36) ja (38) saadaan tulkinnat

de

M= - EI 55» (39)
=3 = oy .
0 =2x=oalg -8 (40)

Numeerista ratkaisua etsittdessd funktioita v, 6 ja A approksimoidaan esi-
tyksilla

v o= ﬂv(x]gv,
0 = N%(x)a® (41)
A= NX(X]EAO

joissa N(x):t ovat annetuista muotofunktioista muodostettuja matriiseja ja a:t
ovat tuntemattomista paremetreista muodostettuja pystyvektoreita. Elementti-
menetelmdssd parametrit ovat (ensimmdisen kertaluvun esityksessd) funktioiden
arvoja solmupisteiden kohdilla. Esitysten (41) sijoitus lausekkeisiin (33) ja
(34) muuttaa funktionaalit HL(V,G,A) Jja HP(V,G) integrointien j3lkeen tavalli-
siksi funktioiksi HL(ﬁ'Al ja np(i]‘ Jjoissa on merkitty

v
& A
?iz 9! ')\\“"'2' (42)
=

Tehtdvat palautuvat siis diskretoinnin kautta edellisissd luvuissa kdsiteltyyn
funktioiden sidottujen &&riarvojen md&ritté&miseen ja lopulliset yht3l8t tule-

vat olemaan vastaavasti

ol

g
|
o

3 = (43)
BHL
D

8HP

% - R (44)

Yht&l8ryhmédt ovat t&ssd tapauksessa j&lleen lineaarisia johtuen funktionaalien
(33) ja (34) kvadraattisuudesta ja rajoitusyht&1dn (32) lineaarisuudesta.
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Sakkofunktiomenettelyssd ei tarvita A:aa eikd siis sen diskretointia, joten

tuntemattomien parametrien m3#&rd on siind vdhdisempi.

134149

Tissi tarkastellaan yksityiskohtaisemmin

N

vain sakkofunktiomenettelyn soveltamista.

Kdytet&dn diskretointiin kaksisolmuisia ele-

)
< T
P |
o
|
1
x

menttejd (kuva 4), joiden alueella v:td ja

g:aa approksimoidaan lineaarisesti:

v = N1V1 + N2v2,

(b) T | (45)

6 = N,6 +N262J

171
6 .
1 62 joissa
— SN
()
Kuva 4. (a) Kaksisolmuinen Ny = (1 - %], N, = g. (46)
elementti (b) wv:n
approksimaatio (c)
8:n approksimaatio.
Elementin osuus lausekkeesta (34) on kaavat (45) huomioocnottaen
a 2 a a 2
e = 1 de B 1 dv _
HP(v1,61,v2,92) =5 JOEI(dx] dx Joqux v 5 Joa(dx 9) dx (47)

ja elementin antamat termit lopulliseen yht&l8ryhm&&n (44) ovat matriisimuo-

toon (EI, g ja o on otaksuttu vakioiksi) kerdttyina

'ang/av1 0, 0, 0, O] " 1/a, 1/2,-1/a, 1/2] (v,) (1/2
ang/ae1 0, 1, 0,-1 1/2, a/3,-1/2, a/6|_|@, 0
- = [%} +0l i ¥ - ga { i (48)
35/ 3v, 0, 0, 0, 0 -1/a,-1/2, 1/a,-1/2|4|v, 1/2
e
ANp/38, 0,-1, 0, 1] L 1/2 a/B,-1/2, a/3] |8, 0

Kun elementtien avulla muodostetaan tiettyd elementtiverkkoa vastaava yhté&-
16ryhmd ja ratkaistaan solmuparametrien arvot, saadaan sitd huonompia, nollaa
1&hestyvid arvoja mitd suuremi a:n arvo on ja sakkofunktiomenettely nayttad
siis aluksi taysin kdyttdkelvottomalta t&ssd yhteydessd. Ko. ilmidsté kdyte-
t83n kirjallisuudessa nimitystd lukkiutuminen (engl. locking).

Lukkiutumiselle saadaan selitys seuraavasti. Termin dv/dx - 6 lauseke.on

glementin alueella

dv _ .1 1 _ - % X
x0T Tavirava T (Mot e
I | 1 1 1
= 3 V1t gV T8 " x(3 84 " 37 657 (49)
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Jotta té&md x:n suhteen ensimmdistd astetta oleva lauseke olisi identtisesti

nolla, on oltava

lo,-1o,-0 (50)
eli

v2 = vy + 361,

6, = 0,. (51)

Kun a:n arvo kasvaa, ratkaisu pyrkii toteuttamaan ehdot (51) yhd tarkemmin
kussakin elementissd. Ehdot (51) esittdvat kahta rajoitusyhtdlsd yhtd ele-
menttid kohti. Esimerkiksi kuvan 5 esitt&mé&n ulokepalkin tapauksessa kine-

maattiset reunaehdot vaativat, etta

vy = 8, =0 ja rajoitusyht&ldistd (51)
i taas seuraa, ettad vy = 92 = 0 jne. joten
%{ . < ° kaikki palkin siirtymdt havidvat. Toi-
1 2 3 n sin sanoen diskreetissd mallissa on lii-
Kuva 5. Ulokepalkki . kaa rajoitusyhtdlditsd vapausasteiden lu-

kumddrddn verrattuna.
Hammdstyttdvadn yksinkertainen ja alunperin tavallaan vahingossa keksitty
keino mallin parantamiseksi perustuu numeerisen integroinnin k3ytt&dn. Kun
valitaan vain yksi integrointipiste elementin keskipisteeseen, integraalien

laskemiseksi saadaan kaava (porraskaava)

a
J f(x)dx ~ af(a/2]). (52)
o

Ensimmdinen ja toinen integraaleista lausekkeessa (47) integroituvat vield
tarkasti kaavalla (52), koska integrandi on vastaavasti vakio ja lineaarinen
xin suhteen. Sakkofunktiotermin integrandi on toista astetta x:n suhteen ja

saadaan approksimaatio

1 (3 dv 2 1 1 11 1.2

5 JOQ(E; - 8) dx w~ 5 aal- IVt 3 V) 5 61 -5 92] , (53)
511148

dv _ 1 1 1 1

ax ~ ® =T aVirtavVa 79 378 (54)
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Elementtiosuudet tulevat olemaan

anFe,/av1 b, 0, 0, O 1/a, 1/2,-1/a, /2] (v, 1/2
3nE/ 30 0, 1, 0,-1 1/2, a/4,-1/2, a/4|y|6 0
Z 1 " [,E_‘;. + o 1 - ga ) (55)
BME/dv, 2 lp, 0, 0, 0 -1/a,-1/2, 1/a,-1/2|4v, 1/2
e
/00, o,-1, 0, 1 172, a/4,-1/2, a/4] |6, 0

jossa g:lla kerrotun matriisin ndenndisesti pieni ero vastaavaan kaavan (48)
matriisiin ndhden on kuitenkin aivan ratkaiseva, silld diskreetti malli toi-
mii nyt moitteettomasti. Ratkaisu pyrkii tekem&&n lausekkeen (54) nollaksi
kussakin elementissd& oq:n kasvaessa. T&ten saadaan vain yksi rajoitusyht&ld
elementtid kohti ja useaa elementtid kdytett8essd mallin vapausasteiden luku-
mddrdn VL (=2x solmupisteiden lukumd&r#d) suhde rajoitusyhtdldiden lukumdaraan
RL (=1x elementtien lukum&3ri + palkin p#issd asetettujen kinemaattisten ehto-
jen lukum&ddrd) on likimain VL/RL = 2, kun taas tarkkaa integrointia kaytet=:
t8essd saadaan likimain VL/RL = 1.

Kuvan 6(a)esittdmdlle vapaasti tuetulle, tasajédykélle, tasaisen kuorman g
kuormittamalle palkille saadut taipuman, taivutusmomentin ja leikkausvoiman
jakautumat nakyvdt kuvissa (b}, (c) ja (d). Kuvan tulokset on saatu kayttaden
painokertoimen arvoa o = 100 EI/a2. Laskelmat on suoritettu tietokoneella
joka kayttds 6.,..7 merkitsevd3 numeroa. Tulokset ovat verrattain hyvi& otta-
en huomioon, ettd mallissa on vain nelj3 elementti&d. Tulosten hyvyys on osit-
tain my8s seurausta tehtdvdn staattisesti md&dridtystd luonteesta, jonka johdos-
ta taivutusmomentin arvot sekd leikkausvoiman arvot integrointipisteiden kaoh-
dilla eivat riipu ollenkaan (ilman py8ristysvirheitd) a:n arvosta. Lisdksi
leikkausvoiman arvot integroimispisteiden kohdilla sattuvat yhtym&&n tarkkaan
arvoon. Sen sijaan leikkausvoiman arvot muualla, laskettuina siis jalkimm&i-
sestd kaavasta (40) antavat aivan v&3r&3d kertaluokkaa olevia tuloksia; leik-
kausvoimat muuttuvat kunkin elementin alueella niin voimakkaasti, ettd niiden
kuvaajat nayttdvat olevan kuvassa (d) miltei pystysuoria viivoja. Tamd vir-
heellisyys kasvaa a:n mukana ja on ymmidrrett&dvissd seuraavasti. Leikkausvoi-
malle saadaan yleensd "hyvd" arvo niissi pisteissd (integrointipisteiss3),
joissa termin

vy =3 -0 (56)
tulee toteuttaa rajoitusehto eli olla nolla. Suure Yy ei tule kuitenkaan t&s-

mélleen nollaksi integrointipisteiss& vaan saa hyvin pienen arvon v,, joka
kerrottuna (hyvin suurella) luvulla o antas hyvén leikkausvoiman arvon ay;.
Muissa pisteissd rajoitusyht&ld toteutuu huonommin ja vaikka y voi olla ylei-
sesti ottaen pieni, se voi silti olla helposti luokkaa 10...10000 - Yy ja an-

taa o:lla kerrottuna leikkausvoimalle vd&rd3 kertaluokkaa olevia tuloksia.
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@ 7 a __ a .. a a
L =4a

—— Tarkka tulos
=== Elementtimenetelmd (& =100 Ei/a?)

I
(d) }
|
0,2 |
0,4 |

|

———

Q/(qt)

Kuva 6. (al Vapaasti tuetun palkin elementtijako (b) taipuma (c)} taivutusmo-
mentti (d) leikkausvoima.

Kuvassa 7 palkin keskipisteen siirtymé& on esitetty painokertoimen funktiona
laskettuna sekd@ tarkkaa integrointia ettd yhtd integrointipistett3 per element-
ti kdyttden., Tarkkaa integrointia sovellettasssa tapahtuu selvd lukkiutuminen.
Yhden integrointipisteen tapaa k&ytett&essd tulokset ovat kdyt&nndllisesti kat-
soen riippumattomia painokertoimen arvosta, kun se on v&lilld o = 102...3 .

104 . EI/aZ. Kun o = 3 - 10°

van l&hes singulaarisen eikd siis pystynyt end&8 antasmaan ratkaisua.

. EI/aZ, tietokone ilmoitti kerrocimmatriisin ole-

Painokertoimelle saadaan j&lleen fysikaalinen tulkinta. Jos palkin analy-

soinnissa luovutaan teknillisen taivutusopin otaksumasta, ett3d ennen muodon-
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muutosta palkin poikkileikkaustasoilla olevat partikkelit muodostavat muodon-
muutoksen jalkeen tasoja, jotka ovat kohtisuorassa palkin deformoitunutta ak-

selia vastaan ja otaksutaankin vain, ett& tasot pysyvét tasoina, saadaan ku-

v A
qié/E|

_—Numeerinen integrointi

AAAAA]
0,01 -

—Tarkka integrointi

T T T T T T

10 ¢ 10°  10°  10°  10° &
! ! El/a*
Kuva 7. Palkin keskipisteen siirtymd& painokertoimen funktiona.
!
|
a -
P{ X
(a) o‘
a
/,ﬂ-dv/dx
& ¢/ |vix)

i T~ dv/dx

Kuva 8. Palkin siirtym&t liioiteltuina (a) alkutila (b) deformoitunut tila.

van 8 esitt&md tilanne. Suure 6(x) tulkitaan palkin poikkileikkauksen kierty-

mé&ksi ja suureen

. dv _ 0
A dx

ndhd&&n t&116in esittdvén palkin leikkausmuodonmuutosta. Palkin potentiaali-

energia saadaan edelleen lausekkeesta (34), kun otetaan

o = kGA, (57)
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jossa kGA on palkin leikkausjdykkyys (k on korjaustermi, jolla otetaan huomi-
oon palkin poikkileikkausten todellisuudessa tapahtuva kdyristyminen).

Itse asiassa miltei sakkofunktioformulaatieo syntyy siis fysikaalisin perus-
tein luonnollisella tavalla itsestd&n, kun 18hdet3&n liikkeelle leikkausmuo-
donmuutokset huominonottavasta teoriasta eikd menettelyd tarvitsekaan valtta-
méttd ajatella t&ssd jatkuvuusvaatimusten alentamiseksi kdytettynd trikking.
Painokertoimen oikea arvo ei ole end3 periaatteessa &&retdn vaan kaavan (57)
antama &&rellinen luku, joka on kuitenkin k3yt&nn8ss& yleensd niin suuri, ett§
on pystyttdvad valttdmddn lukkiutuminen, jotta saataisiin realistinen malli.

Siirtymédllsd k&yttdmd&n dimensiottomia muuttujia x' = x/a, v' = v/a, 6' = 8
jne. on helpompaa saada selville eri termien antamien osuuksien suhde lausek-

keesta (47). Dimensioton painokerroin o' tulee olemaan

, _  kGA
a' =

G,a
= 12¢ 88y, (58)
EI/a’ E'h

Jjossa jdlkimm&inen muoto on saatu isotrooppisesta aineesta olevalle poikkileik-
kaukseltaan suorakaiteen muotoiselle palkille, jonka korkeus on h (T&l18in

EI = Ebh3/12, GA = Gbh, « = 5/6; b on palkin leveys, E on kimmomoduuli ja G
liukumoduuli). Kun palkin korkeus h pienenee a:n pysyessd vakiona, a' kasvaa
nopeasti ja l&hestyt&&n teknillisen taivutusopin esitt&m&d tapausta.

Ensimmdiset, leikkausmuodonmuutokset huomiconottavaa teoriaa kdyttavat ele-
menttimenetelmdratkaisut epdonnistuivat ohuiden palkkien tapauksissa, koska
sovellettiin tarkkaa integrointia ja menettely hyl&ttiin k&yttdkelvottomana.
Numeerinen integrointi palautti myShemmin formulaation hyvdksytt&dvdksi.

Jos suhteen a/h arvo kasvaa suureksi, voi olla, ettd kaavan (58) antama o'
on niin suuri, ettd yht3l8ryhm& kdyttdytyy liian huonosti ja saadaan py6ris-
tysvirheistd johtuen k&yttdkelvottomia tuloksia. Jos n&in tapahtuu, voidaan
esimerkiksi G:lle antaa keinotekoisesti niin pieni arvo, ettd o' pysyy tietyn
rajan alapuolella. T&amén menettelyn (josta k3ytetd&sn nimitystd energy
balancing) avulla v&ltet&&n siis numeerisia vaikeuksia ilman, ettd tehd&&n
paljoakaan v&&ryyttd todellisuudelle; jos nimitt&in ollaan jo pitk&lti ohuen
palkin taivutuksen alueella, palkin siirtymdt johtuvat l&dhes pelk&stdin taivu-
tusmomentin aiheuttamista muodonmuutoksista eik& leikkausjdykkyyden pienenté-
minen esimerkiksi sadanteen osaansa useinkaan vaikuta pahasti mit&&n tuloksiin.

Taivutettua palkkia on k&sitelty edelld verrattain perusteellisesti havain-
nollisen kuvan saamiseksi. K&yt&nndn kannalta t&rke&mpi& tapauksia, joissa
esiintyy analogisia ilmiitd ovat laatan ja kuoren taivutus, kokoonpuristuma-
ton kiinted aine (joka tulee esille etenkin huokosnesteen tdytt&m&n maan
analysoinnissa) sekd kokoonpuristumaton neste. Tilan puute est&i t#ss3 perus-
teellisemman kdsittelyn, Tyydyt&&n vain joihinkin hajahuomioihin.

Ldhteessd [6] tehd&&n seuraava erittdin mielenkiintoinen toteamus: "On syy-
t& otaksua, ettd elementtimenetelmd antaisi yleisesti ottaen parhaan approksi-

maation kimmoplastisessa probleemassa, mik#li vapausasteiden lukumi&rin suhde
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rajoitusyhtdldiden lukumd&rddn on sama kuin kontinuumilla”. T&m& toteamus
liittyy siis plastisuusteoriaan, jossa plastiset mupdonmuutokset tapahtuvat
ilman tilavuudenmuutosta - plastisten muotonmuutosten suhteen syntyy siis ra-
joitusyhtdld e = ex+ey+ez 0 -~ ja tdma seikka on aiheuttanut vaikeuksia ele-
menttimenetelmédssd. VYleistdmidllid edellfesitetty otaksuma koskemaan muitakin
tapauksia saataisiin ohje: Diskreetti malli tulee pyrkid muodostamaan siten,
ettd suhde VL/RL on sama kuin kontinuumilla.

Vaikka tamd ohje ei edustakaan mit&&n absoluuttista totuutta, se tuntuu
kuitenkin luonnolliselta, kun ajatellaan verkon tihentdmist&, jolloin mallin
tulisi lopulta yhtyd kontinuumiin. Useimmat numeeriset tulokset ovat olleet
sopusoinnussa ohjeen kanssa. Esimerkiksi palkin kontinuumiteoriassa jokaises-
sa pisteess& x on kaksi vapausastetta w(x) ja 8(x) sek& yksi rajoitusyht&ld
(32). T&ten kontinuumiteoriassa VL/RL = 2/1 = 2. Yhtd integrointipistettsa
per elementti kdytt3vd diskreetti malli antoi suunnilleen saman suhteen arvon
ja toimi hyvin.

Kuvassa 9 suhteelle VL/RL on esitetty arvicita kolmelle eri nelikulmioele-
mentille suuren elementtiverkon ollessa kyseessd kdytettdessd erityyppisid in-
tegrointikaavoja. 0On tarkasteltu tasomuodonmuutosta kokoonpuristumattomassa
tapauksessa sek& ohuen laatan taivutusta. On katsottu, mikd on yhden elemen-
tin lis3&misen aiheuttamien uusien vapausasteiden lukumd&ran suhde uusien ra-
joitusyhtdldiden lukumi&rddn ja tdtd suhdetta on pidetty sitten likimain koko
verkolle p&tevana.

Tasomuodonmuutoksessa kukin uusi solmu antaa kaksi vapausastetta (siirtymé-
komponentit u ja v) ja laatan taivutuksessa kolme vapausastetta (taipuma w se-
kd jatkuvuusvaatimusten alentamiseksi k&ytt86n otetut suureet B, = dw/3x ja
ey = aw/3y). Kaikki suureita u, v, w, ex ja ey on siis approksimoitu samalla,
ensimmdisen kertaluvun elementtiesityksella.

Kokoonpuristumattomalla aineella suhteellinen tilavuudenmuutos h&vi&éd eli

tasomuodonmuutoksessa saadaan rajoitusyhtdl?
du , 3v 59)
" 3y 0. (

Laatan tapauksessa saadaan fajoitusyhtélﬁt

0, M .g =o. (60)

dy y

3

¥1E
1
D
X
1

Potentiaalienergian lausekkeeseen tulee mukaan vastaavasti termi

2
%Ja(%+g—;’l dA (61)

tai termi

2 2
1 ow oW _ dA (62)
i I [d”](ﬁ GX] + azlay e_\/) ] »
A

joissa merkinndt ovat itsestdan selvia.
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~ Integrointi- | Tasomuodon-
Elementti pisteet meTi Laatta
L-solmuinen
x VL _1x2 _ VL _1x3 _
elem. . T |, RL™ 3+ 0,67 RL = Ix2 0,38
VL 1x2 _ VL _1x3
R RL-W 2 |RE™ T2 00
'E VL 1x2_ VL 1x3_
® |. RL™PA ™2 |RL- T2 15
8 -solmuinen L
) VL _ 3x2_ VL _3x3_
Sl T RL™6* T | R 157058
s VL _3x2_ VL _3x3_
AN RL 4x1 13 RL  4x2 113
T | VL_o3x2 45 |VL._3x3_
S L [RTRTY RIS
9—solr_n_uinen ]
YL _ 4x2 _ VL _4x3_
elem. Tkl RS [fiean0e
o VL _ 4x2_ VL _ 4x3
Rl |RI"2A2 |RETZx ™S
® h o VL _4x2 5 (VL _4x3 4¢
RL  4x1 RL 4x2
* Uusi solmupiste Kontinuumi Kontinuumi
x Sakkofunktiotermiin Liit-
tyva integrointipiste VL_ 2 - VL_3 _
RL 1 RL 2 19
* Muihin termeihin Lliitty-
va integrointipiste

Kuva 9. Suhteen VL/RL arviocita.

Numeerinen integrointi aiheuttaa, ettd sideyht&lsét (59) tai (60) pyrkiyty-
vt toteutumaan juuri integrointipisteiden kohdilla ja sitd tarkemmin, mits
suurempia painokertoimet ovat. T&ten kukin integrointipiste aiheuttaa rajalla
yhden rajoitusyhtdldn tasomuodonmuutostapauksessa ja kaksi rajoitusyht&1&3
laatan taivutuksessa.

On sovellettu Gaussin numeerista integrointikaavaa. Lyhenteet T, R ja S
viittaavat ns. tdyteen (engl. full), redusoituun (reduced) ja selektiiviseen
(selective) integrointiin. Vastaavat integrointipisteet ndkyv&t kuvassa.
Tdysi integrointi ei aiheuta virheitd integrasaleja laskettaessa va&ristymdtto-
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man elementin tapauksessa. Redusoitu integrointi on yht& kertalukua alempi.
Selektiivisessd integroinnissa sakkofunktiotermit lasketaan alempaa kertalukua
olevalla kaavalla kuin muut termit.

Numeeriset laskelmat ovat osoittaneet, ettd tdysi integrointi synnytt&i
kaikkien kuvan elementtien yhteydess& lukkiutumista kuten voidaan jo arvella
suhteen VL/RL arvon <1 perusteella. Redusoidulla integroinnilla on havaittu
olevan tietyistd syistd - ks. esim. [5] - yleisesti ottaen tarkkuutta lis&dva
vaikutus tuloksiin. T&ass3 yhteydessd redusoitu integrointi on tdyteen integ-
rointiin verrattuna lisdksi sik&li tarpeen, ettd rajoitusyht&ldiden mi&rd pie-
nenee ja suhteelle VL/RL saadaan suurempia arvoja. Kuitenkin on osoittautu-
nut, ettd etenkin ns. Lagrange-perheen elementit, joita t&ssd edustavat 4- ja
9-solmuinen elementti, antavat redusoitua integrointia kdytettdessd integroin-
tipisteiden suhteellisen pienen m3drin johdosta usein koko rakenteelle singu-
laarisen jadykkyysmatriisin, joten redusoitu integrointi on té&std syystd hylat-
tivd. Selektiivisess3d integroinnissa edellistd haittaa ei yleensd end3 esiin-
ny ja suhde VL/RL pysyy kuitenkin samana. Kuvasta n&kyy, ettd Lagrange-ele-
menteilld saavutetaan tdsmdlleen sama VL/RL-suhde kuin kontinuumilla (Konti-
nuumissa on tasomuodonmuutoksessa jokaisessa pisteessd (x,y) kaksi vapausas-
tetta u ja v sekd yksi rajoitusyhtdld (58), joten VL/RL = 2/1 = 2. Laatan
taivutuksessa jokaisessa pisteessd (x,y) on kolme vapausastetta w, GX ja ey
sekd kaksi rajoitusyhtdl1sd (60) ja siis VL/RL = 3/2 = 1,5). Lagrange-elemen-
tilld onkin saatu selektiivistd integrointia k&ytt&en erinomaisia tuloksia ja
tidts valintaa voidaan hyvalld syylld sucsitella. Selektiivinen integrointi
tekee tosin ohjelman hieman monimutkaiseksi, koska jaykkyysmatriisin alkioiden
numeerinen integrointi joudutaan suorittamaan kahdessa vaiheessa, mutta haitta
on véahdinen.

8-solmuista elementtid, joka on ns. Serendip-perheen edustaja, pidet&an
laajalti yleisesti ottaen kaikkein k&yttdkelpoisimpana elementtind. Sakko-
funktiomenettelyssd sen antamat tulokset eiv&t kuitenkaan ole clleet aina tyy-
dyttidvid. Kuvasta 9 havaitaan tdhdn liittyen, ettei mydsk&an suhde VL/RL ole
nyt kovin l&dhella kontinuumin vastaavaa arvoa.

Kuvan 9 suhteen todettakoon vield, ettd rajoitusyhtdldiden lukum&&rda ei
voida laskea aina varmuudella integrointipisteiden lukum&&r&n perusteella.
Rajoitusyht&ldiden ei tarvitse nimitt&in olla vAlttamattd riippumattomia.

Ndin on ilmeisesti tapaus aina, kun integrointipisteistd laskettujen rajoitus-
yhtdldiden lukumd3rd ylitts3 niiden riippumattomien ehtojen m&drén, joka joh-
taa rajoitusten (59) tai (60) tdydelliseen toteutumiseen kaikkialla elementis-
58 (vrt. palkkielementin yhteydessd tehtyyn tarkasteluun, jonka perusteella
ehtojen maksimim3&rd on kaksi): Kuvassa RL:n arvot ovat varustettu t&hdells,
mik&1li rajoitusyhtidldiden m8&rd on midrdytynyt ehtojen téydellisen toteutumi-
sen perusteella. Luvut on saatu vddristymdttémille elementeille.

Painokertoimille voidaan saada fysikaaliset tulkinnat. Tasomuodonmuutok-
sessa termi (61) esittdd kokoonpuristuvassa tapauksessa suhteelliseen tilavuu-

denmuutokseen e liittyva3 muodonmuutosenergian lauseketta ja a on ko. aineen
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ns. puristuskerroin k. Laatan taivutuksessa termi (62) esitt&s leikkausmuo-
donmuutoksiin 1iittyv&3 muodonmuutosenergian lauseketta, kun l&hdet&dsn liik-
keelle tavanomaisesta ohuen laatan teoriasta poikkeavasta kisittelystd, joka
<z J@ sz syntymisen (ns. Mindlin laatta).
T&m& on siis suora yleistys palkin taivutuksen yhteydessd esitetystd, leik-

sallii leikkausmuodonmuutosten ¥y

kausmuodonmuutokset huomiconottavasta tapauksesta. Suureet 6, Je ey esitta-

vét nyt laatan keskitason normaalin kiertymid ja saadaan
Y = -8, Y =S¥ -9 . (63)

Isotrooppisen laatan tapauksessa

oy = 0y = kGh, (64)

jossa G on liukumoduuli, h laatan korkeus ja k = 5/6.

Jos painokertoimet ovat suuria, on mallin muodostamisessa varauduttava luk-
kiutumisen v&lttémiseen. Esimerkiksi tasomuodonmuutostapauksessa on saatu
kehnoja tuloksia 3-solmuisia kolmicelementtejs k&dyttéden jo Poissonin vakion

arvolla 0.45 (t8ysin kokoonpuristumattomassa tapauksessa v = 0,5). Kuvassa
9 esitetyn tapainen tarkastelu osoittaa, ettd elementti on tyyppi&, joka ei
sovi sakkofunktiomenettelyss&d kdytettdvdksi. Selektiivistd integrointia ei
voida soveltaa, koska t8ysi integrointi tapahtuu jo vain yht3 integrointipis-
tettd kayttaen.

Samoin suurien painokertoimien tapauksissa j&nnityssuureiden laskemisessa
on noudatettava harkintaa. Huonoja tuloksia syntyy, jos termeji ke tai %Yy,
Jja “2sz’ Jjotka antavat keskim33r#isen normaalij&nnityksen tai leikkausvoimat
Qx ja Qy, yritet&dn laskea muualla kuin sakkofunktiotermien integroinnissa
kdytetyissd integrointipisteissd (vrt. palkin taivutuksessa saatu leikkausvoi-
man jakautuminen). Vastasavat termit aon syytd laskea muissa pisteissd ekstra-
poloimalla integrointipisteiden kohdilla olevista arvoista. Palkin tapaukses-
sa t&m& tarkoittaisi vakioarvon otaksumista leikkausvoimalle kussakin elemen-

tissa.

LOPPUHUDOMAUTUKSIA

Edelld esitettyjen esimerkkitapausten toivotaan antaneen kuvan sakkofunk-
tioformulaatioon liittyvistd tdrkeimmistd piirteistd. Lukkiutumisilmidn syi-
den ymm&rté&minen ja numeerinen integrointi keinona lukkiutumisen estimiseksi
lisd3vat entisestsan siirtymimenetelmin valta-asemaa elementtimenetelmsn yh-
teydessd, koska tietyt patologisesti kdyttaytyvat tapaukset, joihin on joudut-
tu aikaisemmin soveltamaan sekamenetelmdi (eli Lagrangen kertojamenettelyd)
voidaan nyt k&sitelld puhtaalla siirtymimenetelm3lls. Elementtimenetelmdsss

usein vaAltt&msattdmand pahana pidetty numeeringn integrointi osoittautuu siis
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sakkofunktiomenettelyd kaytettdessad valttamédttomdksi hyvidksi.

Etenkin laattojen suhteen pdddytdan elementtimenetelmdn kannalta huomatta-
vasti yksinkertaisempaan k&sittelyyn, kun luovutaan ottamasta perustaksi ana-
lyyttiseltd kannalta yksinkertainen ohuen laatan teoria (vain yksi tuntematon
funktio wix,y)) ja 13hdetd&nkin liikkeelle analyyttiseltd kannalta monimutkai-
semmasta, leikkausmuodonmuutokset huomiconottavasta teoriasta (kolme tuntema-
tonta funktiota wix,y), ex(x,y) Jja ey(x,y)). Koska approksimaatiot saavat
olla ensimmdistd kertalukua, voidaan soveltaa isoparametrista muunnosta ja
saadaan kaarevaraunaisia laattaelementtejd, joita voidaan lisaksi soveltaa se-
k& paksujen ettd ohuiden laattojen tapauksissa.

Sakkofunktiomenettelylld on ilmeisesti lupaavia mahdollisuuksia myds puh-
taan voimamenetelmdn yhteydessid kdytettdessd& perustana komplementaarisen ener-
gian minimin periaatetta. Luvallisten funktioidenhan tulee t&ssd periaattees-
sa toteuttas etukdteen jinnityksid koskevat tasapainoyhtd&ldt. N&a&méd rajoitus-
yhtdld6t voidasan ottaa huomioon sakkofunktiomenettelylla.

Haluan kiitt&3 dipl.ins. Jukka Aaltoa sekd tekn.lis. Antti Pramilaa artik-

kelin kirjoittamisen yhteydess& saamastani avusta.
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