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YHTEENVETO: Artikkelissa k&sitell&sin pyoradhdyssymetrisen rakenteen j&nnitys-
muodonmuutostilaa transientin dynaamisen kuorman alaisena. Tasapainoyhtdldt
on johdettu virtuaalisen tydn periaatteella. Yht&dldiden diskretointi on teh-
ty paikan suhteen elementtimenetelmin ja ajan suhteen differenssimenetelmian
mukaan. Sovellutusesimerkeissd on tarkasteltu kimmoisten, plastisten ja vis-
koplastisten aineominaisuuksien vaikutusta rakenteen vasteeseen. Klassisen
plastisuusteorian lis&ksi on kdytetty endokroonista plastisuusteoriaa. K8y~
tettyjd eaikaintegrointimenetelmid on vertailtu tarkkuuden ja laskenta-ajan
suhteen yksivapausasteisen varidhtelijdn ja sauvan aksiaalisen iskun tapauk-
sissa. Lopuksi on tarkasteltu eri materiaalilakeja noudattavien lierididen
tormdysta j&ykkddn alustaan.

JOHDANTO

Dynaamisia rasituksia rakenteisiin aiheuttavat esim. koneiden t&rina, ri-
jéhdykset, sinkoutuvat kappaleet ja lucnnon kuormat, kuten tuuli, veden aal-
toliike ja maanjédristykset. Dynaamiset kuormat jaetaan vaikutusajan perus-
teella lyhytaikaisiin ja pitk&aikaisiin kuarmiin.

Dynaamisesti kuormitetut rakenteet mitoitetaan usein likim&&r&isesti siten,
ettd dynaaminen lisdvaikutus huomioidaan staattisena kuormana sysdyskertoimen
avulla.

Suuria rasituksia aiheuttavien transienttien dynaamisten kuormien vaikutus
Joudutaan usein tutkimaan hitaita ja v&h&isid dynaamisia vaikutuksia tarkem-
min. Rakenteen todellinen vaste ja kantokyky saadaan selville, kun todelli-
set materiaaliominaisuudet ja suurten muodonmuutosten aiheuttama geometrinen
epélineaarisuus otetaan tasapainoyhtdldissd huomioon. Kédyttdkelpoisia ratkai-
sumeneteimié ovat ominaisvardhdysmuotoihin perustuva menetelm&, karakteristi-
ka- ja differenssimenetelm&t. Differentisaliyhtidldiden tarkka ratkaisu on-
nistuu vain yksinkertaisissa tapauksissa. Ratkaisumenetelmi, jossa yht&lot
diskretoidaan paikan suhteen elementtimenetelm&n mukaan ja ajan suhteen dif-
ferenssimenetelmdn mukaan, on erittdin tarkka ja kd&yttdkelpoinen, vaikka t&l-
16in joudutaankin suuriin yht&ldéryhmiin ja kohtalaisen pitkiin laskuaikoihin.

Tdssd artikkelissa tarkastellaan pydrdhdyssymmetrisen rakenteen vastetta
transientissa dynaamisessa kuormituksessa. Tasapainoyht&18t muodostetaan vir-

tuaalisen tydn periaatteella ja niiden diskretointi paikan suhteen suoritetaan
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elementtimenetelmé&n ja ajan suhteen differenssimenetelmdn mukaan. Kaytettyja
aikaintegrointimenetelmid vertaillaan tarkkuuden suhteen yksivapausasteisen
vdrédhtelijén tapauksessa., Toisena esimerkkind kdsitell&din lieridm3isen sauvan
torméystd jaykkd&n tai kimmoiseen alustaan. Tehtdvd ratkaistaan sekd pydrah-
dyssymmetrisen kappaleen yht3ldiden ettd sauvan yksidimensioisten yht&ldiden
mukaan. T&ss8 tapauksessa vertaillaan myds kimmoistén, plastisten ja visko-

plastisten materiaaliominaisuuksien vaikutusta rakenteen vasteeseen.

LIIKEYHTALOT

Liikeyht&ldt yleisessd muodossa

Liikeyht&16t johdetaan virtuaalisen tyon periaatetta k&yttden. Kappaleen
alkutilaa merkit&an Bozlla, deformoitunutta tilaa Bq:llé ja BT:té seuraavaa

ldheistd tilaa B,:1la. Virtuaalisen ty8n yht3ld tilassa B, on (ks. [6])

X3

Kuva 1 Kappaleen B deformoituminen,

Jﬁt—:TZOdV + JﬁETZEdV - JSETZEdA : Jﬁ_u_szfd\l (1)

¢ on 2. Piclan-Kirchhoffin j&nnitys
€ on Greenin-Lagrangen muodonmuutos
p on hitaus- ja vaimennusvoimavektori

£ on pintekuormavektori

; on tilavuusvoimavektori

gu on siirtymdn u variaatio

p on tiheys

Elementtimenetelméssd siirtymid approksimoidaan lausekkeella

u = Ng, (2)

Jossa g on solmupisteiden siirtymévektori ja N muotofunktioiden matriisi.

Vasen yldindeksi 1 tai 2 viittaa tilaan 51 tai 52. Yldindeksittdm3t suureet
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kuvaavat muutosta tilasta B, tilaan B> ', esim. u = By - 15. Geometrises-

ti epalineaarisessa tapauksessa muodonmuutoksen lisdys on

1
€ = B,g + ﬁztﬂq)g * = Bilqlg (3)
jossa ensimméinen termi esittZd lineasarista Jja seuraavat epdlineaarista osaa.
Muodonmuutoksen lis8yksen variaatio on )

g = E1 g + B2 §q + 83 ég (4)

Jannityksen lisdys on likimddrin

¢~ Dg (5)

Jossa esiintyvd kimmomatriisi 12 on muodostettu tilassa 81.

Yht&lon (1) ensimmdisestd termistd tulee

J6EngdV - JGEqung : JSEqudU
_ oo T T1 1 T{aT1
- salf(8y v B, + 87008, < B, » 3 3,000 + eqT[B] gav +
’ 63Tj£§1 + 8,) oy (6)

(6):n oikean puclen kahdesta ensimmiisestd termistd muodostuy tangentiaalinen
Jéykkyysmatriisi K (Ea riippuu qg:sta) ja kolmas termi lis#&tddn sisdiseen kuor-
mavektoriin.

Yht8ldn (1) toisesta termistd tulee

J6ETZEdV

JGET 20y JaETuzgdv

1}

sa' [ onavy + 6a” [nTonov"G + sa” [nTumavd + 60T [ unav'g (7)

(7):n ensimmdisen termin integraali esittd3 massamatriisia M ja kolmannen ter-

min integraali vaimennusmatriisia C. Toinen Jja neljds termi lisit&in sisdi-

seen kuormavektoriin. '
Yht&1ldn (1) ovikeasta puolesta tulee ulkoinen kuormavektori ZQ

JsETEEdA . jngpidv - 53TJET2§dA : 59TJ@Tp2£dv - 6q'°Q (8)

Siséinén kuormavektori vastaa tilaa 51-

T1 Toe v
1 < 8y + 8 leav » n'E e s (9)

Virtuaalisen tydn yht&l8std (1) seuraa edelld esitetyn perusteella liikeyh-
talo

My o+ cg o+ Kg = Q- 'R (10)
joka on 2. kertaluvun tavallisten ep#&lineaaristen differentiaaliyhtdldiden

jérjestelms.
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Pydrahdyssymmetrisen rakenteen liikeyht&ldt

Pydrdhdyssymmetristen rakenteiden ratkaisemista elementtimenetelmdlld on
kdsitelty mm. lahteissd [7], [8] ja [19].

Geometrisesti epdlineaarisessa tapauksessa muodonmuutosten ja siirtymien
valiset yhteydet ovat [9]

2 2
B = Uiy # [u.F + V'F]/Z
2 2
By = W, , * (u,z + v,z]/z
(11)
Y .oT U, * Wiy t u,_u, v, VY,
rz z r r 'z z

cp = U/T bide) 24z

u on séateen ja v symmetria-akselin suuntainen siirtymd. Leikkausmuodonmuutok-

set ¥es Ja Y, Samoin kuin leikkausjdnnitykset Trw Ja T, cvat nollia.

©

Kédytetdédn 4-solmuista 4x2-vapausasteista isoparametrista elementtis. Elemen-

)

tin muotoa ja siirtymid approksimoidaan:samanasteisilla polynomeilla. Siirty-
mien approksimaatiot aovat

u = Ng (12)
v = Nq

missa q, ja qa, ovat solmupisteiden siirtymivektorit ja N muotofunktiomatriisi

N = [Ny Ny Ny NI (13)

Muotofunktiot ovat

Ny = (1 + E)(1 + n)/4

Ny = (1 - E)(1 + n)/4 (14)
Ny = (1 - £)(1 - n)/4

Ng = (1 + E)(1 - n)/4

zZyv A"

v

= p.U
Kuva 2 Nelisolmuinen isoparametrinen elementti.

Muodonmuutoksia laskettaessa joudutaan suorittamaan derivointi r:n ja z:n

i _ - ON .
suhteen, esim. E. = Usp 5 gn. Derivaatat saadaan kaavalla
3 3
ar ) :
£l . g-1 |8 (15)
d - d
3z) 1on)
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Jossa J on Jacobin matriisi

dr 3z M Mg
3E  BE 3 EC 1IN B

Jd = ac az| - |3V BN, || : (16)
an  an an an ) |Ta “a

Muodonmuutoksen lisdyksen variaation lausekkeen (4) matriisit ovat pybréh-

dyssymmetrisessd tapauksessa (ks. [8] tai [19])

@1 = |[aN/osr 0
0 AN/ 3
Ll (17)
aN/3z 3N/ar
N/r 0
8, = al'qig (18)
By = AlqQlG (18)
joissa
A= v 45 5 g
= ar 3r
du  3v
B v du av (0
¢z @8z 3r ar
B & & 8 =
r
G = (3N/3r 0
0 aN/3r
AN/3z 0 (21)
0 aN/3z
N/r 0

Tangentilaalisen jaykkyysmatriisin termi lausekkeesta (6) voidaan saattaa muo-

toon

By o = G '9Gg (22)

1, - (1 1
9 - Or 0 Trz J d
1 1
0 r U Trs &
! 0 16 0 D (23)
Trz z
0 1T 0 10 8]
rz Z
1
0 0 0 0 g
P
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Yksiakselisessa tapauksessa saadaan vastaavasti

1 2
€, = Usy * ?fu’x] (24)
B, = G = dN/dx (25)
A = du/dx = (dN/dx)g 7 (26)
1 1

¢ = o (27)

KONSTITUTIIVISET YHTALOT

Kimmoplastinen aine

Kimmoplastiselle aineelle, jonka mydtdehto on
flo, P, x) =0 (28)
saadaan plastisen muodonmuutoksen tapahtuessa konstitutiivinen yhtald (ks.
esim. [19])

do = D de ; (29)

— _Ep

-1

T T
5 1 neP o 0 gt
Dgp = 0 - D (52} Ggcd DIEP + {35} D(zI)] (29)

o
1
]

jossa D on kimmomatriisi ja gP mydtdlujenemiskerroin

T T
p . _ of ok y (3fy _ ,3f . (3f
EF = = {BED} {ag} {aep} {ag} (30)

Viskoplastinen aine

Muodonmuutosnopeus jaeteen kimmoiseen ja viskoplastiseen osaan

€= e+ g'F (31)

Perzynan mukaan [10] viskoplastinen muodonmuutosnopeus on

gP - Y<¢EFJ>§§ (32)

missa

<> = {F kun £ > O (33)
0 kun £ S 0

ja Y viskoosisuuskerroin.

Endokrooninen teoria

Valanis [11] on kehitt&nyt ns. endokroonisen teorian, jolla voidaan esitt&a
materiaalien plastisia tail viskoplastisia ominaisuuksia. Aineen ominaisuudet

riippuvat sisdisestd eli endokroonisesta ajasta, jonka mitta & riippuu muodon-
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muutoksista ja todellisesta ajasta

dg% = delpde kydt? (34)
P on aineelle ominainen symmetrinen matriisi. Jos Ka = 0, niin £ ei riipu to-
dellisesta ajasta. Lisdksi otetaan k3yttddn sisdinen aikamittakaava z = Z[E)

Valanis on kéyttanyt menestyksellisesti fuhktiota
d¢/dz = 1 + BE, =z = [an(1 + BE)I/B. (35)

Jénnitys-muodonmuutoslaki lausutaan integraalimuodossa, Jjoka pienten mucdon-

muutosten isotermisessd ja isotrooppisessa tapauksessa on

z
9e
s = ZJ Glz - z'JEE,dz
z
o
Z (36)
[ Kz - 2 rackk gy
Okk ; S L
8]

jossa s ja e ovat jannitys- ja muodonmuutostensorien deviaatiokomponentit.

-z

Valanis on kayttanyt K:lle vakicarvoa ja G:1le lauseketta G = Goe tai

Gq + Goe—az_ Tdssa kaytetddn yksidimensiociselle tapaukselle (36):n mukaista
yht&lsa
do = [E - ac/(1 + RE)]lde (37)

jossa vakiot o ja B ovat (ks. kuvio)

B = Et/oD , o = (E/Et - 1)8 (38)

Useampidimensioisissa tapauksissa konstitutiivinen laki on

do = D,y de
T T e
O, =0 -ag o /[(1 + BE)g {EE}] (39)
o] |

i Ey

.
89

I3

Kuva 3 Endokroonisen teorian mukaisen materiaalin Jé&nnitys-muodonmuutos-
yhteys.
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AIKAINTEGRDINTIMENETELMAT
Yleista

Numeerisessa aikaintegroinnissa ldhdet&&dn tunnetuista alkuarvoista ja py-
ritéadn toteuttamaan liikeyht&ldt jokaisen aikavdlin p3dtepistessséa.

Implisiittisissd menetelmissd aikavdlin p#itepisteessd misritettivd arvo
joudutaan epédlineaarisessa tapauksessa hakemaan iteroimalla.

Eksplisiittimenetelmissd ratkaistava arvo riippuu vain edellisista alkapis-
teistd, joten iteraatiota ei tarvita. EpZlineaarisuuden vaikutus huomioidaan
seuraavaa askelta otettaessa. T&m3 aiheuttaa sen, ett3 yleensd eksplisiitti-
menetelmid kdytettdesss, ja implisiittimenetelmien kanssa samaan tarkuuteen py-
rittaessd, joudutaan kdyttémé&n lyhyemp33 aika-askelta. Useilla integrointi-
menetelmilld on askelpituuden yl&raja, jonka ylitt&minen aiheuttaa virheen ra-
Jattoman kasvun. T&llaista menetelmd3 sanotaan ehdollisesti stabiiliksi.
Eksplisiittimenetelmdt ja esimerkiksi taaksepdindiffererenssimenetelmdt ovat
ehdollisesti stabiileja. Erd&t implisiittimenetelmdt kuten trapetsikaava ja
Houboltin menetelmd ovat ehdoitta stabiileja, mik& tarkoittaa, ettd virhe Jja
energia eivat kasva rajatta askelpituuden kasvaessa. Trapetsikaava ei tee
lainkaan virhettd energiaan. '

Taloudelliseen laskentaan ja riitt&vdn tarkkaan lopputulokseen paddsemiseksi
on edullista kdyttad vaihtuvaa askelpituutta. T&118in askelpituutta kontrol-
loidaan paikallisen katkaisuvirheen ja energiavirheen avulla. Laskenta-aikaa
voidaan lyhent&& etenkin eksplisiittimenetelmis k&ytettdesss kdytt&m&llad dia-
gonaalista massamatriisia. Pitki3d askelpituuksia kdytettdessd numeerinen vai-
mennus ja ratkaisun va&ristyminen kasvavat.

Yksiaskelmenetelmdt ovat moniaskelmenetelmid Jjoustavampia, koska ne eivit
vaadi erityistd aloitusmenetelm&d. Lis#ksi moniaskelmenetelmien kertoimet
muuttuvat askelpituuden vaihdoksen yhteydessd, joka lis&a laskutydta.

Edellisen perusteella voitaisiin sanoa, ett3 ihanteellinen integrointimene-

telma olisi ehdoitta stabiili yksiaskelinen eksplisiittimenetelms.

Keskeisdifferenssimenetelmd

Keskeisdifferenssimenetelm& [1] on eksplisiittinen. Toisen derivaatan lau-

seke on vaihtuva-askelisena muotoa

=
+

=F

0

1 2 2
. 2(a, T 44 TR T 85 E]
9 ~© 7 (40)
ho™ + hyhy

Tdmd supistuu vakioaskelisena muotoon

c.o 814 - Zqi G
Qs = h2 (41)
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Kuva 4 Keskeisdifferenssimenetelmin tarvitsemat alkuarvot.

Kun lauseke sijoitetaan liikeyht&l&8n saadaan siirtymdnlis3ykselle lauseke

L= Fy ¢ |— = Klag = =5, (a2}
At At At

Mik&li massamatriisi an diagonaalinen ovat ratkaistavat yhtdl5t erillisia.
Diagonaalisen massamatriisin kdyttd on juuri t&std syystd taloudellista eks-
plisiittimenetelmien yhteydessad. Keskeisdifferenssimenetelmd on ehdollisesti

stabiili ja sen stabiilisuusraja on hkr = 2/w, jossa w on rakenteen suurin

ominaisvdrdhdysluku.

Lineaarinen moniaskelmenetelmd
Lineaarinen moniaskelmenetelma [11, [2], [3] on muotoa

n
Lo; Qpeq-3 = R I By 8,94 (43)

Zai Ansq-i = h: & Bi 2 (44)

Uusi siirtymdn arvo lasketaan epédlineaarisessa tapauksessa kaavasta

- . .
all, = al,,+a’ (45)

jossa j tarkoittaa iteraatiokierrosta.

Kun lausekkeet (43) ja (44) sijoitetaan liikeyht&l168n, saadaan

2
a e .
0 J.d+1 _ -
{[Bmh] M+ K }q F gy it (45)
v g g - ; ;
missd rr on sisdinen Ja ¥n+1 ulkoinen kuormavektori (47)
o z o a B
F 0 Jl.J M (R TE _ Tolil. B s
Ty T [[B g 1+ 5 an "B h[z[s T [“i B }qn+1—i hBiqn+1—i}}
o o ! 0 0
Uusi nopeus lasketaan kaavasta
o 4 N
LI E;F Gnep 7 EEF Z[aiqn+1~i - hBian o) (48)
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Kiihtyvyyden uusi arvo on

o n
. _ o - 1 . _ -
Qg = E;H Qg * E;F Z[ai B hBiqn+1—i) (49)

oy Jja BD ovat integrointimenetelmists riippuvia vakioita.

oy e © On ° hqn

[ 9psq T Gp * hqn+’]
. = - + 2h

™2 anyq =-[8a,,, - 4a, + q _,V/

TD3 9h+1 T [11qn+1 B 18qn ¥ gqn+’l 2qn~2]/Bh

TR Qeq = ZIqn+1 = qn]/h - q, (50)
» B _ _ 2

I neq 7 2[qn+’l "9 * a4 A5-217h

ED = eteenpdin differenssi

TD = taaksepdin differenssi

TR = trapetsikaava

H = Houboltin menetelms

Muita integrointimenetelmi3

Runge-Kutta-tyyppiset integrointimenetelmit ovat erittain tarkkoja ja so-
veltuvat aloitusmenetelmiksi. Ohjelmassa an kdytetty Runge-Kutta-Nystrém-me-
netelmdd aloitusmenetelmdnd [4] ja [5]. Newmarkin B-menetelmd ja Wilsonin
6-menetelmd ovat kdytdnntllisis, koska ne voidaan ohjelmoida yhtenevasti Jja
integrointimenetelmdn ominaisuudet muuttuvat parametrien g, vy ja 6 muuttuessa.

Muunmiassa tunnetut ohjelmat Nonsap ja Adina kayttévat ndits menetelmiy.

Newmarkin B-menetelmin /&/ ja /7/ siirtym3 ja nopeus ovat

. 1 - 5 2

On+q 7 9y * aph + [z - BIG_ + BG ,,1h (51)
g = Gp * LU0 - VE + vh Th (52)
Yy = % B =0 menetelmd on keskeisdifferenssimenetelms

" B = 1/6 lineaarinen kiihtyvyysmenetelm3s

" B = 1/4 trapetsikaava

Wilsonin B-menetelméssd /6/ ja /7/ on kiihtyvyyksien v§1i113 yhteys
.. e 8. (53]
Qi+e = qi * eqi+1

Kun téma sijoitetaan lineaariseen kiihtyvyysmenetelm&n kaavaan saadaan nopeu-

deksi ja siirtyméksi

)
el
.

. < . + - == hY (54)
9net1 = 73709049 7 9p) L1 )hg

D
N
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I o . ks _ 1.k
O+t o3 Goeg * (1 - —gla, + (1 ?]qnh (1 -5z 4, (55)

Wilsonin 8-menetelmd on ehdoitta stabiili, kun 8 > 1.37 yleensd kdytetd&n ar-
voa 8 = 1.4. Mik#li 8:n arvo pannaan suureksi kasvavat seki ratkaisun va&ris-
tym& ettd numeerinen vaimennus. )

Newmarkin menetelmissd y = .15 ja B = .25 eli trapetsikaava on myds ehdoit-
ta stabiili ja lisdksi trapetsikaava ei tee lainkaan energiavirhettd. Stabii-
liusehto p&tee yht&ldryhmille, joiden jaykkyys pysyy vakiona tai kasvaa ajan
mukana. Yhtéloryhm&t, joiden j&ykkyys pienenee, ovat yleensd ehdollisesti

stabiileja.

SOVELLUTUKSIA

Yksivapausasteinen varidhtelija

Yksivapausasteista vérdhtelijdsd on

N
kdytetty esimerkkina, jonka avulla on N
vertailtu eri integrointimenetelmien § 3(“
ominaisuuksia. Esimerkki on l&hteestd A
[167]. Kuva 5 Yksivapausastevardhtelij&.
M = 2.5
K = 9860
.~ 750

o(t) = 100G(1.- %)

Epé&lineaarisessa tapauksessa kuorma ja myidtdraja ovat 10-kertaiset.

o _= 7500
m

o(t) = 10000(1.- %J

Viskoplastisessa tapauksessa muodonmuutosnopeus on laskettu kaavasta

& 3
E\/p = 40[65 -

Endokroonisessa tapauksessa ovat materiaalivakiot
Et = 98.6
E = 9860
o 133
B . 133

n

Integrointimenetelmien kdyttdmd laskenta-aika

Vertailut on suoritettu Univac 1108 tietokoneella.
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Menetelmd  materiaali ajoaika/askel suhde

CD PL . 265 1
TR Pl .861 3.3
H PL 777 2.9
W PL + BT 2 w3
R-K Pl 1.07 4.0
CD VP .34 1
H VP .90 2.6
CD EK « 283 1
TR ) EK .829 2.9
CO = Keskeisdifferenssimenetelmd (Central Difference)
H = Houboltin menetelms

= Wilsonin 8-menetelms
R-K = Runge - Kutta-menetelmd
TR = Trapetsikaava

Iskuaallecn eteneminen sauvassa

Probleemaa on ké&sitelty 1&hteissd [12], [13], [14) ja [15]. Kimmoisen

pitkittdisaallon etenemisnopeus aksiaalisessa tapauksessa on teoreettisesti

v = YE/p (56)
Plastisessa tai viskoplastisessa aineessa pitkitt&isaalto etenee nopeudella

v = Y(do/del)/p (57)

p on aineen tiheys.

Teoreettisesti sucrakaideaalto kulkee sauvassa kuvan 7 mukaisesti.

o =
X

=V

Kuva B Suorekaiteen muotoisen jénnitysaallon eteneminen 3) kimmoisessa,
b) plastisessa, «c¢) viskoplastisessa aineessa.

Ratkaisua approksimoidaan sek& ajan ettd paikan suhteen polynomeilla. Polyno-
mit ovat epdjatkuvia elementtien rajalla ja aikaintegroinnissa valin alku- ja
loppupisteissd. Laskentaa nopeuttava massan diagonalisointi on ep&tarkempi

kuin konsistentti massamatriisi, kun askelpituus on sama.
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(
<V

a) b)

Kuva 7 Numeerisen integroinnin aiheuttama hdiridaalto a) aaltorintaman
eteen bl aaltorintaman p&dlle.

Konsistentti massamatriisi aiheuttaa hiiritaallon aaltorintaman eteen ja dia-
gonaalimassamatriisi aaltorintaman p&ille (kuva 7).

Iskuaallon etenemistd on verrattu seuraavan esimerkin avullsa

E = 200000 N/mm2 Ve = 5846 mm/s

E = 50000 N/mm2 V. _ = 2.5E+6 mm/s
P > 4 Ep 5 5

P = 8.E-9 Ns%/mm e = 4p(L -1)

vp am

L = 2000 mm (sauvan pituus) o = 750.

i = 20 mm (elementin pituus) R = 250,

o, = 200 N/mm”

Eri materiaalilakeja noudattavien lierididen t8rméys jaykk&an alustaan

Lierid on esimerkeissd jaettu 20 elementtiin. Sauvaelementin tapauksessa
on kdytetty kuutiollista Hermiten polynomia ja pydrdhdyssymmetrisessd ta-
pauksessa 8-vapausasteista Lagrangen tyyppist3 elementtis,

Ja8ykdn alustan tapauksessa on rakenteen alap3&ssd ehdollinen reunaehto

A

0 kun u. 1]
1

uy, = (58)
Ui kun Ui

[AVS
o

i kdy 1&pi kaikki alustaan mahdollisesti koskettavat vapausesteet.

Kappaleen iskeytymistd on ké&sitelty esimerkiksi l&hteissa [17] ja [18].
Kimmoisen alustan tapauksessa voidaan yhteensopivuusehdot térméyksen tapahtu-
misesta irtoamiseen saakka mddritelld kahdella tavalla.

Yksinkertaisin otaksuma on ettd alusta ja sylinteri erillisin kappaleina
laskettuina siirtyvdt kummankin rakenteen reunaehtonurkkien summan puolikkaan

verran kullakin askeleella.

u = (ui + uj)/Z (59)

jossa 1 ja j kdyvdt 1&pi vastaavat reunashtovapausasteet. Jos vaaditaan 1i5=
kemadran sdilymistd reunaehtovapausastsille ehdoksi nopeuksille ja samoin mas-
salla painctettua kiihtyvyyttd kiihtyvyyksille, edellisen ehdon lisdksi, an.

tulos tarkempi.
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0 o= [Miﬁi + MJ.&J.]/[Mi + Mj] (60)

u o= [Mihﬁ + Mjhgl/[Mi # Mj] £61d

Kuvassa 10 kimmoinen sauva irtoaa hetkeild .155E-3 alustasta jJa ladhtdnopeus

on sama kuin tulonopeus. Muita materiaalilakeja noudattavat lieritit kulutta-

vat osan energiasta pysyviin muodonmuutoksiin ja siten irtoamisnopeus on pie-

nempi ja myds irtoamishetki my&hempi kuin kimmoisessa tapauksessa. Myds muu-

alla kuin sauvan alapdédssd on tapahtunut plastisia muodonmuutoksia. T&m3 na-

kyy eri pisteiden v&lisist3d eroista irtoamishetken jélkeen.

Kuvassa 11 on verrattu annettujen vapausasteiden vaikutusta ratkaisuun. Py&-

rdhdyssymetrisessd tapauksessa tapahtuu myds sdteen suuntaista siirtymi&i.

Pybrdhdyssymmetrisessd tapauksessa ei nopeudella 12 m/s tapahdu juuri lain-

kaan plastisia mucdonmuutoksia ja nopeudella 15 m/s ei viskoplastinen ratkai-

su eroa havaittavassa m&8rin kimmoisesta ratkaisusta kun Yy = 40. ja N=5., Ku-

va 12.

Irtoaminen jéykdstd alustasta kestdi kauemmin kuin kimmoisesta alustasta.

Kuvassa 13 on verrattu sylinterin irtoamista kimmoisesta ja Jjéyk&stad alustas-

ta. Esimerkkejd vertaamalla havaitaan my8s, ett#d suuremman tulonopeuden omaa-

va kappale irtoaa alustasta nopeammin.

SYMBOLLUETTELDO
a jénnitys
£ muodonmuuto

u,v siirtymia

paikkaderivaatta
aikaderivaatta

u:n variaatio
materiaaliominaisuusmatriisi
vaimennusmatriisi
massamatriisi
Jaykkyysmatriisi
muotofunktiot

hitaus- ja vaimennusvoimavektori

u

8

D

C

M

K

N

P

t pintakuormavektori
f tilavuusvoimavektori
o) tiheys

U vaimennuskerroin

q nurkkasiirtymi

R sisd&inen voimavektori
J Jacobin matriisi

N kuormavektori

E

kimmokerroin
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1000 mm 1000 mm X

Kuva 8 Iskun muoto ja pituus.

34

KiIMMOINEN MUODONMUUTOSNOPEUS
YISKOPLASTINEN MUODONMUUTOSNOPEUS

x"

PLASTINEN MUONMUUTOS -
NOPE
-3 1L PLASTINEN AALTO
m
VISKOPLASTINEN AALTO
KIMMOINEN AALTO
Pt ¥ TARKKA KIMMOINEN AALTO
Kuva Sa Jannitysasalto aksiaalisessa tapauksessa hetkelld 2.E-4s. Eri mate-
riaalien vaikutus j8nnitysaaltoon sekd muodonmuutosnopeuteen. (Muo-
donmuutosnopeuden kuvaajisssa on hdiridt poistettu.).
34
PLASTINEN JANNITYSAALTO
— -
X
VISKOPL-ASTINEN
MUODONMUUTOS
"
-3m \\ 7 "PLASTINEN JANNITYSAALTO
\\ <\ 1swopL
S / ASTINEN JANNITYSAALTO
KIMMOINEN JANNITYSAALTO
s \/:—KWEM(JJNEN TARKKA RATKAISU
el PLASTINEN MUCDONMUUTOS

Kuva 8b Jannitysaalto aksiasalisessa tapauksessa hetkelli 4.E-4s. Eri mate-
riaalien vaikutus j&nnitysaaltoon sekd plastiseen muodonmuutokseen.
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lv=12m/s

L a=9.80665m/s2

NI

_ JAYKKA ALUSTA N
REUNAEHTO,U={URSRH;O

E =210000 NAnm?

P1
3=300 N/mm? K]
¢ =7.85E-9 Ns2/mm* VP1

L =400mm

|H=1550E-3

Kuva 10

Pz.H
EK3

VP2
VP3
VP4
EK&

Kimmoinen
plastinen

viskoplastinen

]

\—'
K
p
VP
VP
<<:f;, EK= endokrooninen

Eri materiaalilakeja noudattavan sauvan tormdys jdykk&8n alustaan.
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¥ E =210000N/mm2 AKSISYMMETRINEN
Al lv 3:=300 N /mm? ELEMENTTI
$ =785E-9Ns2/mm*
L =400mm
L *u R =60 mm
34 v =12m/s
a =980665m/s2
3
b2 1/4
1 ' SAUVAELEMENTTI
13,4
I T
1.5 2.E-L 3.E-4
3
3
%
I

Kuva 11 Aksiaalisen ja pydrédhdyssymmetrisen ratkaisun ero kimmoisessa

tapauksessa.
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R_ K
=& VP P1
4
l y=15m4e
L(3 }3:9.80665m/s
P3
Py
Z
A= oz
"

E =210000N/mm?2
ém=300N/mﬁﬁ

§ =785 E-9Ns2/mm¢
L =400mm

R =60mm

P - P

Kuva 12

T T 1 -
1E-L 2 E-4 3.E4 ¥

3 K =kimmoinen

VP=viskoplastinen
/ (lahes kimmoinen)
¥=40 N=5
3 P =plastinen
A

Eri materiaalilakeja noudattavan sylinterin tormdys jaykk33n alus-
taan.
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ud R

" 31
lv=20m/s
ia=9.80665m/52 Al
L zl
LT
o T KIMMOINEN
ALUSTA
E =210000N/mm?2
3m=300N/mm?
§ =7.85E-9Ns2/mm*
L =400mm
L7=80mm
R =60mm
JAT -
e 2E-4, t
KA1
JA2 KA=kimmoinen alusta
JA=)jaykka alusta
KA?Z
A3
KA3
Kuva 13

Kimmoisen terdslieritn t&rmdys jiykk3&n ja kimmoiseen alustaan.
KA = kimmoinen alusta, JA = jaykkd alusta.
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