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YHTEENVETO: J3&n virumista k&sittelevdn kaksiosaisen artikkelin II osassa
luodaan aluksi katsaus Helsingin teknillisen korkeakoulun Rakennetekniikan
laitoksessa suoritettuihin j&3n lujuuskokeisiin, p&dasiassa virumiskoejérjes-
telyyn ja -tuloksiin. Mitattujen muodonmuutosten pienuus johtuu koej&an hy-
véstd laadusta sek3 valitusta kuormitussuunnasta (c-akselin suunta). Saatui-
hin virumiskoetuloksiin on testattu neljdsd eri virumismallia. Sovellutuksia
varten on muodostettu potenssimalli, jonka avulla on laskettu stasttisia jaan-
paineita muutamassa yksinkertaisessa tapauksessa. Esimerkkilaskelmissa saa-
tuja paineita on verrattu Saimaan kanavan j&&lle aiemmin muodostetun mallin
antamiin tuloksiin sekd luonnossa tehtyihin mittauksiin.

JOHDANTO

Sekd j&&n erilliskiteen ettd monikiteisen j&&n mekaanisia ominaisuuksia on
tutkittu runsaasti. Tutkimukset ovat kuitenkin p&&asiassa olleet lyhytaikaisia
puristus- ja vetokokeita laboratorio-olosuhteissa sekd luonnossa suoritettuja
jAdpeitteeseen sahattujen ulokepalkkien taivutuskokeita, Varsinaisia pitké-
aikaisia virumiskokeita on tehty jokseenkin vahan.

Erilaisten j&aikuormien teoreettisia tarkasteluja on kirjallisuudesta 1dy-
dettadvissi sangen niukalti. Varsinkin viskoelastisuusteorian tarjoamia mah-
dollisuuksia staattisten j&&kuormien arvioinnissa ei ole aiemmin kdytetty hy-
vaksi.

Taman artikkelin II osan tarkoituksena on esitelld muutaman yksinkertaisen
esimerkin avulla j&&npaineiden laskemista. Menettelytapa on sovellettavissa

mutkikkaampiinkin probleemoihin esim. elementtimenetelman avulla.

JAAN LUJUUSKOKEET

Kaikille j&&kokeille on ominaista koetulosten suuri hajonta. T&md selittyy
kokeissa vaikuttavien tekijtiden runsaudella: kuormitusnopeus, koel&mpdtila
ja suhteellinen kosteus, koej3an kiderakenne (myds kdytetyn veden kemiallinen
koostumus), j&&n l&mpdtila- ja muodonmuutoshistoria (koekappaleiden valmistuk-
sessa muodostuu jA3h&n jannityksid sekd muodonmuutoksia) ja koekappaleen koko

(skaalaefekti). Merija&tsd tutkittaessa tuloksiin vaikuttaa myds suolaonkaloi-
den runsaus sekd j&dan ika.



Htkk:n virumiskokeet

Helsingin teknillisen korkeakoulun Rakennetekniikan laitoksessa aloitettiin
vuonna 1971 erilaisten ja&kuormien ja j&&n mekaanisten ominaisuuksien tutkimi-
nen. Koska ja3an lujuuden, muodonmuutosten, liikkeiden ja kuormitusten tutki-
minen edellyttdd myds j&&n termoviskoelastisten ominaisuuksien selvittamista,
katsottiin tarpeelliseksi muodostaa j&&n termoreologisen kdyttdytymisen kuvaa-
miseksi matemaattinen malli laboratoriokokeiden perusteella. Seuraavassa esi-
tetdan lyhyesti kdytetty koejdrjestely sekd muutamia koetuloksia. /5/.

Kylmi vesijohtovesi l&mmitettiin 333 K:iin ilmapitoisuuden vahentdmiseksi
ennen j&adytystd, joka tapahtui 263 K:n l&mpStilassa. J&&dytysastiat oli
eristetty seks pohjasta ettd reunoiltaan (kuva 1), jotta veden j&&tyminen ta-
pahtuisi luonnonmukaisesti pinnalta alaspdin. N&in varmistettiin kiteiden c-
akselin suuntautuminen vaakasuoraan, jossa suunnassa lopulliset lieridmaiset
(korkeus 160 mm, halkaisija 75 mm) koekappaleet 'lampdporattiin' vastuslangan
avulla (kuva 2). Koej&in tiheydeksi saatiin vuoden 1976 koesarjasssa noin
918 Kg/ma. Koekappaleiden kuormitus kiteen c-akselin suunnassa tapahtui vipu-
laitteella (kuvat 3 ja 4) ja muodonmuutoksen mittaus suoraan koekappaleesta
induktiivisen anturin avulla kuvan 5 mukaisesti. Mittaustulokset rekisterdi-
tiin tietyin aikavdlein reiké&nauhalle. Lopulliset koekdyrat saatiin suoraan
tietokoneeseen kytketylld piirturilla.

Vuoden 1976 koesarjassa (yhteensd 106 virumiskoetta)

koelédmpdtiloina oli
271 K, 268 K ja 253 K. Kuormitustasoina k&ytettiin 0,1 MPa, 0,2 MPa, 0,5 MPa

Kuva 1 Veden j&adytysastiat. Kuva 2 Koekappaleen 'lémpdporaus’.
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Kuva 4 Kuormituslaitteen periaate- Kuva 5 Muodonmuutoksen mittausjérjestely.

piirros.

ja 0,7 MPa sekd kuormitusaikana p&dasiassa 24 tuntia, jonka valintaperusteena
o0li normaalin vuorokausirytmin aiheuttaman j&&n l&mpdlaajenemisen synnyttamien
kuormitusten kestoaika. Alhaiset j&nnitystasot valittiin silld perusteella,
ettd luonnossa mitatut staattiset j&d&npaineet ovat suuruusluockaltaan 0,1...1
MPa. L&mpdtila-alueet m8&drdttiin sellaisiksi, ettd eri muodonmuutosprosessit
(vrt. osa I /6/ siv. 42) kavisivdt hyvin ilmi.
Kokeissa saadut alkukimmokertoimet, jotka vastaavat 1...2 s:n muodonmuu-
toksen arvoja kuormituksen alkamisesta, on merkitty pistein ndkyviin kuvaan
6, jossa on kuvattu Bogorodskiin /2/ saamat arvot kahdelle j&&n eri tiheydelle.
Kuvassa 7 on esitetty tyypillisid virumakdyrid ladmpdtilassa 263 K ja jan-
nitystasolla 0,5 MPa. Koetulosten hajonta on melkoinen, kuten kuvasta nah-
dédadn. Ja&nnityksen vaikutus virumaan lampdtilassa 271 K ilmenee kuvasta 8
ja lédmpdtilan vaikutus jdnnitystasolla 0,3 MPa kuvasta 9, jossa esitetyt

kdyradt perustuvat Htkk:ssa vuonna 1973...1974 tehtyihin kokeisiin.
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Kuva 6 Alkukimmokertoimet Bogorodskiin Kuva 7 Tyypillisi& virumisk&yrid
mukaan /2/. Omat mittaukset on (T=263 K ja 0=0,5 MPa).
merkitty pisteilla.

10 T ou
el 0.7
0.5
1T=271K; o=0.31 MPa
1 2T = 268 K; o = 0.32 Mpa
0.2 3T =261K; 0 =0,32MPa
4T =248 K; o = 0.32 MPa
= 0.1
1w —
107
|
|
_- | | ,
! 162 ) \ 10 th) 1 4 8 12 16 20 24 t[h]
Kuva 8 Jannitystason vaikutus viru- Kuva 9 Lampdtilan vaikutus virumaan.

maan (T=271 K).

Kuvia 8 ja 89 vertaamalla havaitaan virumassa suuri ero, joka
Jjohtuu paitsi mittaustekniikan paranemisesta niin my&s j&&-
laadun erilaisuudesta.
Jadnnitystasoilla 0,7 MPa 1lémpottiloissa 271 K ja 268 K
tapahtui useissa kokeissa virumismurto, jolloin koekappaleen
muoto muuttui kuvan 10 mukaisesti. Kuva 10 Koe-
kappaleen vi-

HTKK:n murtokokeet mismurto.

Tehdyn virumiskoesarjan ohella suoritettiin myG6s muutamia murtokokeita koe-
jdadn murtolujuuden suuruusluokan m&&rittédmiseksi. Kokeita tehtiin 1&mpétilois-
sa 268 K, 263 K ja 253 K kuormitusnopeutta varioiden. Kuvassa 11 on esi-
tetty saadut murtolujuudet hajontoineen murtocajan funktiona. Suurimmat 1lujuus-
arvot saatiin 263 K:n 1lampdtilassa. L&mpétilan laskiessa j&& muuttul sel-
vdsti hauraammaksi ja kdytetyilld kuormitusnopeuden arveoilla saavutettu murto-
lujuus oli yll&tt&vén pieni. Maserin /7/ saamat tulokset on vertailun vuoksi
esitetty kuvassa 12. Kuvaan 13 on koottu havaitut koekappaleen murtumistavat,

joista tapaukset b ja d olivat selvdsti yleisimmat.
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Kuva 11 Murtokoetulokset hajontoineen Kuva 13 Koekappaleiden murtumistavat.
kuormitusajan funktiona.

Muutamia muita j&&n fysikaalisia ominaisuuksia

Jaén fysikaalisten ominaisuuksien osalta viitataan l8hteeseen /3/. Seuraa-
vassa esitetddn vain sovellutusten kannalta tarpeelliset arvot.

Jaan tiheys

p = {917,0 + (273-T) =t} ke/m® (1)
J&an lampGpitenemiskerroin

a; = 5...6 x 1075 1/K (2)
J&&n Poissonin vakio

vj = 0,01 7T - 2,23 ; Te€[243 K, 273 K] (3)

JAAN VIRUMISMALLIT

Vakioldmpdtilassa virumisfunktio D m&&ritellddn seuraavasti
elt, T .o )
o(t, T, o) =—-"2"52 ., (4)

o e]
l]D

Suoritetuissa kokeissa on kuormitus ollut vakio j&nnityksen muuttuessa koekap-
paleen poikkipinnan muodonmuutosten vuoksi. T&md ji&nnityksen vaihtelu on kui-
tenkin niin v&hd&inen puristettaessa j&&lierititd pienilld kuormilla, ettd yh-
tdldd (4) voidaan soveltaa sellaisenaan saatuihin koetuloksiin.

Kuten t&mé&n artikkelin I osassa todettiin, voidaan monikiteisen j&&n muodon-
muutos ennen tertiaarista virumisvaihetta esittdd Cottrell-Aytek”in yht&dl&lla
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€(t,T,0) = € (T,0) + B(T,0)t" T+ 4 & (7,0)¢, (5)
jolloin virumisfunktioksi saadaan
BIT ,06 ) n(T.,0) E.(T.,0)
N 1 o' o o' o s 'n’ o
D(t'To'oo) TETT Y a_ £ teeeg—— ko (6]
[+] o s ] o]

Alhaisilla jannitystascilla ja kuormitusajan ollessa lyhyt voidaan sekun-

daarinen viruma jatt&a huomiotta. N&in p&&dytda&n malliin

n(Ty,0,)

D(t, T .0.) = AT ) + B(T_,0 )t (7)

Yhtd1l8n (6) sekundaariviruman nopeudelle on artikkelin I osassa esitetty
muutamia yleisimpid malleja {yhtdlst (5), (6) ja (8)).

J&3n virumisen on useissa kokeissa todettu olevan jannityksen suhteen epé-
lineaarinen etenkin sekundaarisessa virumisvaiheessa. Mallin (7) on sitdvas-

toin havaittu olevan lievdsti epdlineaarinen.

Koetuloksiin testatut mallit

Htkk:ssa tehdyn koesarjan /5/ tuloksiin testattiin neljdd mallia.

Yhtdlén (7) mukainen malli oletettiin j&nnityksen suhteen lineaariseksi

nl(TD]
D(t.TO,OO) = al(TO) + bl(TD) t . (8)
Metallien virumista tutkittaessa on usein kaytetty Kelvin-Voigt~“in mallia
n2(TO]t
D[t.TO,OO] a2(T0) - b2(TO) e , (9)

joka on myts jannityksen suhteen lineaarinen.

Kolmantena mallina testattiin M&kel&isen /8/ muoveille kehittd&mdd virumis-
mallia
log D(t.TO.OO) = a3(T0,00) + b3(TO.OD] x arsinh [log (n3(T0'00] t]] s (10)
joka voi olla epdlineaarinenkin jannityksen suhteen.

Nelj&ntend mallina tutkittiin klassinen Andraden potenssimslli, jolloin
yhtéléssa (8) ny 1/3.

Kunkin mallin sopivuus koepistejoukkoon testattiin pienimmén nelidsumman
menetelmidsd soveltaen /9/. Kaikille koesarjan kokeille kukin malli laskettiin
erikseen. Taulukossa 1 on esitetty eri mallien hyvyys kdyttden kriteerind nk.

suhteellista keskihajontaa

. 2
K E D, (t;) - DLt TY)
S r T k=T D (t.,T)

. m 1 [s]

1/2
. (1)

i=1
Taulukosta nahd&an selvdsti, ettd Mikeldisen malli (10) kuvaa parhaiten koe-
pistejoukkoja. Malli (8) on ldhes yht& hyvd etenkin alhaisilla jannityksen
arvoilla. Kelvin-Voigt“in malli (9) ei sitd vastoin sovellu kovinkaan hyvin

j83n virumisen kuvaamiseen ja Andraden malli on t3ysin soveltumaton saatuihin

koetuloksiin.



MALLI (8) MALLI (9) MALLI (10) ANDRADE
_ T KORELTOEH| _ - - B
[kl Jo[MPal| LKM s.[%] s [%] 5, [%] 55[6] LP[GJ ss[z] Sr[s] s [%]
271 0.1 4 10.11 4.16 | 17.54 7.26 |12.28 2.79] 26.71 | 16.39
0.2 10 12.51 [ 11.12 | 13.48 5.90 8.10 4,98 | 47.20 | 47.83
0.5 9 13.77 | 12.01 | 28.44 | 19.23 9.37 5.70| 79.63 | 75.16
0.7 3 13.73 | 11.44 | 66.90 | 14.55 7.89 1.34 |103.76 | 59.07
268 0.1 7 5.41 3.56 | 11.46 6.54 | 11.33 6.32 | 32.16 | 15.44
0.2 7 7.61 7.85 | 24.52 8.65 5.58 3.86 | 34.58 | 36.14
0.5 7 3,99 2.38 | 18.34 5.02 65.81 6.02 | 23.62 | 35.78
0.7 11 22.68 | 38.52 | 24.12 [12.02 [15.51 6.36 [104.54 | 53.78
263 0.1 10 2.71 1.32 7 .56 2.95 6.14 2.47 1 13.03 6.47
0.2 7 13.83 | 1C.43 | 22.93 9.28 5.77 2.83 ]| 30.52 | 23.10
0.5 12 8.87 7.22 | 20.34 | 12.73 6.37 4.29 | 27.10 | 39.11
0.7 7 9.55 7.64 | 15.06 | 13.55 B8.54 3.68 | 43.82 | 60.48
273 0.2 4 10.51 5.84 | 10.26 65.60 9.56 4.36 | 25.33 | 16.91
0.5 4 13.34 7.25 1 12.14 2.79 |14.79 5.50 | 77.47 | 41.45
0.7 4 15.40 | 10.84 | 21.29 [11.72 |13.30 5.03]192.98 | 85.45
Taulukko 1 Testattujen mallien hyvyys. és on suhteellisen keskihajonnan

(11) keskiarvo ja S5 vastaava hajonta.

Sovellutuksissa kaytetyt mallit

MyBhemmin esitettdvat sovellutukset on laskettu yht&l6n (8) mukaisella mal-
lilla. Lopullisen mallin muodostamiseen kdytettiin koesarjasta ainoastaan
niitd tuloksia, joiden virumisaika on ylitt&nyt 20 h ja jotka kdyrdkohtaisen
mallianalyysin perusteella ovat hyvdksytt&vid. Tehtyjen rinnakkaiskokeiden
keskiarvok8yrat [Dnm] jénnitystasoittain ja l&mpdtiloittain on esitetty ku-
vassa 14. Rinnakkaiskokeiden lukum&&rd vaihtelee kahdesta yhdeks&in. Yhteen-
sd kokeita hyvdksyttiin lopullisen mallin muodostamiseen 59 kpl.

Kuvasta 14 ilmenee j&lleen koetulosten suuri hajonta. Olettamalla virumi-
nen lineaariseksi j&nnityksen suhteen saadaan la&mpttiloittain lopulliset viru-
misk&yrat Dl (2=1...4), joille on pienimmé&n nelidsumman keinolla m&3ratty
malliparametrien a1(TD) ja b1(TD) arvot. Laskennassa on kdytetty 88 koe-
pistettd, jotka ovat jakaantuneet tasan 1log t:n suhteen.

Eksponentin ny todettiin olevan riippumaton sekd la8mpdtilasta ettd jénni-
tyksestd ja sen arvoksi saatiin 0,491 laskemalla kunkin erillisen koekdyra-
mallin eksponentin keskiarvo (hajonta 0,155). T&ssd yhteydess&d on syytd tode-
ta, ettei muita parametreja voida yhdistda erillisten koekdyramallien paramet-
reista, koska ne ovat osittain toisistaan riippuvia.

Kuvaan 15 on merkitty kussakin l&mp&tilassa saadun koekdyran (Di kuvassa
14) mallin parametriarvopisteet. Kaytettyd mallia testattiin kolmella erilai-
sella tavalla. Pisteet (x) kuvaavat tapausta, jossa parametrit a, ja b1
ovat molemmat vapaat haettaessa virheen minimid. Pisteet (*) on laskettu kiin-
nittdmdlld parametri a, kokeissa havaittujen alkukimmokertoimien (kuva 6)
perusteella. Kolmantena vaihtoehtona on parametri a, kiinnitetty Bogorods-
kiin (kuva 6) saamien Eo—arvojen perusteella.

Koska eksponentti n on vakio, voidaan j&&n virumismallin l&mp&tilariip-

1
puvuus esittda parametrien a, Jja b1 avulla. Mittauslampdtilojen vahyyden
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lampttilariippuvuus ja sen TéebySev-approksimointi.



vuoksi on riittdvé3 esitt&d parametrien l&mp&tilariippuvuus lineaarisena app-
roksimaationa (kuva 15). Linearisointi on suoritettu T&ebySev-approksimoin-
nilla /10/:

- DOlkoon f(x) md&ritelty diskreetissd joukossa X. Jos X:ssd on tdsmdl-

*
leen n+1 pistettd, saadaan approksimaatio L(A »x4)  yhtaldryhméstd

* i
LA ,x.) =~ Fflx,) = (-1)" d ; . (12)
i i
i = 1...n+1
X < Xy <aea <X,
x; € X
sill8 parhaan approksimaation tulee alterncida n kertaa X:ssi. |[d| on
f(x):n parhaan X:s8sd olevan approksimaation deviaatio.

- Jos X:ssd on pisteitd enemmdn kuin n+1, niin haetaan paras approksimaatio
kaikissa (n+1):n pisteen osajoukoissa ja valitaan se, joka antaa suurim-
man deviaation.

- Kaytettdessd lineaarista approksimaatiota
*
L(A ,x) = A + Bx (13)

tarvitaan parhaalle approksimaatioclle kolme pistettd (n=2).
Sovellutuksia varten muodostettiin kaksi mallia. Malli 1 on matemaattises-

sa mielessd hyvd, koska seka a, ettad b1 ovat vapaita parametreja. Malli 2

on fysikaalisessa mielessd hyvd, silld parametri a on kiinnitetty todettujen

1
alkukimmokertoimien perusteella. Mallien 1 ja 2 parametrien lampétilariippu-
vuudet ovat

-6 -6

a, = -336,62 x 1072 + 1,6278 x 1076 T
@} (14)
b, = -3,5624 x 1077 + 15,394 x 1076 7
o -6 -6
® a, = -502,20 x 10°% + 2,3667 x 1078 7 (15)
b, = -3,4889 x 107> + 15,067 x 10°° T

T € [253 K, 273 K)
[D] = 1/MPa ; [t] = h

Kolmantena tapauksena sovellutusesimerkeiss# on kdytetty vuonna 1973...1974
Htkk:ssa suoritettujen tutkimusten perusteella Saimaan kanavan j&&dlle kehitet-
tyd virumismallia /4/, jossa eksponentti n, = 1/3 ja muiden parametrien lam-
potilariippuvuudet (kuva 15) ovat

6
®

+3,6735 x 1070 71

+ 25,510 x 107° T,

a; = -792,18 x 10°

b, = -5,1053 x 1073

Mallien 1 ja 2 ero on p&3asiassa alkukimmokertoimessa, joten virumisajan
kasvaessa molempien mallien antamat tulokset yhtyvat kuten myShemmist3 esimer-
keistd havaitaan. Malli 3 sitdvastoin eroaa huomattavasti muista. Ta&m3 joh-

tuu siitd, ettd luonnonj&i on lujuusmielessd heikompaa kuin laboratoriossa



valmistettu tdysin ilmaton j&a. N&in ollen voidaan mallin 1 antamia tuloksia

pit&d8 kdytd&nndn probleemojen ylalikiarvoina.

SOVELLUTUKSIA

Staattisten j&dkuormien sovellutusesimerkkeind esitetd@&n seuraavassa kolme
erilaista tapausta, joissa j&&npaine aiheutuu lampdtilan muutoksesta johtuvas-
ta lédmpdlaajenemisesta /1,4/. J&a&npaineen ratkaisu suoritetaan numeerisesti

trapetsikaavaa soveltaen.

Numeerinen integrointi

Yksinkertaisissa tapauksissa j&anpaineita laskettaessa on paine p(t) rat-

kaistava lausekkeesta

t

J (Dj[t—TJ + ACL)D, (t-T)] b(1)dt = B(t), (17)
)

jossa jd&n virumisfunktiota merkit&én Dj:llé ja ja&ata rajoittavan materiaa-
lin virumisfunktiota DS:llé. Ajasta riippuvat termit A ja B kuvaavat
reunaehtoja sekd materiaaliominaisuuksia. VYhtalddn (17) p&adytdan suoraan so-
veltamalla lineaarisessa viskoelastisuusteoriassa p&tevd&d Bolzmannin periaa-

tetta, jonka mukaan muodonmuutos on

t
e(t) = [ D(t-1) &()dr - (18)

Yht&l6n (17) ratkaisu trapetsikaavalla tapahtuu seuraavasti:

- Trapetsikaavan mukaan

*n X0TXo 11 n-1 1
J fi{x)dx = o [7 F(xo) + Z F[xk] s f(xn] ; n e N, (19)
x n=1
s}
Jos nyt merkitdén
K(t-1) = Dj(t—T) + A(t) Ds[t-r), (20)
niin yht&18 (17) saadaan muotoon
t
J K(t-T) p(T) dT = B(L) . (21)
&
A Jakamalla integrointivali [0,t] n:&&n
P osavaliin 16 mukaisesti saadaan
T = iat ;3 t = nat . (22)
I .
| p(1)
._,_J -t, T

0 At ‘ll=iAt t=nAt
Kuva 16 Paineen aikaderivaatan diskretointi.
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Ottamalla kd8yttddn lyhennysmerkinndt

p; = plT) = p(iat)

K _+= K(t-1) = K(n-1i)At (23)
n-1

B = B(t)
n

ja merkitsemdlld paineen aikaderivaattoja

.= . Pq7Pg
g = PLO) = =53
Paga = ps
PR _omitl i-1 (24)
by = Bl0) = ——pp——
p_-p
P _ B sl
Py = PLE) At

saadaan sijoittamalla yht&ld6n (19)

x =0; x_.=t; x-=T1
° " (25)
flt) = K(t-1) p(1)
paineen ratkaisemiseksi yht&ld (21) muotoon
1 . 1
At (7 Kn Po kz1 Kn—k Pk " 2 Ko pn} =B e (28)
Paine Ph voidaan nyt laskea iteratiivisesti yht&1ldstd
n-1
P (27)
Pn = T ; n €N,
jossa on kdytetty merkintdja
= 1
F = - i (Kn+Kn_1)
=1 - 28
M= 7 Kooker ™ Kpoket! (z8)
_ 1
C = Vi (K,] + KO) .
Jaédlevyn ratkaisu
Esitett8vissd esimerkeissd on tarkasteltu mm.
ympyradnmuotoisen j&3levyn l&mp&laajenemisen aiheut-
tamia rasituksia. Jos ohuen, tasapaksun ja py@reén
levyn, jossa on samankeskinen py&red aukko (kuva 17),
ldmpdtila muuttuu keskipisteen suhteen pydréhdys-
symmetrisesti, on levyn s&teen suuntainen siirtymé
v  tunnetusti /12/ muotoa Kuva 17 J&alevy.
r 1
u=(‘|+v)3JATrdr+Ar‘+B—. (29)
r r
o}

11



jossa v on levyn Poissonin vakio, o la&mpdpitenemiskerroin sekd A ja B
integroimisvakicita. Mik&li levyn lampdtilan muutos oletetaan vakioksi, saa-

daan ulkoreunan siirtymdlle arvo

Upap = (1+Y) QAT b + Ab + B/b . (30)

Vastaavasti sdteen suuntainen jénnitys on muotoa

o - _E |. 1 12V o L
. Tiy (1+V) ZGAT + 1;\)/\ F2 B‘ . (31)
Koska levyn ulkoreunaan vaikuttaa tasainen puristava paine p, reunaehdot
ovat
o] - ., © = -
r|r=a o rlp:b P (32)

Levyn ulkoreunan siirtyméksi reunaehdot huomioon ottaen saadaan

Ulpep = @AT b - EYEiE_E—?T [(1-v) b% + (1+v) a2 . (33)
o |

Olettamalla levyn Poissonin vakio ajasta riippumattomaksi saadaan elastis-

viskoelastista analogiaa soveltamalla yht&16std (33) jddlevyn ulkoreunan vis-
koelastinen siirtymé

t
. b 2 2 .
uy(b,t) = ay b AT(E) - ——p [(1—vj(T]] be + (1+vj(T))a ] J 0;(t-T,T) plridr.

beoe o (34)
Tasotapauksen konstitutiivinen yht3d1d ja&lle

Vakiclampttilassa T0 voidaan tasotapauksen konstitutiivinen yht&dld lineaa-

riselle, isotrooppiselle termoviskoelastiselle materiaalille esittd& muodossa

/1/

t
[E] = DO[I] + J [01[1] tr[S] + D2[S] dt (35)

0
kun matriisit [E] ja [S] ovat

Nl =

. .
[E] = % Xy ; [s] = % Y. (36)
1

7 fxy  Fy ®xy %y
Olettamalla alkumuodonmuutokset nollaksi (D0 = 0) saadaan yhtdld (35)
komponenttimuotoon
t

e, - I [01 (6, + 8,0 + D, ax] dr

e}
t
€ 2 I [D1 (OX + oy) + Dy oy] dt (37)
o
t
Exy = ZJ D2 dxy dt
0
K&siteltdvid sovellutuksia silmd113 pitden esitetdadn yht&lot (37) kahdessa
erikoistapauksessa.
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il g =0 ;0 =0 = 0
y Xy

t
e = I D(t-T,TO) g(1) drt

X
0
t
e = - v(T)) J D(t-t,T_ ) 6(1) dt (38)
y 0 o
0
e = 0.
L XY
Nyt D = D1 + 02 kuvaa kimmokertoimen k&&nteisarvon aikariippuvuutta.

Poissonin vakion on oletettu olevan ajasta riippumattoman.

2° 9. =0 =03 o =0
X y Xy
t
. .jex ey - (1-v(T)) J D(t-t,T,) &6(1) drt
o (39)
lexy= 0.

Esimerkki 1

Ensimmdisessd sovellutusesimerkissé A
tarkastellaan korkeata, sylinterimdisté

vesisdilidta (kuva 18), jonka vedenpinta

on jaatynyt. Koska jddlevyyn sen 1ampG-

laajetessa vaikuttaa tasainen puristus-
paing p, on 0L = Og- Ndin ollen voi- Kuva 18 Egﬁkgatvesisﬁi}iﬁ, ionka ve-
daan yht&18n (39) mukaisesti j&&levyn pinta on jaatynyt.
sdteen suuntainen siirtymd esittdé yhtalolla (34).

Kimmoiseksi ratkaisuksi kuvan 18 tapauksessa kuoren suurimmalle siirtymélle
saadaan /11/

(eot) - a aT(t) o » BLELSZ [4 o 72PN (1 en,) (40)
US c, = aS o] —5'_? 153 Cos | 7 J H
jossa on kdytetty merkint&a
2 1
I(1-v9)y o
B = [—2—;—'} ' . (41)

c hS

On syytd todeta, ettei ratkaisu (40) p&de reunahdirdn vaikutuksen vuoksi,
jos kuormituksen etdisyys s#ilidn kiinnitetystd reunasta on pienempi kuin
2n/B.

Mik&li kuorta halutaan k&sitells viskoelastisena materiaalina, saadaan rat-
kaisu siirtymdlle (40) analogisesti j&dlevyn ratkaisun kanssa. T&ssd yhtey-
dessé& on kuitenkin tyydytty tarkastelemaan kuorta kimmoisena.

Yhteensopivuusehdon
Uj(b,t) =u lc,t) 5 b=c (42)

avulla saadaan paineen ratkaisemiseksi yht&ld
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t
[ [Dj[t-r] + A(t)/ES] p(1) dt = B(t),

s}

joka on samaa muotoa kuin yhtals (17).

—lBh
b[1—e T cos (S Bh.]J (b%-a%)
Alt) = 5 4 -
hsl(1-vj(T])b” - (1+v;(T) a ]
(a.-a JAT(t) (b%-a)
B(t) = —L 5 : -
1-v. + .
( vJ(T)] b (1+vJ(T)) a
Yht&1d
la.

(43)

Termit A ja B ovat nyt muotoa

(44)

(453

(43) on ratkaistu numeerisesti integroiden aiemmin esitetylld taval-

Kuvassa 19 on esitetty 33rettdmén jdyk#ssd sd&ilissd muodostuvan j&&npaineen

riippuvuus j&&levyss& olevan aukon koosta.

léampenemisaika
Todettakoon,

neaarisesti.

12 h, jolloin 1&mp&tila kohoaa lineaarisesti arvoon

Alkuldmpdtila T, ~ 253 K ja

273 K.

ettd kaikissa esimerkeissd lampttilan on oletettu muuttuvan 1i-

Taulukossa 2 esitetdan terdssdilidn sdteen vaikutus ja taulukossa 3 seind-

man paksuuden vaikutus syntyv&&n maksimipaineeseen ja

vastaavaan siirtymaan.

Kuvaan 20 on piirretty jadalevyn paksuuden funktiona terdassdilidn maksimi-

siirtymd ja vastaava paine.

pmax[MPa] umax[mm]
: - = c[m] |MALLI 1 | MALLI 3 | MALLI 1 |MALLI 3
vesijohtovedestd tehty
ja4 (malli 1) -~ ‘ 5 0,31 0,23 5,0 4,1
cai kanavan jas 10 0,20 0,16 11,0 9,6
(m;ETB) 15 0,15 0,13 17,1 15,3
| 20 0,13 0,11 23,1 21,0
' Taulukko 2 Terdssailidn sateen vaikutus
_% muodostuvaan maksimipainee-
seen ja -siirtyméén.
T . T0 = 253 K ; tL =12 h i
i} L h =10 mm ; h, = 600 mm,
——— : ;
J\\: f——— pmax[MPa] umax[mm]
L N __* E—| hs[mm]MALLI 1 | MALLI 3 | MALLI 1 |MALLI 3
~ k\\\\\
"~
0.1 =3=s = 5 0,10 0,08 11,89 11,0
“\uﬁh 10 0,20 0,16 11,0 9,6
h— === 20 0,39 0,28 9,3 7,3
0 1/4 1/2 /4 n 1 30 0,53 0,35 7.8 5,9
e 1} 3 A2
Kuva 18 J&&peitteessd olevan aukon Taulukko 3 Terdssdilidn seindmdn pak-

vaikutus maksimij&&npainee-
seen, A on jdarenkaan reidn
pinta-ala ja A, s&ilidn
seindn rajoittama sisédpinta-
ala jadrenkaan tasossa.

14

suuden vaikutus maksimipai-
neeseen ja -siirtym&an.

T
0

C

= 253 K

= 10 m ;

H tL =

h, =
J

12 h ;
600 mm.



Box 09T —F———
[MPa] | vestjohtovedests
0.8 & 1 tehity jad (malli 1)
7 J — ___ Saimaan kanavan jai
0. - (ralli )
0.6 I _
0.5 |
0.4 |
0.3 .3 '
| \\
0.2 |+ >~
~ - T
_____ S
0.1 _i
L i
L1040 120 hylam] 200 110 40 120 hilam] 200

=12 h).

Kuva 20 J&3levyn paksuuden vaikutus (hs=10 mm, c=10 m, T =253 K Jja tl

Esimerkki 2

Kuvan 21 tapauksessa vesis&ilidn reunoille on
muodostunut hj:n paksuinen j&&kerros. Oletta-

malla vesisdilid korkeaksi voidaan s&ilidkuoren

siirtymd ratkaista tunnetusta yht&lidstd /12/

Kuva 21 Reunoiltaan ja&tynyt
vesisailid.
Y

r
u = 1 = 3 g J AT r dr + Ar + B/r (46)
- T

s}
kun Tampdtila muuttuu ainoastaan s&teen suunnassa akselin suhteen symmetrises-
ti. S&teen suuntaiselle jannitykselle saadaan otaksumalla AT vakioksi koko

kuoren alueella yhteys

B E B 1 + v 1 B 2 \Y
g = 7= [ sy ®AT+7=5y A - B/r" + T2y eZ‘. (47)
Reunaehtojen
g = _
p
J Tl p=c (48)

o =
P|r=d

avulla saadaan integroimisvakiot A ja B ratkaistua ja olettamalla, etta
sd8ilidn akselin suuntainen muodonmuutos p&&see vapaasti tapahtumaan (eli
S AT), saadaan lopulta siirtymdlle lauseke

c [1+US] pltl]

2 2
ugle,t) = ca_AT(E) - _F;?——u?]— ((1-2\)8) c” + d). (49)

Koska t&ssd yhteydessd tarkastellaan vain kimmoista sZilidts, saadaan yh-

teensopivuusehdoksi
uj(b,t) = us[c,t) ; b =c, (50)

Josta edelleen paineen ratkaisemiseksi
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t
J [Dj(t—T) + A(t)/ES] plrldr = B(t). (51)
a !
Termi A on nyt muotoa
2 2 2 2
(1+vs] ((1—2v5) b“+d ] {b-a“)

Alt) = (52)
(dz-bz)[(1—vj(T))b2 * (1+vj(T))a2

termin B ollessa sama kuin esimerkissd 1 eli (45).

Kuvassa 22 on esitetty terdssdilidn sdteen funktiona j&&n ldmptlaajenemi-
sesta syntyvd maksimipaine ja -siirtymd. S&ilién keskelld on oletettu olevan
4 m:n sdteelld vapaata vettd muun osan ollessa j&&ssa.

Kuvaan 23 on piirretty 20 m halkaisijaltaan olevaan terdssdiliddn syntyvéa

maksimijd&npaine ja -siirtymd ja&kuoren paksuuden funktiona.

P"ag.z = g
[MPa) 1
'/"T-—_'"""—\,_-
0.1 /!, -
[
/
0.2
45 10 15 Ilslm] 20 h
[1pa)
Gy 2 ) 0.1
[mm)
20 |
o B hjim] 10
15
10
/!
4
5 /n
/
:\/
a S hjlul 10
45 10 15 clm] 20
Kuva 22 Terdssdilidn sé&teen vaikutus Kuva 23 J&&kuoren paksuuden vaikutus
maksimijddnpaineeseen ja terdssdilidssad muodostuvaan
vastaavaan siirtymaan (h_=10 jadanpaineeseen ja siirtymdan
mm, TO:253 K ja tL=12 h)o é?5=10 mm, T0=253 K ja tL=12

Esimerkki 3

Jos suorakaiteenmuotoisen altaan seindt oletetaan taysin jdykiksi (kuva 24),
en o, = oy ja tasainen paine p kohdistuu kaikkiin seiniin riippumatta
mittasuhteista c¢/d. Koska ox[t) = oy(t), niin ex(t) = ey(t) ja € saadaan
yhtdlén (39) mukaisesta lausekkeesta. Todetaan, ettd esimerkkien 1 ja 2 mukai-
sista lausekkeista saadaan my8s tdmadn tapauksen ratkaisu merkitsemdlld E_= =
ja a = 0.

Mik&1i altaan pdat ovat avoimet (kuva 25), saadaan muodostuva j&3paine suo-

raan aksiaalista tapausta (38) tarkastelemalla olettamalla j&3n v nollaksi.

16



T ,
la
+
.T
Kuva 24 Suorakaiteen muotoinen allas. Kuva 25 P&istadn avoin allas.

Vastaava muodonmuutos saadaan yhtaldstéd (39), joten paineen ratkaisu palautuu
yht&ldon (43) tai (51), kun vj =0 ja a = 0.

Taulukossa 4 on esitetty suurimmat jd&npaineet l&mpenemisajan vaihdellessa
Jja alkuldmpotilan ollessa joko 253 K tai 263 K. Koska seindmdn jaykkyys otak-
sutaan d&rettdtmédn suureksi ja lampodpitenemiskerroin nollaksi, on altaan leveys
mielivaltainen. Tuloksista n&hd&dn mallin 1 ja 2 antamien paineiden vain va-
hdinen erocavuus la&mpenemisajan ollessa yli 2 h. Akillisessd ldmpenemisessd
mallin alkukimmokertoimen [a1—termi) merkitys kasvaa, joten paineetkin poik-
keavat jo huomattavasti toisistaan kun t, = 0,01 h. Mallin 3 antamien tulos-

L
ten poikkeavuus selittyy jadlaadun erilaisuudella (Saimaan kanavan j&a).

pmax[MPa]

tL TD= 253 K T0= 263 K

{h] ] MALLI 1 | MALLI 2 | MALLI 3 [ MALLI 1 |MALLI 2 | MALLI 3
f,01 8,76 7.26 2,23 4,14 3,41 1,07
D,5 2,62 2,56 0,88 1,36 1,30 0,43
2 1,40 1,40 0,61 0,75 0,75 0,30
4 1,01 1,02 0,51 0,55 0,55 0,25
12 0,59 0,60 0,37 0,33 0,33 0,18
24 0,42 0,43 0,30 0,24 0,24 0,15

Taulukko 4 Suurimmat jda&npaineet l&8mpenemisajan muuttuessa alkuld&mpdtilan
ollessa 253 K tai 263 K.

283 -

Telilvelle‘a 1972...1973.??1mae.m ke.mavalle.a ':;13(1 ® @ e 7
suoritettuja (kuva 26) j&&npainemittauksia LA~ gL -
(kdyrd 4) on simuloitu sekd malleilla 1 263_4§>r—r i
(kdyrd 6) ettd 3 (kadyrd 5). Lampottilan K
muutos ilmassa on esitetty kdyrdlld 1 ja 253

0 4 8 12 16 20 24 28
8 cm:n syvyydestd j3d3n sisdltd mitattu tlh)

lampdtila kayralla 2. Ja&n lédmpdtilan

muutoksen lineaarinen approksimaatio on 0.4

laskennassa kayrdn 3 mukainen. Tuloksista p[Hpal ®

havaitaan selvédsti mallin 1 antavan liian -3 1 //' ]
suuria paineita lampenemisen alussa. T&ama 0.2 |/ 51\\ éé:
selittyy koej&dn lihes virheettdmidstd laa- /_//”"“““*;'5_:::%::—.,4—'7
dusta, jolloin alkukimmokerroin on huomat- 0-1 ’/ EES T 1 [ 1
tavasti suurempi kuin mallilla 3. Myds 0 ? J |

mallien joustavuus relaksaatiovaiheessa 0 4 8 12 16 20 24 d;?
tuntuu riittédmdttémdlta. Suuruusluokaltaan Kuva 26 J&anpaineenmittauksen

simulointi.
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saatuja paineita voidean kuitenkin pit&& varsin oikeina.

LOPPUSANAT

Tédmdn jda&n virumista kasittelevdn kaksiosaisen artikkelin tarkoituksena on
lyhyesti kuvata jd&n ajasta riippuvia lujuusominaisuuksia ja niihin vaikutta-
via tekijditd. Sovellutusten avulla on haluttu korostaa mm. sitd, kuinka suu-
resti j&&n aiheuttamat rasitukset ovat ajasta riippuvia. N&in ollen kimmoteo-
rian soveltaminen useimpiin ja8&probleemoihin ei ole perusteltavissa.

Huolimatta maamme maantieteellisest& sijainnista johtuvista suurista jaa-
probleemoista niin rakentamisen kuin merenkulunkin alueella, on j&&n lujuuden

tutkiminen Suomessa vield vasta alkuvaiheessaan.

KAYTETYT MERKINNAT

A,A; wvakio (usein ajasta riippuva), pinta-ala (i=1,2) kuvassa 19
B,Bn vakio (usein ajasta riippuva)

C apumuuttuja

D,D; virumisfunktio (i=0...2)

Dj jédan virumisfunktio

DS s84i11idn materiaalin virumisfunktio
O virumiskoekdyrdn arvo

Dt virumismallin arvo
Dzm,Dﬁvirumiskoekéyrié {(kuva 14)

E,EO kimmokerroin

ES s811i6n materiaalin kimmokerroin
[E] muodonmuutosmatriisi

F apumuuttuja (yhtals (28))

H apumuuttuja ( - " - )

[I] yksikkGmatriisi

K,Ki ydinfunktio

LOA* %) Téebydev-approksimaatio

N luonnollisten lukujen joukko

[s] jadnnitysmatriisin aikaderivaatta
T.T0 lampdtila, alkulé&mpdtila

X diskreetti joukko {yhtals (12))

a jéédlevyn reian séade

a; vakio (usein l&mpdtilasta ja jénnitystasosta riippuva i=1,..4)
b Jjédlevyn ulkoséade

bj vakio (usein lampdtilasta ja jannitystasosta riippuva i=1...4)
c s8ilidn sisdsdde, altaan sivun pituus

d deviaatio, sd8ilidn ulkos&de, altaan sivun pituus

f funktio
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h ja&an paksuus

h5 sdilidn seind@mdn paksuus

i indeksi

k mittauspisteiden lukumd&ra

n,ny vakio (usein l&mpttilasta ja jé&nnitystasosta riippuva i=1...4)
P:Py paine

Pmax suurin jaanpaine

r sdde

s. suhteellinen keskihajonta (yht&ld (11))
Sg Spin keskihajonta (taulukko 1)

t aika

tL lédmpenemisaika

t murtoaika

u siirtyma

uj jadalevyn siirtyma

ug s8i1idn seindmdn siirtymad

Unax suurin sdilién seindmdn siirtyméa
Xy %s parametri

AT l&mpdtilan muutos

At ajan muutos

o lédmpépitenemiskerroin

a; Jjé&n l&mpdpitenemiskerroin

ag s8ilidn lamptpitenemiskerroin

B vakio

€ muodonmuutos

ex,y x- ja y-akselin suuntainen venymd
Exy liukuma

€, 58ili6n akselin suuntainen venymd
és sekundaarisen virumisen nopeus

v Poissonin vakio

Vj j&an Poissonin vakio

Vg sdilidn materiaalin Poissonin vakio

jdan tiheys

0,0 jannitys

ox’3 x- ja y-akselin suuntainen normaalijdnnitys
Xy leikkausjénnitys

on sdteen suuntainen normaalijannitys

Oy j&an murtolujuus

T aika

x x:n keskiarvo

X ax/ 9ot
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