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YHTEENVETO: Artikkelissa esitetd&n menetelmd ohutseindisen poikkileikkauksel-
taan avoimen tai umpinaisen sauvan ja&nnitystilan mé&drittédmiseksi. Ratkaisu
johdetaan kayttden virtuaalisten siirtymien periaatetta. Menetelmd& pohjautuu
Vlasovin kehitta&m&én teoriaan. Palkin poikittaisen siirtymdtilan muoto vali-
taan ennalta. Aksiaalisessa suunnassa palkki jaetaan elementteihin. Siirtymé-
funktiota approksimoidaan niiss& kolmannen asteen polynomeilla elementtimene-
telmd@n tapaan. Tuntemattomina ovat siirtym&funktioiden arvot elementtien sol-
mupisteissd. Suoralle yksikoteloiselle ulokkeelliselle siltapalkille laadi-
tulle tietokoneohjelmalla laskettuja tuloksia verrataan yksinkertaisella palk-
kiteorialla, kotelosauvan yleiselld v&3nt6- ja levykuoriteorialla laskettuihin
tuloksiin.

JOHDANTO

Vaantdkuormituksen alaisen ohutseindisen sauvarakenteen jénnitystilan maa-
rittédminen on k&sin laskien varsin vaikea ja ty8l&ds teht&va. Sen vucksi on
tarpeen kehitt&sd tehtdvén ratkaisemiseksi menetelmd, jota olisi helppo sovel-
taa ja joka olisi kayttokustannuksiltaan edullinen.

Esitettdvd teoria pohjautuu V.S. Vlasovin /1/ johtamaan teoriaan poikki-
leikkaukseltaan umpinaisten ja deformoituvien sauvojen ratkaisemiseksi. Lisdk-
si otetaan huomioon poikkileikkausprofiilin normaalin suuntainen siirtymdkom-
ponentti ja sovelletaan yleistd laattateoriaa siirtymiin sein&mén paksuuden
suunnassa.

Teorian perusteella on laadittu tietokoneohjelma ulokkeellisen yksikote-
loisen siltapalkin j&nnitystarkastelun suorittamiseksi. Ohjelmaa voidaan pie-
nin muutoksin soveltaa mielivaltaiseen poikkileikkaukseltaan avonaiseen tai
umpinaiseen sauvaan, kun sauvan akseli on suora ja tukilinjat ovat kohtisuo-
rassa akselia vastaan. Pistekuormien ja pistemdisten tukien kohdalla menetel-

mé aiheuttaa tiettyjd paikallisia epdtarkkuuksia 13hinnd leikkausj&nnityksiin.

PERUSYHTALOIDEN JOHTAMINEN VIRTUAALISTEN SIIRTYMIEN PERIAATTEELLA

Tarkastellaan rakennetta, joka on muodostettu I:std levystd, jotka on 1ii-

tetty toisiinsa nurkkapisteissd monoliittisesti. Nurkkapisteessd voi liittya
yhteen kaksi tai useampia levyj&. Kullekin levylle ma&ritell&&n lokaalinen eli

37



paikallinen suorakulmainen {x,s,n}-kocordinaa-

tisto, jonka x- ja s-akselit yhtyvé&t levyn kes-

kitasoon (kuva 1). T&ll6in poikkileikkauspro-
- fiilin keskipinnan jokaisen pisteen siirtymd
\\\\ on jaettavissa kolmeen siirtymdkomponenttiin
X, Uy .
u.s ug ja ug
akselien suuntiin siten, ettd siirtymd

edelld madritellyn koordinaatiston
5, Ug

Kuva 1. Levyn paikallinen koordi-

naatisto.
u on sauvan akselin suuntainen
ug on levyn keskipinnan tangentin suuntainen
up on levyn keskipinnan normaalin suuntainen.

Vlasovin /1/ mukaan edelld méiritellyt siirtymdkomponentit voidaan esit-

t33 summana N:st3 toisistaan lineaarisesti riippumattomasta osatulosta
N . .
-7 F ) e Rt 0, (1)
i=1

jossa toinen funktioista F,I ja F2 oletetaan tunnetuksi (etukdteen valituksi)
ja toinen on tuntematon eli ratkaisun m&&rittelevd. Funktiot F1 valitaan
toisistaan lineaarisesti riippumattomiksi. On tarkoituksenmukaista valita

ne siten, ettd niistd mahdollisimman tarkocin voidaan koota poikkileikkaus-
pinnan jokainen siirtymatila. Lis&ksi on edullista kuvata kullakin funktiol-
la poikkipinnan liikett& johonkin tiettyyn suuntaan. T&lldin on helppo ottaa
huomioon reunaehdoissa ne siirtymdt, jotka ovat estettyjd tuentatavasta joh-
tuen. Jos rakennetta kuormitetaan vain antisymmetrisesti, voidaan symmetris-
td siirtymdtilaa kuvaavat funktiot j&ttd& kokonaan puis. Funktioiden valin-
nalla on ndin mahdollista saada tarkemmin kuvatuksi antisymmetrinen siirty-
matila.

Siirtymdkomponentit midritell&&n seuraavalla tavalla /2/

o (i)
ug (x,s) =iZ1Vi(x)'vV (s) =
(Vi (), Vo (30, e,V 0]+ [P )| = ey
véz](s)
: (2)
{v£”)(sL
g (3)
u (x,s) =j§1wj(x)‘uw (s) = Weu,
M : M
k
U, (x,s) =iZ1Vi(x)-u51)(s] +KZ1UK(X)'U£ Y(s3 = vy, ¢ Uy,
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Komponentti u, on jaettu kahteen osaan, joista edellinen on rinnastettu yh-
tdaikaa tapahtuvaksi siirtymien ug kanssa ja jalkimm&inen muodostuu yksin-
omaan levyjen poikkipinnan tasossa tapahtuvasta taipumisesta.

Menetelmdd voidaan soveltaa tdysin mielivaltaiselle poikkileikkaukselle.
Seuraavassa maaritetddn mahdolliset poikittaiset siirtym&funktiot yksikote-
loiselle ulokkeelliselle palkille. Kunkin levyn lokaalinen koordinaaristo
valitaan kuvan 2 mukaan ja md&r&tddn s-koordinaatin kiertosuunta.

Poikkileikkausprofiilin keskipinnan tangentin ja normaalin suuntaisia

poikittaissiirtymia md&ritettdesséd ote-

n n

n . -
[ s L} [4} taan huomiocon, ettd muodonmuutokset
®

tangentin suuntaan hdvidvat

s (3)
Talldin siirtymat vél](s] ovat vakiosuu-
s*T - ruisia kunkin levyosan matkalla ja niiden
n . . . P .
toisistaan lineaarisesti riippumattomien

Kuva 2. Levyjen paikalliset 1. komponenttien eli poikkileikkauksen va-

lokaalit koordinaatistot. paysasteiden lukumddri saadaan kaavasta
M=2¢:K-1=2¢+4-4-=4

missd K on poikkileikkauksen nurkkapisteiden lukumdara
Ja I on levyosien lukumd@&ra.
Yhtdldstd (3) johtuen kotelon yl&laatta ulokkeineen toimii yhtend ele-

menttind.
(1)

Kuvassa 3 funktiot vy, (s) on valittu vastaamaan poikkileikkauksen yk-

sikkBsiirtymistd aiheutuvia profiilin keskipinnan tangentin suuntaisia siir-
(i)
v

keskipinnan normaalin suuntaisia siirtymia.

tymi& ja funktiot u (s) poikkileikkauksen samoista liikkeistd aiheutuvia

(3
w
risiksi eri levyosilla. Poikkeuksena mdaritetd&dn ulokkeille kolmannen as-

Aksiaalisia siirtymid mddritettdessd oletetaan funktiot u (s) lineaa-
teen funktiot, jotta siirtym&funktioiden derivaatta olisi ulokkeen tyvessa
jatkuva. Lineaarisesti riippumattomien funktioiden m&drd on sama kuin poik-
kileikkauksen nurkkapisteiden lukumddrd, siis kuusi. Ulokkeiden p&&t laske-
taan erillisiksi nurkkapisteiksi.

Kuvassa 4 on esitetty nelj&l13 ensimmdiselld& funktiolla kotelon nurkka-
pisteiden positiivisista ja negatiivisista "ykkdsen” suuruisista siirtymis-
td koottavat lineaarikombinaatiot sekd kahdella j3lkimm&iselld ulokkeiden
pdiden aksiaaliset yksikk@siirtymst.

Kuvassa 5 esitetyt siirtymdfunktiot uéj](s] kuvaavat poikkileikkkauksen
tasossa tapahtuvaa levyjen taipumista. Niiden lukumd&rd on sama, kuin nurkka-
pisteiden md&rd. Neljd ensimmdistd koostuu poikkileikkauksen nurkkapisteiden
yksikk8kiertymistd ja kaksi jélkimm&istd ulokkeiden profiilin keskipinnan

normaalin suuntaisista yksikkdsiirtymista.
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mmm Yleisen laattateorian mukaan poikkileikkauk-
sen mielivaltaisen pisteen siirtymdkomponen-
tit ovat

un(x,S.n) = un(x.S)

(4)
us(x,s.n) = us(x.s] - n - 3% un[x.SJ
ux(x,s.n) = ux(x,s) - n ;% un(x.s)

jotka voidaan esitt&d muodossa

Kuva 3. Poikkileikkauksen tangen-
tin ja normaalin suuntai- (5)
set yksikkdsiirtymét. ?

M . .
ug(x,s,n) =i§1vi(x)'[v$1)(s) - ne u(l)(S)]

2 (i) v
Ve e - ] ek U ) -u ) ()

" (j)
u (x,s,n) =j§1wj(X)'qu (s) -

ne—-1=

i
Siirtymistd (5) saadaan mielivaltaisessa poikkileikkhauksen pistsessd muodon-
muutoskompaonenteiksi
M . M 2 .
_ 9 ~ 9 L 03) _ ¥ 9 Lo (1) Lo

e (x,8,n) = 5= u (x,8,n) = g ax W0y (s) iz1 sxz Vi xduy (s)+n

M 2
- 9 o (RY

ké1 ax? Uk(x] u, (s)*n

=

_ 9 3 = __3 . . (i][ ) - 2'—a [i)(s)-n]+

yxs(x.s.n] = 5% us(x.s.n] * 3% ux(x,s,n) i§1ax\G(X) [vV s a5 Uv
M . M (k)
__3 ( ] - . __a_ . a .
+jz1 wj(x)- S qu (s) -2 kz1 X Uk(x) 35 Yu (s).n (6)
2 ) o (1) .if (1) (s) ] ? U (x) R (k][s) n
= = . - . - X)®* =2U .

es(x,s,n] = 55 us(x,s,n) i§1vi(X) [Bs vy (s) 22oU, s)*n L 3524,

en(x,s,n] = st(x.s,n) = Ynx(x,s,n] =0

Siirtymdl14 matriisimerkintdihin [vrt. (2)] ja kdytt&malld osittaisderivaa-

toista merkintdja
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%V(x] SV () =V

9 X

32
2 VI{x) =V (x} =V Jjne.

» XX » XX

voidaan lausekkeista (5) ja (6) varioimalla lasketut virtuaaliset siirtym&t

ja niihin liittyv&t virtuaaliset muodonmuutokset esitt&3 muodossa

Gun = 6Veu o+ GQ-E

v u
5us = 8V-(v -n.u ’5) n'GE'Eu,s
Su_ = 8W-u - n.8V u - néU u
x - W X = —»X =U
Se_ = Gﬂ, u - n'dy,xx'gv n'GE,xx'Eu
GYXS= Gv,x (v _2n'5v,s) + W Y, s~ 2n-62'x.uu'5
Seg = SV-ly, s_n'gv,ss) - nedUhu s

siksi

Kuva 4.

r=B

e

Aksiaaliset siirtymé&funktiot.

Kuva 5.

L] - u_ sl

Levyosien taipumafunktiot.

(7)

(8)
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;
X = (W W, v v UL (9)

—_ —_— X -_—

v v U

» X » XX s X
(yldindeksi T tarkoittaa matriisin transpoosi-operaattoria)
Sen variaatio on

86X = (6W &W sV S8V sV U 6U su ]T (10)
- — X - —, X —, XX - - X — XX

Virtuaaliset muodonmuutokset voidaan kirjoittaa muotoon
T

se, = 6XT * u,
8 sxT o
Y_.= 86X *u (11)
X8 : Vs
se_ = 68X * u.
S
missa T T T T T T 71"
[T . .
P L o' -y oF o' -neu] ]
x T
u = [uT UT DT (v -2nu )T UT OT -2n'uT UT] (12)
Vg LWes = B - T =v,s = = =u,s —
.
TT TT T T
o 27 0o RS S L L S o]
—£g (Xv,s nﬂv,ss] —u.88 =

(0 on nollavektori)

J&nnitysten lausekkeet muodostetaan samoin. Aineen otaksutaan noudattavan
Hooken lakia. Lis3iksi k&ytet&&n hyvdksi transponointi operaation kommutatii-

visuutta eli vaihdannaisuutta

- __E_ . ) . _E . . T,
cx = T:UZ (€x+ v ES]— TTUZ (EE + v EE ) Z
X s
__E .. . _E_ T,
TXS— 2(1+v Yxs 2(1+v) -L—‘Yxs Z (13)
- _ E T
P (e _+veg) = Ty (u S+\; uex) - X

Sijoittamalla nyt lasketut virtuaaliset muodonmuutokset (11) ja jé&nnitykset

(13) sisdisen muodonmuutosenergian lausekkeeseen (14)

U = 6 (8e + o+ Se - o_+ 8y ° T g)dVv (14)
saadaan
_E T T T (1-v)
U= 5—=2 « [ 8X «Ju <bu_+v eu_ )'+u_*(u _+veu ) +-—5= ru_ U X dv (15)
s vy [_ Ex T'x  Tfs 85 T & & 2 TN Vs T

Suorittamalla integrointi erikseen poikkileikkausalan yli seuraa

1
E T T T T T
SU_ = ——-f 6X- f[u . u +u eu .+ velu cu o+ u u )¢
s T-v# o = [A €y €, €s €4 €. —€g €5 ~€, |
Iy ] dal. X d e
e - M . X
Txs ~Txs -
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Merkitaan

= E .
ﬁ_vz

GUS (GET'E'E)dS

0

Kerroinmatriisi K on esitetty kaavassa 18.

11=) T | | | 0-v) - T | - T | y
- &h&hl 2 | 2 T Yslum, ) 2 - V), o,,s 8
' —+ ]l
| | }>
T T 1 I ; R T
, CHE (%&*&Q‘ ° ‘ A J'“Am g ’ 4
| | | |
ty, " My, - ) 0 oty gnu, ) i, ne el 0 wnly, ny, e
Yy,6 My, 58’ Yy, sy, 58 = WYy s My e —-uf R L ) = Y5 "y, 88 %
| -
U=v) | | [ (1-v) ‘
2 .
v, 2y, )0y, -20u, )7 E g nty,2nu, ul o
W J | [ e
T A
symmetrinen ‘ ’ nzu uT ' \.--12 LY, e "] oy, u1
| | —
T | 2T
‘ " Yy,s8%,59 o VL, sst
- T
L, | 0
- I'IZI.I I.lT
ey

Rakenteeseen vaikuttavat ulkoiset rasitukset jaetaan seuraavasti

Tilavuusvoimat: Fx'Fa‘Fn 1,<x<1,
Pintavoimat:
Aluekuormat: a,-94-0, 1,<x<1,
Viivakuormat: Pyx’Pxs’Pxn 1y<x<1,
Viivakuormat: Pex’Pss’Psn x=14
Pistekuormat: p ,P, P x=1;

X S n

da

51< 8<8;

(17)

(18)

Kaikkien ulkoisten rasitusten oletetaan kuormittavan sauvaa poikkileikkaus-

profiilin keskipintaa pitkin tai sen tasossa.

Ulkoisten voimien tekm& ty& on

8W = [(F_*6u +F_+8u +F "8u_) dv + J(T_-8u_+T_+6u_+T *6u_) da
g *x x s s n n Q X x s s n’n

(2 on ulkoisen kuorman vaikutusala)

Virtuaaliset siirtymdkomponentit esitetdan kayttden

vasti

madritelmaa

(10)

(19)

Sseuraa-
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6u_ = u §X
n =u, =
_— (20)
Su_ = u  6X
s =u -
s
T
Gux =y, §X
x
missé T
T
- (o oT T o7 o o7 oT o™ )
=u = = -V - = =u
n ) T
u = (of o' v o' o' o' o' ") (21)
Yy 2 = v = - = =
s T
T T
u = (UT UT UT UT _QT gT 0 0 ]
20, Y. = g 2

Analogisesti muodonmuutosenergian kanssa johdetaan ulkoisen virtuaalisen tydn

lauseke madritelmasta (18)

12 S22
T
§W = (Feu +F.u +F -u JebXdve+ [ |f (q-u *+qggu, *agpy, Jds*
v X -—Ux S —US n —un - 11 51 X —UX S —uS n Un

u xn =u ss —u’

S2
T
+pxx'£ux(sl]+ Peg' Y S(sl) +p u n(sl) ] « 6X dx * lil[psx.gux + p__.u .

T

+psn'5u )Jds + Px'gu (s;)+ Ps'Eu (s,) + Pn'ﬂu (s,) ] < 86X(1,) (22)
n X 5 n

Hajoittamalla tilavuusintegraalil osiin ja ottamalla kdyttddn merkinnat

So T
Ko = [ S (PSx'!us +pss--ll'us+psn'9un]d5 * Px EU£SIJ - Ps' l—Jus[‘c‘”) * Pn' uurfsl)]
S1

—
n

u, *95"Y, *q."y, Jds +P_ U, (s1) + Py, (sy)+

S2
J(F "u +F_+y +F +u Jda + [ (q_°
- [ Xx=u 8 Yy n 5; % X s n x s

n—u
Q X

T
. (23)

*Pyn EU#S1ﬂ

voidaan koko ulkoisen virtuaalisen tydn lauseke esitt&& muodossa
1,

W = {51-65 dx + Ko 6X(1;) (24)
1

Kirjoittamalla nyt virtuaalisten siirtymien periaatteen mukainen yht&ld

GUS = oW (25)

muodonmuutosenergian ja ulkoisen tydn vélille, saadaan yht&ld chutseindisen

levykuoren ratkaisemiseksi siirtymdkomponentteja (2) kdyttden. Yht&1l8ryhma

sis&1t33 tuntemattomat siirtym&funktiot matriiseissa X ja 6X. Matriisit K,

K1 ja Kz ovat laskettavissa valittujen poikittaisten siirtymd&funktioiden pe-
rusteella. Tehtdvdksi tulee approksimoida tuntemattomia siirtymdfunktioita

siten, ettd kidsitelt8vinid olevalle tehtdville sesadaan mahdollisimman tarkka

ratkaisu. E
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ELEMENTTIMENETELMAN YHTALBIDEN JOHTAMINEN
Siirtym&funktioiden approksimoiminen

Sauva jaetaan akselin suunnassa elementteihin ja approksimoidaan niissé

tuntemattomia funktioita (vrt. (2)) Féi]

Funktioiden arvot elementtien vdlisissd solmupisteiss& ovat teht&vén tuntemat-

(x) kolmannen asteen polynomeilla.

tomia siirtymdparametreja, jotka on mdédritettdvd /3/. O0On edullisempaa tar-
kentaa ratkaisua lyhentdm&ll& elementtien pituutta kuin valita korkeamman
asteen polynomi approksimaatiofunktioksi, koska t&l116in p&&st&8&n ratkaisussa
likimain samaan tarkkuuteen huomattavasti pienemp&d tietokoneen muistikapa-
siteettia kayttaen.

Rajoitutaan tarkastelemaan v&li&d (0<g<1), jolle jokainen elementti voidaan
kuvata lineaarikuvausta (31) k3yttden. Muodostetaan neljéd kolmannen asteen

Hermiten interpolaatiopolynomia, Jjotka t8yttavat reunaehdot (kuva 6)

Hy (0) = 1, HJ(O) = H; (1) = HJ(1) = O
Hy(0) = 1, Hp(0) = H, (1) = H3(1) = O (26)
Hy (1) = 1, Hy(0) = H3(0) = H3(1) = O
Hi(1) = 1, H,(Q0) = H{(D) = Hy(1) = 0O
' _ d
H'(g) = aE H(E)
Ne ovat muotoa
H(g)= B*f (27)
jossa
F-01 € g2 gl
1 0 -3 2
B= |0 1 -2 1 (28)
0 0 3 -2
0 0 -1 1
T
Ho= [Hy Hy  Hy o Hyl
\ Mielivaltaiset reunaehdot toteuttava poly-
l~:::7—7; = ///j nomi on
AN H(E) = v B f (29)

jossa .
1T=150) (11’
(30)

Lineaarikuvauksella (31) voidaan k:s ele-

v o= [v(0) v'(0) v(1) v'(1)

mentti valilla (xk_1§ xka)'kuvata vdlille
H, ““*\‘_,/f/- (0< & <1) (Kuva 7).

Kuva 6. Kolmannen asteen
Hermiten polynomit
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k-1

[ e B |

x = 1i + lk'E = Xpoq* 1.°¢ (31)

1

Koska siirtymdparametrit ovat globaalissa koordinaatistossa, on suoritettava

i

muuttujanvaihdos, jolla siirryt8&n lokaaliseen koordinaatistoon. Riippuvuu-
desta (31) seuraa

d

= 1 ax (32)

d
dg
Yhtdld (29) voidaan esittd& yleistetyssd muodossa elementille k

H(E) = v]-D

Vi ‘B f (33)

k

jossa

o~ - T
Vi = I8 Gq ) B lx )]
(34)

D

i N 1 1 1kJ ([] on diagonaali- eli l&vist&jamatriisi)

k

Jos halutaan approksimoida samalla tavalla M kappaletta toisistaan riippuma-

tonta funktiota, yht31d (33) voidaan laajentaa seuraavasti
T

H'cg) = vy - o B f" (35)
missé
. T
M _ 1 2 o1 M
Vi = Elk ¢ Ny Vs, X%]
Mo 1 2 i M
By = o}, p2,.... D, oy | (36)

8" - [B', B%,..., BL,..., 8"

]

e o, gt £

Edelld esitettyd menettelyd sovelletaan matriiseihin X ja 8X, jotka on m&&ri-
telty yhtdldissd (9) ja (10). NBmé& sisdltdvédt kahdeksan toisistaan riippuma-
tonta rinnakkaista funktiota, joista erddt on saatu muista derivoimalla, mutta
niiden matemaattinen k&sittely suoritetaan erillisena.

Muodonmuutosenergian lauseke k:nnelle-elementille voidaan kaavan (17) mu-

kaan esittda muodossa

El T 1 T T
Bl MooM M- M Ml MM
8Ug = g5z Sy DB '[£ (fn Ky (m,n)e £ )dE]E.‘ Dy vy (37)
(myn = 1,...,M)
Vastaavasti ulkoisen tydn lauseke on kaavan (24) mukaan
€2
MMM 3rom
§W = 8v,.0.-B .lk-(K,Ik(m]E{ £dg +
LM '

; X Ky (m) 1, £081)) (38)
— — —
o e ; Ik p e I (m = 1 M)

Kuva 7. Sauvan jako elementteihin.
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missa

1
£, = — * L1
L
1
Ea = +— * 1,
L

Integraalilausekkeiden laskeminen yll&olevissa yht&léissd (37) ja (38) palau-

tuu maaritelmdn (28) mukaan eri asteisten polynomifunktioiden integrointiin.

Yhtaléryhmén kokoaminen ja ratkaiseminen

Kahden perdkk3isen elementin yhteensopivuutta kuvaavat geometriset jatku-
vuusehdot solmupisteessd ovat kuvan 7 merkinndin
v 0 ) =Vk+1[xk] (39)
vé(xk] =vk+1(xk]

Jotta n&itd yhteensopivuusehtoja voitaisiin suoraan soveltaa, jdykkyysmatrii-
sin termit ryhmitell&&n siten, ettd elementin kummankin p&&n siirtymakompo-
nentit tulevat eri lohkoihin. T&118in tuntemattomien solmupisteparametrien
kertoimet ovat suoraan laskettavissa yhteen elementtien v&lisess& solmupisteessa.

Koko rakenteen ratkaisemiseksi kootaan yht&l8ryhmd, jonka kerroinmatriisi
on symmetrinen ja nauhamainen, mik& pienent&3 ratkaisemiseen tarvittavaa tie-

tokoneen muistikapasiteettia.

Ldmpsétilan ja kutistumisen aiheuttama kuormitus

Otaksutaan rakenteen ldmpdtilanmuutoksen olevan t(x,s). Jos kaikkien siir-
tymien tapahtuminen on estetty, rakenteessa vallitsee jdnnitystila
oit] = -Eat't(x.s] (40)
missa oy on materiaalin pituuden l1&mpoGtilakerroin.

Jédnnitysten aiheuttamat rakenteen energiatilan muutokset saadaan sijoitta-

malla lauseke (40) ja virtuaalisen muodonmuutoksen lauseke

§e. = =28u_ = ul + 28X (41)
X X X —uy IX —

muodonmuutosenergian lausekkeeseen (14), jolloin saadaan

(t) _ - o . T, 3
U, = [8e ro dv = ant tix,s) u - =% §X dv (42)
\Y \Y X
Saatu integraali jaetaan osiin
1
(t) . 2 T 3
sU "= »Eat-j [It(x,s]-gu da]-§§ 8X dx (43)
11 A X ‘
Ja merkitadan
K(t) = ftix,s)- uT da (44)
- =u
A X
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Td1l1ldin saadaan

(t) _ . ‘ . ®
§U."" = - Eay {1 K 5 8X dx (45)

joka voidaan edelleen esitt&3 muodossa

E2
MMM (ty 2
K J j WK 2

sult) - - Eal.sy . B .
S - - —_—
&1

M
5g £ -dE (46)

Tédten on muodostettu keinotekoinen kuormitusvektori, jota vastaava rat-

kaisu saadaan virtuaalisten siirtymien periaatteen mukaisesta yht&lésta

(t) _
GUS + GUS =0 (47}
Jos kuormituksena on rakennusaineen kutistuminen kuormitusvektorin kokoa-
misessa menetellddn aivan kuin edella. Yht&dld (40) korvataan t&118in j&n-
nityksella
(e) _ ..
o, ° B (48)

missa €, on suhteellinen kutistuma. a)

Ulkoisten reunaehtojen tapaan voidaan ot- St
taa huomioon tukien yksikk@painumat 1isd@&midlla b)
kuormitusvektoriin yht& suuri luku sen termin o -
kohdalle, jolle halutaan yksikdn suuruinen arvo. -I::::::;I_ﬁ=1

Mahdollisiksi kuormitustapauksiksi on valittu

kuvan 8 esittdmédt tapaukset. Kuva 8 Painumakuormat

Reunaehtojen madrittaminen

Yhtdlén (1) siirtymdfunktiot F )(s) on midritelty siten, ettd ne ku-
vaavat poikkileikkauksen erilaisia liikkeitd. Reunaehtojen antaminen on
yksinkertaista, jos poikkileikkauksen liike johonkin tiettyyn suuntaan on
estetty tai rajoitettu. Ohjelmoinnissa eliminoidaan t&llainen suure lis&a-
malld kyseisen termin kohdalle jadykkyysmatriisin l&vist&djdlle suuri luku

(esim. 1030] ja "nollaamalla” muuten vastaava pysty- ja vaeakarivi. Lis8ksi

voidaan ottaa huomioon eri funktioita Ffl)

B B (s) yhdistelem&lld saatavien siirtymdtilo-
1 :%:: fﬁij;f 5 ég: sz jen reunaehtoja. Kuvassa 9 on esitetty eri
—— — reunaehtotyypit sekd niité& selventdvadt sym-
2 f @ 6 | vapAA PAA g =0 bDlit.
— Yhdistettyjen reunaehtojen tapauksessa

3 f 1| 7 | rorkiyars- @ . yJ J P

JRUKISTE (x h suoritetaan muuttujan vaihdos jdykkyysmat-
. %5:: il 2 o | arivinis: I riisin riveja ja sarakkeita vakiolla kerto-

0 e malla ja laskemalla yhteen siten, ett3

1 y

(x kotelon sallitaan kiertya reunaehtoa voidaan suoraan soveltaa edelld

muotoaan muuttamatta) mainitullla tavalla.

Kuva 9 Eri reunaehtotapaukset
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ESIMERKKI 1

Esimerkkini tarkastellaan p3ist&3n jiykdsti kiinnitetty& kotelopalkkia.
Kuormana on kansilaatan keskelld vaikuttava pistekuorma (Kuva 10). Poikki-

leikkauksen mitat ovat kuvan 11 mukaiset.

4 F \ [
V i ? \: L______J Kuva 10.

Ay £ 1-1 Esimerkkirakenne.
e d L al2 al2 , d i
o L L] |
-
Fi AlLw )
} Kuva 11.
e Palkin poikkileikkaus,
Mo
F= 1.0 MN
= 36.0 m Poikkileikkaussuureet Poikkileikkausmitat
E = 10 000 l"IN/m2 = Pinta-ala A = 4.410 m2 a = 5.40m
10 000 MPa Jayhyysmomentit ﬁ : 1 gg ;
Poissonin vakio I_-2.753 m? tg= 0.25 "
v = 0.167 I -25.693 m th- 0.30 7
. y . m t,= 0.20 "
Esimerkkilaskussa palkki jaetaan 20:een elementtiin (1 = 1.8 m).

Kuvassa 12 on esitetty palkin taivutusmomentti- ja leikkausvoimapinnat ja

kuvassa 13 ulokkeen p&an (8) ja kotelon nurkkapisteen (10) taipumaviivat.

— : Kuva 12.
O HRM“\H%H Palkin taivutusmomentti ja leikkaus-
. voimapinnat.

M(x): —— =1MNm
Q(x): — =01MN

@H% F

Kuva 13.

— = 02510 m Taipumaviivat.
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Palkin keskipisteen taipuma lasketaan palkkiteorian mukaan ottaen huomioon

leikkausmuodonmuutosten osuus taipumiin. Oheisen poikkileikkauksen siirtyma-

kerroin z on noin 3.40. Keskipisteen taipumaksi tulee
Vo = =L oo FL o (0.88240.170).10 = 1.052:10° (m),
B 192E1] 4GA ' '

joka on sama kuin tietokonelaskelmilla saatu.

Kuvissa 14 a) ja b) on esitetty aksiaalinen j@nnitysjakautuma tuella
(x = 0 m) ja palkin keskelld (x = 18 m). Kuvissa on keskiviivan vasemmalla
puolella esitetty profiilin ulkopinnan ja oikealla puolella profiilin keski-
pinnan ja&nnitykset. Laatuna on MN/m2.

a
081 118 13 113 !112 112 1.04 065 : _1,05 -105 -099 -0.87
[ S— ) Y — 0.29 3 ]
‘- \ g /.1.05
-u.37 i Ym /u.aa
s d : 1.4k
i =1 ‘ 197 139 177 1177
-202 -1.86 ' 187 g

Kuva 14 a) ja b) Normaalijénnitys o tuella ja palkin keskelld

Tulosten vertaamiseksi lasketaan yksinkertaisen palkkiteorian mukaiset ak-
siaalisten jannitysten arvot profiilin ksskipinnalla.
Painopisteen etdisyys palkin yl&reunasta ey madritetddn yhtalosta
at,h + hit

- h -
°y 3t v Zht, v larzdler, o 0%t m
Taivutusmomenteille saadaan pisteissd@ A ja B arvot
- - - - F1 _ _
MA = MB B 4.5 MNm
ja jannityksille
o =+ 43 0.661 - +1.08 MN/m’ (yp = ylédpinta)
yp = t7yes 0 £1. yp = ylép
0. =322 1,133 = 3.1.86 MN/m? (ap = alapinta)
ap 2.753 :

Ylemmdt merkit kuuluvat leikkauksen x=0 m ja alemmat x=18 m jannityksiin.
Saadut tulokset vastaavat hyvin tietokoneohjelmalla laskettuja.

Kuvissa 15 a) ja b) on esitetty normaalijénnitys o tuella ja leikkauksessa
x=16.2 m; kuvissa 15 ¢) ja d) leikkausjannitys Tox tuella ja palkin neljénnes-

pisteissa.

ESIMERKKI 2

Tarkastellaan kolmiaukkoista jatkuvaa betonista kotelopalkkisiltaa, jonka
j&nnevélit ovat 40 + 50 + 40 m ja hyddyllinen leveys 13.0 m. Sillan poikki-
leikkaus on kuvan 16 mukainen.

Hy6tykuorma vaikuttaa esimerkiss& ainocastaan keskikentdssi, sivusuunnassa
mahdollisimman epédkeskeisesti sijoitettuma. Kuorma on PKM 71 (Pohjoismaiset

kuormitusmdardykset 1971) kuormakaavio 1:n mukainen.
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i 001 019 i 9
oot [ \p 045 | 051
-0.06 S 057 ‘ 051
|
-01 -031 038 051
00 : [ MN/m2)
635 033 "03 (MN fm2)
d
012 008 004 ]
oz X -063 gi‘; |
-‘%/_\[_015 015 -014 -0% ' |
I ! I 046 6
223 ! 0.05
| g
057 |
025
008 008 |025 05 |\nim?)
Kuva 15 a) ja b) Normaalijannitys o tuella ja leikkauksessa x = 16,2 m
c) ja d) Leikkausjénnitys Toy tuella ja leikkauksessa x = 9,0 m
o4, a2 | a2 , @ fﬁgﬂ%
4 rrt
k T—— — o AN RRR RN AR R RENAL]
| T' | . [T
| R 1 SLUBE 5 -
L4 )
1, I-1
b
Kuva 16 Sillan poikkileikkaus Kuva 17 Kuormituskaavio
Poikkileikkaus- Poikkileikkaus- Kuormitusten Materiaalin Poilssonin
suureet mitat intensiteetit kimmokerroin vakio
pinta-ala: a = 7.20m p = 4°0.265 MN E=36000Ma v-=0,15
A = 10.580 m? ¢ - “ 1306 MN 36 000 MN/m?
Jayhyysmomentit: - o ” p = 0.03 MN/m
4 tq - 0.30 g = 0.0234"
IZ= 10.282 m th = 1,00 " 3
4 tp = 0.20 (Ypgrong =0-025 MN/m”)

Iy= 137.139 m

Hydtykuorma jaetaan kuvan 18 mukaan symmetriseen ja antisymetriseen osaan.
Kummatkin kuormitustapaukset lasketaan ja tulostetaan erikseen.

Esimerkkilaskussa siltapalkki jaetaan 20:een elementtiin, keskiaukko kym-
meneen (1=5,0 m) ja reuna-aukot viiteen (1=8,0 m). Teht&vd ratkaistaan kah-
della tavalla, j&tté&mdlld poikkipinnan vinoutuminen huomioonottamatta (ts.
Jjokaisen elementin p&&han oletetaan asetetuksi tdysin jaykké poikittaisjay-
kiste) ja ottamalla vinoutuminen huomioon. .

Kuvissa 19 ja 20 on esitetty taivutusmomentti- ja leikkausvoimapinnat eri
kuormituksille. Leikkausvoiman kuvaajissa on havaittavissa epdjatkuvuuskoh-
dissa paikallista epdtarkkuutta, jonka osuus pienenee elementtijakoa tihen-
nettdessd. Leikkausvoiman kuvaajien oikea muoto on merkitty kuviin katkovii-
valla.

Kuvissa 21 ja 22 on esitetty symmetrisistd kuormituksista aiheutuvien ak-
siaalisten jé&nnitysten kuvaajat keskiaukon keskelld (x = 65 m) ja vdlituella
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PSlps Pa'pa

Kuva 18. Hydtykuorman
jakaminen.

TUKILINJA

8 16 24

-
<

— = 01 MN

Kuva 20. Palkin leikkausvoimapinnat.

|L Mg
I Y
3\ .
C o
¥
= l
| |
Mp I
0 ] 55 60 65
8 B 24 32\ 4f 55
N\ 'L”E
Yy o,
N |
\ I
N
N I
M: — = 78 MNm \ﬂ\ |
Q: — = 13MN |
N
Kuva 19. Palkin taivutusmomenttipinnat.

(x = 40 m). Poikkileikkauksen keskiviivan vasemmalla puolella on esitetty le-

vyn ulkoreunan ja oikealla keskipinnan j&nnitykset. Laatuna on MN/m2.
Symmetristen kuormitustapausten aiheuttamiin j&nnitystiloihin poikittais-

Jjéykisteet eivdt aiheuta muutoksia. Antimetristen kuormien aiheuttamat j&nni-

tykset on esitetty kuvassa 22.
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Tulosten vertailemiseksi
kertaisen palkkiteorian mukaan.

nasta saadaan

ey = 1.104 m
Tukimomentit ovat:
IVIg = -64.55 MNm
IVIp = - 2.40 "

MP = - 4,26 "

b

348 -317 373 -373' 344 2319 -3 294 516 710 728 727598 598 536 400
R E— C L
-2 : -39 187 | -1.86
% 47 / |
-97 -
] 32 2 | o7
532 1
J 532 532 |
39 oo -1058 -1057) -9
(]
222 d ,
% 097 100081  -081 07 -066 0% 04 047 . 0003 0P 03 0¥
|
| -013 i 013
-0.66 I /-[] 81 ‘
JON CZZSS VYSL R ETY. -065 0565
[ 026 | |
130 | - -0.70 -070 |-0.65 -065
4L |
2 £
-033 -0.31 -034 -0.34'-0 29 -029 -0.29 -028 020 026 0.27 0.27 022 022 020 0.16
| — /KO 18 I Y —3
= ] 4 I
025N /029 . | .
010 | 010 !
-0.38 i 036
0.49 552 052049 043 -033 039036 '
Kuva 21 al ja b) Kuormana ocmapaino g leikkaus x = 65 m ja x = 40 m
c) ja d) Kuormana akselikuorma P leikkaus x = 65 m ja x = 40 m
2) ja f) Kuormana liikennekuorma Pq leikkaus x = 65 m ja x = 40m

lasketaan suurimmat aksiaaliset ja@nnitykset yksin-

Painopisteen etédisyydeksi poikkipinnan yl&areu-

ja eri kuormitustapausten aiheuttamat j&nnitykset

- omapaino
. _B4.55 | ) 2
oyp T0. 78 1.104 = 6.93 MN/m
_ _ Bh4.55 _ 2
oap T 387 1.646 =-10.33 MN/m

- liikennekuorma - akselikuorma

= 0.26 MN/m?2 o = 0.46 MN/m?

2 yp 2
-0.38 MN/m O, = ~0.68 MN/m
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Kentt@momentit ovat:
Mg = 34.99 MNm
M = 3.20 "
p
MP = 8.85
ja vastaavat jénnitykset
- omapaino - liikennekuorma - akselikuorma
o = -3.76 MN/m? o= -0.34 MN/m? o = -0.95 MN/m°
’P 2 P 0.51 m/m? P ha2 ws?
Tap ° 5.60 MN/m 9%p © . N/m Tap ° . m
(yp = ylépinta, ap = alapinta)
Saadut tulokset vastaavat hyvin tietokoneella laskettuja.
a
-133 b-216
04018 9 015 01 -005 08 g
-012
oo : 001:5 - L‘_\Ujj 065 063
017 ] & 035 .r -0.32
0.27 ? ~024 ]
131 —
127 9\-1.15
o —D.ﬂ?ﬂ_u_mo
0. 0087 0.098
~0.025 d - 4 E:
WV" /ﬁﬂ?ﬁ 04L 046 037 b 08 <0 08
-0.018 : 0025 % -0.30
. / | -o.z/ ;,’/7[0.18
-0.083
/: 0127 o | 066
[i) 066
-0.361 -0.71
) 0.010 20 " om0 .02
=00 0017 0.016 0003 l%j 5% om %
-0.015 | . ] ]
i ~01B\] S|
0.004 | Vom oM \“ Qm
0027
0.034 0.40
? 6\-u.mz 0.38 E\-o.as
-0058
. Q043 h 018 -021 -017
0000 0075 007 ; 025 028 023 m
/0.033 70058 N 0022 1\’) 7578
013 % 0.017 -(7 % o1
-0063 0.093 044 0.9
e 039
-042
-0103
Kuva 22. a) ja b) Kuormana akselikuorma P5; leikkaus x = 65 m
c) ja d} Kuormana akselikuorma P, leikkaus x = 40 m
e] ja f) Kuormana liikennekuorma p, leikkaus x = 65 m
g) ja b) Kuormana liikennekuorma p, leikkaus x = 40 m
(Kuvassa vasemmalla puclella j&ykdn poikkileikkauksen ja
oikealla vinoutuvan jannitykset).

Kuvassa 23 havainnollistetaan poikkileikkauksen vinoutumisen vaikutusta

kotelon siirtymdtilaan.

suoraan ndhden.
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Kuva 23. Poikkileikkauksen siir-

tymdtilat.

tulokset INSKO:n kurssilla em.

Tuloksista voi havaita varsin selvdsti jannitysten intensiteeteissd seu-

Insintdrijdrjestijen koulutuskeskuksen (INSKO)
j8rjestamillsd Sillanrakennuspdivillad /6/ las-
kettiin sama esimerkki kdytt&en kotelosauvan
yleistd vadntdteoriaa sekd ns. levykuoriteo-
riaa, jossa kotelorakenteen nurkkapisteissd
levyt oletetaan liitetyksi toisiinsa nivelel-
lisesti.

Taulukossa 1 on laskuesimerkkien tulokset.
Puhtaan taivutuksen ja v@anndn osuus on
esitetty erikseen., Lisdksi on laskettu koko-
naiskuormien jdnnitykset sekd va8a&nndn prosen-

tuaalinen osuus. Taulukossa 2 ovat vastaavat

menetelmilld lasketuista esimerkeista.

raavanlaisen jarjestyksen suuremmasta pienempdén

Tietokonelaskut
Kotelosauvan yleinen v&&ntdteoria

Tietokonelaskut

Levykuoriteoria

€| 7.283 | -10.57%6 | -3.725 5,684
TAIVUTUS | P 0.268 -0.392 -0,339 0,523
| P| 0.470 -0.6% | -0.970 1.445
= s.02 4L%u‘ 5,034 7.649
g . . . -
VEANTO  [P| 0,074 -0.103 ' -0.020 0.034
;gf::f§ P| 009 | -0.141 |, -0,183 0.270
LE1KKAUS)
| 2| 0172 | -0.244 | -0,203 0.304
T
& 7.3 | -10.576 | -3.725 5.684
YHTEENSA | P 0,342 ‘ -0,495 -0.359 0.554
[P| 0568 | -0.837 | -1.153 1.715
[#| 15 | mes | sowm 7.953
— T
- = _ - i,
VAANTG | P| 0,226 -0.422 | -0,181 0.378
inoutu- | | g 367 -0.709 | -0.65 1.267
VA POIKKF
LEIkkAus) |E| 0,593 -1,131 -0,837 1.645
€ 7.283 | -10.57% | -3.725 5.684
YHTEENSA | P 0.494 -0.314 -0.520 0.898
P| 0.8 | -1.405 | -1.626 2.712
M| 86l | -12.795 | -5.371 9.294
VEANNGN 2108 | 2.05% 3.881 3,822
ANTENA 6.83% 8.842 14,26% 17.70%
l LISA |

Taulukko 1.

Esimerkkien aksiaali-
jannitykset (Laatu MN/m?)

(jaykkd poikkileikkaus)

(vinoutuva poikkileikkaus)

gl 6.9 -10.79 -3.64 5.62
TAIVUTUS | P 0.26 -0.40 -0.34 0,52
¥ 0.46 -0.70 -0.94 1.45
= 7.71 -11.89 -4.92 7.59
g = N R _
viiNTe  |P| 0.1 -0.15 -0.04 0.05
(koTELOSAH P 0,14 -0.19 -0.38 0.52
VAN YLEIN
VAANTOTEO-| g | 0,25 -0.34 -0.42 0.57
g 6.9 -10.79 -3.64 5.62
| vureensa | p|  0.37 -0.55 -0.38 0.57
| P| 0.60 -0.89 -1.32 1.97
= 7.9 -12.23 -5.34 8.16
VAENTO g - - - -
(LEvykuo- | P 0.27 -0.57 -0.32 0.72
RITEORIA) | p| g 4g -0.96 -0.72 1.90
= 067 -1.53 -1.04 2,62
YHTEENSK | & 6.99 -10.79 -3.64 5.62
P| 0.53 -0.97 -0.68 1.24
P| 0.8 -1.66 -1.66 3.35
=| 838 -13.42 -5.98 10.21
VAENNON 3.8 2.8% 7.9% 7.0
ANTAMA LIy 8.0% 11.41 17.43 25.7%
[usA-

Taulukko 2. Eri teorioilla lasketut
aksiaalijénnitykset.
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Kuva 24. Eri teorioilla valituella Kuva 25. Tietokonelaskelmien aksiaali-
lasketut jé&nnitykset. jannitykset véalituella.
Kuvissa 24,...,27 verrataan edelleen samojen teorioiden tulocksia siten,

ettd kuvassa 24 on esitetty hydtykuormasta tuelle aiheutuvat aksiaaliset jan-
nitykset. Yhtendiselld viivalla ja ilman sulkuja olevilla lukuarvoilla on
esitetty levykuoriteorian avulla lasketut keskipinnan j&nnitykset. Katkovii-
va ja suluissa olevat arvot ovat vastaavat kotelosauvan yleisen véantdteorian
tulokset.

Kuvassa 25 on samat jadnnitykset. Siind yhtendinen viiva ja ilman sulkuja
olevat lukuarvot kuvaavat esimerkissd laskettuja vinoutuvan poikkileikkauksen

jannityksid ja katkoviiva ja suluissa olevat lukuarvot jéykdn poikkileikkauk-

sen aksiaalijdnnityksid. Kuvissa 26 ja 27 on vastaavat jannitykset keskiaukon
keskelld.

= 0.96 1.09 X -
8% 08 04 (075) S 1094
= | ———— |~——-—_.___’b7_4ﬁﬁ____;
\
\ Im2 /
J’ 3 Ny . L 4 (MN/m?)
T E———— ) E—
-138) {(-0.72) :-9?31
Kuva 2g. Eri teorioilla keskikentdssd Kuva 27. Tietokonelaskelmien aksiaali-
lasketut jénnitykset. jannitykset keskikentdssa.
LOPPUPAATELMAT

Tulosten vertailulla voidaan todeta, ettd klassillinen taivutusteoria,
jossa poikkipinnan oletetaan s8ilytt&védn muotonsa ja pysyvén tasona, kuvaa
riittdvan tarkasti symmetrisesti kuormitetun palkin j&nnitystilaa. Sen sijaan
vdantdkuormitetun rakenteen suurimmat todelliset normaalijdnnitykset ovat
jaykistetylld palkilla korkeintaan 6 % ja jaykistdmattdémdlld jopa 20 % suu-
rempia. Kotelosauvan yleiselld vaantoteorialla lasketut jannitykset ovat
taas noin 5 % suurempia kuin j&ykistetyn ja korkeintaan 10 % pienempid kuin
jAykistdmdttdman palkin todelliset jannitykset. Teoria ei ota huomiocon poik-
kipinnan vinoutumista ja sen soveltaminen on ty8ldstd ja hankalaa. Levykuori-
teoria ei sellaisenaan sovellu kd&yt&nndn laskutyGhdn. Jdnnitykset olivat
jopa 12 % suuremmat kuin jéykistéméftﬁméllé palkilla lasketut.

Artikkelissa esitetty menetelmd todettiin varsin k8yttd- ja kehittdmiskel-

poiseksi., Teoriaa kehitett3essd olisi tarkoituksenmukaista tutkia erilaisten
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poikittaisten siirtymdfunktioiden osuutta ratkaisuun ja ndin pyrkid minimoi-
maan tarvittavien funktioiden m#3ra. Kehittdmismahdollisuuksia olisivat
edelleen sovellutukset eri poikkileikkaustyypeille sek& teorian laajentaminen

kaarevaan ja vinotukiseen palkkiin.

KAYTETYT MERKINNAT

By painopisteen etéisyys poikkileikkauksen yldreunasta
f muuttujavektori

i,j,k,m,n indekseja

1 elementin aksiaalinen pituus

1,,12,8:,52 ulkoisen kuorman vaikutusalueen reunakoordinaatteja
n,s levyjen lokaalit koordinaatit

Pen’Pss’Psx kuormakomponentteja

Pxn’Pxs’Pxx

Q- Qg 9y

t(x,s) ldmpétilajakautuma

Usupsugsu siirtymédkomponentteja

UyrUys Uy vy, siirtymédfunktioita

u.  ,u. ,u siirtymd- ja muodonmuutosfunktiomatriiseja
—up Tug Uy

U. ,u u

=g’ =€x" =Yxs

vV, Vv parametrimatriiseja

sauvan akselin suuntainen koordinaatti

X

poikkileikkauspinta-ala
kerroinmatriisi
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