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YHTEENVETO: Artikkelissa tarkastellaan kimmoisella alustalla olevan palkin
vapaita vardhtelyj&d. Alustamallina on ns. Winklerin alusta, joka patee mm.
kun alustana on neste. Alustan staattinen vaikutus ominaistaajuuksiin osoit-
tautuu muutamien prosenttien suuruusluokkaa olevaksi. Alustan dynaaminen
vaikutus, jota k&sitelld&n ns. lisdtyn massan avulla, osoittautuu paljon mer-
kittdvdmméksi tekijAksi. Dynaamisen vaikutuksen huomiotta jatt3minen saattaa

Jjoissakin tapauksissa aiheuttaa ominaistaajuuteen n. 50 %:n suuruusluokkaa
olevan virheen siten,ettd saatu ominaistaajuus on liian korkea.

JOHDANTO

Tyypillisid rakenteita, joita voideaan tarkastella kimmoisella alustalla
olevina palkkeina, ovat mm. laiva, proomu ja erilaiset ponttoonit. N&iden
suunnittelussa joudutaan kiinnitt&m&an huomiota myds vardhtelyilmidihin,
koska niihin vaikuttaa jaksollisia kuormituksia. T&llaisia ovat esim. aal-
lokon aiheuttamat kuormitukset.

Kimmoisella alustalla olevaa palkkia on analysoitu useissa tutkimuksissa.
Aihetta kdsittelevistd suomenkielisistd julkaisuista mainittakoon lahteet
[1] ja [2], joissa on tarkasteltu kimmoisella alustalla olevan palkin taivu-
tusta ja stabiliteettia. Kimmoisella alustalla olevan palkin varahtelyja
sensijaan on kAsitelty hyvin vahdn. Timoshenkon klassillisessa oppikirjassa
[3] on tarkasteltu vapaasti p3istd3n tuettua palkkia ja laskettu sen ominais-
taajuuksille likiarvoja trigonometristd yritettd kdyttden.

Laivapalkin vertikaalisten var&htelyiden ominaistaajuuksia m3idritettdessa
el kimmoisen alustan mahdollista vaikutusta ole otettu huomioon (ks. 1l&hteet
[4]) ja [5]) eikd t&td toimenpidettd ole mydskadn perusteltu.

Tassd artikkelissa k&sitell&&n kimmoisella alustalla olevan palkin verti-
kaalisten ominaistaajuuksien m&&rittémistd tavallisimmissa tuentatapauksis-
sa, kun sekd palkin poikkileikkaus ettd alustakerroin pysyvdt vakioina pal-
kin pituussuunnassa. Alustan kimmoisuuden vaikutus osocittautuu suoraan ver-
rannolliseksi palkin kokoon.

Suuria tankkilaivoja voidaan tarkastella likim&&r&isesti vakiopoikkileik-
kauksisina kimmoisella alustalla - alustana vesi - olevina palkkeina. Alus-

tan kimmoisuuden huomioonottaminen kohottaa niiden taivutusvérdhtelyjen omi-
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naistaajuuksia korkeintaan muutamia prosentteja.

Artikkelin lopussa tarkastellaan palkin mukana vérdhtelevén alustan huo-
mioonottamista, kun alusta on nestettd. Alusta otetaan t&118in huomioon ns.
lisdtyn massan avulla. T&m& alustan dynaaminen vaikutus osoittautuu olevan

aivan eri suuruusluokkaa kuin alustan staattinen vaikutus.

LAHTOOTAKSUMAT

Otaksutaan, ettd teknillinen taivutusteoria péatee. Palkin oletetaan py-
syvdn aina kiinni alustassaan ja alustan painuman oletetaan olevan sama kuin
palkin akselin taipuma. Alustan otaksutaan toimivan ns. Winklerin mallin
mukaisesti: alustan aiheuttama tukireaktio on suoraan verrannollinen alustan
painumaan. Leikkausvoiman aiheuttamaa taipumaa ei oteta huomioon.

Varadhdysamplitudit oletetaan pieniksi ja v&r&htely harmoniseksi. Palkin
poikkileikkausten rotaatiosta aiheutuvat hitausvoimat j&tet&&n tarkastelun
ulkopuolelle samoin kuin palkin mukana v&rahtelevén alustan massa. Palkin
mukana vardhtelevdn alustan vaikutusta tarkastellaan omana kohtanaan artik-
kelin loppuosassa.

Korvaamalla kimmoisella alustalla olevan palkin differentiaaliyht&ldsséa
(ks. esim. [1] s. 306) kuormitustermi hitausvoimatermilld, saadaan liikeyh-
t315, missd v on palkin taipuma,

E on kimmomoduli, I on jayhyysmo-

mentti, m on palkin massa pituus-

yksikkdd kohti ja k on alustaker-

roin.
Kuva 1 Kimmoisella alustalla oleva
palkki, merkint&ja
4 2
er 2y . v e mdy g,
9% ot (1)

Kdytetty Winklerin alustamalli pit&d3& paikkansa esim. silloin, kun alusta-
na on neste. T3lldin .

k = pgB, (2)

missd& p on nesteen tiheys, g on maan vetovoiman kiihtyvyys ja B on palkin
leveys.

OMINAISTAAJUUDET JA -MUODOT

Vérdhtelyn oletetaan olevan harmonista, joten v(x,t) voidaan lausua muo-
dossa

vix,t) = vix) sin (wt + ). (3)

Kun tami sijoitetaan liikeyht&168n (1) saadaan
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1 &Y + (k-ms®)$ - 0, (4)
ax
) 2 2 .2
Tarkastellaan erikseen tapaukset w™>k/m, w® = k/m ja w"<k/m.
Kun w2>k/m voidaan (4) kirjoittaa muotoon
DN
2% a% -0, (5)
3
X
missd
2
a4umw = k' (6)
Hakemalla differentiaaliyhtdldn (5) ratkaisua muodossa ¥ = e’™ saadaan ka-

rakteristiseksi yhtdldksi

4 4

r - o = U, (7)
jonka Jjuuret ovat

r1’2 = %q; r3,4 = qi; 1= /-1, (8)

Yhtdlén (5) ratkaisu on siten

’\‘/ - A1 BGX + A2 B‘GX + A3 10X A e‘l(lX (9)

joka voidaan kirjoittaa myds muodossa

cosax + C,sinhax + C,coshax. (10)

v o= C151nax + C2 3 2

Tarkastellaan ensiksi palkkia (pituus L), jonka p&&t ovat vapaasti tuetut.

Reunaehdot ovat
0 =0 ja = & D, kun x = 0 ja x = L. (11)

Kertoimien C m&&ritt&miseksi saadaan yo. reunaehdoista yht&l8ryhma

0 1 0 1 C1

0 -1 0 1 t2

sinal cosol sinhal coshal C3 - (0} (12)
-sinal -cosal sinhal coshal E4

Yht3l6ryhmdl1la (12) voi olla triviaaliratkaisusta poikkeava ratkaisu ainoas-
taan, jos kerroinmatriisin determinantti h&vi&3. Muodostamalla yht&l8ryhmén
(12) kerroinmatriisin determinantti ja asettamalla se nollaksi saadaan ns.

taajuusyht&ls



sinal sinhal = O, (13)
jonka ratkaisu on

al = nm (n = 0,1,2,...) (14)

Ratkaisemalla (6) w:n suhteen saadaan

/ 4 4
w = EEiELl__l_EL_ . (15)

mL4

Sijoittamalla t&h&n edelld johdettu tulos (14) saadaan ominaiskulmataajuudet

ko. tuentatapaukselle.

Taulukko I
al
P&iden kiinnitys 1. 2. 3. 4. e
Pa&t vapaat 4,730| 7.853| 10.3966| 14.137 -
P&adt vapaasti tuetut 3.142| 6.283 9.425]| 12.566 iale
P&at jaykdsti kiinnitetyt 4,730| 7.853| 10.966| 14.137
Jaykdsti kiinnitetty - vapaa 1.875| 4.694 7.855] 10.966 e
Jaykdsti kiinnitetty - vapaasti tuettu| 3.927| 7.069| 10.210| 13.352
Vapaasti tuettu - vapaa 3.927| 7.069| 10.210| 13.352

Taulukossa I on esitetty eri tavalla tuettujen palkkien ominaiskulmataajuuk-
sien mdarittdmisessd tarvittavia reunaehdoista riippuvia kertoimia al. Ku-
takin ominaistaajuutta vastaavat ominaismuodot saadaan sijoittamalla ko. tu-
entatapaukseen ja ominaistsajuuteen 1liittyvd al:n arvo reunaehdoista saa-
tuun yht&8l8ryhmd&n, josta saadaan ratkaistuksi kertoimien C suhteet. Omi-
naismuodot saadaan t&mdn jdlkeen lausekkeesta (10).

Tapauksessa w2 = k/m saadaan ominaiskulmataajuus suoraan
w =V % . (16)

370 _ (17)

g =C, + C,x + Cox" + C,x (18)

médrittadmall3 kertoimet C reunaehdoista. Triviaaliratkaisusta poikkeava rat-
kaisu saadaan ainoastaan, jos palkin molemmat p&dt ovat vapaat tai toinen on

vapaa ja toinen vapaasti tuettu. N&inollen tulos (16) on ainoastaan ndihin
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kahteen tapaukseen liittyv& ominaiskulmataajuus, ns. jdykd&n kappaleen omi-
naiskulmataajuus, joka saataisiin suoraan kirjoittamalla jayk&ksi ajatellul-
le palkille liikeyht&ld ja ratkaisemalla se.

Tarkastellaan seuraavaksi mitd saadaan kolmannesta mahdollisuudesta

w< k/m. Merkit3an
64 _ k-mw2
= (19)

jolloin yht3d1ld (4) voidaan kirjoittaa muotoon
5% 4

\Y)

7 + 4870 = 0. (20)
Ix
Ratkaisua haetaan j&dlleen yritteelld v = e"™. Karakteristiseksi yht&ldksi
tulee
o4t -0, (21)
jonka juuret ovat
Ty T B(1+i) ja P3'4 = -B(1+i). (22)

Differentiaaliyht&lén (20) yleinen ratkaisu saadaan tulosten (22) perusteel-

la, kun kdytetdin kompleksifunktioiden muunnoskaavoja, muotoon

¢ = C1cosh8xcosBx + Czcosthsian + CasinthcosBx + C4sinh6xsin8x. (23)
Tadst& edet&an muodostamalla reunaehtojen avulla lineaarinen yht&l6ryhmé& ker-
toimien C mdé&rittamiseksi samalla tavalla kuin tapauksessa w2>k/m. Jotta
yhtadldryhmé&llé voisi olla muitakin kuin triviaaliratkaisu tulee kerroinmat-
riisin determinantin h&vit&. Esimerkiksi kun palkin molemmat p&at ovat va-

paat saadaan tédksi taajuusyhté&loksi

sinhZBL + 00528L =1, (24)

jolla ei ole muita ratkaisuja kuin BL = 0. Tamd ratkaisu tuottaa tuloksena
jo edelld johdetun ominaistaajuuden (16). Muodostamalla taajuusyhtdl®d myd&s
muissa tuentatapauksissa havaitaan, ettd silla ei ole joko ratkaisua lain-
kaan tai silld on ainoastaan ratkaisu BL = 0. T&md& merkitsee yksinkertai-
sesti sitd, ettd kimmoisella alustalla olevan poikkileikkauksellaan muuttu-
mattoman palkin ominaiskulmataajuuksista pienin on jdykd&n kappaleen vapaus-
asteeseen liittyva ominaiskulmataajuus.

Yhteenvetona voidaan siis todeta, ettd kimmoisella alustalla olevan pal-

kin ominaistaajuudet saadaan lausekkeesta

ET(al)? + Kk(*
Lokl K
mL

(25)
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johon palkin p&diden kiinnityksestd riippuva kerroin ol saadaan taulukosta I.

ALUSTAN KIMMOISUUDEN VAIKUTUS, ESIMERKKI

Ilmassa vardhtelevdn palkin ominaiskulmataajuuksille pétee

w; - )2 /B, (26)

johon kertoimet al saadaan myds taulukosta I.

Merkitsemalla

K
Elo’ (27)

saadaan kimmoisella alustalla olevan palkin ominaiskulmataajuudet ilmassa

virdhtelevan vastaavan palkin ominaiskulmataajuuksista (mi] yhteyden

W’ = (1 ed’y (28)
avulla.
Kubunkin ominaistaajuuteen liittyv& dimensioton suure e karakterisoi kim-

moisen alustan vaikutusta ja on sitd suurempi mit#d pitempi palkki on korkeu-

teensa verrattuna.
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Kuva 2 Vedessd vapaasti kelluvanterdspalkin ensimmdiseen ominaistaajuuteen

liittyvi& e:n arvoja

Kuvaan 2 on piirretty vedessd kelluvan, p&ist&&én vapaan palkin ensimméiseen
ominaistaajuuteen liittyvid e:n arvoja palkin pituuden funktiona L/H ja I/BH3
parametreina. Tuloksia johdettaessa on oletettu, ettd palkin poikkileikkaus
ei muutu pituussuunnassa.
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Suuria tankkilaivoja tarkasteltaessa t&llaisen idealisoinnin voidaan kat-
soa vastaavan todellisuutta suhteellisen hyvin. Suurten tankkilaivojen mit-

tasuhteet ovat yleensd@ sellaiset, ettd parametrin L/H ja I/BH3 suuruusluokat

ovat
3 -3
L/H &~ 12 I/BH” ~ 1.5x10 “. (29)

Kuvasta 2 voidaan havaita, ettd suurimmissakin tankkilaivoissa kimmoisen
alustan ominaistaajuuksia korottava vaikutus on vain 2-3 prosenttia.

Muita tuentatapauksia, joita yleensd esiintyy vedessd kelluvien rakentei-
den yhteydessé&, on toisesta p&&stdin vapaasti tuettu ja toisesta pa&stdan
vapaa palkki, jolle e:n arvot tulevat hieman suuremmiksi kuin edelld tarkas-
tellussa tapauksessa kdytettdessd samoja I/BH3:n, L/H:n ja L:n arvoja. T&1l-
laiset rakenteet ovat kuitenkin yleensd niin lyhyit&, ett3 kimmoisen alustan

ominaistaajuuksia korottava vaikutus j&& 1-2 prosentin suuruiseksi.

PALKIN MUKANA VARAHTELEVAN ALUSTAN VAIKUTUS

Edelld esitetysséd tarkastelussa on otettu huomioon ainoastaan alustan
staattinen vaikutus. Seuraavassa tarkastelussa pyrit&in valottamaan alustan
dynaamista vaikutusta, kun palkin alustana on neste. K&sitelty ns. Winkle-
rin alustamalli p&tee tunnetusti mm. nestealustalle.

Jos nesteeseen upotettu kappale, joka on aluksi levossa, halutaan saattaa
kiihtyvdan liikkeeseen, tarvitaan voimaa paitsi itse kappaleen kiihdytt&mi-
seksi myds ympédrill& olevien nestepartikkeleiden kiihtyv&an liikkeeseen saa-
miseksi. Vaikutus on sama jos kappaleen massaa ajatellaan lis&tyksi sopi-
vasti ja "unohdetaan” t&man j&lkeen neste ja sen vaikutus. Hydrodynamiikas-
sa tastéd kdytetddn nimitystd lisdtty massa. Ilmidtd on ensimmiisend kisi-
tellyt Lamb [6].

Kun &d&rettdmén pitkd sylinteri ajatellaan upotetuksi kokonaan Z3rettémiin
ulottuvaan nesteeseen ja tarkastellaan virtausta kussakin kohdassa kaksidi-

mensioisena ideaalivirtauksena saadaan liike-energiatarkastelulla seuraava

tulos; lisatty massa on sama kuin sylin-

terin syrjéyttdmén nestetilavuuden mas- //"——_—“\\

sa eli {

m' = pnrz, (30)

|
p= l —
missd m’ on lisitty massa sylinterin I~
pituusyksikkd& kohti ja r sylinterin T
sade.
e B

Nesteen pinnalla v&rdhtelevdlle kap-

-

paleelle lisAttyd massaa voidaan app-

roksimoida Lewisin [7] mukaan seuraa- Kuva 3 Kglluvan kgppaleen qeste-
pinnan alainen osa ja sen
vasti. Kappaleen ymp&rilld tapahtuvan "kuva” pinnan ylipuolella
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virtauksen ajatellaan olevan saman kuin kappaleen nestepinnan alapuolisen
osan ja t&min nesteen pinnan yl&dpuolelle peilatun "kuvan” (kuva 3) muodosta-
man kappaleen ymparilld tapahtuva virtaus, kun t&md yhdistetty kappale upo-
tetaan d&8rettdmiin ulottuvaan nesteeseen. Lisdtyksi massaksi otetaan puolet
t&médn kappaleen lis&tystd massasta. Muiden kuin sylinteripoikkileikkauksis-
ten kappaleiden lisdtty massa voidaan laskea konformikuvausta kdytt&en.
Poikkileikkaukseltaan ellipsin muotoisen kappaleen lisdtty massa pituusyk-
sikkdd kohti on

: 1 2
m' = 5 mb%p, (31)

missd b on ellipsin liikettd vastaan kohtisuorassa olevan puoliakselin pi-

tuus. Muunmuotoisille palkeille Lewis on johtanut tulokset muodossa

1 2
m' = 5 Cm,ﬂb P, (32)
missd Cm, on poikkileikkauksen lis&tyn massan kerroin ja b = B/2 (ks. kuva 3).

Suorakaidepoikkileikkauksille on l&hteestd [7] koottu tulokset kuvaan 4.

2,0

1.8

1.6 \

14 N‘N-:\—
1.2
1.0
0 1 2 3 4
B
T
Kuva 4 Suorakaidepoikkileikkauksen lisédtty massa

Koska virtaus nesteessd olevan kappaleen ympdrilld on todellisuudessa
kolmidimensioista, on ndin saatu lisdtty massa pituusyksikkdd kohti liian
suuri. Lewis ma#dritti 2- ja 3-dimensioisten tapausten 1lisdttyjen massojen

suhteen tarkastelemalla pytrahdysellipsoidin v&rahtelyd akselia vastaan koh-

tisuorassa suunnassa. Tulokset hin esitti kertoimen J muodossa
T

32 (33)
2

missé T3 on kolmidimensioisen virtauksen ja T2 kaksidimensioisen virtauksen

liike-energia. Kuvaan 5 piirretty palkin 1. ja 2. ominaistaajuuksiin 1liit-
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tyvdt J:n arvot L/B:n funktiona l&hteestd [7]. Lewisin otaksuman mukaan
nditd voidaan soveltag muillekin kuin ellipsipoikkileikkaukselle,
Nesteessd kelluvan palkin ominaistaajuudet alustan staattinen ja dynaami-

nen vaikutus huomioonottaen saadaan nyt kaavasta (25) k&yttam&113 m:n sijas-
ta virtuaalista massaa m*

1 2
* - =
m m o+ 5 JCm,nb P, (34)

johon tarvittavat kertoimet Cm' ja J saadaan kuvista 4 ja 5.

1.0
/
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0.4
0.2 —]
0.0 |
4 6 8 10 12 14
L
B
Kuva 5 Korjauskerroin J
3.0 T T
| /
25— — [/}f -
?
\-’
< n

1.0

-S® N

Kuva 6 Virtuaalinen massa
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Kuvaan 6 on piirretty suhde m*/m suorakulmiopoikkileikkauksiselle palkil-
le leveys-syvyys suhteen funktiona. Kuvasta voidaan havaita, ettd alustan
dynaamisen vaikutuksen huomiotta j&ttdminen johtaa yli 50 %:n virheeseen kun
L/B > 8 ja B/T > 3.

LOPPUSANAT

Haluan lausua parhaat kiitokseni Walter Ahlstrémin s3&tidlle, jonka my&n-

tdmé apuraha on edesauttanut tam&n artikkelin syntymisté&.
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