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YHTEENVETO: Kirjoituksessa k#sitelldan tasokehdn painon minimointia rajakuor-
mateorian ja lineaarisen ohjelmoinnin avulla. Optimointitehtdvdn muuttujina
ovat palkkien plastiset momentit keh&n ollessa muuten annettu. Kuormitusta-
pausten lukumd&rid on yksi. Esitys pohjautuu plastisuusteoriaan, erityisesti
sen kinemaattiseen menetelmdin. MNormaali- tai leikkausvoiman vaikutusta my&-
tBehdossa ei oteta huomioan. Minimointitehtdvén kohdefunktiona oleva kehdn
paino linearisoidaan ja rajoitusepdyhtdldt saadaan sortumismekanismien tydyh-
t318ists. N&in muodostuu ongelmasta lineaarisen ohjelmoinnin tehtdva. Sovel-
jutusesimerkkini tarkastellaan suorakulmaista kolmesta palkista tehtyd tasoke-
h&3. T&m3 kolmen muuttujan minimointitehtédvd ratkaistaan yksityiskohtaisesti
simplex-algoritmiin perustuvan yksinkertaisen ATK-ohjelman avulla.

YLEISTA
Johdanto

ATK-vilineiden kehittyess& on matemaattinen optimointiteoria tullut t&r-
kedksi tyBkaluksi liiketaloudellisissa ja teknisisssd suunnittelutehtdvissa.
Eritt#in hyvat sovellutusmahdollisuudet silld on lujuusopin alueella. Tal-
16in on tavoitteena yleensd rakentesn painon minimointi.

Plastisuusteoriaan pohjautuva rajakuormamenetelma tarjoaa kdytinndn raken-
nesuunnittelijalle yksinkertaisen ja selvépiirteisen mahdollisuuden kehdra-
kenteiden painon minimoimissen.

Tim&n kirjoituksen tavoite on pukea kyseinen minimointiongelma lineaari-

sen ohjelmoinnin teht&viksi ja esittdd erds tapa ssn ratkaisemiseksi.

Perusoletukset ja kinemaattinen teoreema

Esityksessd tarkastellaan staattisesti kuormitettuja ideaaliplastisesta
alneesta valmistettuja tasokehid, joiden kuormitus on annettu. Sitkedstd ra-
kenneteréksesté‘valssatut muototerdspalkit ovat tavallisimmat sovellutuksis-
sa esiintyvat rakenne-elementit, jotka tayttdvit kohtuullisen hyvin kyseisen
aineoletuksen.

Normaalivoiman vaikutus my&tstn j&tetd&n ottamatta huomioon. T&lldin pel-
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kistyy my6téehto yksinkertaiseen asuun
M=M_, (1)

missd
M on poikkileikkauksen taivutusmomentti ja
Mp on poikkileikkauspinnan plastinen momentti.

Rakenne saattaé myts menettdd stabiilisuutensa ennen rajakuormaa vastaa-
van sortumismekanismin syntymistd., T&t# erityisongelmaa ei ole t&ss# yhtey-
dessd tarkasteltu.

Edelleen oletetaan optimointiteht&v&n muuttujien, palkkien plastisten mo-
menttien !VIi » olevan jatkuvia. N&inh&n ei asia k&yt&nn&n suunnittelutydssid
ole, vaan k&ytettdvissd on tavallisesti muototerdsten sarja.

Sortumismekanismin tydyhtaltksi sanotaan sitd virtuaalisten siirtymien pe-
riaatetta soveltamalla saatavaa yhti18&, joka syntyy, kun kuormitusten teke-
mi tyS ja plastisissa nivelissd tehty dissipaatiotyd asetetaan yhtd suuriksi.
Tarkastelun kohteena olevassa tasokeh&n painon minimointiteht&vissd tydyhts-
181145 on keskeinen merkitys. Rajakuormateoriassa kiytet&in kahta eri ratkai-
sumenettelyd: staattista ja kinemaattista menetelm3&. T&m& esitys kayttas
J8lkimm&istd nojaten sen perustana olevaan ki nemaattiseen
teoreemaan [B, s. 68]:
0lkoon rakenteen kuormitusmuoto p annettu. Rajakuorma kp (k€ R) on pienin
kuorma, joka tydyht&16std saadaan, kun rakenteesta muodostetaan nivelmekanis-

meja sijoittamalla siihen sopiva m8&rd plastisia nivelisd.

PAINON MINIMOINTI q (/,/’/,//a

Kohdefunktio

Palkkirakenteita konstruoitasssa ké&yte-
tdd3n rakenneosina useimmiten valssattuja
muototerdksid, joille painon pituustiheys
q esitettynd plastisen momentin IVIp funk-
tiona on likimain kuvan 1 mukainen.

5illd pienelld alueella AB, jolla suun-

nittelija tavallisesti liikkuu, voidaan A B v
usein k&yttd& lineaarista approksimaatiota P
Kuva 1. Palkin painon pituus-
tiheys q poikkileikkaus-
qQ=a+b Mp a;b€eR. (2) pinnan plastisen momen-
tin Mp funktiona.

V311114 AB k&yrs lineari-
soidaan optimointia var-
ten.

TAssd kirjoituksessa palkin painolla tar-
kaitetaan sen massaa.
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T3115in saadaan koko rakenteen painaoksi

n n i
a & L + b Ik MpL s - (3)

missa
n on rakenteen palkkien lukum3&rd ja

Li on palkin i pituus.

n .

Termi a I Li ei riipu palkkien valinnasta, Jjoten kokonaispainon @) sijaan
i=1

voidaan minimoida funktiota

nooi
z = I Mp L. =« (4)

Kun palkkia kuormitetaan niin paljon, ett& sen erddsssd poikkileikkaukses-
sa taivutusmomentti kasvea plastisen momentin Mp suuruiseksi, on kyseisen
poikkileikkauksen normaalij&nnitysjakautuma 15helld kuvan 2 esitt&mdsd suora-
kaidekuviota. M&&ritelld&n poikkipinnan plastinen taivutusvastus Z yht&la1ld
[8, s.22]

-ReL
Mp = Re[_ Z 3 (5)
missé =
R on materiaalin alempi vetomy@tdraja. //i ]
el . o=
% =
Plastisan taivutusvastuksen laskukaavaksi —
tulee t&118in —
z=(f|yldr , (6) —
A ly ReL
missd
y on poikkipinnan plastisesta pintakeskifis- Kuva 2. Palkin poikkileikkauk-

sen jannitysjakautuma

td mitattu koordinaatti. .
rajatilassa M =M

p*

Tehtavidn muodostamisen kannalta keskeinen lineaarisuusoletus on useissa

13hteissd sivuutettu pelk&1l1d maininnalla. Oletuksen hyvyyttd on t&ssd pyrit-
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ty karkeasti hahmottamaan er&&ss& erityistapauk-

sessa, nimitt&in kuumavalssattujen leveiden I- — b
tankojen HE ... B SFS 2031 osalta. T&t& varten |
on laskettu profiilien HE 100...600 B plastinen
taivutusvastus kayttden lauseketta
=
= |h
Z = bth-t) + s(2-8)7, (7) /
johon liittyvat merkinn&t on esitetty kuvassa 3. I t
Palkkisn nurkkapy®ristyksis ei t&sei ole otettu L4277 r
huomioon. Kuvaan 4 on piirretty laskelmien tu- | 1
loksena saatu q(Z)-pistejoukko. Kuva 3. Kuumavalssattu leved
I-tanko
HE ... B SFS 2031,
merkinn&t.
240
HE 600 8|
®
200 -
q « HE 500B
kg/m
160
*HE 400 B
[ ]
L “HE 3008
[
®
80 >
*HE 2008
w [ ]
*HE 1008
1000 2000 3000 4000 5000 3
Z/cm

Kuva 4. Kuumavalssattujen leveiden I-tankojen HE 100...600 B SFS 2031 painon
pituustiheys g poikkileikkauspinnan plastisen moduulin Z funktiona.
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Optimointiteht&dvan muodostaminen

Rakenne voi sortua usealla eri mekanismilla riippuen vaikuttavasta kuormi-
tuksesta ja palkkien plastisista momenteista M; . Optimointitehtévéssad pyri-

tA8n 1l8yt&m#&n se plastisten momenttien vektori
M2 ... MV, (8)
p]

joka minimoi tarkasteltavan keh&rakenteen painon. Rajoitusepdyhtdldt kysei-
sess3 minimointitehtividssd saadaan sortumismekanismien tydyhtdldistéd. T&l-
18in on otettava huomioan kaikki kysymykseen tulevat mekanismit. N&in saa-

daan lineaarinen epdyht&ldryhma
Ax 2 b, (9)
joka muuttujien Mg taytyy toteuttaa. Lis&ksi on ehdon

M- 20 Vi (10)

i
p
oltava voimassa.

Dttamalla k3yttd8n merkintd

- T
c ={ Ly Ly e Ln] (11)

2

saadaan kaavan 4 kohdefunktiolle esitysmuoto

z = ET X . (12)

Kokoamalla edelld esitetty voidaan optimointiongelma muotoilla seuraavas-

ti:

min z = ET X
Ax 2 b
x; 20 Vi,

(13)

T8ma on lineaarisen ohjelmoinnin tehtdv#i, joka voidaan ratkaista ssimerkik-
si simplex-tekniikalla tai jollakin sen kehittynsemmd@ll&d muunnoksella. Rat-

kaisuvektorin x° ei tarvitse vilttamdttd olla yksikdsitteinen, vaan minimipai-
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no voidaan erd@issé& tapauksissa saavuttaa useammalla eri valinnalla. Ké&yt&n-

ndn suunnittelutydssd, Jjossa muuttujat x; eivdt ole jatkuvia, saattaa olla

i
tarpeen lopuksi tutkia useita optimikohdan ymp&rill& tehtyjd valintoja ja

vertailla erikseen niiden keskin&ist& paremmuutta.

SOVELLUTUSESIMERKKI

Tarkastellaan sovellutusesimerkkind kuvan

5 mukaista jayk&sti ja nivelisesti alustaan |

tuettua tasokeh&i. Teht3vind on minimoida "‘F

rakenteen paino siten, ettd se kest&& anne- M 2 |

tun kuormituksen (F ja 4F) sortumatta. Plas- L

1

tiset momentit pystypalkeilla ovat Mp ja M3 F

P 3 |l
sekd& vaakapalkilla Mg. Mp1 M

Plastisten nivelten mahdollisia syntymis-

kohtia ovat palkkien p&&t sekd@ pistevoimien P z
vaikutuskohdat. Esimerkkikeh&ss& n&ita Kuva 5. Esimerkkikehd kuormi-
kriittisid poikkileikkauksia on seitsemén, tuksineen.

81118 tukinivelen kohta ei tule kysymykseen.

Rakenteen mahdollisten sortumismekanismien lukum&&r& on t&ssd tapauksessa 21.

N&m3 on esitetty kuvassa 6. Mik# niistd kulloinkin toteutuu, riippuu plastis-
ten momenttien M' arvoista. Lisiksi on kunkin mekanismin alapuolelle kirjoi-

tettu sitd vastaava tyByht&18. Kohdefunktioksi tulee

2

n .
2 = 5 mii, o« ool o« M2l e MELoL . (14)
. p p p

Esimerkkin3 olevan kehdrakenteen painon minimointiteht&vd voidaan t&118in esit-

t33 seuraavassa asussa:
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0 0 4 M; 1
e M2 > 1 FL
0 2 7 P - 3
001 4 \_ Mg 2
1 0 4 ] 2
0 3 5
0 1 2 1
1 0 2 1
0 4 1 5
0 02 4 1
11 1 1
0 4 1 7
2 2 1 7
0 2 5 6
0 5 2 6
0 7 2 12
3 4 2 12
0 1 6
1 2 1 6
0 4 0 6
1 3 0 6 (15)
M;, Mg, Mg > 0 .

Sen numeerinen ratkaisu on suoritettu l3htesessd [7] esitetylld simplex-algorit-
miin perustuvalla yksinkertaisella ohjelmalla kalkulaattorin Hewlett Packard
9830 A avulla. Rajoitusepdyhtdléiden lukum&3rd on suuri verrattuna muuttujien
lukumddrdsn, N&in ollen on edullista siirtys k&sittelem&an duaalitehtdvids,
joka nyt on standardimuotoinen lineaarisen ohjelmoinnin ongelma. K&ytt&m&lla

pelivaramuuttujia Yopee:Yoy saadaan tehtdvd tdydennettyd kanoniseoen muotoon
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(10) m (12)
2Mp2 » M3 = FL M omZom3:FL 4My 2, M3 - 7FL
p e Mp’= p *Mp * My = P =

Kuva B. Esimerkkikeh&n kaikki k&yttddn tulevat sortumismekanismit ja niita

vastaavat tydyhtélét.
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Kuva 6. Esimerkkikehdn kaikki
vastaavat tydyht&lot.
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1 2 _
Mp * 3Mp” = 6FL

-

k&yttdtn tulevat sortumismekanismit ja niita
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max ¢ = FL[11322511511776612126666] [y, |
Y2
y21J
[ 000010010010200030101 ] 100 ] Yq | [ 2
|
| Yo
0121N02404214225743243 ]| 010 = | 3 |L (18)
| :
{ 437443221911719152221100]| 001 | Y24 2

Ohjelma vaatii 1Ahtdtietona my8&s jonkin kantaratkaisun, mik& t&ss& tapaukses-
sa on kanonisesta muodosta helposti n&ht&vissid. Primaalitehtdvdn 15 ratkai-
suvektorin X° komponentit ovat duaalitehtZvin 16 optimaalisen simplex-taulun
pelivaramuuttujien simplex-kertoimet. Optimin antava ratkaisuvektori ja tata

vastaava kohdefunktion arvo ovat

%0 =| 2.375 { FL , min z = 9.625 FLZ , (17)
0.25

Optimikohdassa ovat rajoitusyhtdlét (1), (5), (13), (14) ja (19) aktiivisia.
Lihteesssd [1, s. 151...153] annettu vastaus yhtyy saatuun tulokseen.

LUPPUPARTULMAT

T4ssd esitetty kinemaattiseen l&hestymistapaan pohjautuva tasokeh&n painon
minimointi tarjoaa verraten helppokiyttéisen menetelmén pisnten ja keskisuur-
ten rakenteiden kdsittelyyn. Menetelmd on karkea ja silld on heikkouksia,
joista tarkeimmdt on lueteltu kappalsessa 1.2. Tehtdvan formulointi lineaari-
sen ohjelmoinnin ongelmaksi mahdollistaa valmiiden optimointiohjelmien k&yt-
t8misen ratkaisussa. Keh&n tai jatkuvan palkin, johen menetelmd luonnollises-
ti myBs soveltuu, palkkien lukumdirdn ollessa pieni voidaan teht&vd useimmi-
ten ratkaista ohjelmoitavaa kalkulaattoria apuna k&ytt3Zen. Suurten probleemo-
jen kdsittelyyn on kehitetty omat srityistekniikkansa [5), Jjoihin té&ss& ei
puututa. Kinemaattisen lZhestymistavan lis3ksi voidaan tehtdv# ratkaista mybs

staattisen menetelmdn avulla. T&1l8in joudutaan kuitenkin tinkim&&n havainnol-
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lisuudesta. Lineaarisesti riippumattomien kantamekanismien kaytt6d kinemaat-

tisen menetelmdn yhteydessd on esitelty l&hteessd [9].

Tams esitys pohjautuu ensisijaisesti l&htelsiin [8] ja [6], joista edellinen
tarjoaa plastisuusteorian ja j&lkimm&inen optimoinnin perustiedot. Sovellu-

tusesimerkki on valittu l&hteestd [1].
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