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1. JOHDANTO

Tietokonest ja uudet numeeriset menetelmdt ovat tehneet usei-
den ennen vaikeina pidettyjen rakenteiden jénnitysanalyysin rutiini-
luontoiseksi tehtdvdksi. Kiytetyt menetelmdt sisdltdvit kuitenkin
yleensd likim3drdisyyksis, jotka saattavat aiheuttaa tuloksiin huo-
mattaviakin virheitd. Virheiden suuruuden arvioiminen on kdytanndssi
vaikea tehtidvd8. Erds tapa saada jonkinlainen arvio virheiden suu-
ruus luokasta perustuu kokemuksiin menetelmdlld saaduista tuloksista
tutkittavaa tapausta 13helld olevissa rakenteissa, joissa tarkka rat-
kaisu tunnetaan, jolloin virheiden suuruus voidaan suoraan todeta.
Koska analyyttisid ratkaisuja tunnetaan hyvin harvoissa tapauksissa,
tam3 menetelmd ei ole kovin kdytttkelpoinen. Toinen taoa on ratkais-
ta rakenne perdkkdisillid tihennetyilld approksimaatioilla ja tutkia
tulosten muuttumista. Mik&1i muutokset ovat kohtuullisen pieni#, voi-
daan otaksua, ett3d tiheimm3113 approksimasatiolla saadut arvot ovat

verraten 13hells todellista ratkaisua. THm3 tapa on suuritdinen eika

94



Rakenteiden Mekaniikka

silti aina luotettava.

Tissd artikkelissa esitetddn erds edellisistid tavoista poik-
keava, siirtymimenetelmin yhteydessd sovellettavissa olaeva Menettely,
jota voidaan joissain tapauksissa k3ytt&83 ratkaisun tarkkuuden ar-
viopimiseen. Menettsly perustuu likiratkaisun j&nnitystilaa vastaavan

ajatellun kuormituksen ja todellisen kuormituksen vertailuun,
2. TEORIA

Kdytetty virhsarviointi perustuu seuraavaan toteamukseen:

Mikd hyvdnsd kinemaattisesti luvallinen siirtymdtila esittés
rakenteen tarkkaa ratkaisua erddlls kuormitukselle.

Jos nimittdin rakenteelle annstaan mielivaltaiset siirtymdt,
voidaan siirtymist3d laskea ensin muodonmuutokset ja muodonmuutcksista
taas vastaavat jdnnitykset ja niistd tasapainoyhtdldiden perusteella
lopuksi ne ulkoiset kuormat, jotka vaaditaan pifém%ﬁn saadut jénni-
tykset tasapainossa. N&in lasketulle kuormitukselle ratkaigu on
tidysin tarkka. Vertaamalla laskemalla saatua kuormitusta annettuun
todelliseen kuormitukseen voidaan saada arvio tehdyst3 virheestd.

Kinemaattisesti luvallisella siirtymdtilalla tarkoitetaan ta3s-
g8 siirtymidtiloja, joissa siirtymit toteuttavat teht&vdssd asstetut
kinemaattiset (geometriset) reunashdot ja joissa siirtymit ovat niin
jatkuvia, ettd kappaleeseen ei synny rakoja.

Siirtymimenetelmill3 tarkoitetaan taas analysointitapaa, jossa
tehtdv3 esitetdin siten, ettd tuntemattomina esiintyy pelkdstidin
siirtym3suureita. Suuret ohjelmakokonaisuudet perustuvat tavallisim-

min siirtymdmenetelmiin. Numeerista likiratkaisua siirtymdkomponen-
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teille u, v jaw etsit33n yleens3d muodossa

ulx,y,z) = a1¢1(x,y,z) + azwzlx,y,z) toaat anwn(x.y,z),
vix,y,z) = byv,(x,y,2) + bzwz(x.y.z) teent by Uxy,2), (1)

wix,y,z) = c1w1(x.y.z) + czwz(x.y.z) I cnwn(x,y,z),

Jjossa ¢1.wz,....wn ovat tunnettuja paikkakoordinaattien x, y ja

z funktioita (ns. interpolaatio-, koordinaatti- tai muotofunktioita)
ja Qq4s85,c-0,C m3&riddmittémisd parametreja. Valitsemalla paramet-
reille tietyt arvot esittivdt lausekkset (1) tdysin mi3ratty3d siir-
tymdtilaa, josta muodonmuutokset ja jinnitykset voidaan laskea.
Tehtdvin suuritfisin osa on parametrien arvojen misrittiminen. Ne
pyritddn valitsemaan siten, ettd esityksestd (1) johtuvat jannitykset
toteuttaisivaet jannityksi3 koskevat tasapainoyht3dlst mahdollisimman
hyvin. T&md tapahtuu tavallisesti potentisalienergian minimin tai
mikd on sama virtuaalisten siirtymien periaatetta hyviksikdyttden.
N8itd periaatteita sovaellettaessa on esityksen (1) toteutettava teh-
tdvdn kinemaattiset reunashdot. N3in ollen on td&min luvun alussa
esitetty virhearviointimenettely sovellettavissa muotoa (1) olevan

likiratkaisun yhteydessi.

3. ENSIMMAINEN SOVELLUTUS

Tarkastellaan menettelyn soveltamista kuvan 1a esitt3dmi8n kim-
moisalla alustalla olevaan tasajdykkd&dn tasaisen kuorman q kuormit-
tamaan vapaasti tuettuun palkkiin. Tavanomaisten teknillisen taivu-
tusopin ja Winklerin tecrian otaksumien j&lkeen voidaan tehtivid kuva-

ta pitden palkin taipumaa v{x) ainoana tarvittavana siirtymisuuree-
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na. Sen likiratkaisua etsiti#3in kaavojen (1) mukaisesti:
vix) = b1w1(x) + bzwz(x) teaat bnwn(x] ¥ (2)

Palkin muodonmuutas saadaan sen kdyristyménd

93% (b k2 b d2¢2 b Eff%l (3)
K = - a2 - + *oee? -
dx 1 dx2 2 dx2 N dx

Tarvittavia jdnnityssuureita ovat t3ssd taivutusmomentti

a%y, d?y, d’y,.
M = EIk = ‘EI(b1 e + bz ] L bn —-—z] » (4)
dx dx dx

jossa EI on palkin taivutusjidykkyys ja reaktiovoima

p = kv = k(byp, ¢ by, *eees by ), (5)

a)

b)

Kuva 1. a) Kimmoisella alustalla oleva palkki
b) Muotofunktio ¥y
c) Muotofunktio ¥,
Fig. 1 a) A beam on an elastic foundation
b) Shape function W
c) Shape function 1&
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jossa k on alustakerroin. JAnnityssuureita koskeva palkin tasa-

painoyht313 on tunnetusti
2
__z + Q-p = o . (B)
dx

Ratkaisemalla yhtd18std (6) se ajateltu kuormitus ¢, joka vaaditaan

pitamB8&n esityksestd (2) johtuva jBnnitystila tasapainossa, saadaan

. dm
q ":‘z *p
X
4
L d%z ) (7)

= EI(b1 —;;z + bz —;:z teaa) + k(b1¢1 s bzwz

Ctetaan aluksi kaavassa (2) mukaan vain yksi termi (n = 1)
ja valitaan muotofunktioksi

w1(x] = x(&-x) . (8)
Sen kuvaaja on sesitetty kuvassa 1b. N3hd3&n, ettd taipuma

vix) = b1¢1(x] (9)
totsuttaa tehtivdn kinemaattiset reunashdot

v(d) = v(R) =0 . (10)
Soveltamalla virtuaalisten siirtymien periasatetta by:n arvoksi tulee

b, = 0,01126 q&%/EI ,

1

jota laskettaessa alustakertoimen lukuarvoksi on valittu

k = 324 €1/2% .
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Kaavoista (4) ja (7) saadaan
M = EI-2b, = 0,02252 q¢’ ,
-~ 2
qQq =0 + kb1tli1 = 3,649 x(2-x)g/2° .

Kuvan 2a vasemmalla puolella on esitetty vaadittava kuormitus .ﬁ‘;,
Havaitaan lisSksi, ett3d ratkaisusta (9) saadaan palkin pd3&hdn vaikut-

tavan ulkoisen momentin arvoksi
f(g) = M(&) = 0,02252 gqi? ,

vaikka todellisuudessa palkin piissd vaikuttavien momenttien tulisi
voimareunaehtojen parusteella hdvitd. Koska ratkaisua (9) vastaava
kuormitus poikkesaa n&in huomattavasti todellisesta kuormituksesta,

on varmaa, ett3 itse ratkaisukaan ei voi olla kovin tarkka. Kuvasta

q s e T . Q
- - F ﬁ""-..\
- q .
( /// \.\

M=0,0225 g1 4=0,0049 q12
a)
Talpuma v Taivutusmomentti M
v 1 M
qW/El | qi?
—— Tarkka ratkaisu 4
0,001 —— Approksimaatio (9) 0,00
—.— Approksimaatio {11)
//‘
0002 / 0,02
_____ e e e .‘
o
-~
o —"
——
0,003 g - 0,03

b)

Kuva 2. a) Approksimaatioita (9) ja {11) vastaavat
kuormitukset
_ b) Taipuman ja taivutusmomentin kuvaajat
Fig. 2. a) Loadings corresponding to approximations
(9) and (11)
b) Deflection and bending moment
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2b voidaankin t&m3 todeta etenkin taivutusmomentin suhteen vertaa-
malla tuloksia analyyttiseen ratkaisuun, joka on tdssd tehtdvAssi
-helposti ldydettdvissa.

Kokei llaan ssuraavaksi approksimaatiota, jossa on mukana kak-

si termid (n = 2):

vix) = b1w1(x) + bzwz(x) ” (11)
¢1(x) on edellean kaavan (8) mukainen ja

o0 = x(2-x)(x-2/2)% . (12)

Yyin kuvaaja on esitetty kuvassa 1c. N&hd&in, ettd lauseke (11) to-
teuttaa jilleen kinemaattiset reunashdot (10). Virtuaalisten siir-

tymien periaatteen avulla saadaan parametrien arvoiksi

b, = 0,01198 qr2/E1 ,

b, = -0,007635 q/EI ,

2

ja kaavoja (4} ja (7) soveltamalla seuraa kuvan 2a oikealla puolella
esitatty vaadittava ulkoinen kuormitus g, M(0), M(2). Jatkuva kuor-
mitus § on nyt ldhempdnd tasaisen kuormituksen arvoa q, ja etenkin

palkin p&issd vaikuttavat taivutusmomentit arvoltaan 0,3049 qzz ovat

ens3 n. 18 % lasketusta taivutusmomentin maksimiarvosta, kun ne edel-
13 olivat 100 %. T&min perusteella voidaan ratkaisun otaksua olevan
jo verraten tarkan (vrt. kuvs 2b).

4. TOINEN SOVELLUTUS

Edollisessd luvussa k3sitellyssd esimerkissd muotofunktioiden
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kuvaajat olivat sileitd, melkein kaikkialla rakenteen alueella nol-
lasta eroavia arvoja saavia kdyri#. Nyky3in kdytetyt oh je lImapak-
kaukset perustuvat kuitenkin yleens3 elementtimenetelm3dn, jossa
muotofunktiot ovat tyypilt#&n aivan erilaisia. Muotofunktipﬁ midri-
tel133n elementtimenetelmissi paloittain (elementeittdin); ne saavat
kukin nollasta eroavia arvoja vain pieness3 rakenteen dsa-alueessa
ja muotofunktioiden derivaatat saattavat olla epdjatkuvia elamenﬁti-
en rajapinnoilla. N&istd piirteistd johtuen tulee elementtimanétel-
méll3 saatua ratkaisua vastaava ajateltu kuormitus hyvin erikoislaa-
tuiseksi.

Otetaan esimerkkind mensttalyn soveltamisesta elementtimene-
telmin yhteydess3 kuvan 3a esittdmi, reunalta x = 2a pituusyksik-
kd3 kohti tasaisen kuorman q kuormittama neli&n muotoinen levy,
jonka otaksutaan olevan tasojinnitystilassa. Levy on tuettu reunal-
ta x = 0 kitkattomasti x-akselin suunnassa. Rakanna analysoidaan

kiyttden kuvassa 3b nikyvid elementtiverkkoa (25 nurkkapistettd),

Y.V Ty
i 5 [0 15 |20 |25
3 % 4 9 4 |19 |24
[ X 3 (8 B3 B |B x
a
a b
2 |7 2 |7 |2
| % 1T 6 M 16 2
I 1
a) b)

Kuva 3. a) Nelidn muotoinen levy
b) Levylle k&ytetty elementtiverkko
Fig. 3. al A square shaped stretched plats
b) Division of the plate into finite elements
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joka muodostuu 16:sta nelj3i nurkkapistettd omaavasta nelibelementis-
td. Siirtymikomponentteja u Jja v approksimoidaan kaavojen (1)

mukaissesti:

ulx,y) = u1w1(x.y) + uzwz(x,y) et uzswzs(x.y) 5
(13)

vix,y) = v1w1(x,y) + vztz(x,y) Foaat v25w25(x.y) i
Kaavojen (1) m3&r3dmittémid parametreja a1.a2,...,b1,b2.... on mar-
kitty kirjaimilla UgsUgseersVysVosees koska parametrit ovat sle-
menttimenatelmiss3 itse asiassa siirtymikomponenttien arvoja nurkka-
pisteiden kohdilla. T&mi voidaan todeta tarkastelemalla lausekkeita
(13) ja kuvaa 4, johen on piirretty ndkyviin kolmen muotofunktion
kulku. Muotofunktiot saavat arvon 1 kukin oman alaindeksinsd ilmai-
seman nurkkapisteen kohdalla ja ovat nollasta eroavia vain tdhan
nurkkapisteeszeen liittyvien elamenttien alueella. T&ssd on kdytetty
suorakaide-elementeille tavallisia kuvassa 4 ndkyvid bilinsaarisia
muotofunktioita.

Tehtdvin kinemaattisiksi reunaehdoiksi on otettu
u(0,y} = 0, wv(0,0) =0 . (14)
Ne on helppo totsuttaa esityksessd (13) ottamalla

Upg = Uy T Uz T Uy T oug = Vg oE o . (15)

z/y N z/&
L L L LS IS [ L /S LS

y ity o o A 77
PEZE T L F L EF LT T B
K LT IT

Kuva 4. Muotofunktiot Yo, ¥4 ja Yy
102 Fig. 4. Shape functions ¥, , ¥,and ¥y
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Loput m3drd&midttémistd parametreistd mi3iritetdsn virtuaalisten siir-
tymien periaatteen avulla. Laskelmien tuloksena (Poissonin vakio =

0) saadaan lopuksi kuvassa 5 nikyvi pdd jadnnitysresultanttien jakau-

tuma.
4y

Bl
—— =—0'5 q

Kuva 5. P&&jadnnitysresultantit elementtien keskipisteissa
Fig. 5. Principal stress rasultants at element centroids

Kuvan 5 tapaiset siistiss@ muodossa monella desimaalilla esi-
tetyt tietokoneen antamat tulokset saattavat helposti johtaa unohta-
maan, ettd kyseessd on likiratkaisu, jonka tarkkuus ei ehk3 ole aina
riittdva. Tutkitaan nyt t&mdn kirjoituksen tavalla, mitd kuormitus-

ta saatu likiratkaisu vastaa. Siirtymid (13) vastaavat muodonmuutok-

set ovat
oY oy
du 1 2
€ ™ Tx T Y1 % Mamx e
1 P
dv _ 1 2
Ey L] W V1 a—y— + Vz _By *oue (16)
YT TV AL N
Yxy© 3y = ax 1 Jy 13x "

Jannitysresultantit levyn pituusyksikkdid kohti riippuvat muodonmuu-
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toksista ssuraavasti:

3 3y

Et Et 1 1

N = (e +ve ) = (U, == + Vv —

x T G2 Sx %y 1-v2 13X Vi 3y
3 ERT

. _Et . _Et 1 1

Ny *1:;'2' (eywex) _1“_-;2 (V1 v * vu, T Yoo (17)

3&1 3w1

. _Et . _Et
ny 2(T+v) ny 2(9+v) (u1 ay VY 3x ner

jossa E on levyn aineen kimmomoduuli, v Poissonin vakio ja t

levyn paksuus. Levyn jdnnitysresultantteja koskevat tasauainoyht&d-

16t ovat
oN oN
T X 0.
(18}
N aN

rl+_ﬁ1+v-g,

jossa X Jja Y ovat tilavuusveoiman x- ja y-aksaelin suuntaiset
komponentit lsvyn pintayksikkd& kohti. Kaavoja (18) soveltaen saa-
daan jannitysresultantteja (17) tasapainossa pitdvien ajateltujen

kuormign X Jja Y m#3rittdmiseksi kaavat

- aN aN
X # = e XY
9 x dy
(19)
-~ oN oN
Y = - —¥ . XY
oy ax

Kaavojen vaatimat derivoinnit on helppo suorittaa, koska E, v ja t

on t3ssd esimerkiss3d otettu vakioiksi. Suorittamalla laskelmat ha-
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-~ ~

vaitaan, ettd X ja Y saavat kunkin elementin alueella vakioarvot.
Niiden jakautumat on esitetty kuvassa 6a. Koska k3ytetyt muotofunk-
tiot eivat ole sileitd, eividt niistd derivoimalla saadut muodonmuu-
toskomponentit (16) ole jatkuvia vaan niiden arvoissa voi tapahtua
hyppiyksid slementtien rajapinnoilla. T&ten myds j&nnitysresultant-
tien (17} arvot saavat hyppdyksid, jotka eivdt ole taas tasépaino-
ehtojen kannalta mahdollisia, jollei epdjatkuvuuskohdissa ajatella
vaikuttavaksi viivakuormaa, jonka x- ja y-komponentit rajaviivan

pituusyksikkd kohti ovat

—
]

LN - N +m(NT - N ),
x b XYy Xy
(20)

=
"

m(N" - NT) o+ (NT - N ).
y y xy Xy

Kaavoissa (20) indeksit + ja - viittaavat suureiden arvoihin epdjat-
kuvuuskohdan eri puolilla ja & ja m ovat epdjatkuvuusviivalle
piirretyn + puolelta - puolelle osoittavan yksikkﬁnormaalin suunta-
kosineja. Kappaleen reunoilla vaadittavat viivakuormat saadaan myds
kaavoista (20} ajattelemalla kappaleen reunaviiva epéjatkuvuﬁskoh-
daksi ja ottamalla kappaleen ulkopuolisten j&nnitysresultanttien
arvoiksi nolla. Edellé selostetulla tavalla lasketut vaadittavat
lingaarisesti jakautuneet viivakuormat on esitetty kuvassa 6b ja c.
Todellinen kuormitus muodostui vain reunalla x = 2a v31i1l3

-a/2 <y < a/2 vaikuttavasta viivakuormasta Tx = -q (vrt. kuva
b, vasen puoli). Kuvan 6 esittimi kuormitus, jolle elementtimene-
telmdn ratkaisu on siis tdysin tarkka, ei muistuta paljoakaan todel-
lista kuormitusta, joten saatu likiratkaisu ei voi o0lla kovin luotet-

tava.
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Kuva 6.

a)

bl

c)

. C‘J)

bl

cl

Elementtimenetelmidn ratkaisua vastaavat
tilavuusvoimat

Elementtien y-akselin suuntaisilla rajaviivoilla
vaikuttava viivakuormitus

Elementtien x-akselin suuntaisilla rajaviivoilla
vaikuttava viivakuormitus

Distributed loading corresponding to the finite
element solution

Line loading acting on element boundaries parallel
to the y-axis

Line loading asting on element boundaries parallel
to the x-axis
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5. MENETELMAN KAYTTOMAHDOLLISUUKSISTA

Edellsd on kdsitelty pelkdstdan lineaarista kimmoteoriaa. Me-
nettely on sovellettavissa my#s geometrisesti ja fysikaalisesti epé-
lineaarisiin tapauksiin. Muodonmuutosten, jinnitysten ja lopuksi
vaadittavien ajateltujen ulkoisten kuormien laskemiseksi kaytetyt
kaavat vain monimutkaistuvat huomattavasti. T3llaisissa tapauksissa
etsitldn itse ratkaisu yleensd k&ymd1l3d 1ldpi koko rakenteen kuormi-
tushistoria antamalla kuormitukset pienind lisdyksin& ja pitamallad
kirjaa kertyneistd jinnityksistd. N3istd voidaan periaattesssa aina
laskea tasapainoyhtdl8iden avulla ajatellut ratkaisua vastaavat ul-
koiset kuormat.

Yhteenvetona voidaan sanoa, ettd kinemaattisesti 1luvalliset
likiratkaisut merkitsevdt sit3, ettd rakenne lasketaan eri kuormituk-
selle kuin on tarkoitettu. Etenkin elementtimenetelmdn ratkaisva
vastaava kuormitus on hyvin monimutkainen, kuten kidy ilmi jo luvussa
4 k&sitellystd yksinkertaisesta esimerkistd. Vaikeutena syntyvén
virheen arvioinnissa on 18yt&3 kdyttdkelpoinen "mitta”, jonka avulla
saataisiin selville kvantitatiivisesti likiratkaisua vastaavan kuor-

mituksen ja todellisen kuormituksen v3linen ero.

Eero-Matti Salonen, apul.prof,, Teknillinen korkeakoulu, Otaniemi
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