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YHTEENVETO

Artikkelissa k3sitell&dn jatkuvan, kimmoisen ympyrirengaslaa-
tan ratkaissmista siirtymémensetelmilld. Rakenne ja siihen vaikutta-
va kuormitus oletetaan pyBrdhdyssymmetrisiksi. Tuet voivat olla pai-
numattomia tai joustavia.

Ratkaisuperiaate on sama kuin sauvarakenteiden siirtymimene-
telmdssd., M&E3ritetddn reunamomenttien ja -leikkausveimien riippuvuus
reunataipumista ja -kaltevuuksista kuormittamattomalle laatalle.
Ndihin voimasuureisiin 1is3t3&n jiayk&sti kiinnitetyn rengaslaatan
kuormituksesta aiheutuvat tukimomentit ja -leikkausvoimat. Tasapai-
noehdoista saadaan yhtdléryhméd tuntemattomien taipumien w ja kal-
tevuuksien ¢ madrittamiseksi.

Kuormituksena on tarkasteltu tasaista kuormaa p (joka voi
olla eri suuri eri kentiss3) ja symmetristd viivakuormaa. Er3ita
seuraavassa esitettdvid kaavoja kuten muitakin pydrihdyssymmetristen

tapaustan ratkaisuja l8ytyy teoksesta [1], jossa kuitenkin eridt tu-
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lokset ovat painovirheiden takia kdytt8kelvottomia.

1. HOMOGEENISET RATKAISUT

1.1. Yleiset lausekkset

Laatan differentiaaliyhtdl8 napakoordinaetistossa on py&rdh-

dyssymmetrisessdé tapauksessa [2]:

4 3 2
dw ,2dw_1 dw, 1 dw _pl(r) (1
art Tad Lo P9 P

jossa w on laatan taipuma, p(r) laatalle jakautuneen kuorman

intensiteetti ja D 1laatan jaykkyys:

Eh3

D = (2)
12(1-v2] .

tavanomaisin merkinndin. Yht3184 (1) vastaavan homogeenisen yht&1ldn
ratkaisu on -

2 2 2 2
w C1p ln p© + Czp + C3 ln p~ + C4 » (3)

1...C4 ovat vekioi-

ta. Yhtadldstd (3) saadaan laatan kaltevuudelle lauseke

jossa p = r/a on dimensioton koordinaatti ja C

1w A 2 1
¢ =385 *3 (26,0 Inp% + 20,0 » 2050 + 20, ) . (4)

Laatan taivutusmomentit ovat [2, s. 283 ja s. 50]
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‘ AT
_afdw , v dw) _ %t
"r D(;z P3 ) - ot 5— (5)
2 a AT
- -nfl1 dw dw) _ t
M¢ D(ra? + \’-C-i;-z) D(1+v) ) » (6)

joissa a, on aineen ldmp8pitenesmiskerroin ja AT laatan ala- ja

ylapinnan 13mp3tilojen erotus. Yht&ldstd (4) saadaan kiyristymille

lauseke
2 2 :
dw 1 dw 1 -2 ; . 1
= = (2C, ln p~ + 6C, + 2C, - 2C I (7)
;;z ;2 ;;z ;7 1 1 2 3 ;7
Laatan leikkausvoima Q. on [2]
dM 3 2
r 1 _ o _n(9w 1dw _ 1 dw
Qr - -7 + ; (M!‘ M¢] D(;;—S & rd—rz :za?) . (8)

Yhtildiden (4) ja (7) mukaisesti saadaan:

8D
Q. = - =3-C4 - (9)
ap

Timd on my8s korvikeleikkausvoiman lauseke, silld laatan vidntdmo-

mentti on [2]

« -p(1-v) (1
Meg = “DUI-VIg (R 5g) = 0 . (10)

1.2. Raunakaltevuudet ¢1 ja ¢2 v

Tarkastellaan rengaslaattaa, jonka reuncilla on kaltevuudet

¢1 ja ¢2 ja tuet ovat painumattomat (kuva 1a,b). Reunaehdoista
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w(B) = w(1) = 0
(8} = ¢, (11)
$(1) = ¢,

saadaan miiritetyiksi lausekkeen (3) vakiot C4...C,:

a 2 2 = - 2 2 \
Cy = 5xl-(1-82 + 1n8°)(Bo,-0,) = (1-8%) 1ng%s,)
C, = &[01-82) 1n8%(8g,-9,) +» (1-82-87 1n8%) 1ng%e,] | (12)

GL % ¢, - (Cq + C))

Reunamomenteille saadaan tapauksessa AT = 0 yhtdl8éstd (Si lausek-

kaet

1-8

L 1262 ~ V@

. -0 :
m.(8) = £ [A + A $,1 (13)

1141

D
My, =N (1) = -2 [BA + v(1-B)¢2] s (14)

1281 * PAyat,

joissa

Apg = g 11-8%101+38%) + ag%1n 8% + g%(1n 897

A _ 2(1-8) [2(1-32) + (1*82) 1n'82] ’ (15)

12

Ay, = 2B 101-8%(3+ 8%) + 2g%1n 82 - 8%(1n 8217
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ja
A = (1-8%)2 - g%(1n 852 (16)

Rengaslaatan reunaan vaikuttaville leikkausvoimille saadaan yht&13s-

td (9) lausekkset

B
0, = 0.(8) = - 57 [B101 + 72 6,1 . (17)
- . .Db
joissa

2
B, = - 401-B)7 (1-82.1, g2y ,
A (19)
2
B, = 21B)" (152,570 62) .

1.3. Reunojen vdlinen taipumaero Wy < W,

Laatalla, jonka tust painuvat ja jonka reunojen kaltevuus on

nolla, reunaehdot ovat (kuva 1a,c):

w(B) = W,

wi1) = w (20}

2
$(B) = ¢(1) =0 .

Niiden avulla saadaan yht318n (3) vakiot mi%ritetyiksi:
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oo “["32"w
1 7 V.

_ b(1-8%-8%1n 8%
A L

C. = szln 82 "
3 u »

joissa
Vo= (wy, - w,)/b

on reunojen taipumaeroa vastaava kaltevuus.

Reunamomenteiksi saadaan yht&lGstd (5)

My = MP(B) =

1
oo
@

—
<
-

D
My = M (1) = =B,y

B1 ja 82 saadaan yht&l8ist3 (19).

4 E a)
©) ®

k 02
—t
b) K TN

c) w1I

(21)

(22)

(23)

(24)

Kuva 1. Reunoiltaan kuormitetun rengaslaatan taipumapinnat.
Fig. 1. Deflection of an annular plate loaded along the

edges.
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Reunoihin vaikuttaville leikkausvoimilie saadaan yht&#ldn (9)

mukaan ‘lausekkset

9, = 9.(8) = E, cv , (25)
9, = 0.(1) - E, BCY . (26)
joissa
.a13r4_al
2. TASAISESTI KUORMITETTU LAATTA

Laattaan vaikuttaa tasainen kuorma p(r) = p. T&118in yhtd-
1511e (1) 18ydet88n yksityisratkaisu

. (28)
Kun t8md 1is3t33n yht818n (3) lausekkeeseen ja kdytetddn reunashtoja
w(g) = w(1) = ¢(B) = ¢(1) =0, (29)

saadaan vakioiksi:

4
- - a a2 2 2,4 o4
Bs 55 Ag (1-87)(28%1n B+1-87) ,
4
. _pa 2,4_02,2 2 (n-22v3_522¢a_a212,542 2,2
C, = g[8 (1-87)%1n 8°-(1-8%)°-28%(1-8%)%+28(1n 8711} (30)
4
C, = 522 8201-8D121-8%) + (1+69)1n 67)
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RRRRERINY o,{ T

4 M M2
@ ®’ | Aa " b f iLEZ

Kuva 2. Tasaisen kuorman p kuormittama rengaslaatta.
Fig. 2. Annular plate loaded by uniform load p.

Reunamomenteiksi ja -leikkausvoimiksi saadaan:

2
W, = —B2 _1(1-822(3-821+(1-87) (1+38%) 008728 (1085171 L (31)
1 16AC1-8) '

2 .2 2,2
b -8212(32-11+82(1-82) (3+82)1na2+28%(1np%) 4] , (32)
", = ___E____![(1 B)14(38<-1)+8°(1-8°)(3+8°) 1ng B 8 ‘

16A(1-B)
8 2_4)(1-8%1%-282(1-8%)1n82-28% (108 %r %1, (33)
®, == gEat=gT (38°-1) (1-87)7-287(1-8%) 1nB
. b 2 202 oo 2% B2 2_1-82)2(3-82)] . (38)
®, = garrpyl48 (1n8)7+287(1-87)1nB"-(1-87)7(3-8
3. LAATAN TUKEUTUMINEN LIERIWKUOREEN

Tarkastellaan tapausta, jossa laatta tukeutuu monoliittisesti
lierikuoreen, T&116in laatan taipuessa kuoren reunaan syntyy tai-
vutusmomentti Mk (ja lasikkausvoima Qk). Riittdvin pitkdlle kuo-

relle saadaan kuvan 3 merkinnfiin:
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jossa

joissa

ja D

Wie T YOt YoMy

O = YaW YoMk o

Yeqr Yo Ja Yy, ovat vaikutuskertoimia [3, s. 142]:

1 3 )
Y11 " 30, (%)

)2 r

o o
”Ir x'x

1
Y12 = 70, ¢

Ry

1
3 (—) »
Y22 ﬁ; k" )

N

kK on kuoren reunahdiritin vaimenemiskerroin

K =4/3(1-\)2] /R- 7.ﬁ '

k k
on’ Kuoren taivutusjiykkyys

Ehk3
k" 12(1-v2)

D

K&8ntden saadaan

joissa

86

K 3
Gyqg = 4 Dk‘(ﬁ;)
_ K2
G12 2 Dk (ﬁz)
_ K
522 = 2 Dk (ﬁ;) .

(35)

(36)

(37)

(38)

(33)

(40)

(41)

(42)
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Kuva 3. Lieri8kuoren reunan siirtymd- ja voimasuureet.
Fig. 3. Displacements and forces at the edge of a
cylindrical shell.

4, TASAPAINOYHTALBT

Rengas laatan reunamomentti M, saadaan laskemalla yhteen yh-
t316t (13), (23), (31) sekd kaavan (5) mukainen 13mp@tilaeroca AT
vastaava termi., Reunamomentti M2 saadaan vastaavasti yhtéiﬁisté
(14), (24) ja (32). Reunoilla vaikuttavat leikkausvoimat 01 saa-
daan yhteenlaskemalla yhtdldt (17), (25) ja (33). Vastaavasti leik-
kausvoimat Q, saadaan yhtildistd (18), (26) ja (34). LieriBkuoren
reunaan vaikuttava taivutusmomentti saadaan yht81lfist3 (41), jossa
yleensi voidaan asettaa w, = 9, kun kuori 1liittyy }ieriﬁn akselia
vastaan kohtisuorassa olevaan laattaan.

Kahden rengaslaatan A ja B yhdysviivalla i voidaan nyt kir

joittaa momenttien tasapainoshto (kuva 4a):

M =t =M . 2, (43)
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T3t3 tyyppid olevia yht315itd saadaan yhti monta kuin on tuntematto-
mia kaltevuuksia ¢i' Jos laakeroinnilla estetd3n momentin siirty-
minen seindmiin, niin Mk-termi jda pois,

Laattaan vaikuttava oyfirihdyssymmetrinen viivakuorma P voi-
daan ottaa huomioon md&drittelem3jlld kunrman vaikutuskohtaan "nurkka-
viiva"”, jossa tuntemattomia ovat taipuma wy ja kaltevuus L
Momenttitasapainoehdon (43) lisiksi saadaan leikkausvoimien tasapai-

noehto (kuva 4b):

Q - Q - P, =0 . (44)

Sama yht315 voidaan kirjoittaa myGs jokaista painuvaa tukiviivaa koh-

ti. Tukivoiman (-Pi) suuruus riippuu t3114in yleensid painuman Wy

suuruudesta. Tyyppid (44) onlevia yht&18it8 voidaan muodostaa yhti

monta kuin on tuntemattomia nurkkataipumia Wi

| e

‘ Moa e Q2a l G

i e e
=ty

I a) b)

Kuva 4. Nurkkaviivoilla vaikuttavat voimasuureet.
Fig. 4. Forces on the nodal lines.

5. LOPULLISET SUUREET

Tuntemattomien w4 ja ¢i ratkaisemiseksi saadaan kuten

sauvarakenteiden (tai elementtimenetelmin) ratkaisussa lineaarinen

yhtd1dryhmd, jonka kerroinmatriisi on nauhamainen. Kun tuntematto-

mat on ratkaistu, saadaan nurkkaviivoilla vaikuttavien voimasuurei-
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den arvot superponoimalla edellisen kcohdan alussa esitetyll3 tavalla.
Vastaavasti sunernonoidaan siirtym3suureiden aryot._ Sii?tymﬁ-‘iq”
voimasuureiden arvot mielivaltaisessa laatan kohdaésalsaadéahva;fu
kohtién 1 ja 2 mukaisesti. Esimerkiksi taivutusmomentti 'MT  saadaan
sijoittamalla lausekkeet (3) ja (28) kaavaan (5). Kertoimet §1...

C saadaan yhteenlaskemalla yht&ldistd (12), (21) ja (30).

3

6. ESIMERKKI

Esimerkkind tarkastellaan kuvan 5 mukaista rakennetta. Tuki-
viiveoilla 1, 3 ja 4 on joustava kiinnitys ja tuella 6 on nivelviiva.

Viivat 2 ja 5 ovat viivakuormien vaikutuskohtia. Ratkaistava yht31&-

ryhmd on tdlldin muotoeae

(45)

” P,

1000 220

h=130 A il B/ c P ; £
®
by

——————— o~ j/ L e
By #50 b N

el 1290 2090 2350

[[TITTITLI HﬂllHHIIIIIIH’?JHHIIIHHIIIJHI

=7

Kuva 5. Esimerkkilaatan mitat (cm:n&), kuormien sijainti
Jja Mp-pinta.

Fig. 5. The dimensions of the example plate (in cm), the
locations of the loads and the distribution of the
bending moment Mr‘
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Jossa Jaykkyysmatriisi K on
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Siirtymdvektori r ja kuormitusvektori q ovat:

KN MK - $1'A
) 2,A ~ ™48
o2 Kan = Xy,5 =Py
¢"2 mZ,B - l"K,'.C
L= 3| a= | My -M™yp (46)
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Kun laattaan vaikuttavilla kuormilla on arvot
o = 34.6 kM/m% ,
P, = 650 kN/m, (47)

P_ = 147 kN/m

ja Poissonin vakiolla arvo v = 0, saadaan nurkkamomenteille arvot

M, = -143,3 kNm/m )

M, = B43.5 kNm/m

My yas © ~1004.8 kNm/m

M3 oik = ~926.8 kNm/m b (48)
M4 I -303.7 kiNm/m

My o3k = -292.1 kNm/m

Mg = 42.5 kNm/m . )

KAYTETYT MERKINNAT

A= (1-392 - 3%(1n 8572

a rengaslaatan ulkoside

A11, A12. A22 vakioita (yhtd16 15)

81, 82 vakioita (yhtdld 19)

b rengas laatan leveys

C vakio (yht31d 27)

C1...C4 vakioita

D laatan taivutus jadykkyys

E kimmomoduli

h laatan paksuus

i alaindeksind viittaa nurkkaviivaan i
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K rakenteen jadykkyysmatriisi

MP.I"I¢ laatan taivutusmomentit (yht516t 5 ja 6)

K reunamomantti (Mr) jaykdsti kiinnitetyssa, kuormitetussa
rengas laatassa (yhtdlét 31 ja 32)

Mr‘ laatan vaidntdmomentti (yht&18 10)

p ‘laatan pinnalle jakautuneen kuorman intensiteetti
viitvakyorman intensitestti

q rakenteen kuormitusvektori

Qr laatan leikkausvoima (yhtdld 8)

x4 reunaan vaikuttava leikkausvoima jayk3sti kiinnitetyss&,
kuormitetussa rengaslaatassa

r laataston siteen suuntainen koordinaatti

r rakenteen siirtymivektori

AT ‘laatan alapinnan ja yldpinnan 13mp&tilojen erotus

w laatan taipuma

a, aineen ladmpdpitenemiskerrain

B rengaslaatan sisdsdteen suhde ulkosdteesean

k = 4 3(1-v9) /F;7F: , reunahdiridn vaimenemiskerroin

v Poissonin luku

p = r/a dimensioton koordinaatti

¢ = dw/dr laatan kaltevuus

P = (wz-w1)/b laatan reunojen taipumaeroa vastaava kaltevuus

Dk lieridkuoren taivutus jdykkyys

by lieridkuoren paksuus

Mk lieridkuoren reunaan vaikuttava taivutusmomentti

Qk lieridkuoren reunaan vaikuttava leikkausvoima

Rk lierikuoren sidde

Wy lierikuoren reunataipuma

¢k lieridkuoren reunakie;tymé
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Yyq0 Yqp0 Yoo lieriékuoren vaikutuskertoimia (yhtdl#d 37)

Gyqs Gyps Gyp ligridkuoren vaikutuskertoimia (yht3dls 41)

1 alaindeksin3 viittaa taipuman w, kaltevuuden ¢, taivutus-
momentin I“Ir tai leikkausvoiman Qr arvoon rengaslaatan
sisireunalla

2 ala?ndeksiné viittaa taipuman w, kaltevuuden ¢, taivutus-
momentin Mr tai leikkausvoiman Qr arvoon rengaslaatan -

ulkoreunalla
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