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1. JOHDANTO

Jaykkyydelt&an muuttuvan palkin taipuman, tai yleisemmin tai-
puisuusominaisuuksien, tarkka ma&rittadminen on periaatteessa aina in-
tegrointitehtdvd. Muutamia erikoistapauksia lukuunottamatta j8ykkyy-
den muutokset ovat lisdksi sellaisia, ettd on turvauduttava numeeri-
seen integrointiin tai tyydyttdvéd pelkédst&én "ekvivalentin EI:n ar-
viointiin insinddrin sormituntumalla”.

Kaytanndn tehtdvissd voidaan esimerkiksi ulokepalkin taipuma
laskea tyydyttdvallad tarkkuudella siten, etté palkki otaksutaan jae-
tuksi vakiojdykkiin osiin ja sovelletaan superpositioperiaatetta.
Seuraavassa esitettyjd yksinkertaisia superponcintikaavoja voidaan
pitda konstruktddreille tutun Tekniikan kdsikirja 1A:n taulukko 2:n
suorana sovellutuksena, ja ne lienevdt siten laskelmia yleisimmin
suorittavien insinddrien ja teknikoiden omaksuttavissa helpommin

kuin suoranaiset numeerisen integroinnin laskukaavat.

33



I. Riikonen: Jaykkyydeltddn epdjatkuvasti

2. PERIAATE

Kuvan 1 esittdméssd tapauksessa palkin AC pddn C taipuma GC
voidaan ajatella muodostuvaksi kolmesta osasta 60, 61 ja 62 (kuva 21,

joiden lausekkeet ovat

3 2
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Faﬁ Faja,
61 = 382 = [ﬁ; + -'E?]az; (2)
Fa23
62 - -3E-I—2- . (3]

Kuten lausekkeista havaitaan, taipuma 60 + 61 ei ollenkaan riipu jayk-
kyydestd v&1il11a BC. T&m& sama taipuma saadaankin toista tietd otak-

sumalla palkin jaykkyydeksi koko v&1illd AC arvo EI1 seuraavasti:
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Kuva 1. JaykkyydeltZan epdjatkuvasti muuttuva ulokepalkki.
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Kuva 2. Jiykkyydeltdin epijatkuvasti muuttuvan ulokepalkin
taipuman muodostuminen voiman F vaikuttaessa palkin
paéssa.
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Lauseke (4) edustaa itse asiassa ssllaisen palkin taipumaa, joka on
d3rettdman jAykkd vdlilléd BC. P&én C kokonaistaipumaksi saadaan nyt

yhdistadmallsd (3) ja (4)
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3. YLEISTYKSIA

Noudattaen kaavan (5) ajattelutapaa voidaan kuvan 3 mukaissel-
le palkille v&littdmasti kirjoittaa p&8n taipuma siind vaikuttavan

voiman F vaikutuksesta seuraavasti
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Pistevoiman palkin p&&hén aiheuttaman kulmanmuutoksen lausek-

keeksi saadaan analogisesti
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Jos palkin p&3ssd vaikuttaa voiman F sijasta pistemomentti M, voidaan

p&an taipumalle ja kulmanmuutokselle kirjoittaa lausekkeet
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b

Kuva 3. Useasta kohdasta jdykkyydelt&&n epdjatkuvasti muuttu-
va ulokepalkki.
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Kuva 4. Jaykkyydeltdadn epéjatkuvasti muuttuva ulokepalkki
Joustomatriisin muodostukseen k&ytetyin merkinndin
varustettuna.

4. KAAVOJEN (6)...(9) SOVELLUTUKSIA

4.1 Joustomatriisi

‘Mukavuussyistd siirrytd&n mittaamaan pituudet palkin kiinnite-
tystd pd&dstd kuvan 4 mukaisesti. Voiman Fi aiheuttamaksi taipumaksi

i-pisteessd saadaan t&118in kaavaa (6) vastaten

. S a - 3
CFp iyt (2 = 2,)
k=1 k
missd g5 = 0. Noudattaen kaavojen (1) ja (2) periaatteita voidaan

pisteessd i vaikuttavan voiman aiheuttama taipuma pisteessad j kir-
joittaa
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851 = 833 * By33(05 - 2yl (11)
missd ,
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ja Gii saadaan kaavasta (10). Kaava (11) p&tee, kun j = i. Jos j < i,
voidaan Gij laskea kaavan (11) mukaan ja Bettin-Maxwellin s&&nndsta
saadaan Gji = Gij'

Kaavoja (10) ja (14) kdytt#en voidaan siis laskea poikkileik-
kaukseltaan melko mielivaltaisesti muuttuvan ulokepalkin joustomat-
riisi ssimerkiksi varahtelyprohleemien ratkaisemiseksi. Tietenk&dn
kaikissa epadjatkuvuuskohdissa ei tarvitse olla voimaa vaikuttamassa,
mutta kaavoissa (10) ja (11) esiintyvan yksinkertaisen summeerausta-
van kdyttamiseksi on kunkin voiman kohdalle ajateltava epdjatkuvuus-

kohta, vaikka jdykkyys olisi sama voiman vaikutuspisteen molemmin

puolin.

4.2 Jatkuvan palkin ratkaiseminen joustomatriisin ja Jordanin

eliminaation avulla

Ajatellaan aluksi kuvan 4 palkkia, joka on jaykdsti kiinni-
tetty vasemmasta p&3st3&n. Otaksutaan, etté pisteissd i, j ja k
(1 <i< j< k< n) palkille annetaan siirtyméehdot ja muissa pis-
teissd vaikuttavat voimat F2 (1< 8 <n, & #£1i, j ja k]l on tunnettu.
Tukireaktioiden Fi' Fj ja Fk sekd muiden pisteiden taipumien mé&rit-
tamiseksi lasketaan ensin palkin joustomatriisi kaavojen (10) ja (11)

avulla. Taten saadaan yht&ldryhma
[A]{F} = {&}. (12)

Tédstd yhtdldryhméstd voidaan ratkaista tukireaktiot Fi’ Fj' Fk Jja mui-
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den pisteiden siirtymdt suoraan kolmella Jordanin eliminaation as-
keleella. Eliminaatiovaiheiden havainnollistamiseksi kirjoitetaan
voimavektori joustomatriisin p&&lle seuraavasti [1]

F1 vesF. wudF. wudF

5 : K 't
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Yht&l6issd (13) saadaan Fi ja Gi vaihtamaan paikkaa muuttamalla ker-

roinmatriisin termejd seuraavasti
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N&8issd kaavoissa on pilkulla yldindeksind merkitty elementin uutta
arvoa eliminaatioaskeleen j&lkeen, kun a;; on toiminut pivot-element-
tin&. Kaavat (14) saadaan ratkaisemalla F, yhtdléryhmdn (13} i:nneltd

vaakarivilta, eli

A - - o 55 e B
Fi = a7 U8 - agq4Fy = 855F 45 infn)s (15

ja ajattelemalla t&1138 kerrotuksi matriisin i:s pystyrivi. Yht&ldéis-

s8 suoritetaan sitten uudelleenryhmittely siten, ettd voimat ja Gi
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otetaan ylds tekijoiksi.

Samanlaisilla laskutoimituksilla vaihdetaan Fj:n ja 6j:n sekd
Fk:n ja 6k:n paikat kesken&an. T&116in on vasemman puolen voima-siir-
tyma-vektori tunnettu ja oikean puolen’'tuntemattomien arvot voiaaan
laskea valittomasti.

Pienehk&jen probleemien kyseess& ollen Jordanin eliminaation
askeleet ovat helposti muistettavina pdyt&laskukoneen k&ytt&jénkin
hallinnassa. Halutut suureet ovat laskettavissa ilman yht&léiden uu-

delleenjdrjestelyjéd ja kerroinmatriisin ositusta.

4.3 Tapaus, jossa jatkuvan palkin kiinnityspd& on nivelellinen

Jos kuvan 4 palkin vasen pd&d ei ole kiinnitetty, vaan vapaas-
ti tuettu, kuvaavat termit aij Fj taipumia, jotka on laskettu pistee-
seen 0 piirretystd tangentista kuvan 5 mukaisesti. Tdll6in saadaan

i-pisteen perusviivasta n-n mitatuksi taipumaksi

On
n
ne3

. a, F, + ¢2.. (16)
i k=1 ik’ k i
Yht&l6ihin ilmestyneen uuden tuntemattoman ¢ ratkaisemiseksi saadaan

yht&15 momenttiehdosta 0-pisteen suhteen

n
I Fi%; =0, (17)
i=1

Yhdistimallsd (16) ja (17) saadaan edelleen symmetrisen kerroinmatrii-

n

n

Kuva 5. Padstdan nivelellisesti tuetun jatkuvan palkin tai-
puman sarjamuotoisen lausekkeen muodostuminen.
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sin omaava yht&léryhma

CPPREE a1ng1 F1 61
LN I I O I DO B 4 I L = - F’ (18]
IO annzn Fn Gn

[ ageee 2,0 | o) Lo

josta voidaan ratkaista tuntemattomat tukireaktiot, kulma ¢ ja tunte-

mattomat taipumat, kuten kohdassa 4.2 esitettiin.

4.4 Menetelmdn kayttd jaykkyydeltddn jatkuvasti muuttuvan palkin

taipumien lasksntaan

Sguraavassa on esimerkkind laskettu kuvan B esitt&@mén, korkeu-
deltaan suoraviivaisesti muuttuvan kotelopalkin GF’ BF' GM Jja BM seu-
raavalla approksimaatiolla:

1. Jjaetaan palkki n yhtd pitk&aan v&liin
2. lasketaan nelitmomentti I jakopisteissa
3. otetaan kunkin v&lin nelidmomenttia edustamaan v&d1li& rajoittavien

jakopisteiden nelidmomenttien keskiarvo.

F 21000 kp

t=10mm - M=1000kpecm

Kuva 6. Korkeudeltaan lineaarisesti muuttuva kotelouloke-
palkki.
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Vertailun vuoksi taipumat on laskettu myds integroimalla numeerises-

ti taivutustydn derivaattojen lausekkeet seuraavilla approksimaati-

oilla:
GF L ) I n i - %12
- {E_I(X—T dx = (E'] 151 EIi ’ (191
6M BF l X L2 oo %
W < ey >t WL e abg
L n
B—MM={EI—1(77‘1“%151%- (211

N&issd kaavoissa Ii on i:nnen vdlin pdiden neliBmomenttien keskiarvao.
Taulukossa 1 on esitetty tulosten numeerinen vertailu erilaisilla
jakotiheyksilléa.

Siin& erikoistapauksessa, ettd EI on vakio, superpositiokaa-
vat (6)...(9) antavat oikean tuloksen jo yhdelld jakov&lilld kaikil-
le suureille 6F’ BF, GM ja BM, mutta kaavat (19)...(21) vain kolmel-

le viimeksi mainitulle.

Taulukko 1. Kuvan 6 mukaisen koteloulokepalkin p&an taipuma ja kul-
manmuutos jakotiheyden funktiona sarjakaavoilla (6)a..
(9) ja trapetsikaavoilla (19)...(21] laskettuna.

Sarjakaa- Trapetsi- Sekd sarja- etta
valla kaavalla trapetsikaavalla
Jako-
luku 3 3 6
GF GF 10 BF ) 10 GM 10 BM
n i r i
cm cm rad cm rad
1 0,1314 0,0985 0,1970 0,3841
2 0,1407 0,1251 0,2660 0,7518
4 0,1415 0,1361 0,2920 1,0278
8 0,1412 0,1397 0,2872 1,1519
16 0,1411 0,1407 0,2980 11,1909
32 0,1411 0,1410 0,2981 1,2014

F = 1000 kp, M = 1000 kpem, E = 2 100 0Q0 kp/cm?
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5. LOPPUPAATELMIA

Kirjoituksessa on johdettu superpositioperiaatteella jaykkyy-
Feltéén epdjatkuvasti muuttuvan palkin p&&n taipuman ja kaltevuuskul-
man sarjamuotoiset lausekkeet pistevoiman ja momentin vaikutuksesta.
Kaavojen sovellutuksena on esitetty laskentaperiaate ulokepalkin
joustomatriisille, jota voidaan kaytt&a hyvdksi mm. jatkuvan palkin
staattisesti m3irdamittdmien suureiden, taipumien ja ominaisvérdhte-
lyjen laskennassa.

Sarjakaavoja voidaan k8yttdd tyydyttdvallad tarkkuudella myds
jaykkyydeltdan jatkuvasti muuttuvan palkin taipumien approksimoimi-
seen. Tdm&n johdosta sarjakaavoilla selvitddn yht&l&disilld ja yksin-
kertaisilla laskurutiineilla sellaisenkin palkin laskennasta, jonka
jaykkyys muuttuu sekd jatkuvasti ett& epdjatkuvasti. Palkin jako osa-
vdleihin voidaan vaivatta tehd&d tarkoituksenmukaisimmalla tavalla.
Palkin sis&lt8essd vakiojdykkid osia on tulos n&iltd osin eksakti.

Helposti muistettavina ja ohjelmoitavina sarjakaavat soveltu-
vat yht& hyvin pienehkdjen tehtdvien kdsinlaskentaan kuin suurien

ohjelmapakettien aliohjelmiin.
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