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YHTEENVETO

Artikkelissa k&sitell&&n 1&hinnd j#nnebetonipalkkien kuljetus-
ja asennusvaiheessa esiintyvid muodonmuutos- ja jannitystiloja otta-
malla huomioon mahdollisimman yksinkertaiseksi oletetun alkukdyris-
tyksen ja -v&antyman aiheuttama epdlineaarisuus. Ratkaisu on johdettu
tasapainomenetelmén mukaisia differentiasaliyht&l6itéd ja potenssisar-
jakehitelm&3 k3yttden erilaisille reunaehtotapauksille. Ratkaisussa
on rajoitettu kaksoissymmetriseen poikkileikkaukseen. Yht&léistd (1)
ja (2) 13htem&ll3 voidaan k&#sitelld yleisempi&kin tapauksia. Tarkas-
tellaan niin hitaasti tapahtuvia kuormituksia, ettd dynaamisia vai-

kutuksia ei tarvitse ottaa huomioon.

1. JOHDANTD

Puhdas kiepahdus, jonka ratkaisu johtaa ominaisarvoteht&vé&éan,
edellytt83 ideaalista palkkia, jota k&dyténndssd ei voida aikaansaada.
Kun palkki on muodoltaan ep&tdydellinen, materiaaliltaan ep&homo-

geeninen tai jos kuorma vaikuttaa siihen ep&keskisesti, ei mit&&n
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dkillistsd kiepahdusta tapahdu, vaan ideaalisen palkin kiepahdukses-
sa ilmenevdt muodonmuutokset alkavat tapahtua "ep&tdydelliselld” pal-
killa jo pienilld kuorman arvoilla. Tapaus on siten samantapainen
jAnnitystehtdvd kuin esim. epdkeskisesti puristetun tai alkuk&yris-
tyst& omaavan sauvan kriittisen kuorman m&&ritté&minen. Mydtdlujuuden
sijasta esijdnnitetyilld palkeilla tulee ratkaisevaksi yhdistetyn
jannitystilan aiheuttama betonin halkeilu, jolloin poikkileikkaus-
arvot muuttuvat.

Suoran palkin kiepahduskuorman arvoja l8ytyy esim. kirjoista

[{] Jja [é] . Palkkien nostoon ja asennukseen liittyvid kiepahdus-
tapauksia on k&sitelty kirjoituksissa [5] ja [6] . Alkumuodonmuutosta
omaavan palkin ratkaisua on sen sijaan varsin v&hén tutkittu. Stlssi

[7] on tutkinut kaksoissymmetrisen poikkileikkauksen omaavaa palkkia,
johon vaikuttaa vakiomomentti ja jonka alkumuodonmuutos kdsitt&s vain
poikittaisen siirtymén. Nylander [3] Jja Massonet [2]ovat tutkineet
kaksoissymmetrisen I-poikkileikkauksen omaavaa palkkia, johon vaikut-
taa vakiomomentti ja normaalivoima. Alkuk3yristym& ja -v@antym& on
oletettu affiineiksi vastaavien lopullisten suureitten kanssa. Sa-
malla periaatteella Nylander‘[4]0n johtanut keskisesti kuormitetul-
le haarukkalaakeroidulle palkille kaavan, jolla voitaneen k&sitelléd
muitakin kuin vakiomomentin tapausta, vaikka vain viimeksimainitulle
on johdettu kaavoja.

Seuraavassa tarkasteltavat reunaehtotapaukset on ratkaistu
tasapainomenetelm&lld samanlaista potenssisarjaa kayttden kuin kir-
joituksessa [ﬁ] ., Lis3dksi on otettu huomioon lausekkeiden (7) ja
(8) mukainen alkukayristys ja -v3&ntym&. Menettely siis poikkeaa
t&ssd kohden Nylanderin esittdmdstd. Kysymyksess& oletetaan kaiken
aikaa olevan ns. heikko geometrinen ep&lineaarisuus, jolloin kéyris-

tyksille k#ytetd&n tavanomaista linearisoitua lauseketta. Materiaali
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oletetaan lineasarisesti kimmoiseksi ja poikkileikkaus halkeilemat-
tomaksi ja palkin pituussuunnassa vakioksi. Halkeilun huomioconotta-

mismahdollisuuksia on lyhyesti tarkasteltu kohdassa 7.
23 TASAPAINOYHTALBT SUORALLE PALKILLE

Kaéytetdsdn kuvan 1 mukalsia koordinaatistoja ja muodostetaan
sisdisten ja ulkoisten voimien momenttitasapainoyhtalét n- ja &-
akselin suhteen. Kun p&issd vaikuttavia voimia lukuunocttamatta kuor-

ma oletetaan y-akselin suuntaiseksi, saadaan (yht&13t 627 ja 631,

L)

EI ug” - EIy¢""ym = -Pu_"(2) + (M _(2)9 )" (1)
ja
[ B ] 2 ] - e _
ECM¢ GI 0" + ET y m¢ EI ypug"" =
2 " _ 4 ] "
-Pip¢ (M 9" )'r, + pd + M our . (2)

Indeksi s viittaa v&8ntdakseliin ja m painopisteakseliin. Termit on

siten jarjestetty, ettd sis&isistd@ momenteista derivoidut termit on

Kuva 1. KAytetyt koordinaatistot ja palkin kuormat.
Fig 1. Coordinates and loads of the beam.
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jatetty yht&lGiden vasemmalle puolelle. Kolmatta momenttiyht&dléd ei

tarvita, koska taipuman vaikutus muihin muodonmuutoksiin on yleens3

vdhédinen.
Tehd&&n edelleen seuraavat yksinkertaistukset:

- poikkileikkaus oletetaan kaksoissymmetriseksi, mik& melko hyvin
pitd& paikkansa ainakin standardoiduilla I-palkeilla. T&lldin pal-
kin v3&ntbakseli yhtyy sen painopisteakseliin;

- poikkileikkauksen k8yristymisjaykkyys jatet&&n huomioconottamatta
(poikkileikkaus on suhteellisen kapea ja massiivinen);

- resultoivaa puristusvoimaa ei vaikuta;
*

- tarkastellaan oman painon vaikutusta (e” = 0).
Yhtalsistd (1) ja (2) saadaan nyt
ET u"" = (M$)", (3)
GI¢" = - M u". (4)
3. TASAPAINOYHTALOT ALKUMUODONMUUTOSTA OMAAVALLE PALKILLE

Oletetaan palkilla olevan alkukdyristys, joka ilmenee alku-
siirtyméans uo(z) x-akselin suunnassa ja alkuvdantymd, joka ilmenee
alkukiertymané ¢0(z) z-akselin ymp&ri (z-akselin positiivisesta suun-
nasta katsottuna vastapdiv&in).

Oletetaan edelleen, esttd esijannityksen aiheuttama jannitys-
tila voidaan katsoa muodonmuutoksesta riippumattomaksi, jolloin alku-
muodonmuutostila voidaan asettaa j&nnitysten vertailutilaksi. Sisdi-
sid voimia laskettaessa on t&118in kokonaissiirtymistd v&dhennettdvi
alkusiirtymdt. Yht&1l6istd (3) ja (4) saadaan

EIy(u S ug)" - (Mx¢)" = 0, (5)

GI (¢ - ¢ )" + M u” = 0. (6)
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4, YLEINEN RATKAISU

Alkumuodonmuutokselle oletetaan seuraavassa yksinkertaisuuden
vuoksi vakioarvot:

u"™oE K (= vakio), (7)

-
o
n

¥/1 (= vakio). (8)

Kaavasta (5) saadaan integroimalla

EIy(u ‘l%)" - Mx¢ + C4z + C, = 0.

Reunaehdoista saadaan C1 = C2 = 0. Kun u eliminoidaan ja suoritetaan

muuttujan vaihto t 2z/1, saadaan kiertymdkulmalle differentiaali-

yhtald

2

34 fu - th%ews (1 - t7) = 0, (9)
jossa on merkitty

2 g21b g1’

k = _g B= K '

256 BC 32 C (10)
B=EI , € =GI, (11)

¢= Latl . (12)

2
N - B
8 * T 37 8 Z
S O S S SN PR (13)
4 = 7% % 12 2 ’
-1 k2 .74 _ 1.6 g 23,2 1 4
ag = 35 8, (kT - gk moggk) + g B oqpkT - o7k )
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_ .12
aa“ gka,l,
2
. Lk 1,2
85 = * 20 3 (2 + gkT), (14)
2
g K 13,2 1.4
ay 27 81 (1 * 3gk" * 935 k)

jne.

Kertoimet a, Jja ay ratkaistaan reunaehdoista. T&man jédlkeen vaantymé
saadaan derivoimalla yht&18std (12) ja kdyristys yht&16std (6). Jin-
nityksid laskettaessa on va&ntymistd vihennettiva ¥/1 ja kiertyméstd
k. Sivupintojen vdlisen 1&mpBtilaeron At aiheuttama kdyristys, joka on

lisdttdvd suureeseen ¥ , on

ur = A:;)‘ , (15)

jossa b on palkin leveys ja ) on betonin l&mpdlaajenemisluku.

Mik&li siirtym&n u arvoja halutaan esim. oikaisuun vaadit-
tavan voiman md&rittémiseksi, ne voidaan integroida yht&l6stsd (6).
Jos vaaditaan
¢

-u = 0, (16}

N|T

t=+1 t=+1
niin palkin keskelld yl&laipan reunaan vaikuttava pistem&inen oikaisu-

voima saadaan likimain kaavasta

3 2
h 1 he 1
- u -5¢ = Q ( =7 — ¥ 3 (17)
£-0 2 t=0 48 B 16 C
5 ERILAISIA REUNAEHTOTAPAUKSIA
5 Palkin nosto paistéa

Palkki oletetaan p&ist&&n kuvan 2 mukaisesti ripustetuksi kor-
keudelta f palkin painopisteakselin yl&puolelta. Sisdisen ja ulkoisen

vdadntdmomentin tasapainoehdosta saadaan t&118in seuraavat reunaehdot:
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1 ¥
5 glfe 5 -f—ct?’% T3 ) (18)
=1 t=1
1 _ _2c , 3¢ IR S (19)
> glf Sl I T 5 )
t=-1 t=-1

Kun lauseke (12) sijoitetaan n&ihin, suoritetaan yhdistelyji ja pie-

nid termej& ja&tetddn huomioconottamatta, saadaan lopulta

3
B 2.5 g% ) sk o 2201% Lol
3* 72 "F¢C 1260 4T , 0

(21)

SIS

4 2 2 4
_1,.2 _ 11k gl%f _ 19 k° _ Kk "
a, [-1 + gk m3gm ) T U T 210 503

N&distd saatava kertoimet a, ja ay, sijoitetaan yht&l8ihin (13) ja (14).
Todettakoon, ettd jos yht&léssd (20) ag:n kertoimesta otetaan huomi-
oon vain 1. ja 3. termi ja asetetaan n&iden summa nollaksi, on saatu
epdkeskisyysmenetelmd&n mukaisesti kiepahduskuorman arvo ideaaliselle

palkille. Tulos on sama kuin tasapainomenetelmdlld johdettu lauseke

(18), [s] .

e
)
o
ey :
o ,
: e
i =~
::"\r
L3

Kuva 2. Palkin tuenta nostettaessa.
Fig 2. Suspension of the beam at hoisting.
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5.2 Palkin tuenta vinossa oleville tuille

T&llainen reunaehtotapaus esiintyy esim. palkkia kuljetettaessa,
Jolloin tien’pinnan kallistuksista johtuen palkin etu- ja takapi3i
kiertyvét toistensa suhteen. Vastaavasti tukipinnat, joille palkki
asennetaan, voivat olla vinossa toisiinsa ndhden. Reunaehdot voidaan

kirjoittaa muotoon

-y, (22)
lt=’| 2

o

9 = v,. (23)
o

Sijoittamalla lauseke (12) saadaan

- 11,2 , 23,4y _ 5 11 2 _1

%1 - 3gk” v T2eoR ) T 128t Emal K Tz (Y ) . (24)
19 ,2 _ 1,4y, _1 )

31(1 —mk 30—4-k ) = > ( ¥, ‘1’1]. (25)

5.3 Epédkeskinen tuenta

Tapaus esiintyy kuljetettaessa, kun palkin peridp&&n tkeutuu
perdvaunuun, jonka toinen pydrd tilapdisesti irtocaa tien pinnasta.
Toinen reunaehto on yht&ldn (22) mukainen. Toiseksi reunaehdoksi saa-

daan (vrt. yhtaldé (19))

(26)
8| ¥y
at 2 *
t=-1
jossa
(gl/2 + G, ) el
Y A . (27)
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Suure e on tuennan ep&keskisyys ja G1 perdvaunun paino. Kertoimien

a, Jja a, ratkaisemiseksi saadaan j&lleen yht&ldpari.

6. MUITA TAPAUKSIA

Epdkeskinen kuormitus

Jos palkkiin vaikuttaa jakautunut hy8tykuorma p ep&keskisyy-
dellsd e (x:n suuntaan), on tasapainoyht&lén (6) vasemmalle puolelle
lisattdvd jakautunut véantBmomentti pe. T&110in yht&ldn (9) lausek-
keeseen tulee lis&termi

12

=EB
0= 7T . (28)

Suureen g tilalle tulee g+ p. Esimerkkikohdan 5.2 tapauksessa on otet-

tava huomiocon lisZtermit kaavoissa (13), (14), (24) ja (25).

7. JANNITYSTEN LASKEMINEN

Edelld laskettuja muodonmuutoksia vastaaviin jénnityksiin 1i-
satasdn esijinnityksen aiheuttamat j&nnitykset. T&116in on lisdksi
otettava huomicon mahdollisen tartunnan poiston ja palkin uumassa ole-
vien aukkojen vaikutus. N&in saatua p&&dvetojénnitystd voidaan ver-

rata betonin vetolujuuteen. Kaytd&nndss& voidaan laskut suorittaa
médrittadm&l118 riittdvan monessa poikkileikkauksessa esim. kuvan 3
osoittamissa pisteiss& p&&jannitysten arvot. Mik&li halkeilua esiin-
tyy, muuttuvat poikkileikkauksen j&ykkyysarvot eivdtk&d symmetriaa
koskevat alkuotaksumatkaan end& tarkoin pidd paikkaansa. Likimain
voidaan menetelld siten, ettd palkkl jaetaan esim. kolmeen osaan ja
osilla kaytetddn keskimdardisid, reunajénnitysten avulla "kuoritun”

poikkileikkauksen jaykkyysarvoja. Osoittautuu, ettd esim. noston ta-
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Kuva 3. Ja&nnitysten laskentapisteet poikkileikkauksessa.
Fig ' 3. Points for strees calculation in the cross-section.

pauksessa ei halkeilua juuri voida sallia. Kaikissa tapauksissa ei

ndin karkean menetelm&n suppenevuus kuitenkaan ole tyydyttivd. Ele-

menttimenetelmd olisi ilmeisen sopiva tamédn kaltaisen tehtdvdn k&-

sittelyyn.

Dynaamisia ilmidit& ei ole edelld kdsitelty. Jonkinlaisen ké&-

sityksen aikaansaamiseksi voidaan tilavuuspainolle k&yttd&d (esim.

kertoimella 0.7 ... 0.9) pienennettyd arvoa.
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ks. yht&ld (28)

ks. yht&1ls (10)

ks. yht&ld (27)

alkukdyristys (yhtd1ds (7))

suorakulmainen k3yrdviivainen koordinaatisto
kiertymd@kulma z-akselin ympé&ri

paidtepintojen v&linen kulma alkutilassa (yht&l6 (8))
kertoimia (yht&16 (12))

poikittainen taivutusjédykkyys (yhtdld (11))
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vBaAnta jEykkyys (yhtd1d (11))

kéyristymisjayhyys

tuennan tai hydtykuorman epdkeskisyys

hy6tykuorman vaikutuspisteen korkeus v&&ntdakselilta
kimmomoduli

ripustuspisteen korkeus painopisteakselilta (kuva (2))
poikkileikkauksen pinta-ala

palkin oma paino pituusyksikkdd kohti

liukumoduli

indeksi

poikkileikkauksen polaarinen jédyhyyssdde

palkin jayhyysmomentit

ks. yht&ld (10)

palkin pituus

taivutusmomentti x-akselin suhteen

hy6tykuorma

puristusvoima

1

2 2
= J(x™ +y
F

) y dF

2z/1, dimensioton, normeerattu koordinaatti
painopisteakselin (v&&ntbdakselin) siirtymd x-akselin suuntaan
suorakulmainen, suoraviivainen koordinaatisto

painopisteakselin y-koordinaatti
d(.)

dz
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