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YHTEENVETO

Kirjoituksessa johdetaan kvasiharmonisen yht&l8n ratkaisun kans-
sa ekvivalentti minimoitava funktionaali virtuaalisen tydn periaatet-
ta vastaavalla tavalla. Johdetaan yleisen elementin "jaykkyysmatriisi”
yht&18n ratkaisemiseksi. Esitettyd teoriaa sovelletaan vedenvirtaus-
tehtdvien ratkaisemiseen. Kaytet&&n sekd kolmion ettd suorakaitesn
muotoisia elementtejd. Esitetd&n tuloksia termisen voimalaitoksen

j&ahdytysveden virtaustehtévista.
Ta YLEISTA

Toisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyht&lda

9_ 29 a_ 96y, , 3 99 =
X (kx ax] * oy (ky 3y] 0z (kz az] 0 g (1)

kutsutaan kvasiharmoniseksi yht&l&ksi. Yleisessd tapauksessa ovat
yhtalén (1) kx, ky' kz ja Q koordinaattien x, y ja z funktioita. Yh-

td818 (1) sisiltdi erikoistapauksena Poissonin yhtalén (kx s ky =k, =
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k = vakio) ja Laplacen yht&ldn (k = k= k_ = k = vakio ja Q = 0J.

Yy z

Yht318113 (1) on varsin keskeinen osa fysiikassa. Ilmioista,

jotka noudattavat edelld mainittua yht&l6&, mainittakoon mm.

a) stationaarinen lampdtilajakautuma,

b) sdhkinen potentiaali,

c) magneettinen potentiaali,

d) sylinterimdisen sauvan vaantd,

e) suotovirtaus,

f) ideaalisen nesteen pydrteetdn virtaus.

Taulukossa 1 on esitetty ¢:n ja k:n merkitys tapauksissa a) -

el.

Taulukko 1.

Ilmisé| ¢ fysikaalinen merkitys K-suureiden tulkinta| Huom.
al lampbtila T lamménjohtavuus A F = -avT =
ladmpdvirta
bl sihkdinen potentiaali V | sdhkénjohtavuus 0 F - -ovv =
virrantiheys
cl magneettinen potenti- permeahiliteetti u B - AN
aali V .
m magneettisen
vuon tiheys
d) jannitysfunktio ¢ Vip = - 2
- el ;
Txy Geaz ja
- - pdd
Txz Geay
G = liukumoduli
§ = vaantyma
e) hydraulinen painekor- vedenl&pdisevyys
keus H

Yht318n yksikdsitteinen ratkaiseminen tietyssd alueessa V edellyttda

reunaehtojen asettamista ¢:1lle. Tdllaisina reunaehtoina tulee kysee-
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seen mm.

al ¢(P) = ¢, kun P kuuluu alueen V reunalle 3V, (2a)
- 8 - ﬂ - ?—Q = a

b) K, 922 ky g m -k, g2 n =79 (2b)

alueen reunalla 3V ja ¢ annettu yhdess& V:n pisteessé.
Suureen p&dlle merkitty viiva tarkoittaa annettua arvoa ja &, m seké
n ovat alueen reunan pisteeseen piirretyn alueesta poisp&in suuntau-
tuvan normaalin suuntakosineja. g kuvaa vuota reuna-alueen l&vitss.

(Fysikaalinen merkitys riippuu tutkittavasta ilmidst&.)
2. KVASIHARMONISEN YHTALON RATKAISEMISESTA

Kvasiharmonisen yht&18n (1) tarkka ratkaisu onnistuu ainoas-
taan erikoistapauksissa. Kaytdnndn tehtdviss& joudutaan turvautumaan
likima&rdisratkaisuihin. Elementtimenetelmd [1] tarjoaa er#an keinon
tdllaisen loytamiseksi.

Tarkastellaan l&hemmin yht&l®n (1) ratkaisua reunaehdoin: q
annettu osalla reunaa aV1 ja ¢ annettu osalla reunaa 8V2 siten, ettd
Ry

U 3V, = 3V ja BV1 n 3V2 = tyhj&d joukko. T&lldin siis alueen V

1 2
jokaisessa pisteessd patee yhtdld (1), reunan SV1 jokaisessa pistees-
sd on k>< %%2 + ky %% m + kz %% n +q =0 ja reunan BV2 jokaisessa pis-
teessd ¢ - § = 0. Oletetaan jatkossa, ettd teht8v8n kaikki suureet
ovat riippumattomia z-koordinaatista, ts. rajoitutaan kaksidimensioi-
seen probleemaan.

Siirrytt&essd kolmesta dimensiosta kahteen korvataan symboli

V symbolilla A (vastaavasti 8V - 3A). Edelld olevan perusteella voi-

daan kirjoittaa yht&ils

9 _(k, 2¢) . & (x 2% . g)s¢da +

- 3¢ 3¢ &l .
/j\'[ax X 9x ay Yy X (k ﬂ’ * ky ay m + q]5¢ds Ul

S X X
aA1
(3)
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missa §¢

= ¢:n variaatio (vrt. virtuaalinen siirtymd, virtuaalisen

tydn periaate).

Olkoon ratkaisualue useasti yhtendinen ja sen reunat A1 ja

A2 kute

n kuvassa 1.

Osittaisintegroimalla yht&16n (3) ensimmdisen integraalin kak-

si ensimmd@istd termid saadaan

_ 9 d 3¢
% (kx 322 ¥ ky gi m)é¢ds + f [kx 8x6l3 )

+ S (k
3A1

3 .
5%-£+ ky 3% m + qlé¢ds = O,

36 5 (2%) - gs¢lda +

y ay

oy

missd C on kuvan 2 mukaisilla leikkauksilla alkuperdisestd alueesta

muodostetun yhdesti yhtendisen alueen reuna.

Leikkauksia pitkin vas-

takkaissuuntiin suoritetut integroinnit kumcavat toisensa. T&1lldin

supistuu edellinen muotoan

str (3 k B0z + 1k 322 - 0o)ds
A 3A

Kuva 1.

Fig. 1.
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y oy

q¢éds} = 0. (4)

Useasti yhtendinen tasoalue.

tarkoittaa reunan 9A

osaa 9A4

---- tarkoittaa reunan 23A
osaa oA

A= 3A1U8A2 on alueen A reuna.

Multtply -cgnnected region in
two dimensions.

Kuva 2.

Fig.

2.

Kuvan 1 useasti yhte-
ndistd aluetta vastaa-
va vhdesti yhten&inen
alue, joka on saatu =
edellisestd’ leikkauksil-
la 1, 2 ja 3.
Singly-connected region
corresponding to the
multiply-connected regic

of fig. 1 with cuttings '

1,

2 and 3.



Rakenteiden Mekaniikka

Kaavaa (4) kirjoitettaessa on lis&ksi oletettu, ettd ¢:std varioi-
malla saatu funktio ¢ + &¢ toteuttaa myds ¢:lle asetetut reunaehdot,

ts. 8¢ = 0 9A,:1la (kyseessd ns. luvallinen funktiol).

2
N&in ollen muotoa (1) olevan yht&18n ratkaisu kahdessa dimen-

siossa edelld tarkastelluin reunaehdoin saadaan etsimd8lléd funktionaa-

lin

1

. 9 P 1k (2 L . 1
Flo) = [k, 222« J ok Gh - 0¢]da || aods (5)
1

stationaarinen arvo luvallisten funktioiden ¢ joukosta.
3. KVASIHARMONISEN YHTALON RATKAISEMISESTA ELEMENTTIMENETELMALLA

Elementtimenetelmdn mukaisessa ratkaisussa jaetaan ratkaisu-
alue Z3relliseen miaraan osa-alueita, elementtejéd (kuva 6). Approksi-
moidaan ratkaisufunktioita paloittain jatkuvilla funktioilla ¢B kun-
kin elementin alueella (yldindeksi viittaa elementtiin e). Ratkaisu-
funktion ¢ approksimaatio koko alueessa on t&dlléin ¢ = I ¢e, missé

e=1
E on elementtien lukumd&ré. ¢e on kirjoitettavissa muotoon

e
N i Ni¢i + Nj¢j + mes 4 Nk¢k’ kun P € A
$°(P) (6)
0, kun P & A® (kuva 3)

Kuva 3. Nurkkapisteiden i, j, ..., k mddrittelema monikulmio-
elementti e.

Fig. 3. Polygonical element e with the nodal points T, J, ++5
k
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Funktioita N; kaavassa (6) kutsutaan muotofunktioiksi ja ¢; tarkoit-

taa funktion ¢ arvoa elementin e nurkkapisteessd i. Muotofunktiot N,

toteuttavat (6):n mukaan ehdot N,(P,) = §.., missd &,. = Kraneckerin
1 1 13

symboli ja Ni(Pj] = N,:n arvo nurkkapisteessd j. Kaava (6) voidaan

kirjoittaa lyhyemmin
% = [N]{o2°,
missd [N] = [NiNj---Nk] ja (7)
{¢}e = [¢i¢j...¢k]T = funktion ¢ nurkkapistearvoista koottu
pystyvektori.

Kaavan (6) perusteella voidaan kunkin elementin osuus funktionaaliin

(5) laskea erikseen, ts.

Fl¢) = F(¢%). (8)

e

nn~Mm
-

Toistaiseksi tuntemattomat ¢:n nurkkapistearvot o5 (¢:n likiarvo
nurkkapisteessd i) saadaan etsimdlld funktionaalin stationaarinen ar-
vo ndiden nurkkapistearvojen suhteen. N&in saadaan riittdvisti line-
aarisia yht&16itd tuntemattomien arvojen mddrd&miseksi. Elementin e

osuus saadaan osittaisderivaattojen

9F (%)  8F(¢®)
Ly

=]
s esa, 3Fé¢ ) avulla.
k

Funktionaalin (5) ja kaavan (6) perusteella tulee

e aN_ 9N, aN_ 9N. oN 3N
aF (¢~ _ m °7i “m i . m 'k
3% F 3% ax * Ry 3y gy ddady e S ok we=ae ¢
m A A
8Nm 3Nk _
+ ky Ev sy—Jda¢k - £ ON da + 3£ gN_ ds (9a)

1

tai lyhyemmin
N N
AF (¢°) m[an] , m[aN e _ ~
cl e [ ] Ky 33 [ay]]da{¢} JON_ da + S GN_ ds (9b)

= A X 9x |9x W A 8A1
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Muodostamalla kunkin elementin kutakin nurkkapistett& kohden muotoa

(ga) oleva lauseke, laskemalla kullakin m:n arvolla (1, 2, ..., M =
E e
ratkaisualueella olevien nurkkapisteiden lukum&3rd) summa I a;i )
e=1 m
ja asettamalla n&in saadut summalausekkeet yhtdsuuriksi kuin
nolla syntyy lineaarinen yht&l8ryhmd
[H]{¢} = {F}, (10)

MxM Mx1 Mx1
missd {¢} on ¢:n nurkkapistearvoista muodostettu pystyvektori,

{F} on kaavan (9) kahden viimeisen integraalin muotoisista
termeistd koostuva "kuormitusvektori”, vrt. analogia ra-
kenteiden mekaniikan kanssa,

[H] on kaavan (8) ¢-suureiden kertoimina olevien pintaintegraa-
lien muotoisista termeistd muodostuva "jdykkyysmatriisi”,
vrt. analogia rakenteiden mekaniikan kanssa.

Ratkaisemalla yht&l18ryhmi (10) reunaehdoin: ¢ = ¢ reunalla aA2 ole-
vissa nurkkapisteissd, saadaan kvasiharmoniselle yhtdldlle likim&a-
rdinen ratkaisu nurkkapisteiss& 1, 2, ..., M. Edelleen kaavan (6)
avulla l8ydetd&n ¢:n approksimaatio ratkaisualueen A mielivaltaises-

sa pisteessa.
4, SOVELLUTUS VEDENVIRTAUSTEHTAVAAN

Sovelletaan edells esitettyd teoriaa vedenvirtaustehtdvéan rat-
kaisemiseen suljetussa kaksidimensioisessa alueessa. Kaytet&én ratkail-
sussa sekd kolmion ettd suorakaiteen muotoisia elementtej& (kuva 4).

Suorakaiteen muotoisella elementill&d voidaan kayttaa ¢:lle

approksimaatiota

o = (1 - 201 - g, + (1 - Dt g,

Xe(q - ¥ x
. oy + 201 b)¢k+a¥¢£. (11)

b
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S. Orivuori ja H. Laine: Elementtimenetelman

Soveltamalla kaavaa (9a) nurkkapisteille i, j, k ja & sekd& yhdist&ma&l-
13 tulokset matriisimuotoon saadaan suorakaiteen muotoiselle elemen-

tille seuraavat jaykkyysmatriisin jea kuormitusvektorin esitysmuodot

1 J k L i J k 2
2 1 -2 -1 i 2 -2 17 -1 i
- k 1 2 -1 -2 j k =2 2 -1 1 J
[H]® - g2 B Ly . t2)
-2 -1 2 1 k 1T -1 2 -2 k
-1 =2 1 2 L -1 1 -2 2 L
i J k 2
{F}g = Qab [% T3 %]T ja
{F}E _ ey 1~ 1 T _ == N
_ = -qa 5 o = 0 = g-kuorman osuus reunaelemen
q

tissd, (kuva 4)

Q ja g otaksuttu vakioksi elementin alueella.

Kolmion muotoiselle elementille vastaavat lausekkeet voidaan

johtaa samalla tavalla. Kaytt&mdlla ¢:1le otaksumaa
¢ = Li¢i + Lj¢j + Lm¢m' (13)

missd L-suureet ovat ns. pinta-alakoordinaatteja (vrt. [1], sivu 116)

saadaan
al J k i j k
2 2
. biA bib blbk i . ci CiCJ €%k 1\
e . X 2 5 i L2 . 'y
[H] 7 bjbi bj bjbk J* 73 Cjci c; chk Js (14)
2 2
bkbi bkbj bk k EOCH Ckcj Cy k
(suureiden bi’ c; jne. merkitys selvi&d kuvasta 5)
e _ 1 1 11T
(F}% = -akij [% % U]T = g-kuorman osuus reunaelementisséa
q .

(kuva 5).
¢:n approksimaatiot (11) ja (13) kuvaavat tarkasti lineaarista potenti-
aalijakautumaa.
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-4

k

T T T T

Suorakaiteen muotoinen elementti, jonka sivu ik rat-

kaisualueen reunalla.
Fig. 4. Rectangular element with the side ik on a boundary

of the domain.

Kuva 4.

X

Kolmion muotoinen elementti, johka sivu ij ratkaisu-

Kuva 5.
alueen reunalla. 23 j sivun ij pituus. A = kolmion
ijk pinta-ala.

Fig. 5. Triangular element with the side ©j on a boundary of
the domain. 2'j = length of the side 1.7 = area
of the triang%e iik.

Vedenvirtaustehtdvdssd on p&&asiallisen kiinnostuksen kohteena
nopeusvektorikentdn miirddminen. Tdm& ei edellytd K-arvon tuntemista.
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Haluttaessa teht&van ratkaisuna saatavalle potentiaalille (veden pin-
nan korkeus nollatasosta mitattuna metreissd) yhteyttd todellisiin
vesipintoihin voidaan K-arvona kaytt&& lukua 3000 m/s. Mainittu luku
on saatu ekstrapoloimalla putkivirtauksista esitettyjd painehdvig/
halkaisija-arvopareja. Siis

k, = ky = K = 3000 m/s. (151
Jos halutaan ottaa huomioon ratkaisualueen syvyysvaihtelut, K, :88 Jja
ky:té on painotettava kyseisen kohdan syvyydellad h.

Nopeusvektorin koordinaattiakselien suuntaiset komponentit Vo

ja vy kunkin elementin e alueella saadaan kaavoista

e
v = - kgt
e (16)
e )
= -k
Vy 3y

(byo; *+ bybs * byo)
(17)

X
NSNS
NN

(ci¢i + cj¢. + Ck¢k]

J
Kyseessd on siis ns. vakionopeuselementti.

Kun suorakaiteen muotoiselle elementille sovelletaan kaavoja
{16), todetaan nopeuskomponenttien muuttuvan lineaarisesti elementin

alueella. Laskemalla n&in saatujen lausekkeiden arvot elementin kes-

kipisteestad tulee

v.B =K

x
NTEN
(]
o

(18)

<
[NS] N

Tarkastellaan esimerkkind suunnitellun termisen voimalaitoksen
jddhdytysveden aiheuttamaa virtausta Kopparndsin edustalla. Rajataan

tutkimuksen kohteeksi kuvan 6 mukainen alue ja jaetaan se elementtei-
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hin kuvassa esitetylld tavalla. Kullakin elementill& on oma syvyy-
tensa.

Tihedsd elementtijakoa kaytetdin alueilla, joilla odotetaan ta-
pahtuvan voimakkaita nopeuden muutoksia, esimerkiksi jaahdytysveden
sisd8notto- ja poistoaukon ympdristdssd. Tuodaan jédhdytysvetta
100 m®/s ratkaisualueeseen elementtien 805...808 kautta (g = -0,8
m2/s, kts. kuva B) ja otetaan sama ma&rd (100 m®/s) pois ratkaisu-
alueesta elementeistd 403...406. Reunaehtoina kdytetty muotoa (2b),

q nollasta poikkeava ainoastaan elementtien 403...406 ja B05...808
alueella. Kuvassa 7 esitetddn osa ratkaisuna saadusta nopeusvektori-
kentZstd. Nopeusvektorikent#n perusteella on mahdollisuus piirtaa
virtausviivoja. Ndiden avulla voidaan mm. laskea mahdollinen jaéahdy-
tysveden kiertoaika ja ma&ritt&& isotermien paikat. Kuvassa 8 esite-
t3%n osa nopeusvektorikentdstd, joka syntyy ratkaisemalla edelld mai-
nittu tehtavd alueessa, joka saadaan modifoimalla kuvan 6 aluetta ku-
van B8 mukaisesti. Muutaman uuden nurkkapisteen avulla synnytetaan ku-
vassa B8 ndkyvd pato, joka pakottaa veden tekem&&n entistd pitemmén
kierroksen. Edelld esitetyt tehtdvat on ratkaistu Imatran Voima Osa-
keyhtitssd laaditulla yleiselld, elementtimenetelmé&én perustuvalla,
modulaarisella ohjelmakokonaisuudella IVOFEM. T&ma ohjelma ratkaisee
lineaarisen yhtaléryhmin aaltorintamamenetelm#lld [2], [3] (the frontal
solution technique). .Aaltorintamamenetelm&h&n on kehittynein Gaussin
eliminaatioon perustuva tietokonesovellutus. Menetelmdn ansiosta (rat-
kgisu etense elementeittdin, ei nurkkapisteitt&in) padon aikaansaami-
nen kuvan 6 malliin on mit& yksinkertaisinta.

Tietokoneena on kdytetty GE-835 konetta (keskusyksikkd: 182K
36 bitin sanoja). KeskusyksikkBaikaa kului puolisentoista minuuttia
tehtidvad kohden (elementtejd = 1000, vapausasteita =~ 1000, maksimi

puolinauhanleveys 58 vapausastetta.]
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Kuva 6. Esimerkin virtaustehtdvan ratkaisemiseen R&ytetty elementti-
verkko. ] .
Fig 6. Finite element mesh used in studying flow problem.



Rakenteiden Mekaniikka

*9 "Baf fo ysow qusweie oy3 Buaisn Aq psuivzqo prerf fizioo79y

‘¢ brg

‘e3s18Jd03ensnadou B3STNPEES BTTOMIAAT33UBWATS g UBANY BSQ */ BANY

N - ~ | a o
i " “ o i i ‘e - . - P
.- ._-\n. » . " i - - - "
Ao [ [ [~ |- Dl |-,
vi|F| W
P . . - - . . L 3
o
» - ” e | ey w |t ]v|e]E 1)
‘e . v " - -f dﬂﬂ % =3 w
= > . | ™ - w | % o [w|%]|% ®
e - » L - o[ |% |
- 3] o, -
alln i3 SO diia] ¥
.S K io clkFdrd
[ire | Hd ﬂ
e e 2ivir |y
¥ A m ]~ 2% ¢
‘_ sl ™ K
Ll " ) e e
N EN g%
I
3
£ ” A [
b A = | A
/1 g EEE - A A
i w riba| B DR,
el £ o ) e B
. e 2| gty N | > Z
e '~ . ”~ > 1? =
Sl IS (84 4 | |¥
ﬂl\.l.\.

<
-
-



Elementtimenetelman .

aline

[

Orivuori ja H.

S.

pauzpiqo praxrf FAzzroo72)

‘uvp D
‘e31aJ033ansnadou URABRIYS]ISNERIITA

*Aagouoab paarfaipow syy Buzrsn Aq

2avy 03 Jaapdo uir parfipow svm g ‘Bif fo ysew juswely ‘g Birg
unpees (ojed) BTTEWTIOTJHTPOW BOYYIBATJIUBWSTE § UBANY *g BARY

e ' . v o - - - -
-~ i " - = »~ - !
| va | v | -y 0#&\%\\\: ...-a-.._
™ |
G| e | " | | |- PYON [ - - e - " - __ -~ ? F __./..// s
A
e vy e L . - L T . PO - - - - - ’ ] r -
e ‘Y ’ _ ’ | " (
= -~ o~ | picd
" " Q ', " e - - “ g = | . - - -~ - - - ’ F .l - - -
D
‘
%a | ** | ** ra K " bl * - " | -l ¥ a . - | - : 3 ’ ¥ ~ o () i
-2 o !
PR I PR AT AT B P B I B ) I S I AR alm|alalr | alalala]lal
al~ =
L3
o & Dl
A% BRI LI T PR VR B A B AP B L) =] ]? » a | " L " 2| 575
——
Ve . » L0 - " i r e | aw | e | o L PN ¥, A = A » A kY N
e o_.-.. = ) | o o - " ] "
LOaEEReE
. o " - - o L “ s | - - -~ lalp|eh sls] _ 7 p= Fa ~ 3 - " " el " " P . - i
L] ~ ~ v slrlelr] ~ B |
i e | e - Py 4 vcn—.qa.u.\. = Foa A “ ot ot o .-___.. -
P S —— rlrlrls]s L Al A LA
F s | o .
* ! > RRn AMRE A GRS
o e | | |~ EREN T LA L) (LI LI LI LN
. ~ N~ P [l v =04
O N R N ) . o =
G o~ il
" - i -~ - -{y Vﬂ = - Loaa | =
2 X b b M
o o | s
u RN
) o S
. "~ o " .I\ro\  id A ..”t = T N
\_ -~ ~ SymwwIIoN
- "~ - i _r
| = 1 i Dot OITI
~ | = T el = = W Fi
P r—|
| o~ | =
: . ~ ~ |-

112



Rakenteiden Mekaniikka

KIRJALLISUUTTA

1 Zienkiewicz, 0.C., The Finite Element Method in Engineering
Science. London. Mc Graw-Hill. 1871. s. 295...321.

2 Irons, B.M., A Frontal Solution Program for Finite Element
Analysis. Int. J. for Num. Methods in Engng 2 (19701, s.
5. 9. 32 '

3 Hellen, T.K., A Front Solution for Finite Element Techniques,

Central Electricity Generating Board, RD/B/N1459, Oct. 1969.

Seppo Orivuori, dipl.ins., Imatran Voima Oy, Helsinki.

Harry Laine, fil.maist., Imatran Voima Oy, Helsinki.



