KOKOONPURISTUMATTOMAN AINEEN ANALYSOINTI

ALKUJANNITYSITEROINNILLA

Rakenteiden Mekaniikka

B (1973) 2, s. 67...98

Rakenteiden Mekaniikan
JUKKA AALTO ja EERO-MATTI SALONEN Seura, Helsinki

YHTEENVETO

Puhdasta siirtymd@menetelmd&&@ ei voida kd&yttd3 rakenteen aineen
ollessa kokoonpuristumatonta. Kirjoitus selostaa tapaa, jolla t&m3
vaikeus voidaan v&ltt&8 suorittamalla analysointi kokoonpuristuvas-
ta aineesta olevan rakenteen avulla ajatellen rakenteessa vallitse-
van sellaisen alkujdnnitystilan, ettd p&adyt&&nkin kokoonpuristuma-
tonta ainetta koskeviin yht&l6ihin. Tuntematon alkujdnnitystila m3a-
ritet8&n iteroimalla. Menetelmdi voidaan k3yttid myds melkein kokoon-
puristumattomalle aineelle, jolle siirtym&menetelmd johtaa helposti
numeerisiin epdtarkkuuksiin,

Menetelmdn periaate kdyd&an ldpi kontinuumille tasomuodonmuu-
tostapauksessa ja saatua teoriaa havainnollistetaan $ksinkertaisen
esimerkin avulla. Kaytanndn tapausten k&sittelemiseksi on menettely
selostettu myds elementtimenetelm&n kannalta ja muutamia elementti-
menetelmd&lld laskettuja sovellutuksia on esitelty. Kokoonpuristumat-
toman aineen ja kokoonpuristumattoman nesteen vdlisen analogian pe-

rusteella voidaan menettelyd kdyttd3 my8s hitaan viskoosin nestevir-
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tauksen probleemien ké&sittelyyn.
1. JOHDANTO

Siirtymadmenetelmd on nyky&&n tavallisin menettelytapa raken-
teiden analysoinnissa etenkin numeerisia menetelmid kdytettéessad. Jos
kuitenkin rakenteen aine on kokoonpuristumatonta, ei siirtymdmenetel-
m&& voida yleensi kaytt&3 sellaisenaan. Té&md johtuu siita, ettd jén-
nitykset eivdt ole t#118in en&& pelkdst&in muodonmuutosten funktioita.

Lineaarisen isotrooppisen aineen yleiset jé&nnitys-muodonmuu-

tosyht&dldt ovat muotoa [ﬂ

oy, = 2Ge>< + A(sx + sy + ez), Txy = Gny (1)

missd liukumoduwl G ja Lamén parametri A riippuvat kimmomoduulista E

ja Poissonin vakiosta v seuraavasti

) Ev
A (2)

Aineen ollessa kokoonpuristumatonta Poissonin vakio

1
v.—i (3)

Ex * By * €, T g, (4)

joten normaalij&nnitysten lausekkeiden jalkimmainen termi saa epd-
masdrdisen arvon 0/0, jota merkit&&n téssa om:llé. Kokoonpuristumat-

toman aineen konstitutiiviset yht&1ldt ovat siis

Ux = 2G e)( + Gm’ '[xy = G'ny_ (5)

Kokoonpuristumattoman aineen ainevakioita on merkitty yldindeksillé
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(G' = E'/3). Muodostamalla normaalijd@nnitysten summa ja ottamalla

huomioon kokoonpuristumattomuusehto (4) saadaan tulos
_— y _Z (6}

jonka perusteella om:éé nimitetdadn keskimd&rdiseksi normaalijanni-
tykseksi.

Siirtymadmenetelm&n perustuntemattomina ovat siirtymdkomponen-
tit u, v ja w. Kokoonpuristumattomalle aineelle tulee lis&tuntematto-
maksi keskim&&rdinen normaalijédnnitys o ja tarvittava lis&yht&ld
saadaan siirtymissd lausutusta kokoonpuristumattomuusyht&ldstd (4]
[1]. Probleeman ratkaisu analyyttisin keinoin on harvoin mahdollis-
ta. K&ytanndssd on turvauduttava numeerisiin menetelmiin. N&it& on
kdsitelty mm. kirjoituksissa [2], [3].

Usein tehtdvd pyritdin yksinkertaistamaan kdytt&mdlla siirty-
mimenetelmdd ja valitsemalla v:1le l&helld 0,5:tt3d oleva arvo (esim.
0,4995). Tami menettely ei anna aina riitt&vén tarkkaa tuleosta ja
johtaa helposti lis&ksi numeerisiin ep#tarkkuuksiin [2].

T4ssd kirjoituksessa on esitetty erds vaihtoehtoinen tapa k&-
sitelld kokoonpuristumatonta ainetta k8ytt&en tavanomaista siirtyma-
menetelm3d ja ns. alkujd@nnitysiterointia. Menetelméssd tarvitaan ko-
koonpuristuvan aineen yht&#1&t alkujannityksilld t&ydennettyna, jotka
johdetaan luvussa 2. Kokoonpuristumattoman aineen yht&18t johdetaan
luvussa 3. Alkujénnitysiteroinnin periaate kd&yd&&n 1l&pi luvussa 4
ja saatuja kaavoja sovelletaan erd@&seen yksinkertaiseen esimerkkiin
luvussa 5. Luvussa 6 on esitetty elementtimenetelm&an perustuva nu-

meerinen ratkaisutapa ja joitakin sill& saatuja tuloksia.

2. SIIRTYMAMENETELMA ALKUJANNITYSTEN VAIKUTTAESSA

Johdetaan tavanomaiset siirtymédmenetelmdn yhtalot alkujanni-
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tysten vaikuttaessa ja tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi taso-
muodonmuutostapausta (kuva 1). Kidytetdan matriisimerkintdja, jotta
siirtyminen luvussa 6 esitetyn elementtimenetelmdn kaavoihin kdvisi
joustavammin. J&nnitysten {o} ja muodonmuutosten {e} v&linen riip-

puvuus on muotoa

{o} = [c]{e} + {o ]}, (7)
missa
[cx ] 2G+A A 0 €, cxo
{o} = ry T , [c]l = | » 26+x 0f, H{el-= ey [ {o 1= o0 .(8)
Txy 0 0 . Txy "xyq

{00} -vektori esitt&i mahdollisia alkujdnnityksi&, jotka vaikutta-
vat kappaleessa siind tilassa, josta kdsin siirtymia ja muodonmuu-
toksia aletaan mitata. Alkujdnnitykset voivat olla esim. kappaleen
valmistuksessa syntyneitd valssausjénnityksia tai esim. kallioperds-
s8 esiintyvid ns. tektoonisia jé&nnityksid. Seuraavassa ne ovat vain
iterointimenettelyyn liittyvid kuviteltuja suureita, eikd& niiden
tarvitse ndin ollen toteuttaa j&nnitysten tasapainoyht&lditad kuten

todellisten alkujdnnitysten.

St

Ty

»v

cos{(n,x) = |
X, U cos(n,y) = m

Kuva 1. Tasomuodonmuutostapauksen suureita.
Fig 1. Plane strain case.

70



Rakenteiden Mekaniikka

Muodonmuutokset m33ritellddn geometrisesti lineaarisessa teo-

riassa tiettyind siirtymdkomponenttien u ja v osittaisderivaattoina

kaavalla
{e} = [3]{u}, (9}
misséd
9/9x 0
u
{u} = , [8] =| o 3/3y |- (10)
v
3/9y /3%

Jannitysten on toteutettava tasapainoyhtdlét

[3] T{o} + (X} = {0} (11)
itse kappaleessa sekd reunaehdot

T .
[”] {c} = {T} pinnalla ST. (12)
Pinta S; tarkoittaa sitd kappaleen pinnan osaa, jolla tunnetaan vai-

kuttavat pintavoiman komponentit Tx ja Ty' Edelld on

X Tx T L 0 m
(X} = , {71} = , [n]" = , (13)
Y T 0 m R

y
jossa {X} on tilavuusvoimavektori, {T} pintavoimavektori ja [n] pin-
nan normaalin suuntakosineista muodostettu matriisi. Lisdksi tulee

siirtymien tdytt&& reunaehdot
{u} = {u} pinnalla § . (14)

Pinta SU tarkoittaa sit3d kappaleen pinnan osaa, jolla tunnetaan siir-
tymdkomponentit U ja V. Reunaehdot voivat tietenkin esiintyd myds
sekamuodossa esim. siten, ettd jollain pinnan alueella tunnettuja
suureita ovat esim. U ja Ty‘
Ratkaisun on siis toteutettava konstitutiivinen yht&ld (7],

muodonmuutos-siirtymédyht&d1d (9), tasapainoyht&ld (11) sekd@ reunaeh-

dot (12) ja (14). Siirtymdmenetelm&d kdytett&essd pyritdaén tehtdvad
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ratkaisemaan sijoittamalla muodonmuutoksen lauseke (89) yht&lddén (7)
ja saatu jannityksen lauseke yht&l8ihin (11) ja (12), jolloin saa-

daan yht&lct

[1T[C] (3] €u} * (X} + [8] (o} = {0}, (15)
[n1T[c][e]€u} = {T} - [n] Lo } pinnalla S, (16)
{u} = {u} pinnalla § , (14)

joissa esiintyy tuntemattomana endd siirtymivektori {u}. Alkuj&nni-
tysten vaikutus tulee siis kaavojen (15] ja (16) perusteella otetuk-
si huomioon ajattelamalla todellisiin ulkoisiin kuormiin lisdtyksi
tilavuusvoimat

a{X} = [8] {o,} (17)
kappaleen sis&lld ja pintavoimat

AT} = - [n] Lo} . (18)
kappaleen pinnalla ST'

Kirjoitetaan yhtdldt (15), (16) ja (14) havainnollisemman k&-
sityksen saamiseksi kehitettyin&, kun G ja A ovat vakioita x:n ja

y:n suhteen. Saadaan

32u 52y oy, g2 90X ITRY
G(m * Wl + (G"’)\l(m + ml + X o+ -WO + 3y = 0,

. (15a)
9%y W%y a2y a2 oY - dTXRY

G( .+ 1+ (G+A u 0 o _

X (CALGyz * Syt * ¥ oy ax 0,

au L, 3V av o, duy _ _
o 2 B oG B - T, e -
(16a)
m(2G+) 1L oy oV, 3uy _ - _
[( Alay + ax] + 2[3(ax + ay) Ty moy0 szyo !
pinnalla Sy ja

u=u

; pinnalla S . (14a)
v = U . u
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3.

KOKOONPURISTUMATTOMAN AINEEN YHTALOT

[C]:n lausekkeesta (B8) ndhdiin, ettd A:n nimittédjéssd oleva

termi 1-2y saa arvon nolla, kun vy

on 1/2. Taten siirtymamenetelmén

yht&ldiden (15) ja (168) johtaminen ei onnistu, kun aine on kokoon-

puristumatonta. Muodostetaan jatkoa varten kokoonpuristumattoman ai-

neen yhtaldt tasomuodonmuutostapauksissa ottamalla kayttsédn lisdtun-

tematon op. Aipoa muutos esitetyissd kaavoissa tulee konstitutiivi-

seen yhtdldén, joka on nyt yht&ldiden (5) mukaisesti esitettdvissd

muodossa
{o} = [c]{e} + {o 1,
missé
2G' O 0
6] - | o 260 o} {o,}
0 0 G

Menettelemd3lld samoin kuin edelld

daan yht&ladt
(217 (6] [a] v} + [2] Loy} *
[T (6] (o] 4w} + [n] (op} -

{u} = {u}

(19)
%m

= 1%, (20)
0

kokoonpuristuvalle aineelle saa-

{x} = {0}, (21)
{T} pinnalla ST, (22)
pinnalla § , (14)

joissa esiintyvat tuntemattomina {u} ja O Kirjoitetaan vield yhtéa-

16t (21), (22) ja (14) kshitettyind tapauksessa G' on vakio. Saadaan

36m

G'fazu + azu] +
9 x2 9 %

3y2 X

a
_m
9y

2 : 2
Gi(aXVf " ayV] " + Y

o,

(2%1a¥
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)y JUu oV au
296" = NG — =
L Ix + mG (ax + ay] + R.O‘m TXJ
pinnalla St, (22a)

LAV, g2y, du E
2mG B + 26 (ax + ay] +mo = Ty
u =1,

_ pinnalla S . (14a)
v o=V,

Yhtd18issd (21a) on suoritettu sievennyksid ottamalla huomicon ko-

koonpuristumattomuusehto

3 3

+ =0 (23)

(=]
<

€x+€y:

Q
X
@

<

Kokoonpuristumattomalle aineelle on tuntemattomien u, v ja 9, toteu-
tettava yhtdl1dt (21) ja (23) sekd reunashdot (22) ja (14). Todetta-

koon lis&ksi, ettd& tasomuodonmuutostapauksessa (EZ = 0} seuraa kaa-

voista (5) suoraan tulos

o_ = O, (24)

4, ALKUJANNITYSITEROINTI

Alkujénnitysiterointi on kehitetty alunperin ep&lineaarista
muodonmuutos-jannityslakia

{e} = {f{al)} (25)
(Merkintd tarkoittaa, ettd muodonmuutokset ovat esitettdvissa j&nni-
tysten funktioina.) noudatettavan aineen analysoimiseksi lineaarisen

aineen j&nnitys-muodonmuutoslain

{o} = [c]{e} + {o } (7)

avulla muuntelemalla ajateltuja alkujdnnityksid {00} siten, ettd it-
se asiassa noudatetaan lakia (25) [4]. Menettelyn periaate k&y sel-
ville kuvan 2 kaaviollisesta esityksestd, joka kuvaa jé&nnitysten ja

muodonmuutosten vdlistd yhteyttd rakenteen jossain pisteessd. Raken-
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ne on analysoitu siirtymdmenetelm&lld lineaarisen teorian perusteel-
la k3yttden tiettyjd (esim. arvaamalla saatujal ajateltuja alkujén-
nityksia {oo}n. Tarkasteltavaan pisteeseen saadaan ratkaisusta muo-

donmuutos {e}". J&nnitys on siis kaavan (7} perusteella
{o}" = [cl{e}” + {0 }" (26)

Jos nyt lasketaan jannityksista {o}" kaavan (25) mukaiset muodonmuu-

tokset

{e}, - {£({o}")} (27)

eivadt ne yleensd vastaa arvoja {e}" kuten pitdisi. Kuvitelluille al-

kujdnnityksille lasketaan uusi arvio
o 3" = o} - [cl{ed, = Lo} - [C]{F({a}™)} (28)

Rakenne analysoidaan uudestaan lineaarisena k3ytt&en saatuja uusia
ajateltuja alkujannityksid, joiden vaikutus tulee esille analysoin-
nissa uusina ajateltuina lisdkuormina kaavojen (17) ja (18) mukaises-

ti. Alkuj3nnitysten arvoja korjataan j&lleen ja nain jatketaan kunnes
{o}
{et={t({oh}

{‘}A

Feltela Nl

{q"nd /

{a}”

{;}n {‘}
Kuva 2. Kaaviollinen esitys alkujadnnitysiteroinnista.

Fig 2. Symbolic representation of the initial stress iteration
method.
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tulokset (siirtymdt, muodonmuutokset, j&nnitykset) ovat supenneet
riittavédllad tarkkuudella.

Alkujannitysiteroinnilla voidaan haluttaessa analysoida myds
toiset lineaariset aineominaisuudet (E’, v’) omeava rakenne [4]. Li-
neaarisen aineen (E', v') muodonmuutos-j&nnitysyhteys voidaan nimit-

tdin aina esittdd v':n arvosta riippumatta muodossa

{e} = [c'] o1, (29)
jossa
1-v' -V 0
[c1™t =5k [ v 1y 0o (30)
0 0 2

Kaava (28) on nyt
o 3™ = (o1 - [el[e'] Mo = (1] - [e][c'] e} (31

[I] on yksikk&matriisi. T&llaisella alkujénnitysiteroinnilla ei ole
normaalisti mit&&n etuja, pdinvastoin. Kuitenkin menettelyd voidaan
soveltaa my&s tapauksessa v' = 1/2, jolloin tavanomainen siirtyméme-
netelmd ei enda kay tai tapauksissa, joissa v' on niin 1l&helld 0,5:tta,
ettd siirtymé&menetelmd johtaa numeerisiin epdtarkkuuksiin. Suoritta-

malla matriisioperaatiot saadaan

— =

G, (5 _A LG A
U SRAS T KB V(g X 0
y1-1 , G A G v G A
[x] - [e][c’'] " - Vg %) oy (Ex) o (32)
G
i 0 0 1‘E'J

Kun aine (E’', v') on t&ysin kokoonpuristumatonta

ol g .
ViEs L, 5 =0

ja kerroinmatriisiksi tulee
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(1 - [eifr s | 28 128 o (34)

Matriisia [C']-1 on merkitty [F']:lla, kun aine on kokoonpuristuma-
tonta. Alkujdnnitysten iterointikaava on t&lldin

B IREC R (35)

{Oo}n
Ainevakiot E ja ,, joilla laskelmat suoritetaan, voidaan valita peri-
aatteessa vapaasti. T&ss& on Kéytatty yleensd kahta eri tapaa:
Valitsemalla

E =E’
seuraa (34):sta

1+4y 3 0

(1] - [c1[F'] = ZTT_%_UT 3 1+4y 0 . (34a)

1] 0 -2(1-2v)
Valitsemalla
G = G’
saadaan yksinkertaisempi tulos
1 1 0
[1] - [c][F'] =5[1 1 0. (34b)
il g 0

Kdytettdessd verrattain suurta v:n arvoa ei tavoilla voine olla sup-
penevuuden kannalta paljon eroa, koska matriisit [I] - [C][F'] ovat
talldéin melkein samoja.‘

Laskenta-algoritmi on aloitettu otaksuen paremman puutteessa

alkujannitysten arvot nolliksi. Iteroinnin kulku on seuraava:
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s

Aloitus {o_}' = {0}.

M. Laske ajatellut lisdkuormitukset
A" = (31740 3", AtTI" = - [n] o, )",

2. Ratkaise {u}" yhtaldistd (15), (16) ja (14) kuormituksille
{(x3" = {x} « A{x}", AT}" = {7} + AT},

3. Laske
{e}™ = [3]{u}".

4, Laske

{o}" = [clte}” + (o }".

5. Laske seuraavaa kierrosta varten
n+1 _ - ’ n
{o,} = ([1] [cl1[F'Ti{o}".

Vaiheet 1+++*5 toistetaan iterointikierrosten n arvoilla 1, 2, 3,:-:
kunnes tulokset ovat supenneet (mik&li mahdollista) riitt&v&llad tark-
kuudella. Jos menettelyd kdytetdan melkein kokoonpuristumattomalle
aineelle (v' = 1/2), alkujdnnitysten laskemiseen on k&ytettdvéd kaa-

vaa (31).
5. YKSINKERTAINEN ESIMERKKI

Edelld saadun teorian sovellutuksena tarkastellaan hyvin yksin-
kertaista tasomuodonmuutostilan tapausta. Kuvassa 3b esitettyd kokoon-
puristumattomasta aineesta olevaa kappaletta kuormittaa reunalla y = b
tasainen kuorma q pintayksikkd& kohti. Muilla reunoilla kappale on
tuettu siten, ettd siirtymd reunaa vastaan kohtisuorassa suunnassa
on estetty, mutta reunan suunnassa voi siirtymd& tapahtua kitkattomas-
ti. Kokoonpuristumattoman aineen yht&l8t (21a), (23], (22a), (14a]

tyydyttdvd ratkaisu on yksinkertainen:
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u =20 & = 0 ox = - q

v = 0 = e =10 = o = - (36)
y y .

On = - Q ny =0 Txy = 0

Siirtymid ei tapahdu ja kappaleessa syntyy tasainen hydrostaattinen
jaAnnitystila aivan kuin kyseessd olisi neste.

Sovelletaan nyt alkuj&nnitysiterointia ja valitaan rakenne,
jolla iterointi suoritetaan luvussa 4 esitetyn tavan G = G' mukai-
sesti ja otetaan vield syntyvien kaavojen yksinkertaistamiseksi V:ille
arvoksi nolla. Vallitsevat kokoonpuristuvan aineen yht&dlét (15a),
(16a) ja (14a) toteuttava ratkaisu (G = E/2, A = 0) on myds triviaa-

li. Saadaan

0 0 -1/2
(! - ’ ay {e}? - a ., {o}! - 2
_3 E = -1 E * s -1 q., {00} % -1/2 q
0 0 0
(37)

missa {oo}z:n laskemiseksi on siis k8ytetty kaavaa (34b). Laskemalla
ajatellut lisdkuormitustermit A{X}? ja A{T}? huomataan, ettd tila-
vuusvoimia ei synny Jja ainoa lis&pintavoima suuruudeltaan q/2 y-akse-
lin suuntaan syntyy reunalle y = b (& = 0, m = 1). N&in ollen on ra-

kenteen kuormana iteraatiossa 2 tasainen kuorma gq/2 ja ratkaisu on

.0 e -3/4

{u}? = { g } 9% . {8}2 = 4{-1/2 % 2 {0}2 = -1 tq., {00}3 = $-3/41q
-1/2 0 D .
(38)

Ajatelluksi lis&reunavoimaksi tulee (3/4)q ja siis rakenteen kuor-

maksi kolmannella iteraatiolla (1/4)g. Saadaan

0 -3/4 -7/8
o
(uy® = {_1/4}%¥ » (e} = {-1/al8 (@) = { -1 e, Hog)t = {-7/81a. (39)
0 0 0
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Nelj&nnelld kierroksella on kuormitus (1/2)3q Ja n:ll1a (1/2Jn_1q. On

helppo todeta, ettd tulokset suppenevat kohti oikeita arvoja (36).
Kuvassa 3a on esitetty pystysiirtymien arvot v" verrattuna vastaa-
viin arvoihin ensimmdiselld iteraatiolla vlI iteraatiokerrosten n funk-
tiona. Laskelmat on suoritettu my&s tavalla E = E' sekd& v:n arvoilla
0,3 ja 0,45. Havaitaan, ettd suppenemisnopeus kasvaa ja ettd tavoilla
E =E” ja G = G' saatujen tulosten erot pienenevdt v:n kasvaessa. Li-
sdksl suuri v:n arvo tekee siirtym&t pieniksi jo ensimm&isessa ite-
raatiossa, joten ainakin t&mdn esimerkin perusteella on mahdollisim-
man suuren v:n arvon kAyttd laskentamallissa edullista suppenemisno-

peuden kannalta.

b) yv

Kuva 3. a) Pystysiirtym&n riippuvuus iteraatiokierrosten luku-
madrasta.
b) Tasaisen kuorman kuormittama kappale.
Fig 3. a) Relationship between vertical displacement and
number of iterations.
b) Solid under uniform load.
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6. ELEMENTTIMENETELMAN AVULLA SAATUJA TULOKSIA

Kontinuumin yht&ldiden (15), (16) ja (14) kayttd alkujénnitys-
iteroinnissa on k3yt&nntssd yleensd mahdotonta tai liian suuritdistéa -
vihankin monimutkaisemmissa tapauksissa. T&m&n vuoksi on turvaudutta-
va numeerisiin menetelmiin, joiden avulla vallitsevat yht&ldt diskre-
toidaan tietokonekdyttd varten sopivaan muotoon. Tédss& on diskretoin-
ti suoritettu elementtimenetelmdn avulla.

Elementtimenetelmdn perusteita on selostettu mm. tecksessa
[4]. Lyhyesti esitettyn& menetelmd on seuraava. Tutkittava rakenne
jaetaan osa-alueisiin eli elementteihin, joiden rajapinnoilta valitaan
tietty ma&ra (yhteensd k kpl) ns. nurkkapisteitéa. Siirtymat nurkkapis-
teissd (tasomuodonmuutostapaus]) Ugr Vqo Ugsenslps Vi (2k kpl) ovat
diskretoidun rakenteen tuntemattomia verrattuna kontinuumin tunte-
mattomiin funktioihin u(x,y), v(x,y). Siirtymdtila rakenteen alueel-

la approksimoidaan muodossa
T
{u} = [¥]{u}, (U = Juys vy Upsenesug, vy ] (40)

missd [¥]-matriisin alkiot (ns. muotofunktiot) ovat tunnettuja x:n
ja y:n funktioita, jotka md&ritellddn erikseen elementeittdin ja
jotka voivat saada nollasta eroavia arvoja kukin vain tiettyyn nurk-
kapisteeseen liittyviss&d elementeissd. Kaavan (40) perusteella seu-

raa yhtdldistd (9) ja (7)

{e} = [B]{U}, ' (41)
{o} = [c][B]{U} + {o_}, (42)
missd [B] = [3a][¥]. (43)

On ilmeistd, ettd jannitykset (42) eivat endd pysty toteuttamaan ta-

sapainoyht3l5itd (11) ja reunaehtoja (12) t&smdllisesti mill&an {U}-
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vektorin arvolla. Yhtdl8t (11) ja (12) voidaan kuitenkin toteuttaa
likim3&rdisesti esim. soveltamalla virtuaalisten siirtymien periaa-
tetta. Kirjoittamalla virtuaalinen tydyhtd18 j&nnityksille (42]) ja
ulkoisille kuormille {X} ja {T} 2k kertaa k&ytt&en joka kerralla eri
virtuaalista siirtymidtilaa saadaan 2k lineaarista yht&l16& vektorin
{U} m3Arittamiseksi. Valitsemalla erityisesti kaavan (40) tapainen
esitys myds virtuaalisille siirtymille tulee yht&l8ryhmédlle yksinker-

tainen muoto

[K}{u} = {R} + A{R}, (44)
jossa [K] = ! 81" [c][B] dv, (45)
w®y = [¥]T{x} av + ! [¥]T(1} dA, (46)
BRY - - [8] {0} dV.T (47)

[K]-matriisia nimitet&&n rakenteen jdykkyysmatriisiksi ja {R} -vek-
toria kuormitusvektoriksi. Alkujdnnitysten vaikutus voidaan siis ot-
taa huomioon 1isZ3m&l113 kuormituksiin ajateltu kuormitus A{R}. Integ-
roinnit suoritetaan rakenteen tilavuuden V ja pinnan ST yli. Yht&alot
{44) ovat diskreetti vastine kontinuumin siirtym@menetelmé&n yht&185il-
le (15) ja (16). Annettuja siirtymid koskevat reunaehdot (14) otetaan
huomioon vastaavina annettuina {U} -vektorin komponentteina yht&ld-
ryhmda (44) ratkaistaessa. Kun {U} on ratkaistu, saadaan siirtymét,
muodonmuutokset ja jdnnitykset kaavoista (40), (41) ja (42).
Laskenta—alg;ritmi on nyt

Aloitus {o_}' = {0}

1. Laske ajateltu lis&kuormitusvektori
. i n
A{R}" = - !/ [B] {g,} dV.

2. Ratkaise {U}" yht&ldsta
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[K]{u}" = {R}",
jossa {R}" = {R} + A{(R}"

3. Laske
{e}" = [B]{ul"
4., Laske

n _ n n
{o}" = [cl{e}" + {o,}
5. Laske seuraavaa kierrosta varten

o 1" = (1] - [C][F Do}

Menettely on siis periaatteessa sama kuin kontinuumille, mutta kohta
2 on elementtimenetelmissd oleellisesti helpompi, sillé {U}" saadaan
standardimenettelylld lineaarisen yht&ldryhmdn ratkaisuna.

Seuraavassa on esitetty muutamia elementtimenetelmdlld saatuja
tuloksia. Elementteind on k8ytetty tehokkaiksi todettuja isoparametri-
sid kayrdviivaisia elementteja [4]. Kaavojen vaatimat integroinnit on
suoritettu numeerisesti. T&ten suureet {e}", {o1", {co}n lasketaan
kussakin elementissd vain integroimispisteiss&. Suppenemista on tar-
kasteltu kehitetyssd ohjelmassa tutkien siirtymien muutosten suhdetta

kokonaissiirtymiin k&yttden mittana suuretta

n _ n-1., n _ n-1,2 s n _ n-T1,2
N (uy up )%+ vy ve % * v =y ) e b
ST N O L ik

ja iterointi on lopetettu, kun e" on alittanut l&ht8tietona annetun

arvon tai kun iterointikierroksille sallittu maksimilukumd&rd on yli-

tetty.
Laskelmissa kokeiltiin seuraavia elementtityyppeja
K3 - kolmiocelementti, 3 nurkkapistettd (1)
K6 - kolmioelementti, 6 nurkkapistettd (3)
S4 - suorakaide-elementti, 4 nurkkapistettd (4]
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S8 - suorakaide-elementti, 8 nurkkapistettd (4)

'512 - suorakailde-elementti, 12 nurkkapistettd (9)

Kdytettyjen integroimispisteiden lukum33rd elementtid kohden on il-
moitettu suluissa.

Ensimm&isend sovellutuksena ja ohjelman tarkistuksena lasket-
tiin luvun 5 esimerkki suhteen b/a arveolla 2. Kaikilla elementtityy-
peilld saatiin samat tulokset kuin analyyttisilld laskelmilla., T&ma
onkin luonnollista, koska elementtimenetelm&llid saadaan t&sm&llinen
ratkaisu kokoonpuristuvalle aineelle ko. teht&v&ssd. Suppenemismitta
(48) on t&ssd esimerkissd ilman merkitystd kaikkien siirtymien l&hes-
tyessd nollaa.

Toinen sovellutus koskee sisdpuolisen paineen g = 1 kuormitta-
maa paksuseindistd sylinterid. Muodonmuutokset sylinterin akselin
suunnassa ovat estetyt, Jjoten kyseessd on tasomuodonmuutostila. Sy-
linterin ulko- ja sisdsdteen suhde on 2. Elementtisysteemi on muodos-
tettu yhdestd& S12 elementistd (kuva 4a). Laskentamalliksi on valittu
G =G" (= 1), v = 0,3. Suppenemiseksi tarvittiin vain kaksi iterointi-
kierrosta. Kuvassa 4b on esitetty séteettdinen siirtymé up ensimméi-
selld kierroksella (v = 0,3) ja lopullinen siirtym& (v' = 0,5) toi-
sella kierroksella s&teen r funktiona. Elementtimenetelm&lld saadut
arvot (pisteet) yhtyvdt piirustuksen tarkkuudella tarkkaan ratkaisuun.
Kuvassa 4c esitetyt keskim&drdiselle normaalijdnnitykselle o saadut
tulokset ovat myd8s miltei identtiset analyyttisen ratkaisun (= vakio)
kanssa. Tehtdvd on ratkaistu mySs tavanomaisella siirtymamenetelmé&lla
v:n arvoille 0,4995 ja 0,4999. Siirtymien arvot ovat vield hyvid, mut-
ta O, i arvoissa (kuva 4c) ndkyy jo selvdsti epdtarkkuutta. Numeeri-
set pydristysvirheet riippuvat tietokoneen kayttidmastd merkitsevien

numeroiden ma&rdsti. Tdssd esitetyt laskelmat on suoritettu UNIVAC
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1108:11a kayttden yksinkertaista laskentatarkkuutta.

Tehtdva ratkaistiin myds analyyttisesti alkujédnnitysiteroin-
nilla muodostamalla tarvittavat kaavat napakoordinaatistossa. Sateet-
tdinen ja tangentiaalinen jé&nnitys ovat riippumattomia kdytetystd v:n
arvosta, joten jo ensimmiisessd iteraatiossa saadaan jannityksille

{GOP lopullinen arvo. Alkujdnnitystilasta aiheutuu ajateltu lisdpai-

a) v
’ -—
— il q-t
\"‘/nmd
! e e Lo R x
. 3,0 G 3.0 7
b .
20 R
~
"\g\_pml
10
f
c) I v.%tnn
04 g
Pty o
03 = Al | ~ 1
A ~
0.2 —_ V=43 -
0.1

Kuva 4. a) Yhdestd S12-elementist3 muodostettu elementtisys-
teemi paksuseindiselle sylinterille
b) Satesttdinen siirtymd
c) Keskimddrdinen normaalijé&nnitys
Fig 4. a) One Sl2-element system for thick walled cylinder
b) Radial displacement
¢) Mean pressure
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ne gq/3 sylinterin sis#- ja ulkopinnalle, jonka vaikutuksesta siirty-
matkin saavat oikeat kokoonpuristumattoman tapauksen arvot toisen
iteraation aikana. Alkujdnnitysiterointi johtaakin aina lopulliseen
ratkaisuun kahdella iteroinnilla laskentamallista riippumatta, mik&li
rakenteen jénnitykset ovat ainevakioiden arvoista riippumattomia,

Sylinteri analysoitiin lis&ksi pydrdhdyssymmetrisid tapauk-
sla k@sittelevdlld ohjelmahaaralla. On mielenkiintoista todeta, ett3
suppenemiseen tarvittiin nyt seitsem&n kierrosta. T&m& on ymm3rretti-
vissd otettaessa huomiocon, ettd pydrdhdyssymmetrisessid tapauksessa
joudutaan k&sittelem&&n myds kolmatta normaalijdnnitysta o, jonka
arvo el ole téssd esimerkissd v:std riippumaton.

Seuraava sovellutus on valittu 1&hinn& osocittamaan isoparamet-
risten elementtien hyv&3 kykyd seurata monimutkaisia reunaviivoja.
Kuvassa 5a esitettyd pullon muctoisen kappaleen puolikasta on approk-
simoitu vain kolmella S%Z-tyyppisellé elementilld. Aine on kokoonpu-
ristumatonta ja kuormituksena on omapaino. Siirtymdt reunaa vastaan
kohtisuorassa suunnassa ovat estetyt lukuunottamatta yl&pintaa, Jjoka
on vapaa. Tarkka ratkaisu vastaa nesteeseen syntyvd3d hydrostaattista
Jannitystilaa, joka kasvaa lineaarisesti alasp&in mentdessd. Siirty-
mid& ja muodonmuutoksia ei synny. Alkujé&nnitysiterointi on suoritettu
laskentamallilla G = G', v = 0,48. Kuvassa 5b on piirretty ndkyviin
vasemmalle puolelle siirtymé&tila ensimmé&isessd iteraatiossa ja oikeal-
le puolelle siirtymdtila kuudennessa iteraatiossa, jolloin siirtyméat
ovat jo huomattavasti pienentyneet. Kuvan 5a oikealla puolella on esi-
tetty keskimé&&rdisen normaalijdnnityksen jakautuma ensimmdisen iteraa-
tion (v = 0,48) ja kolmenkymmenen iteraation j&lkeen. T&ssd esimerkis-
sd oli jannitysten suppeneminen verraten hidasta.

Nelj&s sovellutus (kuva 6) on geotekniikkaan kuuluva esimerkki,

jota on k#sitelty kirjoituksessa [3]. Kun huokosveden kyll&st&m& maa
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a) Tarhka rathaisu
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Kuva 5. a) Elementtisysteemi ja keskimd&rdinen normaalijdnnitys
b) Siirtymadt ensimmdiselld ja kuudennella iteraaticlla
Fig 6. a) Element system and mean pressure dietribution
b) Displacements on the first and the sixth iteration
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Kuva 6. Kuormituksen g kuormittama maapohja
Fig 6. Soil under distributed loading q
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Jjoutuu 8killisen kuormituslisdyksen alaiseksi, se toimii aluksi kdy-
tdnndllisesti katsoen kokoonpuristumattomana. Huokosveteen syntyy 1i-

sdpaine u joka vahitellen h&vi&a veden virtauksen johdosta ja lisé-

w’
kuormitus siirtyy lopuksi pelk&st&&n raerungolle ns. tehokkaiden jan-
nitysten v&litykselld. Merkitd&n tehokkaita j&nnityksi& ja raerunkoa
koskevia suureita yldviivalla. Raerunko otaksutaan lineaarisesti kim-
moiseksi kuormituslisdysten suhteen. Raerungon konstitutiiviset yhta-

18t ovat (Vv # 1/2)

o = 2Ge, * X(ex vyt €, ), ?xy - Eny (49)

Jinnitysten otaksutaan yleensd muodostuvan tehokkaista jannityksista

ja huokosveden paineesta U, (puristus negatiivista) seuraavasti

O, = 0, * U, Txy E o (50)

Y113 olevista kaavoista saadaan keskimd@&rdiseksi normaalijannityk-

seksi

O " 9y * 9, 2B

_ + 3%
g = 3

(ex + ey + ez) *ou, (51)

Heti &killisen kuormituslis&yksen j&lkeen eli ns. konsolidoitumatto-
massa tilassa maa otaksutaan kokoonpuristumattomaksi. Huokosvedenpai-
neen lisdykselle saadaan silloin yht&18st& (51) tulos

u, = 9, (52)

ja konsolidoitumattoman maan konstitutiiviset yht&ldt ovat siten

muotoa

: T, = by (53)

Konsolidoitumaton analyysi on siis suoritettava kokoonpuristumattoma-

na kdyttden G':1le arvoa G. Konsolidoitunut analyysi, jossa u, = 0,
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voidaan suorittaa normaalilla siirtym&menetelmdlld kayttden aineva-
kioita G ja X(V).

Kuvan 6 esimerkiss3 ovat raerungon aineominaisuudet G = 1,
vV = 0,3. Laskentamalli on valittu tavalla G = G' (=G = 1),v = 0,3.
Valitsemalla t&ma v:n arvo saadaan ensimmdisell& iteraatiolla sivutu-
loksena konsolidoitunut analyysi. Kaikilla elementtityypeilld saatiin
kdyttdmallad suunnilleen samaa ma&rdd vapausasteita (= nurkkapistesiir-
tymdkomponenttien lukumdird vdhennettynd reunaehdoissa annettujen kom-
ponenttien lukum&Zrid) miltei samat tulokset ensimmédiselld iteraatiol-
la eli siis normaalilla siirtym&menetelmi#lld. Suoritettaessa iteroin-
tia pieneni mitta e" aluksi nopeasti. Jatkettaessa iterointia riitté&-
vasti saavutettiin kuitenkin kaikilla elementeilld lopuksi tilanns,
jossa mitta e” alkoi pienetd hyvin hitaasti. Mitan arvo vaihteli té&s-
s& vaiheessa eri tyypeilld huomattavasti. Elementtityyppien j&rjestys
suppenevuuden perusteella oli huonommasta parempaan K3, S4, K6, 512
ja S8. Mittojen suhde esim. elementeilld K3 ja S8 oli luokkaa 10%.
K6, S12 ja S8 elementeilld saadut siirtymét olivat 8...10 kierroksen
jdlkeen kaytinndn kannalta identtisid ja supenneita. Osittaisena seli-
tyksend suppenevuuseroille saattaa olla integroimispisteiden lukuma&-
rin ja vapausasteiden lukum3&rdn suhteen ero eri elementtityypeistéd
muodostetuilla rakenteilla. Iteroinnissa pyritdén itse asiassa to-
teuttamaan kokoonpuristumattomuusehto integroimispisteiden kohdilla.
Jokainen integroimispiste merkitsee siis yht& nurkkapistesiirtymid
koskevaa lineaarista lisdyht&188, joka siirtymien tulisi toteuttaa
riittsdvall3d tarkkuudella tasapainoyht&léiden lis&ksi. Kirjoittajilla
on tarkoitus kokeilla jatkossa muita mahdollisia tapoja alkuj&nnitys-
ten m3arittamiseksi kuin yksinkertainen integroimispisteiden hyvaksi-

kayttd.
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Kuvassa 7 n&kyy maanpinnan pystysiirtym& alkutilassa ja konso-
lidoituneessa tilassa laskettuina K3- ja SB-elementeilld. Tulokset
ovat hyvin 18helld toisiaan ensimmdisells iteraatiolla (v = 0,3). Sen
sijaan kokoonpuristumattomassa tapauksessa K3-eglementeilld saadut tu-
lokset poikkeavat huomattavasti S8-elementeilld saaduista arvoista,
joita voidaan pit&& k&ytadnndn kannalta tarkkoina.

Kuvassa 8 on esitetty keskimd@&rdinen normaalijannitys o kah-
della syvyydelld konsolidoitumattomassa tilassa (uW = Gm] ja konsoli-
doitumisen tapahduttua laskettuna S8-elementeilld. N&hd&én, ettd kes-
kim&&rdinen normaalijdnnitys muuttuu melko paljon konsolidaation ai-
kana. Taten yleisesti tehty otaksuma O in pysymisestd vakiona konso-
lidaation aikariippuvuutta tutkittaessa syntyvien yht&l&iden yksinker-
taistamiseksi ei\ole tadmdn esimerkin tapauksessa hyvin perusteltavis-
sa [3].

Kuva 9 antaa havainnollisen k#sityksen siirtymista alkutilassa
sekd lopullisessa konsolidoituneessa tilassa. Nuolten vektorisumma
esittds lopullista siirtymdad ja katkoviivalla piirretty nuoli siis
konsolidaation johdosta tapahtuvaa siirtymds. Lasketut tulokset oli-
vat hyvéssd sopusoinnussa kirjoituksessa [3] esitetyn aineiston kans-
sa.

Elementtimenetelmissd kd#y epdhomogeenisuuden huomioonottaminen
fiyvin helposti antamalla l&htdtietoina kullekin elementille omat
asiaankuuluvat aineominaisuudet. Tadrked etu alkujinnitysiterocinnissa
on lisaksi, ettd sitd voidaan soveltaa, vaikka vain jotkin rakenteen
materiaaleista olisivat kokoonpuristumattomia. Kokoonpuristuvasta ma-
teriaalista olevissa elementeissd kdytetdén laskentamallissa yksin-
kertaisimmin elementin todellisia aineominaisuuksia, jolloin kerroin-

matriisista [I] - [C] [[:']‘1 tulee nollamatriisi ja alkujannitykset
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Kuva 7. Maanpinnan pystysiirtymd alkutilassa (v' = 0,5) ja
konsolidoituneessa tilassa (v = 0,3)

Fig 7. Vertical displacement on top of the soil in un-—
drained (v' = 0.5) and drained (v = 0.3} state
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hdvidvdt. Ta&st& on esimerkkind pyritty analysoimaan tiepenkereen al-
la olevaa terdksistd asaltolevyrumpua (kuva 10) tasomuodonmuutostilas-
sa. Rakenteen ajatellaan muodostuvan kolmesta eri materiaalista. Pen-
germateriaalin raerungon aineominaisuuksiksi on valittu E = 1, Vv =
0,3 ja sen otaksutaan olevan huokosveden tdyttédmd ja siis kokoonpu-
ristumatonta &killisille kuormituksille. Tien p&&llysrakenteelle on
otettu E = 20, v = 0,4, Tyypillistd aaltolevyd on approksimoitu noin
aaltolevyn kokonaispaksuuden paksuisella kerroksella (5 cm), Jjonka
kimmokerroin on valittu siten, ettd& kerroksen taivutusjdykkyys on sa-
ma kuin aaltolevyn. N&in saadaan kerrokselle suhteellinen kimmoker-
roin E = 320. Kerroksen vetojdykkyys tulee noin 1,5 kertaiseksi aal-
tolevyn vetojdykkyyteen verrattuna, mutta t&114 ei liene oleellista
vaTkutusta tuloksiin. Kaoska aaltolevyn veto- ja taivutusjaykkyys rum-
mun akselin suunnassa (aaltoja vastaan kohtisuorassa) ovat hyvin pie-
ni&, voidaan kerrokselle ottaa v = O.

Rakenne on analysoitu kdytt#en kuvassa 10 esitettyd elementti-
systeemid (73 SB-elementtid, 262 nurkkapistettd). Alkujannitysiteroin-
ti on suoritettu tavalla G = G'. Laskentamallin Poissonin vakioksi on
otettu 0,3, jolloin tapaus u, = 0 saadaan j&lleen suoraan ensimméisen
iteraation tuloksena.

Rakenteeseen vaikuttaa symmetria-akselin kohdalla viivakuor-
ma 1, joten symmetrian perusteella elementtisysteemin kuorma on 1/2.
Kuvassa 11 on esitetty rummun keskipinnan siirtymd&t lyhyt- (v' = 0,5)
ja pitk&aikaisen (Y = 0,3) kuormituksen vaikutuksesta. Rummun taivu-
tusmomentti ja normaalivoima pituusyksikkd&d kohti on saatu integroi-
mispisteiden jannityksistd otaksumalla normaalijdnnitysten jakautuvan
lineaarisesti kussakin leikkauksessa ja ottamalla elementiss& olevan

kahden leikkauksen arvoista keskiarvo, joka sijoitetaan elementin kes-

kipisteeseen. N&in lasketut tulokset lyhytaikaiselle kuormitukselle
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Kuva 9. Siirtymit alkutilassa ja konsolidoitumisen tagahduttua
Fig 9. Undrained displacements followed by drained dis-
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Kuva 10. S8-elementeistd muodostettu elementtisyst .
Fig 10. S8-element system ysteemi
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on piirretty kuvaan 12. Taivutusmomentti on katsottu positiiviseksi,
jos se aiheuttaa vetoa rummun sis3pintaan. Normaalivoima on positii-

vinen, jos se on vetdva.

7. LOPPUTOTEAMUKSIA

Edelld kaavat on johdettu tasomuodonmuutostapaukselle ja iso-
trooppiselle aineelle. Yleistykset avaruusjé&nnitystapaukselle ja an-
isotrooppiselle aineelle eivit tuota mit&&n teoreettisia vaikeuksia.
On huomattava, ettd tasojédnnitystapauksessa aineen kokoonpuristumat-
tomuus ei estd tavanomaisen siirtymimenetelm&n k&yttsa, koska [C] -
matriisin alkiot pysyvat t&116in 8&rellisiné.

Kaavan (25) yhteydessd suoritettua iterointia on nimitetty

J
teoksessa [4] alkumuodonmuutositeroinniksi. Kysymyksess& on pelkés-

t&83n nimitysero, sill3d korvaamalla esitetyissd kaavoissa suure {oo}
suureella -[C]{eo} ja k&sittelemdlld {eo}:aa ajateltuna alkumuodon-
muutoksena pa&std&dn ns. alkumuodonmuutositerointiin. T&ssd on kaytet-
ty alkujdnnityksid, koska n#in saadaan jonkin verran yksinkertaisem-
pia lausekkeita.,

Alkujdnnitysiteroinnilla on er&itd etuja verrattuna menetel-
mé&én, jossa keskim3&rdinen normaalijénnitys a, °on otettu liséperqs-
tuntemattomaksi. Paitsi ettd tuntemattomien lukum&&rd pysyy pienem-
pand on tarkedtd, ettd yht&ldryhmén (44) kerroinmatriisi on rakenteen
jaykkyysmatriisina positiivisesti definiitti ja ratkaisu on silloin
suoritettavissa yksinkertaisella ja nopealla algoritmilla ilman, et-
ta on vaaraa nollalla jakamisesta laskennan aikana. Todettakoon, et-
td menetelmd, jossa oy O mukana tuntemattomana, saattaa johtaa sin-

gulaariseen yht&léryhmadn K3-elementtejd kdytettéessa [3]. Haitta-
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v=05 V=03

Siirtymamittakaava — =1

Kuva 11. Rummun siirtymét
Fig 11. Displacements of the culvert

Normaalivoima Taivutusmomentti

Normaalivoimamittakaava —— =05
Taivutusmomenttimittakaava ——— = 0010

Kuva 12. Normaalivoima ja taivutusmomentti
Fig 12. Axial force and bending moment
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puolena alkuj&nnitysmenetelmdlld on tietenkin iterointi, jonka ai-
heuttamaa laskenta-aikaa voidaan kuitenkin huomattavasti pienentéa
kirjoittamalla yht&186ryhm&n ratkaisuohjelma muodossa, jossa ensim-
madisen ratkaisun jdlkeiset ratkaisut saadaan hyvin nopeasti kdyttaen
hyviksi ensimmiisessd ratkaisussa kertyneitd tietoja. TAllaista al-
goritmia on kdytetty lasketuissa esimerkeissa.

Alkujdnnitysiterointimenettelyn suppenevuudesta on kirjoitta-
jilla 1&hinnd vain numeeristen kokeilujen antamia tuloksia. Kayttda-
m&118 suurta v:n arvoa laskentamallissa p3&std&n usein jo ensimmdi-
selld iteraatiolla verraten ldhelle kokoonpuristumattoman aineen ti-
lannetta ja suppeneminen on t&lldin nopeaa.

Reunaehdot vaikuttavat kuitenkin oleellisesti suppenemiseen.
Tarkastellaan tdstd esimerkkin& kuvan 3b esitta&mdd tapausta. Suppe-
nemishopeus ei r?ipu suhteen b/a arvosta. Jos sen sijaan reunat
x = + a kiinnitetdan ja alareunan y = 0 énnetaan olla vapaa, muuttuu
tilanne tdysin. Ensimm&isen iteroinnin aikana ({oo}1 = {0}) siirtyy
kuormitus lyhyelld matkalla kiinnitetyille reuncille ja siirtymat
sekd muodonmuutokset rajoittuvat kuorman vaikutuskohdan l&heisyy-
teen. Kuitenkin on helppo todeta, ettd yhtdlst (21a), (23), (22a)
ja (14a) toteuttava tarkka ratkaisu kokoonpuristumattomalle aineel-

le on t&ssd tapauksessa

= = = - g-l
u 0 €y 0 o, 0
- _19 2 _ .2 = = - 9y
v 5670 (x a?)p = €y 0 = oy = (54)
= - 9y s 9% WU ° S
%m b ny G'b Txy b
kun ulkoista kuormitusta t3ydennetd&n vield péissd y = 0 jay = b

arvoista (54) johtuvilla t-jannityksilld. y-akselin suuntaiset siir-
tymit esiintyvdt siis vdhentym&ttomind myds kuormittamattomassa

padssd. Jos suhde b/a on suuri, on luonnollista, etté tarvitaan
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hyvin paljon iterointikertoja, ennenkuin kuormitetun p&an siirtymét
pd&sevdt leviadmiin kappaleen toiseen p&8h&n. Suppenemisen nopeutta-
miseksi olisi t#llaisissa tapauksissa tarke&td pystyd tekemdan pa-
rempi otaksuma alkujannityksistd, joilla iterointi aloitetaan. Arvi-
oimalla lopulliseksi j&nnitystilaksi {o} saadaan kaavaa (35) sovel-

tamalla iteroinnin aloittamiseksi
to }' - ([1] - [c][F']){al. (55)

Jos lopullinen j&nnitystila osattaisiin arvata cikein, antaisi en-
simmdinen iterointi t&l18in oikeat tulokset.

Kokoonpuristumattoman aineen yht&l8ita tarvitaan kdytanndssa
tavallisimmin geotekniikassa. Kumimaiset aineet saattavat myds olla
melkein kokoonpuristumattomia [2]. Menetelmé&n laajentaminen fysikaa-
lisesti ep&lineaarisen kokoonpuristumattoman tai melkein kokoonpuris-
tumattoman aineen analysointiin ei tuota periaatteellisia vaikeuksia
menetelmdn iteratiivisen luonteen takia, koska ainoca muutos tulee
td116in vain kaavan (25) eksplisiittiseen muotoon. Kirjoittajilla
on tarkoitus k#yttad menetelmdi myds konsolidaation aikariippuvuu-
den tutkimiseen soveltamalla ajan suhteen vastaavantapalsta menette-
lyd kuin mitd on kdytetty kirjoituksessa [5].

Lisdmerkitystd esitetylle menetelmdlle 18ytyy ottamalla huo-
micon, ettd kokoonpuristumattoman aineen yht&18t ovat analogisia hi-
taan, stationaarisen, viskoosin, kokoonpuristumattoman nestevirtauk-
sen yht&ldiden kanssa [6]. Suorittamalla seuraavat sijoitukset ko-

koonpuristumattoman aineen yht&l&ihin

Oy - - paine,

{e}l muodonmuutosnopeusvektori,
G' ~» viskositeetti,

{u} - virtausnopeusvektori,
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pédddyt&3n nestevirtauksen yht&l8ihin. Ainoa ero kokoonpuristumatto-
man nesteen yht3l8issd tulee tasapainoyhtd&l@ihin (11), joissa esiin-
tyy yleisessd tapauksessa lisatermeja [7], jotka kuitenkin havidvét
virtauksen ollessa stationaarista ja hidasta. Kokoonpuristumattoman
aineen ohjelmalla voidaan siis analysoida sellaisenaan hidasta vir-
tausta tulkitsemalla saadut siirtymdt virtausnopeudeksi. T&std ovat
yksinkertaisia esimerkkejd luvun 5 sovellutus, luvun 6 kolmas savel-
lutus sekd ratkaisu (54), jonka voidaan ajatella esittdvén tasovir-
tausta putkessa putken p&issd vallitsevan paine-eron johdosta. Kehi-
tettyd ohjelmaa on kdytetty mm. maankuoren ja vaipan liikkeiden tut-

Kimiseen nestevirtauksena.
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