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JOHDANTO

Numeerisissa tietokonemenetelmissd joudutaan usein ratkaise-
maan yht&ldryhmi&d, joissa tuntemattomien lukum@&rd nousee satoihin,
jopa tuhansiin. T&lldin kerroinmatriisin tallettamistapa ja lasku-
toimitusten jarjestely vaikuttavat ratkaisevasti seka laskuaikaan
ettd tarvittavaan muistikapasiteettiin.

Sguraavassa oletetaan, ettd kerroinmatriisi on positiivisesti
definiitti, symmetrinen ja sis&1t&3 nollasta poikkeavia termejd vain
suhteellisen l&hellsd diagonaalia. N&illd edellytyksilld laskuaikaa
ja vaadittavaa muistitilaa voidaan s&&stés huomattavasti kdytettdes-

s3 muuttuvaa nauhanleveyttd Choleski'n menetelmdn yhteydessé&.

CHOLESKI'N MENETELMAN PERIAATE

Kaava
AeX = C (1)

esittdd lineaarista yht&l8ryhm&s, jossa A on symmetrinen positiivi-
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sesti definiitti nelidmatriisi, X tuntematon vektori ja C- tunnettu
vektori. Matriisi A voidaan jakaa kaavan

uTeu = A (2)
mukaisesti matriisituloksi, jossa U on ylé&kolmiomatriisi ja UT sen
transpoosi. Otetaan k&yttddn apuvektori Y = U+X, joka ratkaistaan

valituloksena yht&lGsta

U -y ==3C (3)
Tuntematon vektori X voidaan t&m&n jalkeen ratkaista yht&ldsta

U-x =Y (4)
Tarvittavat laskutoimitukset suoritetaan seuraavien kaaonen mukai-

sesti (summauksia ei lasketa yl&rajan ollessa alarajaa pienempi).
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Yhtdldista (5) ja (6) K&y ilmi, ettd termi Usig on nolla vain, jos
kaikki a s (m = 1...1) ovat nolliaf Toisin sanoen matriisit A ja

U ovat muodoltaan samanlaisia, mutta jokaisella pystyrivilld ylim-
man nollasta eroavan a-termin ja l&dvistdajé&n védliset nollatermit muut-
tuvat U-matriisissa nollasta poikkeaviksi. Mikali RLI(i) on U-matrii-
sin i:nnen vaakarivin nauhanleveys (diagonaalista), niin edelld sa-

notusta seuraa my8s: RLI(i) = RLI(i-1)-1 (i = 2...nJ).
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A-matriisi i U-matriisi

U-matriisin i:nnen rivin muodostamiseen tarvittavat termit

Kuva 1. Vastaavat A- ja U-matriisit.
INDEKSOINNISTA

Kaavat (5-9) on indeksoitu kaksidimensioisina, mutta tehokkain
tilans&d8st8 saavutetaan kerroinmatriisin yksidimensicisella (pysty-
riveittdin alhaalta ylds) indeksoinnilla. Mik&li RLJI(m]) on m:nnen
pystyr%vin termien lukumddrd (diagonaalilta lukien), termin ij indek-
si on J£1 RLI(m) + j - 1 + 1.

m={

Muodpstettaessa U-matriisia ratkaistu u-termi kirjocitetaan va-
littﬁmésti vastaavan a-termin p&&lle, joten A-matriisinkin indeksoin-
nissa otetaan mukaan ne nollatermit, joiden paikalle tulevat u-ter-

mit ovat nollasta poikkeavia. T#118in molempien matriisien indeksoin-

ti on identtinen ja voidaan k3ytt&a samaa tydtilaa.
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RATKAISUN KULKU

Ratkaisun ensimmd&isessd& vaiheessa A-matriisi kolmioidaan vas-
taavaksi U-matriisiksi (kuva 1, kaavat (2), (5), (6) ja (7)). Kolmi-
ointi tapahtuu riveitt&in l&vist&djaltd l&htien. Termien paikallista-
miseksi tarvitaan taulukot RLI(71:NE) ja RLJI(1:NE) sekd aputaulukot
IND(1:MAX) ja JIX(1:MAX). Edelliseen lasketaan kulloinkin k&sitelta-
vdnd olevan vaakarivin termien indeksit ja jalkimmdiseen vastaavien
pystyrivien jarjestysnumerot. MAX on suurin nauhanleveys ja NE yht&-
18iden lukumd&ra.

Toisessa vaiheessa ratkaistaan eteenpdinsijoituksella v&litu-
losvektori Y ja lopuksi takaisinsijoituksella tuntematon vektori X
(kaavat (8) ja (9)). Vektoreille X ja Y sekd oikean puolen vakiovek-
torille C kd&ytet8dn samaa tydtilaa X(1:NE). Useampien oikeiden puo-
lien ratkaiseminen yhtdaikaisesti ei t&ssd menetelmissd sanottavasti

nopeuta ratkaisua.

MUISTITILA JA TUKIMUISTIN KAYTTO

Liitteissd (1) ja (2) esitetyt Algol-kieliset ratkaisuprose-
duurit (laadittu tietokoneelle ICL 4-50) toimivat yksinomaan keskus-
muistia kdyttden. Kumpikin vaatii muuttujia varten muistitilan
VvEIZ + 2NE + 2MAX (SIZ on kerroinmatriisin koko).

Tukimuisteja k8ytett&esssd keskusmuistitilaa voidaan viels huo-
mattavasti s&d&st&d&. Mik&li kolmiointi suoritetaan riveittdin, matrii-
sin vaatima tydtila on WSP < (1 + MAX)-MAX/2 ja lisdksi tarvitaan ti-
laa taulukkojen RLI, RLJ, IND ja JX termeille. VAlittOmasti vaakari-

vin i kolmioinnin j&lkeen pystyrivi i kirjoitetaan tukimuistiin ja
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seuraava vaakarivi ottaa edellisen aseman, toisin sanoen ko. vaaka-
rivin yl&puolinen kolmio liikkuu alaspé&in.

Ratkaisun toisessa vaiheessa u-termit luetaan pystyriveittédin
takaisin keskusmuistiin Y-vektorin muodostamiseksi. Vain 1:s pystyri-
vi sekd sitd vastaavat edelld ratkaistut y-termit tarvitaan y,:t&
varten.

Laskettaessa X-vektoria U-matriisi on luettava takaperin kes-
kusmuistiin. J&lleen vain i:s vaakarivi sekd edelld ratkaistut x-ter-
mit tarvitaan xi:té varten. Koska U on indeksoitu pystyriveittdin, on
kuitenkin tarkoituksenmukaisinta pit&& muistissa hetkitt&in ko. vaa-
karivin alapuolinen kolmio.

Yleensd tehtdvissa, joissa tukimuisteja joudutaan kayttamaan,
kerroinmatriisi on jo sin&ns& pitk&llisten laskutoimitusten tulos.
T&d118in on tirked3 muodostaa kukin vaakarivi vuorollaan valmiiksi
mahdollisimman aikaisessa vaiheessa kolmiocintia varten ja ndin s&és-
td8 ylimdBrAdisid siirtoja tukimuistiin ja takaisin.

Kolmiointi voidaan suorittaa pienemmdssd&kin keskusmuistiti-
lassa kuin edelld on esitetty, koska tietyn termin kolmioimiseksi
tarvitaan vain osa kahden pystyrivin termeistd kerrallaan. Samoin
tilaa voidaan s&&st&i ratkaisuvaiheessa. Tall6in kuitenkin laskuaika
kasvaa ratkaisevasti lisd&ntyvien siirto-operaatioiden vuoksi ja muo-

dostuu helposti kdyttdd rajoittavaksi tekijéksi.

CHOLESKI'N MENETELMA GAUSSIN MENETELMAAN VERRATTUNA

Gaussin eliminointimenetelmidssd joudutaan kolmiointivaihees-
sa oikean puolen vakioyektorit redusoimaan kerroinmatriisin kolmioin-

nin yhteydess&. Menetelmd on ilmeisesti tehokkain tunnetuista, kun
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yht&818ryhmé ratkaistaan vain yhdelle vakiovektorille tai vektorit
voidaan kehitt&& yht&aikaisesti.

Suurissa yht&ldryhmissd vakiovektoreiden tallettaminen asettaa
muistitilapulmia, tai vakiovektoreita ei lainkaan voida muodostaa sa-
manaikaisesti. T&118in Gaussin menetelmissd yhtdldiden kerrointermit
on joko talletettava kolmicintivaiheessa (muodostavat nauhamatriisin)
tai kehitettdvd uudelleen kolmioidusta matriisista.

Choleski'n menetelméssd t&td ei tarvita, koska kolmiointi
ei vaikuta vakiovektoreihin. Voidaan siis v&ltt&& kerrointermien
tallettaminen ja vakiovektoreiden redusointi. Sen sijaan joudutaan

kehitt&m&idn vdlitulosvektori Y.

Menetelmien tehokkuutta on asiaa testaamatta vaikea verrata
toisiinsa. Kuitenkin Choleski'n menetelmd tarjoaa selvé@piirteisesti
kahteen (oik. kolmeen) osaan jaettavan ratkaisun ja on ndin ollen

ohjelmointiteknisesti edullinen varsinkin tukimuistiversiona.

YHTEENVETO

Muuttuvaea nauhanleveyttd kaytettdessd voidaan tietokoneen
muistitilaa vield huomattavasti s&&st&& verraten vakionauhanlevey-
den kayttddn. Eréd&sséd laskemassani esimerkiss& kerroinmatriisin ko-

ko SIZ oli eri menetelmid kdyttden:

S1z Suhde edelliseen %
Taydellinen nelidmatriisi 99856 =
Symmetria huomioon otettuna 50086 50.7
Nauhanleveys vakio 15800 31.6
Naubhanleveys muuttuva 11094 70.2
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Téssd kerroinmatriisi oli koottu paikallista miniminauhan-
leveyttd silmdll&pité&en, joten nauha oli suhteellisen tasalevyinen.
Tehtévissd@, joissa nauhanleveys vaihtelee paljon, sddstd on hucmat-
tavasti suurempi.

Ratkaisuohjelma muodostuu hieman monimutkaisemmaksi ja n&in

ollen my8s hitaammaksi kuin vakionauhanleveydelld toimiva. Koska

laskutoimitusten lukumd&rd tietylld rivillad kasvaa verrannaollisena
termien lukum&&rén nelifdn, voidaan kokonaislaskuajassa kuitenkin
saavuttaa merkittdvd sddsts.

Vakiovektoreiden riippumattomuus kolmioinnista on ta3rked etu
probleemoissa, joissa kerroinmatriisi on pitkien laskutoimitusten
tulos ja joissa vakiovektoreita el voida muodostaa samanaikaisesti
kerroinmatriisin kolmioimisen kanssa (esim. ratkaisun virhearvioin-

ti ja iteraationa tapahtuva tarkennus).
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