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Ne palkin kiepahdusmuodon differentiaaliyhtdldt, joiden kaut-
ta kiepahduksen teoriassa madrittyy kriittinen kuorma, voidaan Jjoh-
taa staattisen tasapainon ehdoista. Menetelmin kayttd ei ole aivan
yksinkertainen ja aivan paria tapausta lukuunottamatta johtaa varsin
komplisoitujen simultaanisten transkendenttiyht&ldiden ratkaisemi-
seen. Yleensd onkin edullisempana pidettdv3 energiamenetelmién kayt-
toa, ensiksikin, koska sen avulla mainitut yht&18t saadaan tavallaan
sivutuotteina johdetuiksi varsin helposti, ja toiseksi, koska ener-
giamenettely mahdollistaa yksinkertaisten, mielivaltaisen hyviksi
tarkentuvien likiarvojen mé8arittdmisen. Menetelmd sis3ltd33 kuitenkin
erdan "sudenkuopan”, johon lankeaminen nimenomaan poikittaissuunassa
staattisesti madrdaméttoman palkin tapauksessa muodostuu kohtalok-
kaaksi, koska t&m3 joko johtaa v&&r#&n tulokseen tai ei anna tulosta
lainkaan. Seuraavassa osoitetaan, missd t&md vaara piilee ja miten
se valtetaan.

Kéytetddn Ylisen oppikirjan mukaisia merkintdj&: palkin pi-

tuusakselin ja sen poikkileikkauksen padjdyhyysakselien suuntaiset
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koordinaatit ovat x, y ja z, poikkileikkauksan taivutusjéykkyydet
y- Jja z-akselien suhteen B, Ja B, (>>le, vaantdjéykkyys C, siirty-
mé z-suunnassa w ja vaintdkulma ¢ Jotta kysymys olisi puhtaasta
kiepahduksesta, on edellytettdvd, ettd kuormitus koostuu vain xy-
tasossa vaikuttavista momenteista sekd y-akselin suuntaisista jat-

kuvista ja pistekuormista. Kiepahtaneen palkin potentiaalienergian

2‘ .
z-suuntaisesta taipumisesta johtuva osa on % J qu"zdx Jja va@anty-
L 0
misestd johtuva osa % S C¢’'2dx, molemmat integraalit ulotettuna

0
palkin pituudelle. Yksinkertainen tarkastelu osoittaa, ettd jatkuvan

kuorman g kiepahduksessa suorittama tyd on

[} X
f [ rx- glqlgldg]w” (x)¢(x)dx
0 0
Kohdalla x = a vaikuttavan pistevoiman F suorittama tyd on vastaa-
vasti
£
F s (x - a)w"(x)¢(x)dx
.

Ja kohdalla x = a vaikuttavan momentin M suorittama tyd

2
M S w"(x)¢(x)dx
a

Nama kolme erilaista lauseketta voidaan esittss yhdenmukaisessa muo-

dossa

L
S mix)w” (x)¢{x)dx
0
kun m(x) (eli taivutusmomentin vastasuure) on eri tapauksissa

(x - glq(glde (1)

m(x] =

D X

tal F(x - al tai M. Energiayhtdls saadaan nyt ottamalla sen toiselle
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P. Laasonen: Staattisesti

puolelle potentiaalienergian kaksi termid ja toiselle puolelle kaik-
kia kuormituksen osia vastaavat tybintegraalit, jolloin myds tukivoi-
mat ja -momentit on k&sitett&vd tdllaisiksi. Pystysuunnassa staatti-
sesti m3&rd&mattomélle palkille n&md on ensin mddritettdvsd tavalli-

seen tapaan. Saatu yhtdld on

L
Co'2dx = / mw"¢dx (2)
a

1 "2 _:1__
5 B1w dx + 5

0O
fn JURE

Koska kriittinen kiepahduskuorma on taipumafunktion w(x) ja v&ants-
kulmafunktion ¢(x) suhteen stationaarinen, pé&tee tzZmd yht&ld myds
ndiden funktioiden suhteen yhden kerran varioituna. Jos ensimm&isen

kertaluvun variaatiot ovat Sw(x) ja §¢(x), on siis

3 ) )
S B,w"Sw"dx + J Co'8é'dx = S m(dsw” + w"6¢)dx
o 0 0

Koska variaatiofunktiosta 6¢(x) voidaan aina edellyttdd, ettd se ha-

vidd palkin p&isséa, on

2 L
S Co'8¢'dx = - f (C¢')'S¢dx
0 0

joten variasatioiden erottamisella saadaan

L
S o[Byw” - me]dw"dx = S [(Ce')’ + mw"]8pdx (3)
0 0

=

Variaation 6¢ valinnan vapaudesta johdetaan nyt t&mdn yhtd18n oikeas-

ta puolesta tunnetusti yht&ld

(Ce’)' + mw" = 0O (4)
Vastaavasti saadaan yhtdlon (3] vasemmalta puolelta yht&lod

Bw" - m¢ = 0

valittomasti vain silloin, kun dw"” on asianmukaisesti vapaasti va-
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littavissa, so. kun kiinnitys ei tee palkkia poikittais-, so. z-
suunnassa staattisesti m&dradmédttéméksi. Jos sen sijaan palkki on
molemmista pdistddn sivusuunnassa tuettu ja ainakin toisesta pdds-

taan jdykdsti, on yht&dldstsa

[B w" - m¢]6w"dx =0

1

oW =

osittaisintegroinnilla johdettava uwusi yht&1l86, jossa on variaation

ensimmainen derivaatta éw’' tai, jos kummankin p&&n poikittaiskiinni-
tys on jaykka, dw. Ndin padstddn, koska voidaan aina edellyttdi pal-
kin pdissd 6w = 8w’ = 0, ylld olevassa yhtdldss&d siirtd&misn yksi tai
kaksi derivointioperaatiota tekijdstd 8w” sen edelld olevaan hakasul-
kulausekkeeseen, minkd j&lkeen ta&md tekijad todetaan identtisesti hia-

vidavéksi. Saadaan
B,w" - m¢ = Cy * CpX £5.]

Jjossa viela Cy = 0, mikali vain toisen pddn poikittaistuki on jaykk&.

Tédten johdettuun differentiaaliyht&liden pariin

(4]

|
an]

([:¢IJ + mw"

Byw" - m¢ = 0y * O,X (5]}
sisdltyy ndissd tapauksissa mddradadmidttomisd vakioita, jotka médritty-
vat ylimddrdisten reunaehtojen perusteella. Niinp& saadaan j&lkim-

maisestd yhtdldstd jakamalla 81:115 Jja integroimalla kahteen kertaan

ehdot

) 2 & L

m 1 1
/ w' - [ = ¢dx = c, S m—dx + c, J =z dx
0 o By 1o By 2 B

(6]

L 2 _ & 4 2
/ w - f (RBx]m_¢ dx = cy S &Eﬁ dx Cy S RE X dx
a a 1 a 1 8 1
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joista c4 ja c, maaraytyvat erdiden tuntemattoman ¢ integraalien
lineaarilausekkeiden avulla. Kun yhtdloistd (4) ja (5) eliminoidaan

w saadaan ¢:1le toisen kertaluvun yht&lg

Bj(C¢’l’ + m?¢p = - cym = C,mx (71

Sen sijaan ettéd ratkaistaisiin ¢ té&std yht&losta, jossa Cy ja
s siis saattavat riippua ¢:st&, on mahdollista palata alkuperdiseen
energiayhtdlddn (2), lausua siind (5):n nojalla w” v&dantdkulmafunk-

tion ¢ avulla ja téten pdédstd likimd&r&ismenetelmien perusyhtidlddn

4 2 y 1 2 X 1 2
S Cop'*dx = J = (mdp)%dx - S =— (c, + c.x])dx (8)
0 0 By g By 1 Z

Kriittinen arvo kuormalle g, joka sisdltyy tekijé@na funktioon m Ja
yht&ldiden (6) kautta myds suureisiin G Jja Gy, ON pienin niisté
arvoista, Jjotka saadaan tastd yhtdldstd, kun annetaan ¢:n varioida
kaikkien ensimmdisen kertaluvun derivaattoineen jatkuvien ja reuna-
ehdot toteuttavien funkticiden joukossa.

Tarkastetaan esimerkiksi tasajaykk&é& palkkia, jonka koko pi-
tuudelle on kuorma jakautunut tasaisesti ja jonka moclemmat p&at ovat

vain sivusuunnassa Jjadykdsti kiinnitetyt. Palkin pituudella on siis

q(x) = g = vakio, mutta tukipisteissd& sen sijaan on g(x) silld tavoin
+0 £
ddrettn, etta J gql&ldE = J qlEidE = - % gf. Nédin ollen on
0 £-0
mix) = - 2 gx(2 - x), 0 < x < 2 (9)

1

Reunaehtojen w(0) w'(0) = w(R) = w'(f) = 0 perusteella saavat yh-

t518t (6) muodon

£ 2
_a_ - - L 1487
55 S x(2 x)¢ (x)dx Ciy 5 * S5 3§
1 0 1 1
g & ; 1 g2 1 23
251 é x(2 - x) ¢ (x)dx = Cy 3 —: t 0, F —;
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ja naista

5 W L

, P (% — %1(28 ~ 3x]1plxldx

O 2=

(] = = 3&.

5 E x(2 - x1(8 - 2x1¢(x}dx

a-xo

sijoitettavaksi yht&dldtn (8) muotoa

2 1 £ £
B,C J $'%dx = T g% J x?(8 - x)1%¢2%dx - f (e, + clezdx
0 0 0

Numeerista laskemista varten on luonnollisesti syytd kaytt3a

hyvéksi symmetriaa ja ottaa pituuskoordinaatiksi dimensioton

£ s (g - dae 214 % e % 201 - t)

T&l1ldin tulevat yhtaldt (9), (4), (5) je (2) korvatuiksi seuraavilla

(missd wl(t) = wid 201 - 1) ja p(t) - (3 201 - £)));

1

miE) = = = 0g° {1 -~ £%04 -1 < t < +1
Cy" - % g1 - t%)w” =0
= e e ER TR E. (10)
22 1 8 1 2
4 + y +1 +1
2B, fw'?dt+-C fy'idt =-L ;o1 - £2)y"pdt  (11)
,Q,a 1 _/I .Q‘ _1 4 _1
Funktioiden w ja ¢ ollessa parillisia t:n suhteen on k2 = 0, ja kun
w' = 0 kummassakin palkin padssd, seuraa yhtdldstd (10) integroimalla
] 1
ky = g qe2s (1 - t?)ydt (12)
0

Riippuvuuden (10) perustesella saa (11) muodon

g
(ky = 5

1
ge2(1 - t21y)?dt + %E ;op'2dt =
0
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gf2(1 - t2)ylydt

|

86

1
3
- -8 - e, -
10

josta johdetaan

2568, 1

1 2
—— [ Y’°dt =
206
q?l ]

(oo [N

1
(1 - t%1%p%dt - [/ (1 - t2)ydt]?
0

N&in ollen on kuormituksen kriittinen arvo

Qp = I «min A
missa
1
f ws?_dt
- 0
A = 16 7 7
S (1 - £2)292dt - [/ (1 - t2)ydt]?
0 0

kun ¢ Jja y¢' ovat jatkuvia ja ¢’(0) = ¢(1) = 0. Esim. Yy =1 - 2

antaa

1
4
f\b'zdt = e
2 ¥ 3
1 8
_ 2 = A
S0 - t2lydt = oo
0
1 128
- 2 2 2 =
6 (1 - £2)2y,%dt - 222

joten vastaava likiarvo an A1 = 20/7 = 52,92.

Haluttaessa parempaa likiarvoa kdytetddn yht3l183 (7) vastaa-

vaa differentiasaliyht&losd

S

1
29k - 2 el 2 . 2

hyvéksi silld tavoin iteroimalla, ettd oikealle puolelle sijoitetaan

by = 1 - t? sekd vastaava k1 arvo lausekkeesta (12), minkd Jj&lkeen
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kaksinkertainen integrointi antaa paremman funktion DY Ep&olennai-

sen vakiokertoimen poisj&ttdmisen jdlkean saadaan

Yo = 53 - B9t2 + 13th - 3ts

1
11826432
12 TR il B
! g dt 3465
1 (1 - t2)y.dr - 2848
é Vo 105
1
829640704
_ 212 2 S e B WS
é (1 - t2)%y,%dt 765765
A, = 50,13

Vastaavasti on seuraavan iteraation tulos {kokonaislukukertoimisena

pclynomina)

Yy = 38063 - 50478t2 + 15658t* - 3696t6 + 495t8 - 42¢ld

1

[ pAidt = 1,752756462.10°

0

1

/(1 - t2)y,dt = 1,943175544.10"
0

1

J (1 - t2)y,2dt = 5,569213715.10°
D

Ay = 50,021

Nelinumeroisena oikea arvo on 50,02, joten

B,C

3 1
Flas ® BDGHE o

Jos kuormitus ei vaikuta elastisella akselilla vaan sen yla-
puolella matkan a verran, koostuu kiepahduksen tapahtuessa suorite-

tun tydn lauseke kahdesta termistéi
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(=S

X L
S o(x ~E)QUENDE]w" (x)d(xJdx + & f alx)q(x)62(x)dx
0 2

T&std aiheutuu vastaava muutos kriittisen kuormituksen arvon johtami -
sessa.

Tarkastetaan esimerkkin& palkkia, jonka keskelld on pistemi-
nen kuorma F korkeudella a poikkileikkauksen painopisteest? Jja Jonka
molemmat pddt ovat jéykdsti kiinnitetyt. Taivutusmomentti saadaan Jo=

ko sucraan tai (1):sta

( —_— 1 .&
> Fx 0 < x < >
m =
- _1 - —g.'.
> Flg %] 5 < X < 4

Kun siirryt&an kdyttdm&an dimensiotonta pituuskoordinaattia

t = 2x:g eli x = % Lt
ja otetaan huomioon kiepahduksen ilmeinen symmetrisyys keskikohdan
suhteen, voidaan rajoittua arvoja 0 < t < 1 vastaavaan osaan ener-

gialausekkeita. Kun merkitddn w(t) = w(g gt), y(t] = $(5 2t), saa-

daan energiayhtdld

8 ! 2 o | L 1

= "2 ot 2 - ” b 2

PE B, [ w"%dt + . E £ g% ed% F J tw"ydt + 5 aFyp2(1)

0 0 0

Variointi ja muuttujain erottaminen antaa

i Cw" = Ftw" = 0

L

15 85" = Py =k * kob

3 Pql Vo= Ky 2 (13)
joista w" eliminoimalla saadaan

53 B0y = - F2t2y + Ftlk, + kot) (14)

gn DY v N 2

Tdssd tulevat y:n taytettdvdksi reunaehdot y(0) = y'(1) = 0 sek3
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yhtéaldn (13) ja reunaehtojen *(0] = u'(1] = 0 perusteella integ-
raaliehto

1

’ 1
Forotydt = Ky + 5k,
0
Kun (13) derivoidaan ja otetaan huomioon, ettd w"'(0) = 0, nihd&in,
ettad k2 = 0. Siis
1
ky = F 1 tydt
0

Kun vield energiayhtédléssd kaikki termit lausutaan Y:n avulla, saa-

daan

1 1 1
PR ¢ ; t%gRdE = {7 tpdt)2} + 2L yocq) - poy2qe
0 0 0

64818

~

C

eli jos merkitdéin

B1C
F = 72
1 1 B 1
A2 2,2 2 a 1 .2 2
m{ftwdt-(ftuﬂjt]}+E—i‘)\—[:—il)(’|]=flp'dt
0 0 D
Jos a = 0, on vastaava A:n arvo
1
flj)'zdt
G 0
A= B 7 7

fot?y2dt - (S tydt)?
o 0
Yleisessd tapauksessa on A kehitett&dvissd suhteen a/% sarjaksi

a2
A I R LT (15)

waZdt
a

Kuorman kriittinen arvo Fkr saadaan etsimill3 t&mdn lausekkeen mini-

mi, kun ¥ valitaan siten, ettéd se toteuttaa reunsehdot y(0) = y'(0) =9p
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ESiTTI. lp,] = at - t3

1
[yt = 22
0
1
[ tydt = %
0
5 Ban _ H3D
s ot2y2dt = 332
X, = 24 %%% = 27,24

Parempi likifunktio saadaan sijoittamalla ¢1 yhtdléon (14)
oikealle puolelle ja ratkaisemalla t&ten vasemmalta puolelta wz. Kao-

konaislukukertoimisena se on

Yo = 77t - 56t% + B3t5 - 10t

1
2., _ 103333312

S byt 15015

0

! 9128

[ ty,dt - 2228

0

1 1148749951
2 2 _

é E,7dt = ——peses

X, = 25,900

Enempi iterointi ei muuta ainakaan A:n neljad ensimmdistd numeroa.
Kun vastaavia arvoja kdytet&in (15):ssa, saadaan kiepahdusarvolle

lauseke

B,C

. 1 , 2 1
Fep = 25,80 S7— {1 - 2.561 i R

jus]

Ne tapeukset, joissa palkin péissd& on joustavia kiinnityksii,
eivdt ole periaatteeltaan olennaisesti vaikeammin kdsiteltdvia, vain

numerolaskut luonnollisesti muodostuvat pitemmiksi.

Pentti Laasonen, professori, Teknillinen korkeakoulu, Otaniemi
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