TASAPAINOYHTALOIDEN DISKRETOINTI

Rakenteiden Mekaniikka VYol. 5

No 3 1872 ss. 386-421; Raken-

teiden Mekaniikan Seura, Hel-
EERO-MATTI SALONEN sinki

YHTEENVETO

Kirjoituksessa on selostettu, kuinkea j&nnityksi3d koskevat
differentiaaliyhtdldt ja reunaeshdot voidean diskretoida kiyttden
virtuaalisten siirtymien periaatetta sekd elementtimenetelmin pai-
kallisia muotofunktioita. Menetelmdd on sovellettu tasojinnitysta-
paukseen sekd laatan ja palkin taivutukseen. Sasdut diskreetit yh-
tdlot muistuttavat l&heisesti differenssimenetelmé&n vastaavia yh-
téldita. Diskreettien tasapainoyhtdldiden hyvaksikdyttdsd plasti-
suusteorian alarajalauseen ja komplementzarisen energian minimin
periaatteen yhteydess& on lis&ksi k3sitelty lyhyesti. Menetelmén
etuna differenssimenetelmé&dn verrattuna voidaan pit&& sen soveltu-

vuutta epé@sd@anntllisen muotoisille rakenteille.

i JOHDANTO

Kappaleessa vaikuttavien jé&nnitysten on tunnetusti toteutet-

tava tasapainoyht&ldt
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Rakenteiden Mekaniikka
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(Annetut suureet on merkitty edelld ja seuraavassa tarvittaessa suu-
reen p8dlld olevalla vaakaviivalla.) K&ytett&ess& numeerisia mene-
telmid on yleistd, ettd vallitsevat yht&lot diskretoidaan siten, et-
td kédsitellddn vain tietyissd pisteissd olevia suureiden arvoja. Dif-
ferenssimenetelmédssd né&méd pisteet valitaan tavellisesti tasaisin va-
lein je differentiaalilausekkest korvataan numeerisesta matematiikas-
ta tutuilla differenssikaavoilla. T&ten esim. tasojénnitystapauksen

differentiaaliyhtdléiden

de BTX _
w Pt B0 (2a)
T ag _

XY + _¥ + Y =0 [Zb]
9% ay

tilalle saadaan diskreetit yhtdlot

0 0 0 0 -1 0 0 0 0
a T
= X 2 X =
1 [o] 1] £+ o 0| 3% +jo [1] o X =0
0 0 0 0 1.0 00 0
(3]
0 0 O 0 -1 @ 0 0 0
T ag
- XY =L Y =
L Eﬂ L 7a : [] 0 Za : II o 0
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Ne on esitetty kaaviollisessa muodossa verkolle, jonka solmuv&li on

a sekd x-akselin (vasemmalta oikealle)] ettd y-akselin (ylh&3&1td alas-
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E-M. Salonen: Tasapainoyhtaldiden

pdin) suunnassa. Piste, jossa yht&ltiden katsotaan olevan voimassa,
on pienen nelidn sisdll&. Kaavioissa esiintyvdt luvut ovat kertoi-
mia, joilla vastaavissa pisteissa olevet kaavioiden vieressi esiin-
tyvien suureiden arvot kerrotaan. Yht&ldiden vasemmat puclet muodos-
tetaan laskemalla yhteen saadut tulot. Kuten n3hd&3n ovat kaavat
tdssd tapauksessa hyvin yksinkertaiset. Kuitenkin on usein niin, et-
tei verkon solmupisteitd voida sijoittaa s&&nndllisesti rakenteessa
clevien aukkojen ja ep&sdé@nntllisyyksien takia. Usein on my&s tark-
kuuden lisd&miseksi tietyillad alueilla syyt& vaihdella solmupistei-
den tiheyttd. Differenssikaavojen johtaminen joka pisteelle on t&l-
18in melko hankalaa. Teht&v&&d voidaan silloin l&hestyd vaihtoehtoi-
sastl toisella tavoin kdyttden hyvaksi virtuaalisten siirtymien pe-

riaatetta ja elementtimenetelmdn paikallisia muotofunktioita.
2. VIRTUAALISTEN SIIRTYMIEN PERIAATTEEN SOVELTAMINEN

Virtuaalisten siirtymien periaatteen mukaan staattisesti 1lu-
vallisen (st. luv.) jannitystilan vallitessa on jannitysten {0} te-
kem& virtuaalinen tyd yhtd kuin ulkoisten voimien tekem& virtuaali-

nen tyd eli
S{o38{e} dv - ( 5 {Pp}'8{f} dV + Reunatermit) = @ (4)
v v

Integrointi on edellisessd suoritettava tarkasteltavan kappaleen ti-
lavuuden V yli. Merkintd { } tarkocittaa nx1 matriisia eli pystyvek-
toria ja ylAindeksi T matriisin transponointia. {p} =ssitt&d3d tila-
vuusvoimien komponenteista X, Y ja Z muodostettua vektoria, ja

§{f} vastaavista virtuaalisista siirroskomponenteista d&u, &v ja

§w muodostettua vektoria. Reunatermeilld tarkoitetaan kappaleen
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Rakenteiden Mekaniikka

reunoilla vaikuttavien voimien tekem&d virtuasalista tydt&. Niiden
eksplisiittistd lauseketta ei ole t&ss& esitetty. Virtuaaliset muo-
donmuutokset &{e} riippuvat virtusalisista siirtymistd 6{f} vallit-
sevan muadonmuutos—siirtymélqin mukaisesti.

Kaavaa (4) sovellettaessa on térkedtd muistaa ensinndkin, et-
td jannitysten ei tarvitse olla mitd&n todellisia tietyn jannitys-
muodonmuutoslain alaisina rakenteeseen ulkoisten kuormien vaikutuk-
sesta syntyneitd jé&nnityksi&. Riitt&s, ettd j&nnitykset ovat st. luv.
Taisin sanoen niiden on vain toteutettava j&nnityksii koskevat tasa-
painoyht&ldt kappaleen sisdl148 ja reunalla. Toiseksi on syytd muis-
taa, ettd virtuaaliset siirtymdt ovat mielivaltaisia S&rettdmin pie-
nié& ajateltuja siirtymi&. N&in ollen niiden ei tarvitse valttam&tis
toteuttaa rskenteen todellisille siirtymille asetettuja geometrisia
reunaehtoja eikd olla jatkuvia itse kappaleessa, kunhan vain epdjat-
kuvuuskohdissa suoritettu virtuaalinen tyd otetaan reunatermien
avulla asiaenkuuluvasti huomiocon [1, s. 25].

Kirjoitetaan kaava (4) jatkoa varten kehitettyn3 tasojdnni-

tystapaukselle (dV = 71-dxdy):

ff(cxésx + Uyﬁe xy)dxdy - (ﬂ{[? Su + Y Sv)dxdy +

+ 1T 68
A xy" Y

Y
+ Reunatermit) = (5)

Muodonmuutos-siirtymayht8ldiden

€y du/9dx
{e} = Ey = dv/ay (6)
ny dv/dx + 3u/dy

perusteella saadean virtuaalisten muodonmuutosten lausekkeiksi
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E-M. Salonen: Tasapainoyhtdldiden ...

b aldul/ax
§{e} = Gsy = aldv]/ay (7)
My 3 (8v1/ox + 3(dul/lsy

jotka on ajateltava sijoitetuiksi yhtalddn (5].

Virtuaalisten siirtymien periaatteen lisdksi kaytet&én hyvak-
si elementtimenetelmédn késitteit&. Jaetaan tarkastelun alainen ra-
kenne osa-alueisiin eli elemantteihin ja kuvataan Jé&nnitysten jakau-
tuma kussakin elementissd elementin nurkkapisteissd r vallitsevien
diskreettien jé&nnitysarvojen {0}r ja valittujen muotqfunktioiden

[N(x,y,z]]r (matriisi) avulla muodossa
{o} = IEﬂ[I\I]F{U}r (8)

Yht&ldd (5) voidaan pitdd ehtona st. luv. j&nnitystilan olemassa-
ololle. Kaavaojen (8) antamat jé&nnitysten jakautumat eivat yleensé
pysty toteuttamaan mill&&n nurkkajdnnitysten {G}r arvoilla tasa-
painoyht&dlditsd (2) t&smé&llisesti. Kuitenkin sijoittamalla arvot (8)
yhtdlddn (5) ja valitsemalla mielivaltainen virtuaalinen siirtyméa
§{f} voidaan integroinnit suorittaa ja tulokseksi saadaan yht&ld
yleisesti ottaen rakenteen kaikkien diskreettien jénnitysarvojen
{G}r vAdlille, joka voidaan k&sitt&&d ehdoksi tasapainoyht&ldiden
keskimddradiselle toteutumiselle rakenteessa. Tarpeelliset laskel-
mat vdhenevdt huomattavasti, jos virtuaasliset siirtymét valitaan
paikallisiksi. Koska jénnityksid varten on jo valittu elementti-
verkka, on yksinkertaisinta k8ytt&& myfs virtuesalisten siirtymien
esittimiseen samaa verkkoa ja ehkd lisdksi myls samoja muotofunk-
tipita. TéAten virtuaalisiksi siirtymdtiloiksi valitaan seuraavas-
sa systemaattisesti tilat, jotka seuraavat antamalla rakenteen kus-
sakin nurkkapisteessd vuorotellen kullekin virtuaaliselle siirtyma-

komponentille nollasta erocava arvo. T&lldin integroinnit rajolittu-
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Rakenteiden Mekaniikka

vat vain tdh&n nurkkapisteeseen liittyviin elementteihin ja saaduis,
sa diskreetelssd tasapainoyhtdldissid ovat mukana semoin vain ko. ele-
menttien nurkkajdnnitykset. -

Tarkastellaan edelld esitetyn sovellutuksena tasojénnitysta-
pauste ja s&&nnbllistd nelidelementtiverkkoa. Kullakin elementilli
ijkl (kuva 1) on neljs nurkkapistettd. Muotofunktioiksi otetaan
siirtymédmenetelmdssd yleisesti kdytetyt [2, s. 1091 funktiot (9)
(kuva 1).

yd //’/z Ni =2 (1- §)(1-y)
v/ kA2 N; = imgm I

a/2 a/2 N

K™%
=x/(a/2)
y i’ §=y/{:/z) Nfl—“ £)1+y)
f é g ; Nj
1

Wl = 1

Kuva 1. Nelidelementti ijkl ja muotofunktiot Ni’ Nj’ Nk ja Nl'

Kaavan (8) esitysmuotoa kdytt&en ovat j&nnitykset elementissi ijkl

X I, X J X
= [0 N. O 0 a
Uy i Qy * NJ Uy +
0 0 N. 0 0O N,
TXy Txy i J TXy 3
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E-IM. Salongn: Tasapainoyht&l8iden

Nk a 0 Gx N1 g o0 Ux
+ 10 Nk g Uy + [0 N1 a cy (10)
0 a Nk Txy . o 0 N1 Txy

tai yksinkertaisemmin esim. ox:lle

a, = Ni{cxli + Nj{o ). + N (o ), ~+ Nl{d ) (11)

X k™" x"k el
Annetaan nyt elementtiverkon nurkkapisteelle r x-akselin
suuntainen virtuaalinen siirtym3 {6u]r # 0. Kéyttédmalla muotofunk-
tioita (9) myds virtuaalisien siirtymien kuveamiseen kaavan (11)
tapaan seuraa t&std kuvassa 2a ndkyvd virtuaelinen siirtymédtila.
Virtuaaliset muodonmuutokset 6€x Jja Sny saadaan soveltamalla kaa-
voja (7). dv Ja 6ey hdvidvat valitussa siirtymédtilassa. Kaava (5)
supistuu nyt muotoon (12) (kuva 2b), jossa integroinnit ulottuvat
vain neljén elementin alueelle, koska virtuaaliset siirtymdt hé&via-

vdt muualla rakenteessa. Suorittamalla laskelmat saadaan yht&lo (13)

(kuva 2c)
Su ﬁx_ S_fx)"_
/ Ko (Su)r/a
& i
wY z :
) 7 (Bu)r
7
)
=
3 ,,-%/ 2 ., —(&u)r/a
a)
j (8, 8E,+T, Sa’ )dxdy— _HXEudxdy =0 (12)
A
b)
‘\0-13 1['14'\_ '11'.'1;2_
(6u) { [« [0)4| & ox+ |o[0] 0| 35Ty - |4 8] 4|36 X)=0 (13)
c) 104 A4 4 1 4 1

Kuva 2, al Virtuaalisesta siirtyméstd (Sul, syntyvd virtuaa-
linen siirtyma- ja muodonmuutostila.
b] Vastaava virtuasalinen tyodyhtald.
c) Vastaave diskreetti virtuaalinen tydyhtd1ld.
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Koska (éu]r # 0, seuraa tédstd sievennysten jdlkeen yht&1d (14a)

-1 -4 -1 1 4 1
2.l lomE o X L sl 4] X -0 c14a)
Z2a B 2a 36
1 4 1 1T 4 1
- =g 14 1
T o]
o 1 ab Bk v -
52 v 5 0[] of % + 5 (48] 4 V=0 (1am)
1 4 1 1T 4 1

Yhtald (14b) seuraa vastaavasti antamalla nurkkapisteelle r y-akse-
lin suuntainen virtuaalinen siirtymé [Sv]r. Pienessd nelidssd oleva
piste merkitsee kaavoissa (14) nurkkapistettd, jossa virtuaaliset
nurkkasiirtym&t on annettu. Vertaamalla kaavojs (14) differenssime-
netelmén kaavoihin (3) havaitaan, ett& saadut yht&ldt voidaan aja-
tella erddnlaisiksi Simpsonin integroimiskesavan tapaan painotetuik-
si keskiarvoiksi differenssimenetelm&n yhti1ldists. Integrointeja
suoritettaessa on my8s tilavuusvoimien X ja Y jakautuma approksi-
moitu muotofunktioiden (9) avulla. T&md ei ole tietenkd3n vEltts-
maténtd, koska tilavuusvoimien cllessa tunnettuja suureita niiden
osuus voidaan laskea haluttaessa k3yttden niiden todellista jakau-
tumista.

Seuraavana sovellutuksena terkastellaan laatan taivutusta.

Vallitseva tasapainoyht&l8 on kdytettdessd kuvan 3a merkintdjs

3%M. azmxy BZMy _
Tt 2 sy ¢ I +q =0 (157

Differenssimenetelmé&n avulla saatu normaali diskreetii vastine on

0 0 o0
IV| -—
-+ + [0 [1] ol -0 w18)
0 0 o
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E-M. Salonen: Tasapeinoyht&ldiden ...

Laattateorian otaksumien johdosta yleisestd virtuaalisesta tydyhta-

18stsd (4) tules nyt yhtald

fAf (M 8e, + M A, 2MXy1§Xy_]dxdy - (I}{ q 8w + Reunatermit) = 0  (17)

jossa virtuaaliset kdyristymit SKX, 6Ky sekd virtuaalinen v&antyma

ny riippuvat virtuaalisesta taipumasta §w seuraavasti
6Kx - 3% (8w)/ax?
GKy = - 3% (8w)/ay? (18)
Gny - 9% (8w)/dxdy

Valitaan jadlleen sd@&nndllinen nelidelementeistd muodostettu element-

tiverkko ja kuvataan voimasuureiden Mx’ My’ Mxy sekd myds virtuaali-

sen siirtymdn dw jakautuma muotofunkticiden (9) avulla. Antamalla

% 3 - X

(M My, = My P+ M, m?
l h=Myl+ ym +2Mx]tm (19)
Y A -(---—M)Qi Y
L =cos (n,x)
My Wy

M “a m =cos (n,y)
y
5 Ayx:Mxy b) M n
bw
X
ya
y W
o /S?N)r]/
a
a -
c}
ESWS%"” SS Mxy&-cxy dxdy + ZSMyé%x = SS G&waxdy =0 (20)
d) A A
2 1 EN 4 -4 141
(Sw]r({fLM—‘+‘2 u[ﬁ]u'ﬂ)‘ar zzh_di - |«Rgs]2 7)=0 (21)
e) 1248 10 % a4 )8 14 13
Kuva 3. a) Laatan voimasuureet. b)] Normaalimomentti M .

cl Virtuaalisestd siirtymésté (dwlp syntyvd
virtuaalinen siirtym&- ja muotonmuutostila. d] Vas-
taava virtuaalinen tytyht&lé. e) Vastaava diskreet-
ti virtuaalinen tydyht&ls.
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Rakenteiden Mekaniikka

nurkkapisteelle r virtuaalinen siirtymé& (:Sw]r saadaan kuvassa 3c né-
kyvd virtuaalisten siirtymien ja muodonmuutosten jeakautuma. Valittu
siirtymé&tila johtaa siis laatan katkeamiseen elementtien reunavii-
voilla. Koska virtuaaliset siirtymat saavat olla mielivaltaisia, on
t&dma t&dysin sellittua ja laskelmien kannalta onkin helpompaa kayttaa
mahdollisimman yksinkertaisia virtuaalisia siirtymid eikd esim. laa-
tan siirtymé&menetelmé&n muotofunktioita, jotka vaativat taipuman en-
simm&isten derivaattojen jatkuvuutta. Nivelkohdissa suoritettu vir-
tusalinen tyd on otettava huomioon joko ajattelemalla nivelien
kummatkin puolet kappaleen rajapinnoiksi ja k&sitt&m&lléd niissa vai-
kuttavat jannitykset ulkoisiksi reunavoimiksi tai mik&li halutaan
laskea virtuaalinen ty8 siséisten voimien tekemé&né&, voidaan virtu-
aalisten kdyristymien kuvaajina k#ytt&& Diracin §-funktiota [3],
[4]+ Kuvaan 3c on piirretty nékyviin nivelkohdissa syntyneiden kul-
manmuutosten &¢ Jakautumat. Kulmanmuutosta, joka aiheuttaa "veny-
man” laatan alapintaan, pidetéén positiivisena. Pitdm&llad nivelien
suuntaisten akselien suhteen vaikuttavia normaalimomentteja.t"ln ul-
koisina voimina saadaan reunatermit kaavassa (17) viivaintegraalei-
na

r - [ Mn6¢ ds
pitkin elementtien reunaviivoja. Koska normaalimomentti on t&ss
kaavanl(19] (kuva 3b) perusteella x-akselin suunnissa integroita-
essa M ja y-akselin suunnissa integroitaessa Mx ja koska 6Kx ja
5Ky h&vigdvat itse elementtien alueilla, saa virtuaalinen tydyhta-
18 lopuksi muodon (20) (kuva 3d). Suorittamalla integroinnit (g:n
jakautuma on approksimoitu muotofunktioiden avulla) saadaan ensin

tydyhtals (21] ja téstd sieventdmdlld lopuksi yhtald
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E-M. Salonen: Tasapainoyhtaloiden

1 =2
1 Mx
E4.45"2—+2 =0
1 =2 1
(22)

joka muistuttaa j&lleen vastaavaa differenssimenetelmdn yht&ld3
(161.

Kuvassa 4d on vield esitetty diskreetti tasapainoyhtdld (24)
tasasivuisista kolmioelementeistd koostuvalle laatalle (kuva 4a).
Elementeilld on kolme nurkkapistettd, ja muotofunktiot ovat lineaa-
risia x:n ja y:n suhteen [2, s. 49], Jjoten nyt kaikki muodonmuutok-
set hdvidvat itse elementeissd ja virtuaalinen tydyht&ld supistuu
muotoan (23) (kuva 4c). Kulmanmuutokset 8¢ ovat nurkkapisteeseen r
(kuva 4b) 1liittyvillsd elementtien reunoilla suuruudeltaan [5W3r/b

ja ulkopuolisilla reunoilla -[6w]r/b. Ottamalla huomioon kaava (19)

h
) al a’] a ! by (Sw),
ESMﬁSS"ds—ESqﬁwdxdy =0 (23)
C} A
0 O i 1 -1 0 2 2 M 1 1
(1 1)z +2{0 [ o)+~ e (1 B 1)T=0 @)
0 @ -1 1 ’ 2 2 1 1
d)

Kuva 4. a) Tasasivuisista kolmioelementeistd muodostettu
verkko. b) Virtuaalisesta siirtymdstd (8wl, syntyva
virtuaalinen siirtymdtila. <c] Vastaava virtuaalinen
tytyhtédls. dl Vastaava diskreetti tasapainoyht&ls.
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Rakenteiden Mekaniikka

ja suarittamalla laskelmat saadean lopuksi diskreetti tasaspainoyh-
tdld (24], joka on kuormitustermejd lukuunottamatta identtinen dif-

ferenssimenetelm&l14d [5] saadun tuloksen kanssa.

3. REUNAEHDOT

Staattisesti luvallisessa jannitystilassa on j&nnitysten to-
teutettava paitsi tasapainoyhtdldt kappaleen sis&lld myGs jannityk-
sid koskevat reunaehdot (mekazaniset reunaehdot) eli sisdisten janni-
tysten on oltava tasapainossa kappaleen pinnalla vaikuttavien annet-
tujen ulkoisten voimien kanssa. Esim. tasojénnitystapauksessa ovat

reunaehdot

TX = g Txym = TX (25a)

(25b)

1
l

T = T_ 2 + gm
Y Xy Y Y

jossa T>< Jja Ty ovat ulkoisten voimien x- ja y-akselin suuntaiset
komponentit pintayksikkdad kohti ja £ ja m pinnan ulkolsen normaa-
lin suuntakosinit (kuva 5a). Differenssimenetelméssd ndmad yhtdlot
voidaan kirjoittaa sellaisinaan kappaleen reunalla olevissa solmu-
pisteissd. Kéytettdessd virtuaalisten siirtymien periaatetta tulee
reunaehtojen vaikutus taasen automaattisesti mukaan annetuista reu-
navoimista syntyvien termien kautta. Esim. kuvan 5c esitté&missd ta-

pauksessa on virtuaalinen tydyht&ld

o]

JI Lo Se, 4 Txynyy]dxdy - (JS X 6u dxdy + [ Txéu ds) = O
A A B
(26)

jonka diskreetti muoto on k&ytettdessd muotofunktioita (9)

1 2 1. 2
2
a a _ a = . -
75 9, 7 g a 1 Txy 418 36 X Tx] 0 (27)
-1 -2 1 2
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E-M. Salonen: Tasapainoyhtdldiden ...

Yhtdls (27) on yhdistelmd& j@nnitysten reunaehdostz sekd tasapaino-
yhtdldstéd itse kappaleessa. Tédméd ndhd&&n kehitt&m&lld j&nnitykset
Jja ulkoiset voimat Taylorin kehitelmdksi pisteen r suhteen ja sdi-

lyttémélld a:n alimmat potenssit, jolloin yht&losti (27) seuraa

aluksi
a BUX BTX _
(o )r - [Tx]r = f( e "§§l + X)F =0 (28)

Elementtien koon l&hestyessd nollaa léhestyy yhtédld (28) lopuksi
pisteett&istd reunaehtoa (25a).

Halutteessa reunaehdot voidaan pyrkid toteuttamaan kayttden
vain kappaleen reunalla olevia jénnitysten arvoja valitsemalla vir-
tuaaliset siirtym&t sopivasti. Ajatellaan rakenteen reunaltz erote-
tuksi ddrett8mdn ohut kerros materiaalia ja annetaan vain t&lle ker-
rokselle virtuaalinen siirtymd 6{f(s)} (kuve 5b). Jénnitysten teke-
méa virtuaalinen tyd hdvi&& kerroksen tilavuuden ollessa a3rsttdmén
pieni. Ulkoisina voimina vaikuttavat kerroksen ulkopinnalla annetut
T - Jja Ty-voimat seké kerroksen sisédpinnalla ja&nnityskomponenteista

x

lasketut Tx“ ja Ty*vnimat. Virtuaalinen tyoyhtdlo on

C
é ((r. - TX}GU + [Ty = Ty}év) ds = 0 (29)

a) b) c)

Kuva 5. a) Kappaleen reunalla vaikuttavien ulkaoisten voimien
komponentit Tx ja T, pintayksikkdd kohti. b) Reunas-
ta erotetulle kaistalle annettu virtuaalinen siirtyméa
8{f}. ) Virtuealisesta siirtymdstd [(8ul, syntyvé
virtuaalinen siirtymatila.
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Virtuaaliset siirtymdt voidaan edelleen esittd3 muotofunktioiden
reuna-arvojen avulla. Jos lopuksi virtuaaliset siirtymdt valitaan
pisteettdisiksi Diracin §-funktion avulla, pdddytadn differenssime-
netelmdn mukaisiin pisteettd&isiin yht&ldihin.

Samoin kuin edelléd@ reunaehtoja voidaan ké&sitelld muissakin
(kuin tasojdnnitys) tapauksissa. Niinp& esim. leatan normaalimoment-
teja koskevia reunaehtoja tarkasteltasssa voidaan reunasta erctetul-
le kerrokselle antaa virtuaalisen kiertymin jakautuma pitkin reuna-

viivaa.

4. TASAPAINOYHTALOIDEN KAYTOSTA

Jos rakenteelle on saatu virtuaalisten tyGyhtdloiden avulla
m riippumatonta tasapainoyht&ldéd n:n diskreetin j&nnityssuureen va-
lille, on yleensd@ n > m ja tasapainoyht&lot eivdt siis riitd yksi-
naddn jannitystilan méd&rittédmiseen eli rakenne on st. md&rdadmitdn.
Ratkaisuun tarvittavat lisdyht&ldét on t&1l6in johdettava muodonmuu-
tosten yhteensopivuusehdoista rakenteen materiaalille kuuluvan muo-
donmuutos-jénnityslain alaisena.

Kuitenkin voidaan joskus jo pelkkien tasapainoyhtdldidenkin
avulla saada hybddyllisi& tuloksia. Jos nimitt&in rakenteen analy-
soimiseksi saadaan kdytt&& plastisuusteoriaa ja kantokuormamenette-
lyd, voidaan soveltaa plastisuusteorian alarajalausetta [6], jonka
mukaan rakenne kest&d sille asetetun kuormituksen, mik&li a) ldyde-
tédan yksikin ko. kuormituksen suhteen staattisesti luvallinen jan-
nitystila, jossa lis@ksi b) mydtdehtoa ei rikota miss3&n pistees-
s&. Jokaista jannitystilaa, joka toteuttas saadut diskreetit tasa-

painoyht&ldt, voidaan pitdd diskreetissad mielessd staattisesti lu-
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vallisena. Valitsemalla n - m Jjannityssuuretta st. ma&r&adméttémiks:
suureiksi Xj, v x[n“m] Ja antamalle n&ille mielivaltaiset arvot
voidaan loput jannityssuureista ratkaista tasapainoyht&léistd. Saa-
tu ratkaisu téyttd& siis ehdon al), joten rakenteen turvallisuuden
osoittamiseksi riittd3d lo6ytad jotkin st. midard3mittdmien suureiden
arvot (esim. kokeilemalla), joille myds ehto b) on voimassa. Helpom-
paa on kuitenkin k&ytt&3 alarajalausetta mitoituksessa, jolloin st.
madrdamattdmien suureiden arvot voidaan valita mielivelteisesti ja
rakenne mitoittaa saadulle jannitystilalle siten, ettd myd&tdehteoa

ei rikota.

Eradénéd vaikeutene on ilmeisesti valita st. m&&rdamattomat
suureet voimasuureiden joukosta. Kuten on tunnettua voimamenetelmidn
kdytdstd ristikoille, voidaan st. madrdaméttomét suureet (katkais-
tut sauvat) valite usein monella eri tavalla, mutta ei tdysin mieli-
valtaisesti (ristikocsta tulee helposti mekanismi). Diskretoidulle
kontinuumille on valinnan suorittaminen pelkdst&&n harkinnan perus-
teella hyvin vaikeaa. T&1l#8in voidaan k&ytt33 teoksessa [7] esitet-
tyd Jordanin eliminointimenettelyd, joka valitsee st. m3&rZamatto-
ma&t suureet automaattisesti tasapainoyhtd&ltistd vieldpd siten, ettd

ne ovat pydristysvirheiden v&ltt&misen kannalta hyvin valitut.

PY
Rakenteen kayttdytymisen selvitt@miseksi kayttdtilassa on
tunnettava rakenteen materiaalin muodonmuutos-jénnityslaki. Jos ma-
terigali saadaan otaksua kimmoiseksi, voidaan st. m3&rdaméttdmien
suureiden arvot m@&ritt&dd sen tiedon perusteella, ettd st. luvallis-
ten jédnnitystilojen joukosta antaa todellinen tila rakenteen komple-
mentaarisen energian lausekkeelle minimiarvon [1, s. 29]. Komplemen-
taarisen energian lauseke Hc koostuu annettujen siirtymien aiheutta-

mista reunatermeistd ja rakenteen jannityksissd ilmaistusta Jj&n-

nitysenergiasta. J&lkimmé&inen saadaan diskreetille rakenteelle sum-
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mana elementtien Jjé&nnitysenergioista, Jjotka ovat funktioitea
diskreeteistd nurkkajé&nnityksistd, jotka ovat taas funktioita disk-
reettien tasapainoyht&ldiden kautta riippumattomista suureista X1...,

X N&m& mé&dritet&dn lopuksi yhtdl8ryhmiastd (minimointiehdot)

(n-m) "

BHD/8X1 = D,...,anc/ax 0 (30)

(n-m)
Huomattavasti yksinkertaisempi tapa yht&ldiden muodostamisen kannal-
ta on pitédd kaikkia nurkkajénnityksid riippumattomina suureina ja
tasapainoyhtdlditd sideyhtdldind, Jjotka otetaan huomicon Lagrangen
menetelmén [2, S, 37] avulla. Nyt kuitenkin tuntemattomien lukumd3-
rd n+m (n nurkkaj&nnitysté& + m Lagrangen kertojaa) kasvaa oleelli-
sesti. |

Edelld kuvattujen voimamenetelmien sijasta voidaan myds kayt-
t&& siirtymdmenetelmdd sijoittamalla diskreetteihin tasapainoyhta-
ldihin vallitsevien jannitys-muodonmuutos- ja muodonmuutos-siirty-
mdlakien perusteella diskreetit siirtymat ja ratkaisemalla n&in saa-
duista siirtymissd lausutuista tasapainoyht&ldistd ensin siirtyméa-
suureet. Ta&td menettelytapaa on kaytetty differenssimenetelmén avul-
la diskretoiden laatan elasto-plastiseen analysoimiseen [8]. Menet-
telyn etuna aon pidetty sitéd, etté syntyvéssd fysikaalisesti epdline-
aarisessa probleemassa itse tasapainoyhtdlot pysyv&t koko ajan muut-

tumattomina.

5 SOVELLUTUS

Edelld esitettyjen k&sitteiden havainnollistamiseksi on seu-
raavassa tarkasteltu hyvin yksinkertaista rakennetta (kuva B6a). Palk-
ki on vasemmasta p&&st&ddn jéykésti kiinnitetty ja oikeasta pd&stiin

vapaasti tuettu ja kuormitus q pituusyksikkéd kohti riippuu lineaari-
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sesti x:std. Rakenne on jaettu kahteen elementtiin, joilla kummalla-
kin on kolme nurkkapistettd ijk (kuva 6bl. Elementin jénnitystilaa
kuvaavat diskreetit voimasuureet ovat taivutusmomentin arvot Mi’ Mj
Jja Mk vastaavissa pisteissd. Taivutusmomentin otaksuttu jakautuma
elementissd on valittujen muotofunktioiden [2, s. 120] Ni’ Nj ja Nk

(kaavat (34)) avulla esitettynd
Mix) = Ni(XJMi + Nj[x]Mj + Nk[XJMk (31)

Annetaan nyt vuorctellen rakenteen nurkkapisteille r (= 2, 3, 4)

virtuaalinen siirtyma [GWJF # 0 ja esitetd&n virtusalinen siirty-
m& 6w muissa palkin pisteissd muotofunktioiden (34) avulla, jolloin
saadaan kuvassa B6c nakyvat virtuaaliset siirtym&tilat. Virtuzsalinen

tydyhtdld on palkille

fM8kdx - (Sgqéwdx + Reunatermit) = 0 (32)
jossa
__ d®8w
Sk = T2 (33)

Palkkiin syntyy virtuaalisista siirtymist& niveli&, joissa suoritet-
tu virtuaalinen tyd on otettava reunatermien avulla huomicon samaan
tapaan kuin laatan yhteydessd on esitetty. Suorittamalla tydyht&loi-
hin liittyv&t laskelmat kertaalleen yleiselle elementille ijk (kuva
6d) saadaan itse rakennetta koskevat yht&1dt (35) helposti poimimal-
la tarvittavat termit yht3ldista (36). N&it& yht&dlditd johdettaessa
on nivelien muodostuminen pisteissd i ja k otettu jo huomioon, ja

yleisen jatkuvan kuormituksen q jakautuma on approksimoitu muoto-

funktioiden (34) avulla. Yht&ldihin (36) on helppo lis&td tarvitta-
gssa muiden mahdollisten kuormitusten kuten esim. mielivaltaisessa

pisteessd sijaitsevan pistekuorman aiheuttamet termit.
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= M(x}, X, =-0,06641 7, (l.:.\ 1
Niz— &(-1+§¢)
"*\ Mi{x), X, =-0,03333 g, (£a)? WI - i

a a a . =

‘7,'2,
a) ) w::::::;*ﬁ Nj=1-§ (34)

5
o Nbwl, } Qﬁ} Nk:% §(14€)
4 _ b)
{Swh[§;(~M1+2M2—M3)—q“a =0 (3%3)
(Ew).
L 3 |
t \I:‘/ 1 (Bw); [;—3(7M‘—8Mj+Mk] (47; 4-2«:|J qk)]
(5‘“’3 [g%“"fBMz'f“-Ma*BM;MS)"%E,a]:D {3510) (EW)_,[SL(—Mi+2M--Mk)~4(2q]+‘!6qj +2qk]] (36)
R (owly (8wl |55 (M, -8M.+7M,) (- 3,423, +43,)
4 k L8a j
[‘Sw)z,[%(’Ms‘*ZML"Ms)‘%ﬁoQ]:U (35¢) d)
" JfJEQE auram, RN
" S5 fw_ K
. %0 auam == 12 6 2 | M, (37)
-}
l56%|}M5+0]:D (35d) 3U~/aM a2 4 |{M,
c) e)

Kuva 6. a) Palkki ja kaksi st. luvallista momenttipintaa.

bl Palkkielementti ijk ja muotofunktiot Nj, Nj Ja Ng.

c)l Virtuaaliset siirtym&tilat ja vastaavat diskrestit
tydyhtalot

d) Elementille muodostetut diskreetit virtuaaliset
tydyhtalat

el Elementin Jj&nnitysenergian osittaisderivaatto-
jen lausekkeet

Tyb6yht&ldistd (35) seuraa sievennysten j#lkeen yht&loryhma

-1 2-1 0 o] (m} 3/4 0
1 -8 14 -8 1 M, 2 0
V- 7T 2 =
0 01 2 -1] g 98 174 = o (38)
0o oo oo 1] (M, 0 0
\MS
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Viimeinen yht&ldistd (38) on itsestdd&n selva, mutta se on tésséd ha-
luttu johtaa tydyht&ldn (35d) avulla antamalla luvussa 3 esitetylld
tavalla rakenteen reunasta erotetulle &&rettdmén ohuelle kerroksel-
le virtuaalinen siirtymd @8%. Yhtdloryhmdssd (38) on viisi jénnitys-
suuretta, joita sitooc neljad tasapainoyht&ldd, joten rekenne on kerran
st. ma3dradmatdn kuten hyvin tiedet&&n tavanomaisen palkkiteorian pe-
rusteella. Jordanin menstelmdd kayttéen tulee st. maardamattomaksi

suureeksi X1 tukimomentti M1 ja yht&ldryhm& muuntuu muotoon

M, 1 '{xq} 0

M, 3/4 7/8
iM3L s |42 + g a? {1 (39)
M, 1/4 5/8

M | O | 0

Antamalla Xq:lle (= M1) mielivaltainen arvo ja laskemalla vas-
taavat voimasuureet M1...,M5 yhtdldistd (39) saasdaan siis retkaisu,
joka on st. luvallinen. Jos palkki mitoitetaan siten, ettd laskettu
taivutusmomentti ei ylitd miss&&n pisteessd palkin kantomomenttia,
rakenne on alarajalauseen perusteslla varmemmalla puolella. Té&ss& yh-
teydessd merkitsee siis alarajalauseen k&yttd tuttua periaatetta,
jonka mukaan palkin tukimomentit voidaan mitoitettaessa valita va-
paasti, kunhan kentt&momentteja laskettaessa momenttipinnan sulku-
viivan asema otetaan tukimomenttien arvojen mukaisesti.

M&sritet&dsdn vield rakenteen jédnnitystila komplementaarisen
energian minimin periaatteen avulla olettaen palkin materiaalin ole-
van lineaarisesti kimmoista. Teknillisen taivutusteorian mukaan on
elementin jadnnitysenergia

a,
U% = 7;15—1J (M(x))2dx L0

=a
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jossa palkin taivutusjaykkyys EI on otaksuttu vakioksi. Sijoittamal-
la yht&ld&n (40) taivutusmomentin lauseke (31)] ja suorittamalla in-
tegrointi tulee U®:std elementin diskreettien momenttiarvojen funk-
tio Ue[Mi,Mj,Mk]. Koska annetut siirtym&t ovat nollan suuruisia, saa-

daan rakenteen komplementaariseksi energiaksi yksinkertaisesti

_ e _ 1 2 - _
i 821 UF = UV OM Mo M) o USRI, M, M) = T (M, M)

= HC(Mq(X1J,..-,M5(X1]] = HC[XQ) (41)
Yht&dltryhm& (30) supistuu t&ssd yhdeksi yht&loksi
31l 2 e aultam, aulam,  au' am

c _ 5 aUu~ _ . 1 N 2 N s .

85X, - o2 3X, - 3N, 3X, ' aM,3X, ' am; ax,
3UZ 3mM 3UZ M aU? aM

Y 'ax3 * a3 'ax4 MY ‘ax5 =4 - (42
Ry Wy 4 9% 5 9%

josta X,:n arvo voidaan ma&rittds. Termit 3U°/am,, aue/amj, dUS/aM,
lasketaan kertaalleen valmiiksi (kuva Ge) kBytettdvdksi yhtdldssa
(42). Yhtaldn (42) muodostamisessa tédytyy lisdksi kdyttdd hyvaksi
yht&lditad (39). Koska té&md on hieman hankalaa, sovelletaan t3ssa

Lagrangen kertojamenettelyd& ja mé&dritetddn tuntemattomat M1,...,M5,

AZ""’AS yhtéloryhmésta
Y/aM, = 0 T/aM. = D WY 1 /3x. = 0
BIL/3My = 0,.uu, AN /Mg = 0, BI /38Xy, ..., 80 /8 = (43)
jossa
+ 1 2 N _ _
Mg = UTIMy, My, M)+ US(Mg, M, M)+ A, (=M, + 2M, - Mg
-3 5 a2y« + AN - D) (44)
7 Y9 s 55

Vertaamalla lauseketta (44)] virtuaalisiin tyGyht&ldihin (35) n&h-

déd&n, ettad Lagrangen kertojat 12,...,l5 vastaavat itse asiassa ter-
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meja (6w)2,...,[6635. Yhtaldryhméksi (43) saadaan

(4 2-1-1 1 0 a o al (m) 0
216 2 2-8 0 0 0 @ M, 0

-1 2 0-1 0 0 0 0O O Ay 3/4

-1 2 -1 814 2 -1 -1 0 Mg 0
1-8 014 0-8 0 1 0| yAq1 = aoaz 129 (45)
0 0 0 2-816 2 2 O b, 0
0 0 0-1 0 2 0-1 0 Xy 1/4
a0 0-1 1 2-1 4 1 Me 0

000 0 0 0 0 0 1 0] (A 0

jonka ratkaisu johtaa kuvassa Ga esitettyyn momenttipintaan [x1 =
-0,06641 ao[4a]2). Diskretoinniste johtuva virhe on tarkkzan ratkai-
suun verrattuna sekd tuella ettd palkin keskipisteessd n. 0,4 %. Ku-

vaan on lis&ksi pliirretty mielivaltaista X1:n arvoa -0,03333 Eotdalz

vastaava kaavojen (33) mukaan laskettu momenttipinta.
6. LOPPUTOTEAMUKSIA

Staattisesti luvallisilla Jjé&nnitystiloille on tédrkead merkitys
statiikassa, koska jokaisen todellisasn rakentesssa vallitsevan j&nni-
tystilan on valttamédttd oltava staattisesti luvallinen ja koska esim.
plastisuustecrian alarajalauseen ja komplementaarisen energian mini-
min perieatteen yhteydessd staattisesti luvalliset jannitystilat
mucdostavat suoranaisen l&dhtdkohdan laskelmille. Edelld on késitel-
ty diskretoituja tesapainoyht&l8itZ ja staattisesti luvallisilla jé&n-
nitystiloilla on t&l18in tarkoitettu niit& tiloja, joissa diskreetit

tasapainoyhtdltt toteutuvat. Todelliselle rakenteelle namd tilat ei-
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védt kuitenkaan ole yleens& tarkasti ottaen staattisesti luvallisia.
Késitys tehdyn virheen suuruudesta voidaan saada seuraavalla tavalla.
Koska diskreetit arvot midrittdvit muotofunktioiden kautta jaénnitys-
ten jakautuman joka pisteessd, voidaan kantinuumin tasapainoyhtaldi-
td soveltaa myds kd&ntesisessd mielessd pitden Jénnityksid tunnettui-
na suureina ja laskea kuormitukset, jotka vaaditaan pit&m3in raken-

ne tasapainossa. T&ten saadaan esim. yht&ldiden (2) avulla

3o ot
X = - X . XY

9x dy

37T 35 Lo
SOOI 1 S

dx dy

Ndin lasketulle kuormitukselle on jénnitystila kontinuumille staat-
tisesti luvallinen. Vertasamalla laskemalla saatua kuormitusta todel-
liseen kuormitukseen voidaan siis saada arvio diskretoinnissa synty-
vdstd virheestd. Esim. luvussa 5 k#sitellyn palkin suhteen on help-
po todeta, ettd diskreetti rakenne pystyy ottamaan vastaan vain
kuormituksia, jotke muodosttuvat tasaisesta kuormasta kussakin ele-
mentissd sekd pistekuormista elementtien p&&tepisteiss&. Laskettua
lineaarisesti kimmoista diskreettid ratkaisua vastaava kuormitus on
seuraava: tasalnen kuorma 3/4AED elementilld 1 ja kuarma 1/4 50 ele-
mentilld 2, mikd on ilmeisesti melko hyvd approksimeatio todellisel-
le lineaarisesti muuttuvalle kuormitukselle. On huomattava, etts
esim. komplementaarisen energian minimin periaatetta kdytettdessa
syntyy yleensé vield lis&virheitd johtuen siitd, ettd saatua j&nni-
tystilsa vastaavat muodonmuutokset t&yttavat yhteensopivuusehdot
vain keskim&é&rdisessid muodossa.

Té&mé kirjoitus perustuu useissa kohdin Giencken artikkelei-

hin [3] je [4], joissa kdytetyssd diskreetissd menetalm&ssi on so-
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vellettu taitavalla tavalla yht&aikaisesti virtuaalisten siirtymien
Ja virtuaalisten voimien periasatetta suorakaiteen muotoisten lineaa-
risesti kimmoisten levyjen ja laattojen analysointiin ja seatu va-
h&d11& tuntemattomien lukum&&ré&lld hyvin tarkkoja tuloksia. Giencken
menetelm&d samoin kuin differenssimenetelmdd on kuitenkin vaikeaa so-
veltaa epdsdédnndllisille rakenteille. Vaikka t&ss& kirjoituksessa
on késitelty wvain yksinkertaisia s838nn&llisid tapauksia,

pitéisi esitetyn menetelmén olla periaatteessa helposti yleistettsd-
vissd@ monimutkaisille rakenteille k&ytt&m&1ll&d esim. kayrdviivaisia
isoparametrisia elementtejd ja numeerista integroimista [2, s. 129].
Tydyhtdldiden muodostaminen k&sin on kd&yténndssd jo yksinkertaisil-
lekin rakenteille liian suurit@inen teht&va, Jjoten on joka tapauk-
sessa turvauduttava tietokoneeseen Jja t&lloin ei rakenteen mutkik-
kuudella ole endd olesllista merkitysta.

Virtuaalisten siirtymien periaatetta voidaan soveltaa myds
gzometrisesti epdlineasarisille rakenteille, mutta t&116in on virtu-
aalisten siirtymien ajateltava tapahtuvan rakenteen muuttunean geo-
metrian suhteen ja ssadut tasapainoyht&ldt sisdltédvat myds siirtymé-
suureita. Virtuaalisten siirtymien esitté&misean voidaan kaytt&dsd eri
muotofunktioita kuin itse siirtymien esittdmiseen, koska edellisten
ei tarvitse olle ajateltuina suureina yht& jatkuvia kuin todellis-
ten siirtymien.

Téssd kirjoituksessa on virtuaalisten siirtymien periaatetta
kdytetty tavalla, joka voidaan matemaattiselta kannalta tulkita val-
litsevien yht&ldiden diskretoinniksi ké&yttéen painotetun jd&nndksen
menetelmidd (weighted-residual method [39], [2, s. 39]). Tarkastellaan
tasojé&nnitystapausta, jolloin jé&nnitysten on ollakseen staattisesti

luvallisia toteutettavae differentisaliyhtdlot (2) itse keppaleessa
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A je reunaehdot (25) reunalla Sy (reunan osa, jolla on annettu me-
kaanisia reunaeshtojal. Diskreettien arvojen ja muotofunktioiden
avulla esitetyt jdnnitykset eivdt yleens& pysty totesuttamasan vallit-
sevia yht3l6itd tarkasti, vaan syntyy virhe tai j83nnds R # 0. Esim.

yhté&lgille (2a) ja (25a) on

L g e + X = Rylx,y) # 0
_ (47)
T - g 4 - 1T_.m = RZ[SJ £ 0

Virheet R1 ja RZ yritetd&&n saada painotetun j8&nndksen menetelmisss
mahdollisimman pieniksi alueilla A ja SG asettamalla ehtoja

g R1[x,y]W[x,y] dxdy + [ Rz[SJW(S] ds = O (48)
A S

s}
Joissa W on kulloinkin valittu painofunktio. Suorittamalla integroin-
nit voidean siis saada diskreettejd j&nnitysarvoja koskeva yht&ldryh-

ma .

Muunnetaan ehtoa (48) osittaisintegroinnin avulla:

;
(Tx & UXE = Txym]stE

BGX BTX 2
JJ( W o+ Y Widxdy + JJXdedy +

3 X ay
A & (49a)
= [[r2- 3 Tdxdy - [[(o 3W , . W
= JJ[BXEUXN] * ay(TxyWJJdde JJ[UX B ey ay]dxdy +
A A
+ JJYdedy + J e ™ oL - Txym]st (49b)
A SG
_ ] au au
= J (o 2 + Txym)st JJ[OX % Ty aydedy +
5 A
+ IJ?dedy + J [?x RN Txymlwds = (49c)
A SU
([ (. o au - o
= {J (o, 5% Txy ay]dxdy + JJ XWdxdy + J T Wds +
A A S

o)
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%

+ J .:‘[cxﬁ * TxymIst =0 (49d)
Sy
Muotoon (48cl on pddsty soveltamalls Gaussin lausstta [1, S. 25],
[10] lausekkeen (48h] ensimmiiseen integraaliin. Merkint 5, tarkoit-
taa sitd reunan S osaa, Jolla on annettuja siirtymiZ koskevia geomet-
risia reunaehtoja. Jos nyt tulkitaan painofunktio W fysikaalisesti
virtuaaliseksi siirtym&ksi -8u, n&hd&&n, ettd yht&1d (439d) esittid
virtuaalisten siirtymien periaatetta. Jos W ei ole jatkuva, tulee
yhtd81l66n Gaussin lausetta sovellettasssa lisareunatermeja epdjatku-
vuuskohdissa vastaten taas virtuaalisten siirtymien periasatetta. Yh-
tdldissd (48) voidaan painofunktiot valita usealla eri tavalla. K&y-
tettdess& painofunktioina samoja muotofunktioita kuin mitd itse tun-
temattomien suureiden esitt@misessd on kdytetty, kuten edelld on

yleensd tehty, nimitst&d&n menstelmdd Galerkinin menetelmiksi [9].
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