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JOHDANTO

Monissa rakenteissa on keveys ensiarvoisen t&rke&d. Nurjahdus-
sauvan paino on mehdollisimman pieni, jos silld on sellainen kapene-
mismuoto, ettd sen tilavuudella on minimi kuorman ollessa annettu.
Tatad verieatiolaskennan alaan kuuluvaa tehtdvi3 kisitteli Lagrange
ensimmdisend. Blasius ratkaisi teht&vén poikkileikkaukseltaan ympy-
rdn muotoiselle sauvalle, jonka aineen kimmokertoimen h&n oletti va-
kioksi myds mielivaltaisen suurille puristusjdnnityksille. T&stéa
seurasi, ettd sauvan pinta-ala p&ihin tultaessa l3heni kohti nollaa
[[5} s. 745), Professori Laasonen ratkaisi t&mén edullisinta muotoa
koskevan variaatiotehtdvén, kun puristusjdnnitys ylittd3 sauvan ai-
neen suhteellisuusrajan kdyttden professori Ylisen esittimdd erityi-
sesti nurjahdustapauksiin soveltuvaa muodonmuutosfunktiota ([5] s.
740...745).

Téssd tutkielmassa teht&v&d l&hestyt&8n hieman toisin. Koska

kdytdnndssd puristus ei koskaan ole tdysin keskeinen eikd sauvakaan
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aivan suora, ei kyseessd ole vakavuusprobleema vaan puristus-taivu-
tusproblesma. Ajatellaan kuitenkin ndiden "virheiden" olevan niin
pienid, ettd ne voidaan jéttd& huomioonottamatta sen j&lkeen, kun
sauva on alkanut taipua. N&in ollen paadytdén seuraavaan problee-
maan: On md@dritettdvd puristussauvan edullisin kapenemismuoto, kun
sauva on nurjahdusta seuranneessa taipuneessa tilassa.

Koska taipumisesta aiheutuva leikkausjé&nnitys on vdh&inen ver-
rattuna puristusjé&nnitykseen, jateté&an se huomioonottamatta mydtdeh-
dossa. Paksuuden jakautuma on ilmeisesti edullisin silloin, kun pu-
ristuksesta ja taivutuksesta Johtuvan normaalijédnnityksen itseisar-

von maksimi on vakio pitkin sauvan pituutta.

DTAKSUMAT

Probleemaa tarkasteltaessa tehd&&n seuraavat otaksumat:

1. Teknisen taivutusopin perushypoteesi (Bernoulli - Navier) ([5]
s. 181]) on voimassa.

2. Timoshenkon hypoteesi, jonka mukaan sauvan taipumaviivan kalte-
vuus on taivutusmomentin ja leikkausvoiman vaikutusten summa
([4] tei [5] s. 289) on voimassa.

3. Sauvan poikkileikkauksen muoto on joka kohdassa sama mutta pin-
ta-ala muuttuu.

4. Sauvan paissd on ideaaliset nivelet.

5. Konstitutiiviset yht&ldt ovat jatkuvia ja yksik&sitteisia.

N&iden olettamusten pohjalta tutkitaan, miten sauvan poikkileikkauk-

sen alan tulee vaihdella, jotta sauvan koveran puolen reunajdnnitys

olisi vakio.

Symmetriasyistd riittd& tarkastella sauvan pituuden puoliskoa.
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M.A. Ranta: Nurjahtaneen ...

YHTALOT

Akselit n, ¢ yhtyvat poikkileikkauspinnan paddjédyhyysakseleihin.
£-akseli on ndité vastaan kohtisuorassa ja kulkee poikkileikkauspin-
nan painopisteen ¢ kautta.

Otaksumasta 1. seuraa, ettd pidettdessd puristusta positiivi-

sena suureena, suhteellinen venyméd e (vrt. [1] s. 5) on
€ = - €, - an (1)
Kdyristymdlle seuraa t&@std lauseke

1 o
= = (2)
¥ 1 €,

Koska leikkausvoiman aiheuttama taipuman lisdys ei muuta kdyristy-
mé&d, saadaan talvutusmomentista johtuvan kaltevuuden Y muutoksen avul-

la kéyristymd tunnetusta geometrisessta médritelmdstasn

j = -dwy
Rl (3)

Lausekkeista (2) ja (3) voidaan suure o ratkaista

= . oy,
o (1 ED] dz (4)
Koska koveralla reunalla y = a on puristuma suurin, on siells myds

suurin puristusjdnnitys. Jos nyt asetetaan vaastimus, ettd taman jén-
nityksen tulee saada tietty sallittu arvo 0_511° Saadaan

= c[—eo - oal = 9ca11
Otaksuman 5. perusteella voidaan t&std yksikdsitteisesti ratkaista

€+ @a = €
o] sall

Suureelle o saadaan siis myds lauseke

€ -
_ _sall o (5)

a
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vV kaarevuus
keskipiste

LEIKKAUS A-A

Kuva 1.

Kuvasta 1 n&dhd&&n vield seuraavat yhteydet

N = F cos 8
(6)
Q = F sin 8
M= - F[y(2) - y] (7)
"
sin @ aE (8)

Dtaksuman 2. mukaan kokonaiskallistuma on
B = v + B (9)
Téssd ¢ on taivutusmomentin osuus ja leikkausvoiman osuus B saadaan

([5] 86§) kaavasta

cQ
g = 2= (10)
BGA
jossa ¢ on poikkipinnan siirtymédkerroin, esim. ympyré&poikkipinnalla
¢ = 32/27 = 1,185, ja GU on puristusjénnityksestd riippuva liukuker-
roin. Merkitd&n lyhyesti
Gc = E g(oU] (11)
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jossa o_ = ale ). Professori Ylinen on julkaisussaan [4] johtanut
kdyttdkelpoiset lausekkeet Go:n eli glag):n mddrittamiseksi.

Tasapainoehdoista kuvan 1 leikkauksessa A-A ssuras

o G(n}[E )
N =/ dA ole_ + an) = I ————T—E— a” roda n"
A o n=0 H A
(12)
“ o[nj[aoj y
-M = s dAnU[sD + anl) = I S e a" J dA "
A n=0 ! A

Oikealla puolella oleviin sarjoihin p&&dyt&3n kun integrandissa ole-
va funktio o = ole) kehitetd&n professori Ylisen esittdmilld taval-
la ([1] s. B) Taylorin sarjeksi kehityskeskuksessa €5 ja merkitsem&l-

14 a(”][eol = gd"g/de"
0

Integraalit, jotka ovat muotoa

I =7/ dAn™ (13)

esittévat tunnetusti poikkileikkauspinnan m:tt3d momenttias. Koska olet-
tamuksen 3. mukaan sauvan kaikki poikkileikkesukset ovat yhdenmuotoi-
set, voldaan professori Ylisen m&&rittelemén profiiliarvcn [[5] 5.
711) késitettéd yleistden kirjoittaa

_ A
k. = i (14)
m

Koska ID = A ja n,g akselit ovat poikkileikkauksen painopisteakselei-

ta, Jjollain I1 = 0, saadaan
kD =1
(15)
k'] = o
Lisdksi, Jjos Z-akseli on symmetria-akseli, on I2j+1 = 0., Tédstad seu-

raa, ettd symmetrisilld poikkipinnoilla lisBksi

hggeq = @ (186)
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Ympyrdn muotoiselle poikkipinnalle saadaan

ST mli o+ n2dinzszg:

(17)
k2j+1
Yht&ldistd (12) saadaan ottamalla huomioon merkinndt (13) ja (14) se-

k& a:n lauseke (5)

o] (EDJ
{

k
n

n /A.n
€sal1 €0] [??)

(18)
B, ¢ — e )N (LAyn

M €sall o a

n
=

Yhdenmuotoisuusolettamuksesta 3. seuraa edelleen, etta
VA/a = h _ (19)

on vakio. Ympyrdpoikkipinnalla sen arvo on /7.

YHTALSIDEN MUUTTAMINEN DIMENSIOTTOMIKSI

Valitaan vertailupinta-ala Au seuraavasti

B, & et ' (20)

s = &/%, v =y/% u=A/A, m=MN2F , (21)

Yht&ldistd (18) ja (19) saadaan kéytt%an hyvéksi kaavoja (6), (8),

(10), (11), (15), (19), (20) ja (21)

- (n) n
cos 6 _ G[ED} . 1 5 = (Eo]h te i .og §N
[]
u csall Osall Ham n. kn sall ]
E % g (e _Jh
m s 1 F T D e o ]n
2 T
u Oewil | Beuil gy i B g sall e
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M.A. Ranta: Nurjahtaneen

o ;
sall sin ©
E ug[oo] (23)

6 = ¢ +

Suureen ¢ madrittdmiseksi ratkaistaan %% yhtadldistd (4) ja (5) ja

muunnetaan se derivaataksi %% sekd k&ytetd&n merkintdjd (19), (20)

Ja (21)

d £ - €
ap _ h .sall 0 (24)

ds [—F (1 - e WG
chsall

Yhtadldistd (7) ja (8) saadaan vield ottaen huomiocon (21)

dv

EiSlﬂe

-m= v(1/2) - v (25)
KONSTITUTIIVISET YHTALOT

Professori Ylinen on julkaisuissaan [3] ja [4] kehittanyt pu-
ristukseen eritt8in sopivia konstitutiivisia yht316itd ja esittdi ne
mybs kirjoissaan [5].

Yht&ld o = gle) esitetdé&n ndissd kddnteisfunktioinaan € = €(0).
Lédhteen [5] I osassa on sivulla 82 kaava (160)

55 oS- 1 - ) 1ntn - 22 (26)
ty ty ty

ja sivulla 81 kaava (158)

7 IR - N
do _ Oty
de E ) o (27)
- C
Uty
Kaavasta (27) saadaan [Oty - 0010[1] = E(Oty - g). Derivoidaan t&ma

sitten n kertaa & suhteen ja ratkaistaan

E/o
(n+1) ty {_ (n) , e ny (k) (n-k+1)}
S R c(c/oty] ¢ E (R)U ¥ (28)

M3

k=1
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Kaavojen (27) ja (28) avulla saadaan rekursiivisesti m&&r&tetyksi

kAl Bepivasbal Go°

= d"o/de"” pisteesss (ED,UD]. Kaavassa (28)
oleva summalauseke voidaan vield termejd ryhmittelem&lld saattaa toi-

seen muotoon

;[FI"'T] 2
' n+1 (k) _({n-k+1) nt1] _ [n n 12
” (") oo " ([ 2 ] &ﬂ) Enﬂ} ( ) Sl
k=1 :

12 |
Nédissa E) = ET—%ﬁTET? on binomikerroin ja [%] on suurin kokonais-
. Lahteen [5] II osan sivulla 750 kaavat (g):std (k):hon an-

tavat, kun glo) = GU/E

VR, - (vp = NIE /B (30)
Eun _ G/Uty
£ c EE—-— £l = @) Inlf] =~ Eg—}
ty ty
Kaavoissa E = %% g=g 0On Hooken lain mukainen kimmokerroin. Paramet-

rin c arvoja annetaan lihteen [5] taulukossa 4 sivulla 82. Useilla

isotrooppisilla aineilla vp = 0,5 ja v = 0,3.

REUNAEHDOT

Sauvan keskella, jossa s = 0, saadaan (ks. kuva 1) reunaehdot

o =y g =0

. dv _

§=g==0 (31)
de

du

e 0 ja 2E 0
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M.A. Ranta: Nurjahtaneen ...

Sauvan pdédssd, jossa s = 1/2, saadaan olettamuksesta 4. ehto M = 0.
Siitd seuras %g;: 0 ja edelleen
E_ = €
o} sall (32)
u = cos 86

Sauvan p&at léhestyvdt toisiaan matkan &, joka saadaan kaavasta

1/2 s
S [1- 01 - ¢e)) cos 8]ds = o (33)
0

NUMEERINEN RATKAISU

Sovellutuksena tarkastellaan sauvoja, joiden poikkipinta on
ympyrdn muotainen. Aikaisemmin on jo mainittu, ettd ympyrdpoikkipin-
nan siirtymidkerroin gz = 1,185 ja vakio h = /7. Yleistetyt profiili-
arvot saadaan kaavoista (17).

Yht&lot (22) saavat nyt muodan

O[ED) _ cos 6 _ 1 ; 0[21)(50] fis . @ ]Zi
9s5a11 u Ocall i=1 2°%(i+1)14! SeLl g
(34)
. 521 (¢ .
T ( g )=t 1

-m - 1 Y F
Z
L13/2 Csall LR 9sall i

Kaavoista (25) seuraa

= = =
e Ty e e

8
v = [ sin @ ds

0 (35)
v(i1/2) - v

1
3
I

Kaltevuuden laskemiseksi kirjoitetaan yhtalat (23) ja (24) muotoon

595411 @ - sin®

v E ug[oGJ
8 = o (3B)
1 sall 1
E ug[GD]
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T 0o 5 € - £
g = / Fsall 7 sall © 4s (38)
)/u

0o (1 - ¢

Tarvittavat konstitutiiviset yhtaldt sis&ltyvat kaavoihin (26)...(30).

Kaavat (34) ja (36) antavat aiheen valita seuraavat konstruktiopara-

metrit
vi Usall
g = e (kuormitusparametri)
{37)
n = Oty/Gsall (varmuusluku)

On syyt& huomata, ettd parametri a ei ole sama kuin professori Laaso-
sen kayttamd ([5] s. 742 kaavat (0)).

Tekniikan ylioppilas Tapio Nora on sovelletun matematiikan
erikoistydngd TKK:sse kehitté&nyt yht&lciden ratkaisemiseen sopivan
laskualgoritmin ja laatinut sen perusteella tietokonesohjelman. Kaik-
ki numeeriset tulokset perustuvat t&h&n erikoistydhtn. Olen hé&nelle
kiitollinen saamastani avusta.

Korkein sarjoissa mukaan otettu derivaestta on ollut 0(4}
Tuloksissa on yleensa tyydytty kahteen desimaaliin. Koska kaikkien
tuloksiin vaikuttavien suureiden (konstruktioparametrien a ja n li-
sdksi on vield materiaaliparametrit E, th ja c) vapaan muuntelun
gsalliminen johtaisi hyvin suureen ma&r&an taulukoita, on tehtidvia
pyritty rajoittamaan. Téstd syystd on varmuusluvuksi tyssdykseen ndh-
den valittu n = 1,1,

Materiaaleiksi on valittu:

- suomalainen minty ja kuusi (taulukot I ja II)

- elektronimetalli ja duralumiini (taulukot III ja 'IV)

- terdkset St 37, St 48 ja St 52 (taulukot V, VI ja VII}, joiden
materiaaliparametrien arvot on kerdtty lahteistd [3]ja [5].

Taulukoissa I...VII esitet&&n poikkipinnan pinta-alan muuttu-
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mista esittdvd dimensioton suure uls,a,n = 1,1, E, th, Y, G) = A/AD
(kaavat (20) ja (21)) eri materiasaleille kuormitusparametrin a funk-
tiona sauvan eri leikkauksissa. Sauvan keskelld s = 0 ja p&&ssd s =
0,5.

Taulukoista ilmenee, ettd& parametrin a vaikutus on varsin 1i-
neaarinen, niin ettd a:n taulukkoarvojen suhteen voidazan interpoloi-
da.

Taulukossa VII esitetd&n neljdlléa desimaalilla sauvan keskel-
ld syntyvd taipuman maksimiarvo v = y/f parametrin a funkticna eri
materiaaleille. Koko sauvan pituus on %.

Yhtéd pienemmdt u arvot sauvan pddssd Johtuvat siitid, ettd
leikkausjénnityksen vaikutus redusoituun ja&nnitykseen on j&tetty
huomioconottamatta ja ett& sauvan p#dssd saadaan t&ten u = cos O,
kun s = 0,5. Leikkausjénnityksen vaikutus B kaltevuuteen oli niin

pieni, ettd se ei tullut esiin numerocarvoissa.
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Taulukko III.

Elektronimetalli.

= 460 000 kpem 2, ¢

c = 0,857 Gy
s 1000 500 200 100 50 30
0,0 33,01 16,51 6,59 3,29 1,68 1,13
B3 32,20 16,10 6,44 3,22 1,66 1,12
0,2 29,66 14,886 5,97 3,01 1,58 1,11
0,3 25,10 12,61 5,12 2,64 1,46 1,08
0,4 17,60 8,93 3,74 2,04 1,27 1,04
0,45 11,86 6,13 278 1,61 1,15 1,02
0,47 7,89 4,20 2,01 1,34 1,08 1,01
0,5 0,97 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00

Taulukko Manty. E = 110 000 Kpcm_z, th = 450 Kpcm—z, c = 0,770
S 1000 500 200 100 50 30 20
0,0 45,73 22,95 9,22 4,63 2,36 1,50 1,14
g,1 44,58 2237 9,00 4,53 2,32 1,48 1,13
0,2 41,04 20,64 8,32 4,21 2518 1,43 1,12
0,3 34,65 17,48 7,10 3,65 1,95 1,33 1,08
0,4 24,19 12,30 5,11 2943 1,59 1,20 105
0,45 1852 8,36 35 671 2205 1,34 1,11 1503
0,475 10,68 5.,.B3 2,58 15541 1,19 1,06 1,01
B8 0494 0,96 0,98 1,00 1,00 1,00 1,00
Taulukko II. Kuusi. E = 123 000 kpem 2, o y =470 kpem %, ¢ = 0,930
S 1000 500 200 100 50 30
5.0 42,29 20508 6,42 4,18 2,07 1,26
0,1 41,24 20,63 8,22 4,09 2,03 1:25
0,2 37,98 19,02 7,687 3,80 1,92 1522
(gD 32,09 16,12 6,50 3,30 173 Tyl
0,4 22,44 11,36 4,69 2,48 1,44 1,09
0,45 15,06 7,73 3,32 1,89 1,24 105
0,475 9,96 5;23 2,40 1,51 1w 13 1,03
0.5 0,95 0,98 0,99 1,00 1,00 1,00

1000 kpem 2
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Taulukko IV. Duralumiini. E = 738 000 kpem 2, o, = 3800 kpem 2,
c = 0,923. Y
a

5] 1000 500 200 100 50 30 20
0,0 58,23 25,17 10,04 4,99 2,48 1,49 1,08
0,1 48,97 24,55 9,81 4,88 2,43 1,47 107
0,2 45,07 22,62 9,06 4,53 2528 1,42 1,06
0;3 38,04 19,158 Fad2 3, G 2,03 1,32 1,05
0,4 28:; 53 13,46 5,54 2,80 1,63 1,19 1503
0,45 17,76 9,12 3,88 2,16 1,36 1,10 1,01
0,475 11,89 6,12 2,76 1,67 1,20 1,05 1007
055 0,91 0,96 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00

Taulukko V. St 37. E = 2 100 000 kpem 2, By = 2400 kpem %, ¢ = 0,949

a

s 1000 500 200 100 50

D0,0 23,66 11,78 4,66 2,29 1,16
0,1 23,08 11,50 4,55 2525 1,495
0,2 21,28 10,62 4,23 2,12 1,13
G,3 18,03 9,04 3,65 1,89 1,10
0,4 12,69 6,45 2,73 1,54 1,05
0,45 8,62 4,48 2,05 1530 108
0,475 5,80 3,14 1,60 1,16 1,01
0,5 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00

n

Taulukko VI. St 48. E = 2 100 000 kpem 2, o 3280 kpom 2,

c = 0,986, ty
a

s 1000 500 200 100 50
0,0 27,56 13,72| 5,41 | 2,64 1,27
0,1 26,89 13,39 | 5.9 | 2,59 1,26
0,2 24,78 12,36 | 4,91 | 2,43 1482
0,3 20,98 10,50 | 4,22 | 2,15 1,17
0,4 14,74 7.47 | 8,12 | 1,21 1,09
0,45 9,98 5,16 2,30 | 1,41 1,05
0,475 6,68 3,58 1,76 | 1,22 1,02
0,5 0,99 0,99| 1,00 | 1,00 1,00
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Taulukko VII. St 52. E = 2 150 000 kpem -, o, = 3850 kpem 2,
c = 0,965 Y

] 1000 500 200 100 50

0,0 29,92 14,92 5,80 2,90 1,42

0,1 29,18 14,55 5,77 2,84 1,40

0,2 26,70 13,43 5,35 2,66 1.+35

0.3 22,76 11,41 4,59 2,34 1527

0.4 15,98 8,09 3,37 1,84 15156

0,45 10,80 5,57 2,46 1,48 1,08

0,475 7:21 3,84 1,86 127 1,04

0,5 0,98 0,98 1,00 1,00 1,00
Taulukko VIII. Taipuman maksimiarvo (v = y/%&)

@1 1000 500 200 100 50 30 20
manty 0,095 0,0661 | 0,0393 0,0247 | 0,0132 | 0,0064 0,0022
kuusi 0,0733 0,0506 | 0,0295 0,0178 | 0,0084 | 0,0027
elektroni [0,0540 0,0370 | 0,021 0,0123 ) 0,0052 | 0,0013
duralum. |0,0959 0,0667 | 0,0395 0,0246 | 0,0129 | 0,0056 0,0011
St 327 0,0294 0,0198 | 0,0106 0,0052 | 0,0009
St 48 050355 0,0240 | 0,0131 0,0068 | 0,0015
St 52 0,0414 0,0282 | 0,0158 00,0085 | 0,0026
ESIMERKKI

On mitoitettava terdksesta St 37 valmistettava 1 m pitk& poik-

kileikkaukseltaan ympyrdn muotoinen puristustuki, joka kest&&d voiman

2500 kp. Varmuus tyssdykseen néhden on 1,1, T&lldin
-2
F = 2500 kp Oty = 2400 kpcm
-2
£ =1m O.a11 - 2181,82 kpem
no= 1,1 A, = 1,15 cm?
a = 165,58

Poikkipinta-alan jakautuma u lasketaan interpoloiden t&ulukosta V.
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Seuraavasta taulukosta 1 kdy ilmi, miten u, poikkipinta-ala A ja hal-
kaisija d jakeutuvat pitkin sauvaa. Taulukon VIII avulla saadaan suu-
rimmaksi taipumaksi noin 0,87 cm.

Lasketaan sama esimerkki vield lahteessd [5] s. 740...745

esitetyn Laasosen ratkaisun avulla. T&ll8in

noo= 1 c=0,9
A =L% - 1,00 em
Q o
ty
k.ngo me%a
5 = 2WEty ( FSall} ~ 0,005 (165,58)2 = 137,87

Interpoloimalla l&hteen [5] taulukon 4Ba avulla on saatu u:n, A:n
Ja d:n arvot, jotka ovat esitettyind taulukon 1 oikeanpuoleisessa
osassa.

N&itd kahdella eri tavalla saatuja tuloksia ei suoraan voida
verrata kesken&én, vaikka A:n ja d:n arvot ovat likim&&rin samat,
5illd parametrit c ja n ovat eri suuret. Jos otaksutaan, ettd redu-
saoinnissa c-arvojen eroavuus voidaan jattad3 huomioonottamatta ja et-
td Laasosen teorian mukaiset A-arvot tulee kertoa suhteella 1,1, ha-
vaitaan témdn teorian antavan keskeltd kapeamman ja p&istd hieman
paksumman sauvan kuin Laasosen teoria. N&iden A-arvojen ero on suu-

rimmillaan suuruuslunokkaa 10

o\°
3

ttaen huomicon vertailun karkeuden

voidaan molempia menetelmi& pitdad likimain saman tuloksen antavina.

378



Rakenteiden Mekaniikka

—
Téssd esitetty teoria. Leasosen teoria.
n=1,173ac-= 0,949 n=143dac-=20,9
s u A=up_ | d-/22 u A d 1,1A
o T
cm? cm cm? cm cm?
0,0 3,84 4,40 2 ;15 4,32 2,35 4,75
0,1 3,76 4,31 2,34 4,05 4,22 2,32 4,84
0,2 3,50 4,01 2,26 3573 3,88 Z2:22 4,27
0,58 3,04 3,49 2,11 i 328 205 3562
0,4 2;32 2,66 1,84 2,24 233 Tsil2 2,56
0,45 1,79 2,05 1,62 1,59 1,65 1,45 1,82
0,475 1,45 1,66 1,45
0,5 1,00 1,15 1,21 1,00 1,04 1,15 1,14

Taulukko 1. Poikkipinta-alan ja halkaisijan jakautuma esimerkkita-

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

pauksessa tdssd esitetyn teorian ja professori Laasocsen
teorian perusteella madritettyna.
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