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SUMMARY

If the stresses S and displacements y in the Jjoints of a
structure composed of ideally rigid members, are subjected to uni-
lateral constraints, these constraints may be visualized by two
opposite and orthogeonal cones Y(S) and X(y) (Fig. 1). The set of
stable loads P acting on the structure, is a convex set, which in
the load-space is visualized by the stability cone H(P). Correspond-
ingly, the convex set of load-displacements u defines the cone of
instable motion Z(u), which is opposite and orthogonal to cone H
(Fig. 3). The angle of stability #, i.e. the top angle of cone H,
may be defined either kinematically [03] or statically (#,). The
actual angle of stability o is then determined by two extremum prin-
ciples, either as the minimum of the angle ¥, or as the maximum of
the angle 00. From these general principles the known upper and lower

bound theorems [1,2] for masonry structures may be derived.
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Jihmeiden kappaleiden statiikkaa on nykyisin totuttu pita-
mas&n alkeellisena apuneuvona, jonka sovullutusalue rakenteiden meka-
niikassa rajoittuu staattisesti m&&rdttyihin rakenteisiin. Kuitenkin
t&m&n teorian turvin on menneind vuosisatoina pystytetty hyvinkin
rohkeita ja moninkertaisesti staattisesti m&dr&damattémid tiili- ja
kivirakenteita. Vasta viime vuosikymmenelld on uudelleen ruvettu
kiinnittamasn huomiota t&hin j&hmeiden kappaleiden statiikan unohduk-
seen jadaneeseen merkitykseen [1], [2]. On osoitettu, ettd plastisuus-
teorian adriarvoperiaatteita voidaan soveltaa rajatapauksina muurat-
tuihin rakenteisiin [1]. T&118in edellytet&&n, ettd saumat ovat ve-
toakestamdttémat ja ettei niissd esiinny liukumista.

Seuraavassa osottetaan nojaamatta plastisuusteoriaan, ettad &a-
riarvoperiaatteet padtevdt yleisemm&ssakin tapauksessa, jolloin j&h-
meistd osista koottu rakenne on yhdistetty liitoksilla, jotka joko

eivit kestd vetoa (saumat) tai eivadt kestd puristusta (kdydet, kal-

vot).
1. JAHMEISTA KAPPALEISTA KOOTTUJEN RAKENTEIDEN VAKAVUUS
Rakenteeseen vaikuttavat annetut kuormat Pi, sekd reaktiot ja
osien vdliset liitosvoimat §j voidaan k#&sittdd vektorina {F} = {P,S}

cu . mo, . P
Jdnnitysavaruudessa RF joka on eukliidinen ja Jjossa vektoreiden {A}

Ja {B} skalaaritulo on

i
[A)B] = Ai.Bi (1-.«])

Voimi V . » . ~ L w ~ - e . e owr .
en vaikutuspisteiden T, siirtymat a_ voidaan kasittdd vektorina
{u} siirtymdavaruudessa joka on isomorfinen avaruuden R™ kanssa.

F

Kuormitusvektorit {PS} = {P?---Pi} virittavat R?:n aliavaruuden,

287



H. Parland: J&hmeiden kappalaide~n ...

kuormitusavaruuden Rg. Jos kuormitusta {Pk} vastaava tile {:k,Sk}

t&ytt&d tasapainoehdot sanotazan tasapainon vzllitsevan averuuds; RS

pisteessa Pk. Rakenteen vakavuus kuormituksessa P® voildaan silloin

luokitella seuraavien staattisten kriteerier avulla.

al Rakenne on stabiilissa tilassa, Jos tasapainoehdot toteutuvat
paitsi pisteessa Pk myb8skin jokaisessa sen l&hiympdristdn pis-

teessa ij, jossa |F"k ~ Pk{

= e >0.

bl Rakenne on tasapainottomassa tilassa, jos tasapainoehdot eivét
toteudu pisteessa Pk.

c) Rakenne on rajatasapainotilassa, Jjos tasapaino toteutuu pistees-
sa Pk, mutta ainekin yksi infinitesimaalinen lisdkuormizus {SPk}
saattaa rakenteen tasapainottomaan tilaan.

Stabiilisuuden luokittelu voidaan suorittaa myds seuraavien kineet-

tisten kriteerien avulla, jotka perustuvat kucrmien Pi potentiaalin

Jja rakenteen kimmo- ja dissipaatioenergioiden muutoksiin -EZP<Au, AU

ja AD:

a') Rakenne on stabiilissa tilassa, jos jokaiselle riittdvén pienel-
le siirtymédtilan lis&ykselle {Au} on voimessa ehtc

£PeAG < AU + AD (1.12)

b') Rakenne cn tasapainottomassa tilassa (= kiihtyv&ssd liikkesssa),

jos ainakin yhdelle lisaykselle {Au} on voimassa ehto
TP+A0 > AU + AD (1.1b)
c’) Rakenne on rajatilassa, jos jokaiselle pienelle lis8ykselle {\u}
on tdytetty ehto
£P.Ald < AU + AD (1.1¢c)
ja on olemassa ainakin yksi lis8ys {Auc}, jolle on voimassa
Peal_ = AU + AD

[

Jahmeasséd, ts. dérettdman jaykdssd ja lujassa kappaleessa ei tapahdu
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muodonmuutoksia, joten AU = AD = 0. J&hmeist3d osista kootun raken-
teen kineettiset vakavuuskriteerit ovat siten:
a") Stabiili tila. Jokaisessa kinemaattisesti mahdollisessa siirty-
matilassa {u} on voimassa epdyhtidld
IP«4 < O (1.28")
b") Tasapainoton tila. On olemassa ainakin yksi siirtymatila {u},
Jjossa on voimassa epdyhtild
IPeu > O (1..26")

c”) Rajatila. Jokaisessa mahdollisessa siirtymitilassa on

o>

IP«0 < 0
ja on olemassa ainakin yksi siirtymi3tila {uc}, jossa yht&dlaisyys-
merkki on voimassa

IPeu, =0 £1.2e")

Namag kriteerit a", b”, c¢” muodostavat yhdess& staattisten kriteerien

a, b, c kanssa lineaarisen stabiilisuusteorian perustan.
2. JAHMEISTA OSISTA KOOTUN RAKENTEEN JANNITYS- JA SIIRTYMATILAT

Otaksutaan rakenteessa olevan rakenteellisten nivelten lisaksi
nk. toispuolisia liitoksia, joiden vapausasteet riippuvat kuormituk-
sesta. Namd liitokset siirtdvat vain tietyn suuntaisia voimia. Tois-
puolisia liitoksia ovat (kuva 1):

a) Vetoakestamidttomat saumat, jotka eiva@t siirrd vetoa. Kosketuk-
sessa olevilla kappaleilla on kuvion mukainen yhteensopiva ham-
mastus, Jjonka kosketuspinnat ovat t&ysin kitkattomat.

b) Puristusta kestdmattdmdt liitokset, joissa osakappaleet on yhdis-
tetty venymdttomilld kioysilld ja kalvoilla.

Témédn tapaisessa rakenteessa voidaan m&dritelld& mahdolliset eli luval-
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Kuva 1. a) Sauman siirroskartio X ja voimakartio Y. Kosketus
osittainen K:ssa.
b) Kdysiliitoksen siirrospyramidi X' ja voimapyramidi
Y

a.

C.

Kuva 2. Vetoakestdmdttdmdn sauman dynaaminen kosketus.
a) Tadydellinen, maksimazlinen. b) T&ydellinen,
paikallinen (nivel). c¢) Osittainen (johde).
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liset tilet.

A.

o)l

B)

Y]

Luvallinen siirtymitila {UR,YE}, jossa siirtymdt t3yttdvit seuraa-

vat ehdot:

Jokaisen j&hme&n osakappaleen v siirtymidt {ul}l ovat:

g {r) = 0 + § x¢P (2.1)
\"2 A\ A\

Sen mukaan on kappalten W ja v vdlisen liitoksen siirrosvaktori

pisteessd r
v
YHV(FVJ = uu[rVJ - uv(rv) ¥ Yy 1 wuvxr‘V (2.2)
Vetoakestdmédttomissd saumoissa otaksutaan alkutilanteessa vallit-
sevan ns. taydellisen kosketuksen (kuva 2a). Kappaleiden l&pitun-
kemattomuuden perusteella on kappaleen u hammaskartion XU kdrjen
pysyttdvd kappaleen v hammaskartion Ay sisalld. Tamad merkitsee,

ettad (kuva 1a)

AG.A = >
L Yuv Yn 0 (2.3a)
<
X{YUV] B (2.4)
jossa X{(y) = B on hammaskartiaon XV analyyttinen lauseke. Siirrok-

sen tapahduttua voidaan tilanne luokitella seuraavasti (kuva 2):

1. Tdydellinen kosketus Yy =20 (2.5)
2. Dsittainen kosketus Yy # 0; X(y) = B (2.6)
3. Ei kosketusta Y £ 0; X(y) <B (247 )

Puristusta kesta@mdttdmien liitosten kalvojen ja kdysien otaksu-
taan alkutilassa olevan suoria (kuva 1b). Liitoksessa, jossa osa

U pisteissa ruf..r on kioysilld liitetty kappaleen v pisteeseen

HN
r,» on kaavojen (2.2 - 3) mukaan
0 (r ) -8 B AR - p
9 ul} UV(PV] Yuv(rv} + wu(rui PV]

1 A -~ ~ _ ~ _ 1_ A _ ~ .,\
ET(Fui - rV]-[up(rui) uv[rv)} 8 5 (r_. £ ey <0
(

= NavwmisR3 (2.8)
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n kaavaa (2.8) maérittelee kiysipyramidin X', Jjonka sivutasot

ovat kdysien normaalitasct ja jonka sisdpuolella muodonmuutcksen
?UV on pysyttédvad. T8lldin puristusta kestamattomille liitoksille
ovat voimassa tdysin vastaavat ehdot (2.4)...(2.7), jos X korva-

taan X':1la. Kuitenkin ehto (2.3a) on korvattava ehdolla (kuva 1b)

nk'va = T <0 (2.3b)

jossea ﬁk on pinnasta ulosp&in suunnattu vektori. Kartiopinnat X
ja X' ovaet kuperat ulospdin. Kinemaattisten ehtojen (2.1)...(2.3)
luonteesta seuraa:

1. Jos siirtymdtila {u,y} on luvallinen ja vakio a > 0, on
myds tila {au,ay} luvallinen. Jos toispuolisessa liitoksessa
v # 0 on {-au,-ay} luvaton siirtymitila.

2. Jos {u'y'} ja {u"y”} ovat luvallisia tiloja, on myd&s
{u'+u”,y’ +y"} luvallinen tila.

3. Kaikki luvallisten tilojen {u’,y'} ja {u”",y"} véliselld ja-
nalla olevat tilat {ou’'+(1-adu”,ay’+(1-g)Y"}, jossa 0 < q < 1,
ovat luvallisia.

S8&ntd 3 ilmaisse, ettd luvallisten siirtymatilocjen joukko an

konveksi joukko. Tama koskee mydskin jokaista joukon {{u]] osa-

joukkoa, siis myOskin kuormitussiirtymié U, . Sédénntista 1, 2 Jja

3 seuraa:

4, Luvallistén kuormitussiirtymien joukko [{u]] m&3drittelee kuor-
mitusavaruudessa luvallisten siirtymien kartion £,, jonka

2

vaippa on ulospain kupera.

Luvallinen j&nnitystila {PR'SE} on Jjokainen tasapainoehdot ja
toispuolisten liitosten voimansiirtoehdot tayttdvd j&nnitystila.
Jokaisen osakappaleeseen v vaikuttavat kuormat Pv ja liitosvoi-

mat Svu (mukaanluettuna reaktiot) tayttdvit tasapainocehdot
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ZPV + zsvu = 0 (2.9)

PP + IE xB 2 0 (2.9")
(VARRAVAT!

& = - 8 (2:9™")

Vi pv

Toispuolisissa liitoksissa ovat lisZksi voimassa voimansiirto-

ehdot:

. . A - . -
lin, ﬁv’ suuntainen = on_, Ja yhteen hammaskartioaon XV vai-

Puy v
kuttaa voima (kuva 1a)

g = fohA dA
VU AV

Koska sauma v&littdd vain puristusta on o < 0, jolloin jokainen

Svu on suunnattu keskipinnan sisdidn (kuva 1a)
-8 =5 <0 (2.10a)
v v n

SV“:n ei voi sijaita kartion X normaalikartion Y ulkopuolella,

joten se tdyttdd ehdon [3]

Y(SVU] < C (2.11)

Y{(S) voidaan tulkita keskipinnan j&hmedn kitkan kartiona. Kartion

Y(r, ) dynaaminen kosketus on (kuva 2)

tédydellinen, jos S # 0; Y(S) < ¢ (2.12a)
osittainen, jos S # 0; Y(S) =¢C (2.12b)
puuttuva, jos S =0 (2:128)

KBysiliitoksessa, jossa kappaleen v pisteessi r, kohtaa m kidytta

Py Il ( I_‘}_J:L - I’-\\\." )
S = Ik S (2:13)
VH o y '
jossa L = lrui = rvf Ja jokainen S; 2 0. T&mén johdosta vektori
A - » . ~ ~ e 3 s
S\”J el voil olla vektoreiden [Ppi = PV] madrittelemén pyramiidin

Y'(X':n normaalipyramidin) ulkopuolells jasenon taytettavéd kaavo-

Ja (2.11)...(2.12¢) vastaavat ehdot. Ehto (2.10a) on kuitenkin

z33
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toispuclisuusehdon Si = 0 perusteella korvattava ehdclla

N, S =S >0 (2.10b)

On huomattava, ettd sekd@ kartiot Y ettéd pyramiidit Y' ovat ulos-

pé&in kuperia.

Jénnitysavaruuden vektori {F} = {P,S5} méddrittelee rakenteen
jannitystilan. Kahta jé&nnitystilaa {P',S’'} ja {P",S8"} sanotaan
identtisiksi, jos kuormien P(FV] ja liitosrasitusten resultantit
ja momentit ovat yhtésuuret R’ = R”; fir = ﬁc, ﬁQu = ﬁ;u; MQU - fy

Dynaamisista ehdoista (2.7)...(2.13) seuraa:

1' Jos jénnitystila {P,S} on luvallinen ja a > 0, on myds jénni-
tystila {aP,aS} luvallinen. J&nnitystila {-aP,-aS} on luvalli-
nen vain, jos toispuolisissa liitoksissa S = 0,

2’ Jos {P',5'} ja{P",S8"} ovat luvallisia jé&nnitystilcja, on myds
{P"+P",S57+8"} luvallinen jannitystila.

3" Jos {P',S'} ja {P",S"} ovat luvallisia tiloja, on j&nnitysava-
ruuden pisteitsd {(P’,5'} ja{P”,S"} yhdistiv811l3 janalla olevien
pisteiden jannitystila {aP’+(1-a)P",aS'+(1-a)}S"}, jossa
0 <o <1, luvallinen

S&&nndt ilmaisevat, ettd luvallisten j&nnitystilojen {Pg,Sﬁ}jouk—

ko on konveksi joukko. Luvallisia j&nnitystiloja vastaavat kuor-

mitusvektorit {PE} tayttdvat sdédntdjen 1', 2', 3' perusteells eh-
daon:

4' Luvallisten kuormitusten {PE} Joukko muodostaa kuormitusava-
ruudessa luvallisten kuormitusten kartion HQ, Jjonka vaippa on
ulospdin kupera (kuva 3).

Uynaamista kosketusta toispuolisessa liitoksessa sanotaan maksi-

maaliseksi, jos liitoksessa esiintyvien leikkaussuureiden m&3rs

vastaa liitoksen téydellisintd mahdollista kosketusta koko 1ii-
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toksen alueella. Tiloja, Jjoiden dynaaminen kosketus jokaisessa
liitoksessa on maksimaalinen, sanotaan maksimaalisen kosketuksen
tasapainotiloiksi {Pm,Sm}. N&dma tilat tayttédvét ehdot 1', 2',3°

ja kuormat {Pm} muodostavat konveksin joukon ({Pm}J C [{PQ}J-

Kuva 3. Liitosvoimia S ja -siirroksia vy rajoittavat kartiot
X ja Y seka rakenteen kuormia P ja siirtymid u rajoit-
tavat stabiilisuuskartiot H ja siirtymékartio E.
o—o rajatilan {P;,S5,} puristusviiva
o0— - —0 varman tilan {Pm,Sm} puristusviiva.
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3. RAJATASAPAINOTILAN MAARITYS

Stabiili tasapainotila on kappaleiden jdhmeyden takia monik&-
sitteinen, paitsi jos rakenne on staattisesti mi&r&dtty. Rajatasapai-
notila on sen sijaan tietyssd mielessd yksik&sitteinen my&s staatti-
sesti ma&drda&méttdmissd rakenteissa.

Ominaista rajatilalle on, ettd siind toteutuu staattisen eh-
don c) mukaan luvallinen jé&nnitystila ja kineettisen ehdon c”) mu-
kaan m&dr&tty luvallinen siirtymdtila. Yhteenkuuluvat liitosrasituk-
set S ja muodonmuutokset y t&yttavat toispuoliéiSSa liitoksissa 1i-
saksi seuraavat suuntaehdot, jotka perustuvat kdysien venymdttomyy-
teen ja kosketusj&nnitysten l&hivaikutukseen.

a) Taydellinen dynaaminen kosketus

Jos S # 0; Y(8) <C; v =0 (3.1a)
b) Ei geometristd kosketusta

Jos y # Up XPy) € By 8 = § (3 1)
c)] Osittainen geometrinen ja dynaaminen kosketus

Jos y # 0; X(y) = B; S # 0; Y(S) = ¢C (B:18)
Jos 5’ on erddn luvallisen j&nnitystilan liitosrasitus ja y" on erdin
luvallisen siirtymdtilan muodonmuutos on ehtojen €(2.3)...(2.13) pe-
rusteella jokaisessa liitoksessa (vu)
A . a e ® " i

~
S ’ . é- ; S 1 . ” - 1] - " 1) . n _g
Vi va D & V1 va B V1 va * Mvp wuv 0 (3.2)

Toispuolisissa liitoksissa yht&ldisyysmerkki on voimassa vain, jos

"

S' Ja y" ovat yhteenkuuluvia, siis S' = §; y" = ¥y

§% = 05 Ry o0, v M0, =0 (3.3)

Luvallisen ja&nnitystilan {F'} ja luvallisen siirtymédtilan {u"} ska-

laaritulo antaa ehtojen A, B nojalla tydyht&16n

(F ") = [(PY,g") & (5%,0%] = sPr-fin - 38y 8 = B (3.4)
VIV
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Fal 0 . s " 3 . . . . - - -
Termit SQ -?"V havidvat rakenteellisissa liitoksissa. Toispuolisissa

liitoksissa ne ovat ei-positiiviset, Jjoten

gPregr = £83'.3" <0 (3.5)
Rajajannitystilassa, jossa {P',S'} ja {u”,y"} ovat yhteenkuuluvia,
on kaavojen {3.3) perusteella

ZPC-UC = (PC,UC] = 0 (3.6)

Yht318 osoittaa, ettd rajatilan kuormitus {Pc}ja siirtyma {uC} ovat
kuormitusavaruudessa ortogonaalisia.

Lause I. Jos rakennetta kuormittaa annetun peruskuormituksen {Po}
liséksi suunnaltaan, mutta ei suuruudeltaan m&aratty lisdkuorma

{P,} = Aa{k}, toteutuu rajatila enint&dn kahden yksik&sitteisesti

A
ma&ridtyn mekanismin siirtymétilassa {uc+,yc+} ja {uc_,yc_}, joissa

ZQ-GC+ >0 ja ZR-GC < 0 Jja joita vastaavat yksikédsitteisesti mé&a-

ratyt kuormitusintensiteetit AC Jja KD_. Rajatasapainotilojen Jjouk-

"
koon ({PC,SC}J el kuulu maksimaalisen kosketuksen tasapainotiloja
{PD,Sm}. Rajatasapainotila on yksikédsitteinen jos mekanismilla on
gdrellinen liikkuvuus.

Todistus. Otaksutaan, ettéd rajatila, jossa Tked > 0, toteutuisi kah-
dessa siirtymdtilassa {u!,v!} ja {u],y}}, joita vastaavat rajakuor-
mat ovat {P'} = {P} + x’{k} ja {P"} = {PO} + A"{k}. Kirjoitetaan tyd-
yht&lst kuormatilalle {P" - P’,S" - S'} siirtymdtiloissa {ul,y}} ja

{u?,y}}, Jjolloin kaavan (3.5) perusteella

(a7 - argk-02 <05 (A" - Anzkedr =0 (3.57)
Ehdot (3.5') toteutuvat vain, Jjos Jjokainen termi

angr = 85 = D
siis S" ja y' je S' ja y" ovat yhteenkuuluvia. Tama merkitsee

AT, o= AL,

Liséksi
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1)  kaikkialla miss& v # 0, X(y) < B on S8' = §" =
2} kaikkialla miss& S’ # 0, Y(S') < C on y" = y' =0
3) kaikkialla miss& S' # 0 ja y' # 0 on §” = af’

Témén perusteella kaikissa saumoissa, joissa on t3ydellinen dynaami-
nen kosketus vdhint&in kahdessa pisteessd tai osittainen kosketus via-
hint&in kolmessa pisteessd on (kaavat (2.1) ja (2.2)

VLV= av&v ; wﬂv = awﬁv (a = vakio > 0)
mika merkitsee, ettd tilojen {u’',y'} ja {u”,y"} mekanismit ovat ident-
tiset. Mekanismin vapausaste on w = 1 ja jos sen liikkuvuus on 3Z&rel-
linen, on rakenteen staattinen m&&r&amittémyysaste rajatilassa iy =
-w = -1, Siité seuraa, ettd intensiteetti X ja mekanismin liitosten
resultoivat rasitukset voidaan yksikdsitteisesti ma&rittds. Jos vih-

doin rajatilasss {ﬁfsc’uc’Yc} maksimaalisen kosketuksen tasapainoti-

la {Pc’sm} 0lisi mahdollinen, olisi

EPC'uC = ZSm"% <0
koska maksimaalisessa kosketuksessa jokainen termi §m-? < 0. Tama on

ristiriidassa tydyhtdlén (3.6) kanssa.

4. AARIARVOPERIAATTEET

Kineettisen stabiilisuusehdon a") mukaan stabiilia tasapainoa
vastaevat kuormat (PS) tayttdvét ehdon

P 0 <D (4.1)
5 2

jokaisessa luvallisessa siirtym&tilassa {UR}' Kaavasta seuraa, etta
Jjos {PS} on stabiili kuorma ja & > 0 on vakio, myS8s {aPS} on stabii-
li kuorma, mutta {-PS} ja {PD} eivdt ole stabiileja ehtojen b" ja c”
mukaan. Kuormien {PS} muodostama joukko kuvaa siten kuormitusavaruu-
dessa erdstada kartiota Hs’ jota nimitetddn stabiilisuuskartioksi ja

Jonka sis8puolella kédrjestd léhtevat {PS}“Vektorit sijaitsevat.
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Tiettyd alkukuormaa {P®} ja suuntaa {k} vastaava intervalli
[AS+,A5_], jossa kuormat {P9} +.A{k} ovat stabiileja, mé&drittelee
{P°}:aa ja {k}:ta vastaavan stabiilin kulman eli vakavuuskulman 65,
joka on kartion HS kérkikulma.

Rakenteen stabiilisuuskartiota eli stabiilia tasapainoa vas-

taavien kuormitusten {PS} joukko voidaan rajata joko kineettisen ra-

Jjaehdon c”)

zP.G' = 0 (4.2)
tai staattisen kriteerin a) avulla. Kineettinen rajaehto (3.5) voi-
daan kuormituksessa {P® + Ak} kirjoittaa muotoon

azkelr = -zP%.00 (4.2")
Jos valitaan {P%}:ksi stabiili kuorma, on yhtdldén (3.2') oikea puo-
1i aina positiivinen, jolloin kaava (4.2') antaa

DLy
A= (4.3)

£ z

4

Niiden siirtymatilojen {u;} joukko, Jjoissa Zk-u+ > 0 mB8arittelee tal-
18in positiivisten intensiteettien AE+ joukon ja vastaavasti tilojen

{u’'} joukko, joissa E@'ﬁ: < 0 mdarittelee negatiivisten intensiteet-

tien Resn joukon.

zﬁo-ﬁ_ Zﬁqﬁl
] T RSN . ' - ’
he- IR0 | ¢ e T |TReT, (4.37)
Stabiilin alueen laajuuden ja vakavuuskulman BE maédrittelee
ax_ = Al [ (4.3")

Staattisen stabiilisuuskriteserin a) mukaan rakenteen vakavuuden v&lt-
tématdn ehto on, ettd kuormaa {P} vastaa ainakin yksi luvallinen j&n-

nitystila {PQ,S }. Jos stabiili tila toteutuu pisteessa p° Ja {k} on

L
suuntavektori, voidaan kahden luvallisen kuormitusvektorin

’ - ¥ ' ¥ ' 2 8] + ’
PS,) = (PO} + a0 (K} 5 {Pl_} = {P°) + ! {k} (4.4)
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avulla md&ritellsd staattisesti luvallinen vakavuuskulma 0O

On huomattava, ettd stabiilin alueen rajojen ma&ritelmat (4.3)
ja (4.4) eivédt ole yksikdsitteisid. Todellinen stabiilisuuskulma voi-
daan madrittidd seuraavien d8riarvoperiaatteiden nojalla.
Lause IIa. Annettua stabiilia alkukuormaa {PD} ja suuntaa {k} vastaa-
va todellinen vakavuuskulma ¢ on pienin kinemaattisesti m&aritellyis-
td vakavuuskulma 66. Stabiilien intensiteettien AS alueen mdéritte-

lee pienin avoin v&li

(X __»x_) (4.5)
£ £+

(pienimmédn vakavuuskulman periaate).
Lause IIb. Annettua stabiilia alkukuormaa {Po}ja suuntaa {k} vastaa-
va todellinen vakavuuskulma @ on suurin steattisesti méiritellyistd
vakavuuskulmista Oy ja stabiilien intensiteettien alueen médi3rittelees
suurin luvallisten intensiteettien avoin vali

(AO_,AG+} (4.86)
(suurimman vakavuuskulman periaate).

Lauseen IIa todistamiseksi muodostetaan siirtymdtilan {u'}
tyoyhtdlo (4.2') ensiksikin kuormatiloissa {PO}+ Ké{k} ja toiseksi

o

todellisessa rajakuormatilassa {P } + A _{k} jota vastaa tasapainoti-

la {P9 + ACK,SC}. Jos sign (EZkeu') = sign AE = E@igh AC voidaan tyd-

yht&l6t kirjoittaa muotoon

Vdhennys antaa

Cagl = Iagl 1 Jzkear) =0

&1
Koska kaava on voimassa vain samanmerkkisill3 Aé Jja Ac—arvoilla on

70 I E Pt (4.7)
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ja yhtdlédisyysmerkit ovat voimassa vain, jos {u'} = a{uc}. Tarkastam-
me niiden intensiteettien A" joukkca, Jjotka vastaavat tasapainotonta

tilaa, siis jotka kineettisen ehdon b") mukaan tayttavat epdyhtadldn

A" thel' + gP°%.0 > O

ainakin yhdessd luvallisessa siirtymdtilassa u'. Epé&yhtdld toteutuu

tilassa u' = u_ jos

AV <A ; A < A" (4.8)
= c+

Siis tasspainotonta tilaa vastaavat XA:t ovat suljetun vdlin [A__,2_,|

ulkopuolella. Tytlauseke (4.8) havi&& vain, jos A" = AC. [AC|:n mi -

nimiominaisuuden perusteella on kineettinen stabiilisuusehto a”")
Aked' + zP%0r < 0 (4.9)

A._) arvolla X, jokai-

silloin voimassa jokaisella avoimen valin (AC+, &

sessa luvallisessa tilassa {u}, josta lause IIa seuraa. Sen perus-
teella luvalliset kuormitusintensiteetit AO kuuluvat suljettuun vé&-

liin A _,Ax _.|. T&m& merkitsee
c- c+

il 8 B (4.10)

[Ag_l < Iag 1 1A
siis, rajatilan Ac:t vastaavat itseisarvoltaan suurimpia staattises-
ti maariteltyja h;i arvoja. Stabiilit intensiteetit Ao tayttavat sen
vuoksi ehdon

‘o min © hg < Aomax (4.11)

josta lause IIb seuraa. Adriarvoperiaatteiden mukaan:

Rajakuormien joukko [{PC}] muodostaa kuormitusavaruudessa luvallis-
ten kuormien {PQ} kartion H'Q vaipan.

Stabiili kuorma {Pa} on jokainen vektori {P}# {0}, joka pysyy kartion
H wvaipen sisédpuolella. Kartiot H5 ja Hﬂ ovat identtiset.

Rajatilan siirtymien joukko {{uc}] muodostaa kuormitusavaruudessa lu-

vallisten siirtymien kartion EE vaipan, Jjoka rajaa tasapainottomien
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tilojen siirtymat.
Kartiot ER ja Hi ovat toistensa vastakkaiset normaalikartiot.

Tamd osoittaa, ettd samat ehdot ja geometriset struktuurit,
Jjotka fysikaalisessa avaruudessa kuvaavat paikallisten liitosvoimien
Ja -siirrosten rajoituksia, toistuvat kuormitusavaruudessa saman muo-
toisina rakenteen kuormien ja siirtymien rajoitusten kuvaajina.

Koska maksimaalisen kosketuksen, tasapainotilat {Pm,Sm} muodos -
tavat stabiilien tilojen{ PS,SS} Jjoukon osajoukon, sanotaan j&nnitys-
tiloja {Pm,Sm} "varmoiksi” jé&nnitystiloiksi. Stabiilin tilan olemas-
saoclo todetaan té&mé&n perusteella seuraavasti:

S8&ntd A. Jos annetun kuormituksen {P} vaikuttaessa 18ytyy edes yksi
varma jénnitystila {P,Sm} rakenne on stabiilissa tilassa.

Kivirakenteissa voidaan neljdkéskivid pitdd jdhmeind ja saumo-
ja vetocakest&m&ttdmingd. Jos kivirakenne on niin ohutsein&inen, ettd
jannitystila voidaan m&&ritelld puristusviivan tai -pinnan avulla,
on puristuspinta varma, jos se pysyy rakenteen sis&l13 sivuamatta
sen ulkopintoja ja saumavoima t&ytt&d ehdot ﬁv.évu < 0 ja Y(8) <C.
Jos kitka madrdytyy pelkdst&dén liikerajoitusten X(y) < B perusteells
("jéhmed kitka") kuten halkeamissa ja hammastetuissa saumoissa (kuva
3) on stabiilin tasapainon kriteerio:

Sa&ntd A’'. Ohutseindinen kivirakenne on stabiilissa tilassa, jos
kuormitusta vastaa edes yksi "varma” puristuspinta.

Todellisen stabiilin puristusviivan 18ytaminen on tdysin tar-
peeton ja lis&ksi mahdoton tehtdvid. Rakenneosien jahmeyden takia on
Jjokainen stabiili j&nnitystila ep3mddrdinen. Rajajé&nnitystilat ovat
sen sijaan Lauseen I perusteella mm:ssa kaarissa ja kuorissa masrat-
tyjéd. Témén tapaisten rakenteiden stabiilisuuskriteeri voidaan lau-

sua seuraavan perussadnndn mukaisesti:
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S84ntd B. Jos annetun kuorman vaikuttaessa rakenteessa voi esiintyé
kaksi erilaista luvallista tasapainotilaa, staebiili tila toteutuu.
Perussiintd asettaa j&hmeistd kappaleista kootut rakenteet ai-
van toiseen asemaan kuin esim. kimmoiset rakenteet. Viimeksi maini-
tuissahan tasapainotilan mahdollisuus ei suinkaan takaa sitd, etta

rakenne jo paljon pienemm#ll& kuormalla olisi menett&nyt stabiilisuu-

tensa.
4, MUURATTUJEN RAKENTEIDEN STABIILISUUS

On huomattava, ettd s&&nndt A ja B perustuvat "j&hme&n kitkan”
edellytté&middn saumojen voimakartion ja siirroskartion ortogonaalisuu-
teen, joten ne eivdt pid& paikkaansa tavanmukaisen kitkan esiintyes-
sd, jollei kosketuspintojen liukumista ole estetty. Siind &&ritapauk-
sessa, ettd rakenne on td8ysin sitked, kitka perustuu pintojen koske-
tuskohtien hitsautumiseen, jolloin saumaraon laajenemista ei liity
liukumiseen. Hauraissa rakenteissa seuraa liukumista aina murtumia,
joiden vaikutuksesta saumarako laajenee. Oletettu Jj&hmea kitka [3]
edustaa t&1185in toista &8ritapausta. Kaikissa tapauksissa on liuku-
misen edellytyksend, ettd saumavoiman kaltevuus saavuttaa kitkakul-
man .

Reaalisen kitkan esiintyessé& esim. laastilla saumatuissa ra-
kenteissa el varman puristuspinnan olemassaclo sindnsd takaa raken-
teen stabiilisuutta, jos lisdksi 1ldytyy luvallinen puristuspinta,
jonka saumaresultantin kaltevuus saavuttaa kitkakulman.

Lucnnollista on, ettd Jjos rakenne tehdain riittdvadn ohutseinii-
seksi kaikkien rakenteen sisdlld sijeitsevien puristuspintojen sauma-
voimat pysyvét kitkakartion sisédpuolella, jolloin saumat rajatilassa

toimivat nivelind (kuva 4).
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Kuva 4. Kaaren rajatilan puristusviiva ja mekanismi.

Lause III. Jos ohutseindisessé& muuratussa rakenteessa annettua kuor-
maa vastaa yksi varma puristuspinta, mutta ei 1l6ydy ainoatakaan ra-
kenteen sis&lla pysyvd@a puristuspintaa, josse saumavoimien kaltevuus
saavuttaes tai ylittd&d kitkakulman, rakenne on stebiili.

On huomattava, ettd mik&li Lauseen III edellytysten mukaises-
ti liukuminen on estynyt, kaikki yleisen teorian lauseet sekd raken-
teen stabiilisuus- ja siirtymdkartioita koskevat s&anndt ovat muut-
tumattomina volmassa.

Suurimman vakavuuskulman periaatteeseen nojautuvien stabiili-
suuskriteerien A' ja III yksinkertaisuus on itse asiassa mahdollista-
nut menneiden aikojen rohkeiden kivirakenteiden pystytyksen ilman

varsinaisia staattisia laskelmia.

Kéytetyt merkinndt

A pinta-ala

ﬁi vektori fysikaalisessa avaruudessa jonka vaikutuspiste ?i
{A} = {A1...An} vektori abstraktissa avaruudessa

P,ﬁ rakenteeseen vaikuttava tunnettu kuormitus
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. va-ﬁv; kappaleeseen v vaikuttava momentti

I
]
i
(2]
=
I

= IS = Zﬁv; kappaleeseen v vaikuttava resultantti
liitoksessa (vuy) kappaleeseen v vaikuttava liitosvoima
liitoksen paikallisia liikerajoituksia kuvaava kartio
liitoksen paikallisia voimarajoituksia kuvaava kartio
rakenteen liikerajoituksia kuvaava kartio (siirtymékartio)
rakenteen kuormitusrajoituksia kuvaavae kartio (stabiilisuus-
kartio)

kuormien jakautumaa kuvaava vektori

ﬁvk saumassa (vp) kappaleesta v ulosp&in suunnatut yksikkd-
vektorit

paikkavektori, kappaleen v liitaspinnan (vu) paikkavektori.
siirtymé, kuormituspisteiden siirtymét

kappaleeseen u jaykésti kiinnitetyn pisteen B siirtyma

I

GU(D] kappaleen p translaatio

= Gy - Ov kappaleiden u ja v keskindinen translaatio

A 2] " ”n 3
uu[rv) - uv[rvl muodonmuutos” liitoksessa (vu)

kuormitusintensiteetti

1]

stabiilisuuskulma

kappaleen v kiertymé&
TR kappaleiden p ja v keskindinen rotaatio
suureiden A joukko

Alaindeksit

luvallinen tila
maksimaalisen kosketuksen tila

kinemaattisesti luvallinen tila
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rajatila
stabiilitila

staattisesti luvallinen tila
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