ORTOTROOPPISEN LAATAN LASKEMINEN DIFFERENSSIMENETELMALLA
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™ Yleistd

Suurin osa taivutetun laatan ratkaisemista kasittelevistd tie-
tokoneohjelmista .. _.stuvat differenssimenetelmd&n. Se soveltuu suh-
teellisen hyvin laskentamenetelm&ksi silloin, kun on kysymys sillan-
rakennuksessa ja talonrakennuksessa esiintyvist& terdsbetonilaateois-
ta. Menetelmdn tarkkuus riippuu kuitenkin suuresti differenssiverkan
tiheydest& ja se antaa parhaimmat tulokset jatkuville kuormille. Pis-
tekuormien ja muiden paikallisten kuormien vaikutus saadaan mukaan
ainoastaan laajemmalla alueella. Differenssimenetelmdn kdyttoa voi-
daan perustella silla, ettd& menetelmd on yksinkertainen verrattuna
esim. kehittyneemp&&n elementtimenetelmé&adn, ja se vaatii vdhemman
tietokonekapasiteettia. T&mad seikka oli varsinkin aikaisemmin kay-
tettdvissd olevien pienempien tietokoneiden takia varteenotettava
tekija.

Valitsemalla yksinkertainen elementti voidaan osoittaa, ettd
elementtimenetelmd yksinkertaisimmassa muodossa vastaa differenssi-
menetelmidd. Viimemainittua voidaan siten pitdd elementtimenetelman

erikoistapauksena, kun on kysymys taivutetun laatan laskemisesta,
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Seuraavassa esitetddn Teknillinen laskenta Oy:n pilarilaattaohjel-
man laadinnan yhteydess3d johdettuja ortotrooppisen laatan reunaeh-
toyht&dl6itsd suorakulmaiselle differenssiruudukolle. Ohjelma on p&&-
asiassa tarkoitettu talonrakennuksesssa esiintyvien ortotrooppisten
laattojen laskemiseen. Ensiksi esitetdan kuitenkin ortotrooppisen

laatan laattayht&lén johtaminen.

P Laattayhtals

Laattayht&ldn johtamisessa l&dhdet&&n liikkeelle seuraavista

Kirchoffin laattateorian otaksumista.

- Laatan aine on homogeenista ja noudattaa Hooken lakia.

- Laatan paksuus on vakio ja pieni laatan muihin mittoihin verrat-
tuna.

- Pisteet jotka sijaitsevat laatan keskipinnan normaalilla pysyvat
taipumapinnan normaalilla my&s taivutuksen Jjélkeen.

- Laatan tasoa vastaan kohtisuorat normaalijédnnitykset j&tetdan
huomiotta.

- Laatan taipumat ovat pienid laatan paksuuteen verrattuna.

- Laatan keskitasossa ei tapahdu venymi#d eik3 puristumia.

- Laatan omapainon oletetaan olevan osa ulkoisista kuormista.

- Ulkoiset voimat vaikuttavat kohtisuorasti laatan keskitasoca vas-
taan.

Kun tarkastetaan ohutta laatta-alkiota (kuva 2.1), voidaan
edelld esitettyjen otaksumien perusteella j&tt&& z-akselin suuntai-
set jadnnityskomponentit huomiotta. T&118in saadaan puhdas tasojén-
nitystila, jossa esiintyy ainoastaan xy-tason suuntaisia Jannityk-

sid. Alkion jannityskompponenttien tasapainoehdot ovat
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I Xe] AT

X ¥X o

X 4 3y 0 (2.1)
9T 30
— XY . A

ax dy Q (2.2)
By = Ty = Tyz = 0

Kuva 2.1 Laatta-alkion jé&nnityskomponentit

Kuva 2.2 Siirtymien u,v ja w muodostuminen.

Tasojénnitystilan mukaiset muodonmuutoskeomponentit ovat tun-
netusti:

_ 9du _ v _ du v
B “3x * Sy "By’ TYxy© 3y *

Kimmoisen aineen ja&nnitys-muodonmuutosriippuvuus voidaan Hooken lain

mukaan ilmaista kimmokerrointen avulla. Tarkastettaessa yleisen an-
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isotrooppisen laatta-alkion j&nnitys-muodonmuutostilaa tarvitaan kuu-

si kimmomodulia E., = E, .. T&lldin:
ik ki

Op = Bqqy * Eqnfy * Eqgvyy
Uy = E21Ex + E22€y + E24ny (2.4)
Txy = Ba1%x * Bgofy * Eggvyy

Seuraavassa tarkastetaan laatan mielivaltaisen pisteen siirtymé&komp-
ponentteja u ja v je laatan taipuman w v&listd riippuvuutta (kuva
2.2). Kun piste sijaitsee etdisyydelld z laatan keskipinnasta, voi-

daan kirjoittaa seuraavat riippuvuudet

tan M o .Q.U_U = = 9_ u = - z M
9x 3 x > T 3 x

tan 3_W~ M = = ..\"_’. vV = = Z .a_...‘ﬂ [2'5]
9y Ay z '’ Ay

Kun n&mé sijoitetean lausekkeisiin (2.3), saadaan muodonmuutoskomp-

ponenttien ja laatan taipuman v&dliset riippuvuudet

2 2 2
Jd°w 3w 3w (2.6)

Kun n&md edelleen sijoitetaan anisotrooppisen laatta-alkion yhtaldi-

hin (2.4), saadaan

_ 3w 32w 3%w
% T T B2 3%z T By2Z 337 - 28447 T3y
_ 32w 3%w 32w
a = T Bz oAz T Esnz 3oz 2547 35357 (2.7)
y y v
_ 32w _ . " _ 22w 32w
Ty 7 Ea1Z 332 T Bap® 337 T 2E447 oy

Laatta-alkion j&nnitysten ja laatan taipumien v&listen riippuvuuk-
sien jdlkeen siirryt&an tarkastamaan laatta-alkiota, jonka paksuus

on sama kuin laatan paksuus h (kuve 2.3). TAh&n vaikuttavat taivutus-
mementti, va@dntdmomentti ja leikkausvoima. Taivutusmomentti aiheut-

taa laatta-alkioon teknisen taivutusopin mukaisen suoraviivaisen nor-

23



S. Nylund: Ortotrooppisen laatan ...

maalijdnnitysjakautuman. V&&nttmomentti muodostuu keskipinnaéta mo -
lempiin suuntiin lineaarisesti kasvavista leikkausjannityksista ja
leikkausvoima aiheuttaa z-akselin suuntaisia leikkausjénnityksia,
jotka voidaan ma&drittd3d k&yttadm3ll&d kolmatta tasapainoehtoa. Alkion
pintakuormituksen tulee olla tasapaincssa mucodostuneiden leikkaus-
voimien kanssa. z-akselin suuntaisten leikkausvoimien jakautuminen
poikkileikkauksessa on teknisen taivutusopin mukaisesti parabolinen.
Voimasuureiden lausekkeet saadaan integroimalla jannitysten lausek-

keet (2.7) laatta-alkion poikkileikkauksen yli.

h/2

— _ BZW ; azw ) azw
Mx b h;z ze dz = ( 011 Ix 2 912 3y2 2014 W) (2.8)
h/2 ) . : ]
5 = = (- i 32w _ 32w
My N hiz gz dz = ( 921 Ix2 022 ayz 2p24 —aXByJ (2.9)
h/2 ) \ .
= 5 = - - 9w 3%w 324
Ty hiZ Txy? 7 My (Pgq 3%z * Paz 3yz * 2Paq axay]
(2.10)
- 1 (£Z2.1)
Pik = 72 Fik : _

Ndissé Pik kuvaa anisotrooppisen laatan j&ykkyyksi&d. Kun laatta-al-

kion keskipiste valitaan koordinaatiston origoksi, leikkausvoimien

Kuva 2.3 Laatta-alkioon vaikuttavat jannitykset ja niiden

resultantit.
24



Rakenteiden Mekaniikka

Dx ja Qy lausekkeet saadaan muodostamalla momenttitasapainoehdot x-

ja y-akselin suhteen.

oM aM 3 3 3
sy LAY = - 9w _ L S 3w
Uy = 3x " Tay (- pqgq 55 - (P12 * 2P44 Txdyz ~ 3Pat Fx2dy
_ 33w
Pao '@T]] (2.12)
aM aM 3 3 3
I T . S g 87w i . 3w
Uy = 3y 3% (- pgq 355 ~ (P21 * 2Paq 3oy ~ P24 Bx3y?
= gy T (2.13)

Titen on onnistuttu ma3rittdm&an kaikki staattiset suureet taipuman
w(x,y) funktiona. Varsinainen laattayht&ld saadaan muodostamalla voi-
mien tasapainoyht&ld z-akselin suhteen

an
99X

+

+ plx,y) =0 (2.14)

Q| @
< | B8

Kun yht&ldsn (2.14) sijoitetaan leikkausvoimien lausekkeet (2.12) ja
(2.13), saadaan anisotrooppisen laatan laattayht&lén lopullinen muo-
to

atw 3w d'w 3w
piq S0 - 404, Tyahy - 2(P12 * 244 TxTayz T *P24 Bxdys

y
W L L(x,y) = 0 : (2415

Anisotrooppisen laatan laattayht&léstd siirrytaan ortotrooppisen
laatan laattayht#ltidn, josta paastddn isotrooppisen laatan yht&lddn.
Ortotrooppisen laatan jénnitya*muodanmuutosriippuvuudet eivét ole
niin monimutkaiset kuin anisotrooppisessa tapauksessa. Edellisen kuu-

si kimmokerrointa voidaan redusoida kolmeksi Ex' E ja G.

y
E E xE
Byq = T=o 5 * F22 =T = w o, B ® ot
Xy X'y Xy
YE,
Eo1 © T, Egq = 6r Eqq = Egq = Epq = Egp = 0 (2.76)
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Ex ja E ovat laatan kimmokertoimet x- ja y-suunnissa, G on liukumo-

duuli ja Yy ja vy ovat Poissonin vakiot. Sijoittamalla y11& maini-

tut lausekkeet (2.18) anisotrooppisen laatan voimasuureiden yht&loi-

hin (2.8) - (2.13) saadaan ortotrooppisen laatan voimasuureet taipu-
p
man wix,y) funktiona. Bettin s3&nndn mukaan Ey\)x = Exvy , ja
o 32w 3%w
MX Dx(m‘* \)y 5"}'/‘?) (2.17)
M, e o~ g Y sy, 20M, (2.18)
y Yy oy?2 X axZ2 '
- 9%w
_ 3w 3w
QX = [px E * (Zny * \)ypx) W (‘2-20]
_ 3w 3w
Dy = [py E + [Zny + \)Xpy] 3_><7-—'8_y [ 2::21)

Ndissd yht8l0iss& esiintyvat taivutusjaykkyydet Py Jja py sekd@ vaan-
tojaykkyys ny ovat:

E,h® Eyha Gh?
p = ER » p = g » Y B [2-22)
X 1201 vxvy] y 12 (1 vxvy) Xy 12

Lausekkeesta (2.15) saadaan ortotrooppisen laatan laattanyht&ld.

3 3 3w

Py BX\: + 2H W%;T # Dy E - plx,y) =D . (2.23)
1

H = §[vypx + pry + 4nyJ (2.24)

Isotrooppisen laatan voimasuureiden lausekkeet (2.25) ja laattayhté-
18n lauseke (2.2B6) saadaan ortotrooppisen laatan vastaavista lausek-
keista (2.17) - (2.21) ja (2.23) sijoittamalla Ex = Ey ¢ 8" vy Jja
G = Ex/2(1 + vx].
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By ¥ = pelig g g

My =~ px[g;‘: x gi:}]

xy = v ey gi? (2.25)
Ve = ° px(gi? * 5%;%§]

By = ¢ px(g;? * ai::y]

px(g;? -8 3i:gy2 * g;?) - plx,y) =0 (2.26)

MyShemmin johdettavia reunaehtoyht&l6j& ajatellen kirjoitetaan yllé&
mainitut ortotrooppisen laatan voimasuureiden lausekkeet (2.17) -
(2.19) ja laattayhtdltn lauseke (2.23) seuraavaan isotrooppisen laa-
tan vastaavia lausekkeita muistuttavaan muotoon. Leikkausvoimalausek-

keiden (2.20) ja (2.21) sijasta kirjoitetaan vastaasvat nk. korvike-

leikkausvoimien Vx = Qx = BMxy/By ja Vy = Qy + BMyx/Bx lausekkeet.
- 5w %w
MX - px[axg H Uy ayp_) (2-27)
_ 22w B2w :
My E = px(8y2 YNy wmlp (2.28)
M . 92w
Xy Px axay Y (2.29)
o 3%w D 3w
Vx = px[axf' * Hx 3><3y2) (2.30)
v = - ( 3w + H _ﬁleq
3w 3w 3w
pxtax“ " Zny ax29y? pay“] = Pl yd = D (2.32)
0 g Ey/Ex (2.33)
- 26 <
Y g (1 vxvyl (2.34)
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s 4B - .
H, = E, (1 vxvy] * (2.35)
- 4G -
Hy = E, (1 \)xvy] W (2.38)
1 4G _
xy - 2 px(E; (1 vxvyJ Nt vyp) (2:37)

Ndistd differentiaaliyht&ldistd siirrytdén seuraavassa vastaaviin

differenssilausekkeisiin.

3.

Differenssiyhtdlét

Varsinaiset differenssiyht&lét muodostetaan k8ytté&mdlla osit-

taisdifferentiaalien differenssilausekkeita. N&m3 saavat mielival-

taisessa pisteessd (m,n) seuraavat muodot (kuva 3.1)

28

m-2)n+2 m-1‘|n+2 m[n+2  m+lin+2 m+2)n+2 a
Y
m-2,{n+1  m-Yn+1 min+l  mellndl ma2fn+sl ay
m-2,|n m-1n min m+lIn m+2,|n
oy
mn-2,n-1 m-1r1 min-1 m+ -t m+2)n-1 Ay
m-2|n-2 m-1|n-2 myn-2 m+ln-2  m+2|n-2
4 DX L A% o AX 4 AX A
* L3 N S

Kuva 3.1 Differenssiruudukko pisteen (m,n) ymparilla.

dw wrn+1,n - wm—1,n (3.1)
X 2 (Ax) )
3w Wm+1,n ) Zwm,n * wm——'l,n 3
ax?2 (Ax)2 (3.2)
33w Wne2,n T Z%ms1,n W10 T Ym-2.n (3.3)
ox3 2(Ax)2 ¥
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4w + Bw - 4 + W

3w _ “m+2,n m+1,n m,n Win-1,n m=2;n
3 Xt (Ax)s (3.4)
Iw m,n+1 “m,n-1
Yy 2(Ay] (3.5)
3%w _ “m,n+1 2wm,n " Ym,n-1
ayz (Ay}z {3-6]
acw _ m,n+2 2wrn,n+‘| 2 ,n-1 " “m,n-2
ay? ATE (3.7
3w _ W T ML Bwo 0~ 4Wm,n-1 i S
Ayt (Ay)* (3.8)
32w - “me1,n+1 " “m-1,n+1 " “m+1,n-1 " “m-1,n-1
Ixdy 4(Bx) (By) (3.9)
3%w _ Wne1, n+1 2Wm,n+1 “m-1,n+1 = “m+1,n-1 ° Zwm,n—1 )
Ix23y Z(Ax)Z(Ay)
_ Wm-?,n-1
Z(Ax)2(Ay) (3.10)
3% _ _ “met,nt1 T Pmet,n t Ymet,n=1 T Ym0t Pneq,n
Ixdy? 2(Ax)(Ay)? N
B wrn—‘l,n—1
2(ax) (by)?Z (3.10)
9% w - 4wm,n } 2wm,n+1 i 2wm+1,n * zwm—?,n ¥ 2Wm,n—1
Ix*dy? (Ax)Z(Ay)2 ¥
% wm+1,n+1 " wm-T,n+1 " Wm+1,n-1 ’ wm-’l,n—’l
(BxJ)Z(By)2 (3.11)

Ndissd yhtdldissa A~ tarkoittea laatan taipuman arvoa pisteessé
(m,n) ja Ax ja Ay differenssiruudun sivujen pituuksia x- ja y-akse-
lin suunnassa. Kun differenssiyht&lét (3.1) - (3.11) sijoitetaan yh-
t3ldihin (2.27) - (2.32), saadaan ortotrooppisen laatan voimasuurei-
den ja korvikeleikkausvoimien differenssilausekkeet ja laattayhta-

18n differenssilauseke pisteessd (m,n). Seuraavassa esitetdan aino-

astaan em. differenssilausekkeet (3.12) - (3.16) ja laattayht&ldn
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differenssilauseke (3.17).

= iz 2 2 & 2
M. (Ax)% (o {Wm+1.n + Wm—1,n) (2a® + Zvy]wm’n +

) _ (8 ALY

+ vy (w +ow
v m,n+1 m,n-1

m 2 2 - 2
My = -(ayl®(B [wm,n+1 + Wm.n—1] (287 + vame,n +
+ vx(wm+1,n + wm—ﬂ,n]]D (313)
- (ax)(ay) _ _
Xy 3 Wt net ¥ Ym-t,n-1 7 Ymet,n-1 T ¥m-1,ne10Y
(3.14)
__ [Aax) 2 _ _
Vx = = (o (Wm+2,n 2Wm+1,n Z\Mm_,]'n wm-Z,n] +
fH e T st Y Ymet,n-1 T Y1, e
2wyt W ) (3.15)
vV - (A!] [sz(w - 2w + 2w - W ) o+
y 2 m,n+2 m,n+1 m,n-1 m,n-2
¥ Hy[wm+1,n+1 2wm,n+1 Wm-i,n+1 m+1,n-1
+ 2wm,w4 wm—1,n-1J] (3.16)
2 2 - 2 -
(Ba + BB p + Bny]w i (4o + 4ny)[wm+ﬂ,n + Wm-1,n]
_ 2
(4B°p + 4ny){wm,n+1 * Wm,n—1) + 2ny(wm+1,n+1 B Wt et
2 2
* wm+‘!,n—‘| wm—'l,n 1) % (wm+2.n Wm-2,n] t B p[wm,n+2 *
+ Wm,n—Z) - plx,y) = 0O _ [ el 7
_ (Ay) _ (Ax) _
o = qpt « B = 7Eg (3.18)

Yht316j8 johdettaessa differentiaaliyht&ldt on kerrottu tekijalla

pX[Ax]zfAy]z, joten laatan jaykkyys p  on saatu supistetuksi pois.
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Laatan jadykkyydelld ei siis ole vaikutusta momenttien ja leikkaus-
voimien arvoihin. Ortotrooppisen laatan erilaiset jé&ykkyydet x- ja
y-akselin suunnissa otetaan huomicon kertoimella p, joka ilmaisee
naiden j&ykkyyksien suhteen. Lis&ksi ortotrooppisuus otetaan huomi-
oon Poissonin vakioilla Vi Jja vy sekd vaantéjédykkyydelld G. MyoShem-
min johdettavia reunapisteiden differenssiyht&lditd silmdll3 pitden
kirjoitetaan ortotrooppisen laatan pisteen (m,n) differenssiyht&ld
(3.17) muotoon (3.18). Kertoimia (3.20) - (3.25) voidaan kutsua ylei-

sen differenssiyhtdlén kertoimiksi. N&itd kdytetdsn myShemmin johdet-

tavien reunapisteiden differenssiyhté&ldiden lausekkeissa.

)

)] + a

a w o+ a (w W (w .
m,n m,n m+1,n "m+1,n m-1,n m,n+1 " "m,n+1 m,n-1

(w ] o+

am+1,n+1 m+1,n+1 * wm-1,n+1 * wm+1,n-1 * wm—‘I,n-‘l

¥ am+2,n(wm+2,n 4 wm-2,n] ki am,n+2(wm,n+2 * wm,n—2J -

- plx,y) =0 (3.19)
A i = Ba? + BRZp + Bny (3.20)
B m = © 402 - 4ny S Bt p (3.21)
I 4R%p - 4ny = 8n . n-1 (3.22)
m+1,net - “Hxy T Cm-1ne1 T 2m-1,n-1 T Bmet,n-1 (323
Bries. p = a? = B . (3.24)
8 ne2 " gz = 8. n-2 7 (3.25)

Laattayht&lén differenssiyhtdlo pisteessa (m,n) peitt&a kaavan

(3.19) mukaan 13 pistettd (kuva 3.2). Laatan reunalla osa kaavion
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pisteistd@ Jjoutuu sen ulkopuolelle. Ulkopuolelle jéévien pisteiden
taipumat m&adritetaan reunaehtojen avulla sisapisteiden taipumien

funktiona ja supistetaan laatan ratkaisumatriisista pois. Seuraa-
vassa luvuséa esitetddn reunapisteiden differenssiyht&lot kun laa-

tan ulkopuolella olevet pisteet on supistettu pois.

Kuva 3.2 VYleisen differenssiyht&ldn peittamat pisteet.

4. Laatan reunapisteiden differenssiyhtdlot

Laatan differenssiruudukon jokaisessa pisteessd@ tulee muodos-
tettavaksi differenssiyhtald. Pisteissd, jotka ovat tuetut pilarei-
hin tai seiniin, taipumat ovat nollia. Vaikka ndissd pisteissd el
tarvita taipuman mééréémiseksi yht&1868, on edullista valita tuki-
reaktio tuntemattomaksi, jolloin saadaan differenssiruudukon nurk-
kapisteitd vastaava ratkaisumatriisi. Kimmoinen tuki voidaan ottaa
huomioon siten, ettd taipuma on jaykkyysvakio kertaa tukireaktio.
T&1161in ratkaisumatriisista saadaan suoraan tukireaktiot ja tuki-
reaktioista taipumat kertomalla jaykkyysvekiolla. Seuraavassa tar-
kastellaan laatan reunaehtoja laatan kiinnityksen kannalte. Talldin

saadaan reunapisteille omat differenssiyhtaldt, joista laatan ulko-
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puolella olevien pisteiden taipumat on supistettu pois. N&mé& reuna-
ehtoyht&ldt pdtevdt riippumatta siitd ovatko reunapisteet tuettuja
vai ei. T&lldin pisteet voidaan tukea ja kayttd3d tuntemattomina tu-
kireaktioita aivan samalla tavalla kuin laatan muissa pisteissé&.
Kdsitelld&édn ensimmédisend laatan reunalinjasta seuraavan pisterivin
differenssiyhtdléd. Kuvan 4.1 kaaviosta ilmenee, ettd reunaehtojen
avulla yksi piste tulee supistettavaksi pois yleisestd differenssi-
yhtaldstd. Tarkastellaan tdysin kiinnitettyd reunaa, jolloin kulman-

muutos 3w/ox = 0 (8w/3y = 0) ja tdysin vapaata reunaa, jolloin

m-1,n m,n m+1n m+2,n

Kuva 4.1 Reupasta seuraavan pisterivin differenssiyht&ldn
kaavio ja reunaehdon geometrinen merkitys.
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Sw _ ) :

ax - O~ “m-2,n ~ “m,n - U (441
2 - 2

aflw 5 o *w ,n] (2a? + 2v lw 1.0 " vy(wm-1,n+1

wm-1,n—1] = 4
Wm-2,n B wm,n ’ (4.2
LI 2(1 + vyﬁzlwm_1’n = vysz(wm—ﬁ,n+1
i T (4.3)

Kuva 4.1b esittdd yhtaldjen geometrista merkitystd. Yht&lén (4.2)
mukainen taipuma on kuvassa merkitty wm:llé ja yhtalon (4.3) esitta-
ma taipuma on merkitty wD:lla. Otetaan kayttddn parametri u, jolloin
yht&lot (4.2) ja (4.3) voidaan yhdist&d yhdeksi yht&8l6ksi (4.5). Kun
u = 0, yhtdldéstd (4.5) saadaan yhtald (4.2) ja kun u = 1, saadaan
yhtdld (4.9). Luku 1-u kuvaa tdten reunan kiinnitysastetta ja té&ma

luku on valittu tietokonelaskennassa ldhtdarvoksi.

Wi oo % By = ulwy - wD) = (1 - u]w[\,| *ouwg (4.4)
_ — o 2 -
U {(2u 1)wm,n + 2u(1 + vyB )Wm-1,n
- 2 :
uvyB {wm_,]’m1 + wm_q,n_1] (4.5)

Kun yht&ld (4.5) sijoitetaan yleiseen differenssiyht&ldédn (3.19),
saadaan reunasta seuraavan pisterivin differenssiyhtals (4.6) ja

kertoimet bx.

b1, ne1 Mm-1,ns1 * Wn-1,n-10 * BXnetine1 Wne1,nen

+w ) + b Cwe )

m+1,n-1 Xm-1,nwm-1,n % bxm,n+2[wm,n+2

+ + W + bx W + bx w
bxm,n+‘l(wm,n+1 m,n—1} m,n m,n m+1,n m+1,n
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+ bxm+2,nwm+2,n plx,y) =0 (4.6)
bxm—?,n+1 B am+1,n+1 B uvszam+2,n bxm—'],n—’l (4.7
bxm+1,n+1 T %m+1,net bxm+1,n-1 (4 -8
bX 1 n B g * 2001 # vyBZ]am+2,n (4.9)
bxm,n+2 = B e (4.10)
bxm,n+1 5 B el (4.11)
bxm.n = 8m.n (2u - 1Jam+2,n - (4.12)
bxm+1,n % Brsd n (4.13)
bBX o 0 = fmez.n (4.14)

Laatan toisella reunalla x-suunnassa kadnnetddn kuvan 4.1a kaavio
reunan mukaiseksi, jolloin differenssiyhtdlt saadaan edellisesta.
Differenssiyht&ldt y-suunnassa saadean k&ant&m&lld kaavio laatan
reunojen mukaiseksi. T&lldin vy tulee korvattavaksi vx:llé ja B
a:lla. Seuraavassa tarkastellaan laatan reunan viereisten pisteri-
vien muodostamaa nurkkapistettd. Koska yht&ldn johtaminen aon taysin

edelld esitetyn mukainen, kirjoitetaan ainocastaan lopputulokset

(kuva 4.2).

Kuva 4.2 Reunaviivan viereisten pisterivien muodostaman
nurkkapisteen differenssiyhtéldkaavio.
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C +

Cm—1,n+1wm—1,n+1 ¥ Em-’I,nwm-’I,n * m-1,n—1wm—1,n—1

& +

+C W + W + W + W
m,n+2"m,n+2 m,n+1"m,n+1 m,n m,n m,n-1"m,n-1

+

o} W * B W
m+1,n+1 " m+1,n+1 m+1,n m+1,n Cm+1,n-1wm+’|,n-‘?

Bieg:. ¥ plx,y) =0 (4.15)
®m-1,n+1 7 met,n+1 LIxvyszam+2,n (416)
Co-t,n T met,n * 20,01 - v BTa | ‘ (4.17)
®m-1,n-1 " m+1,n+1 ux\)yszam*«Z,n B uyuxazam,n+2 (4182
Crn, n+2 = A0 a2 (4.13)
— = B ey (4.20)
Cm, ® B ™ (2o, - 1Jam+2’n [2uy - 1)am,n+2 (4.21)
Cmyn-1 " Bm,peq * 20,00 ¢ v oafla (4.22)
Cm+1,n+1 T Fme1,ned (4.23)
€m+1.n Sl T (4.24)
Cme1,n-1 " Zmet,ner uyvxazam.n+2 G2 el
Cme2.n = Bup oy ' (4.28)

Laatan muiden nurkkien vastaavat differenssiyht&lét saadaan edelli-
sistd kddnt&midllé kuvassa 4.2 esitetty kaavio nurkan mukaiseksi.
Seuraavaksi siirryt&dn kdsittelem&&n yleisen reunapisteen differens-

siyhtdldad (kuva 4.3).
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Kuva 4.3 Reunapisteen differenssiyht&16n kaavio ja reuna-
ehtojen geometrinen tulkinta.

Reunapisteiden differenssiyht&ldiden johtamisessa Uletetaaﬁ
edellisestd poiketen, ettd reuna on vapaa. Mik3li reunapiste on
tuettu, taipuma on siind pisteessd = 0 ja differenssiyhtd183 ei tar-
vita taipuman mé&&ritté&miseksi. Reunapisteiden tukireaktioita ei t&Al-
16in saada suoraan ratkaisumatriisista, vaan ne joudutaan laskemaan
erikseen lopputuloksista. Eéitetyssé tietokonelaskennassa on kéytet-
ty seuraavia reunaehtoja. Tdysin kiinnitetyn reunan tapauksessa on
ldhdetty otaksumasta, ettd laatan ulkopuolella olevien pisteiden
taipumat ovat yhtd suuria kuin laatan reunapisteiden taipumat (WM1’
J. Téysin vapaan reunan tapauksessa mé&ritet&in taipuma w, aset-

M2
tamalla Mx =0 {My = 0) ja taipuma L) asettamalla Vx =0 (Vy = 0).
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Jalkimmé&inen ehto on tdytetty silloin, kun x-suunnassa (y-suunnassa)

taipumat ovat samallea suoralla, jolla voi olla mielivaltainen kalte-

vuuskulma. Esim. kuvassa 4.3b taipumat Wor Wor Wosd,n 92 Wnuo,n ovat
samalla suoralla.
1. Taysin kiinnitetty reuna 23w/8x = 0 (3w/3y = 0)
“m-1,n+1 = Ym+1,n+1
3w _ g “m-1,n Wm+1,n 0 - (4.27)
ax ! 2(Ax) 0 Yme1,n ~ Ym+1,n :
"m-1,n-1 " “m+1,n-1
W - w
_ oaw _ m-2,n m+2,n _ _
(ax) = 2(Ax], 2 X g 4(Ax) 0. “m-2,n T “m+2,n
(4.28)
T s VI = =
2. Téysin vapaa reuna M a, vV a [My 0, Vy 0)
2 = 2 -
M, = 0, Wit e W1, ne 201 + vyB me,n+1
= 2
vyB (wm,n+2 ¥ wm,n)
s 2 -
wm~1,n wm+'l,n € 2l # vyB ]wm,n
_ 2
vyB (wm’m1 + wm,n_1] (4.29)
= - 2 -
W=, i< W, m=1 * 201+ v BTdW g
- 2
VyB (Wm,n " wm,n-2J
- = _ p2
l:]x =0, “m-2,n S YWme2,n 8 wam—1,n+1 201 -
2 _ 2
+ B Hx)wm—‘l.n 8 wam—1,n-1
2 2
t B wam+1,n+1 21 « 8 Hx}wm+1.n ¥
+ B%H_w (4.30)

x m+1,n-1
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Néma reunaehdot yhdistet&&n samoin kuin aikaisemmat kdyttden para-
metrid u. Koska tietokonelaskennassa u:n arvon on haluttu antaa
muuttua pitkin reunea, k&ytetdan yhtZléissd pisteen (m,n+1) arvon

u, ja pisteen (m,n-1) arvon u, keskiarvoa 1/2(u1 + u2).

L = (2u1 = 1]wm+1‘n+1 *2u,(1 4 vyBZ)wm,n+1

- u1vy82[wm'n+2 + wm,n) (4.31)
L = = [u1 U, - 1)Wm+1,n+1 (u1 + u21(1 + vyBZme‘n f

- /200y ¢ updv BE(w, g b ) (4.32)
Mm-t,n- T T (U T Mg gt 20500 s v BB -

- uzvysz[wm,n + wm,n-2] (4.33)
“m-2,n © Ym+2,n 1/2[u1 ¥ UZ)Bszwm-T,n+1 % (u1 v UZJ(1 ¥

+ ssz]wm_1_n - /20uy + UZJBZwam_,I'n_,] 14280, +

M e TR T IR P AR W LR

+ 1/20u, + UZJBZwam+1’n_1 (4.34)

Kun né&mé& reunaehtoyht&ldt (4.31) - (4.34) sijoitetaan yleiseen dif-
ferenssiyht&18dn, saadaan yleisen reunapisteen differenssiyht&aldn

(4.35) kertoimet dx.

dxm,n+2wm,n+2 * dxm,n+‘|wm,n+1 dxm+‘|,n+1wm+1,n+1 * dxm,nwm,n+
* dxm+1,nwm+1,n * dxm+2,nwm+2,n * dxm,n—1wm,n—‘| ¥
+ d + d p(x,y) = 0O (4.35)

*m+1,n-1"m+1,n-1 *m,n-2"m,n-2 ~
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dxm,n+2 -

dxm,n+1‘=

dxm+1,n+1

dx =
m

dxm+‘|,n—’|

dxm,n-2 -

®m,n+2 U1vy52am+i,n+1 1/2U1[U1 ’ UZ)B%nyam+2,n
(4.36)

S iyt Byl % vyBZJam+1,n+1 1/2(uy +

UZ]vy825m+1,n [u1[u,I + uz)(1 + vszHx + ‘1/2[u1 +

us )21 Bsz]“y523am+2,n (4.37)

= (1 - (2u, - 1]}am+1,n+1 (1/2(2u, - 1](u1 +

U JBZH ¢ 1/2(uy + U )BH Ja o (4.38)

%m,n v [u1 N u2][1 * vyaz]am+1,n [U1vy62 *

UV Blag g naq t (1720 (0 up v BUH, +

1/2u,(u, + u vaB“HX + (u, + u212(1 + vy82](1 +

2
B2H )ag, 5 n (4.39)
(2 - C(u, =+ UZ}]am+1,n - lu, o+ u2]2[1 + Bsz)am+2,n
(4.40)
26m+2,n (4.41)
8 net 2u2{1 + VySZJam+1’n+1 1/720uy +
ooy B e g (Oghily + Hpd (1 79 B=IB%H,
17200y « up)2 00+ BPH IV B%)a o (4.42)
= (1 - (2u, - Ma 4 g+ (172020, - 1), +
u,JBRH  + 1/2(uy ¢ u )BPH Ja o (4.43)
B e UZvy828m+1,n+1 1/2u,(uy +
uz]e“vnyam+2_n (4.44)
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Laatan toisella x-akselin suuntaisella reunalla saadaan differenssi-
yht&aldt ké&é&ntémé&lld kuvan 4.3 kaavio reunan mukaiseksi. Differenssi-
yhtdldt y-akselin suuntaisilla reunoilla saadaan myds edellisest?

kun v korvataan vx:llé, B a:lla ja Hx Hy/p:lla. Ndit& sijoituksia
ei tésséd esitetd, vaan siirrytddn kdsittelemddn nurkasta seuraavan

reunapisteen differenssiyhté&ldd (kuva 4.4). Koska yhtidldjen johtami-
nen on edelld esitetyn mukainen, kirjoitetaan ainoastaan lopputulok-

set.

ex w + ex W ex w X w +
m,n+2 m,n+2 m,n+1"m,n+1 m+1,n+1 " m+1,n+1 e m,n m,n

e, n"me 1,0 T Bme2, n"me2,n T ®Xm, n-1%m,n-1
b B o g Wi g0 g plx,y)] = 0 (4.45)
X he2 T O ne2 u1vyﬁzam+1,n+1 ufB“vnyam+2’n (4.486)
exm,n+1 = Fm,n+1 u1Uy828m+1,n * 2u1(1 ¥ vysz)am+1,n+1

- (2uy%01 + \)sz]BZHX + 2u,2 (1 +62Hx]vy82]am+2,n (4.47)
©Xmeq,neq = (1 7 (2ug - ‘1]]am+,|,n+1 + (ug(2uy - 1)B*H_ +

+ U162Hx)am+2,n (4.48)

Kuva 4.4 Nurkasta seuraavan reunapisteen differenssiyhta-
ldkaavio.
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m+1,n

- 2
exm,n am,n ¥ 2u1(1 F vyB )a

= 2 gt 2
1]u1vyB guqus ]am+1,n+1

+

Vy
2 y
+ gu1vy5 Hx]a

m+2,n

ex = (1 - [2u1 - 1))a

m+1,n m+1,n
- 101+ Bsz]Jam+2’n
SXm+2,n Zam+2,n
m,n-1 am,n+1 ) U1Uyﬁzam+1,n

- 2u,(1 4 vsz}]a

+ (ﬁu,l\)yB2 + g(2u2 =

{uﬁvys“Hx + 4u§(1 +

+ B2 ] - 2 ¥ - +
B21(1 BZH, ) gu1vy8 H (2u, 1)

(4.49)

@ 2 %
(2u1(1 + B Hx] + Zu,[(Zu1

(4.50)

(4.51)

g[2u1u2vy8 (1 + v, 0 )

2 2 2
[*2u1vy8 (1 + B HXJ +

m+1,n+1
i g(2uqu2vxa2{1 + vyBZJ - 2u2E1 + vvaJJam,n+2 (4.52)
exm+1,n-’i am+1,n+1 * g{u’ll‘IZ\')x\)_\/OLzBZ - [2U1 - 1))am+1,n+1
% (U1BZHX - gu%uzuxvysszf g(2u, - 1]u1BZHX)am+2jn "
+ gl(2u, - 1]u2vxa2 - uzvxaz]amJn+2 (4.53)
. - — u1u — (4.54)
172 %y

Néissd yhtdldissd kuvan 4.4 kaavion pisteen (m,n) u-arvoa on merkit-

ty uq:llé ja pisteen (m+1,n-1) u-arvoa uz:lla.

Néistd yht&ldista

saadaan muut vastaavat nurkkapisteet samoin kuin edellisissd reuna-

pisteiden differenssiyht&loissé.

Siirrytd&n kdsittelemd&n reunan nurkkapistettd (kuva 4.5).

Tédssd& tarvitaan edelld esitettyjen reunaehtojen lisaksi reunaehto

M = 0.
2

42



Rakenteiden Mekaniikka

M = 0,

W 0 (4.5

m+1,n+1 * wm—1,n-1 - wm+1,n-—1 - wm-‘l,n+1

Sijoittamalla reunaehtoyhtdldt (4.31) - (4.34) ja (4.55) yleiseen

differenssiyhtdl86n, saadaan laatan reunojen nurkkapisteen differens-

siyhtd18 (4.56) ja kertoimet f.

£

* Fm+1,n

Fm,n+2

Fm,n+1

Kuva 4.5

W
m,n+2 m,

W + f W -
m+1,n m+2,n m+2,n

= a 3
m,n+1

+ F w + f W +
n+2 m,n+1 m,n+1 m+1,n+1 m+1,n+1 m,nwm,n

plx,y) =0 (4.56)

- 2 2 2 2 4
28, ne2 (umvyB + u1vyB ]am+1’n+1 [u1vys H o+

3 4 2 .
u1vy6 Hx]a [u1u2vyHy/p u1u2vyHy/D}am‘n+2

m+2,n

+ g(u1u vy o= (2u2 - 1))a

2 Xy m,n+1

(2u1(1 + vyBZJ +

- 2 _ 2
g((2u, 1]u1vy8 u1vy8 ]am+1’n

2uﬁ[1 + Uszlla (2gu1(1 + Bsz][2u2 -

m+1,n+1
2 2 2 _ 2p2 2y _
1]u1vy6 2gu1[1 + B Hx)u1vy6 2u1B Hx(1 + vyB )

3p2 W 2 2
2u1B Hx[1 vyB 1)a [Zgu2[1 + o Hy/p]u1u2vxv

+*
m+2,n Y

2 - - 2 -
2gu2(1 + 0 Hy/p)(Zu2 1) 2u2[1 + 0 Hy/p]

2u?u azHy/p(1 + vszl = 2u1uzquy/p(1 + vyﬁz])a

172 m,n+2

(4.58)

2o
als's

Laatan nurkkapisteen differenssiyht&ltkaavio.
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44

Fnet, n+d

+

({u, + us = 1) = (2u1 -1) - u1(2u1 -

Cm+1,n+1 1

(2u, - 1))

1) = [2u2 - 1) - u >

2 =
9 Sm+1,n+1 * (UgBTH

2 _ _ 2 _
uyB Hx(u1 + U, 1) + [2u1 1}u18 Hx + (2u1
2,2 _ _ 2 B 2
1}u18 HX (2u2 1]u18 Hx + (2u2 1)u1u28 Hx]am+2,n+
2, _ 2 _ _ _ 2
[uza Hy/p Us0 Hy/p[u1 t U, 1) (2u, 1]u2u Hy/o*

_ 2 _ 2 -
E2u1 1)u1u2a Hy/p + [2u2 1]u2a Hy/p + {2u2

(4.59)

2.2
1]u2u Hy/pJam’n+2

- 2 . 2 i 2
a [Zgu1u2vy8 (1 + v.a*) 2gu, (1 + VyB Na

m,n m+1,n

(2guyu,v o (1 + UyBZJ - 2gu, (1 + vxaz)la -

m,n+1

2 2 2 2 2 2
(UgvyB7 + ugvyB® + upv,a® + upv e®)a 1, e
(2gu, (1 + ssz12u1(1 + vysz) - 2u,g(1 4

2 2 2 2 _
B Hx32u1u2vys (1 + v 0 ] o+ u,luzvax u,luz\)xHx +

3 L 2 4 o
u1vyB H, + u1vy8 Hxlam+2’n + (2gu2(1 + Q Hy/p]2u2(1+

2y 2 2 2
v, a®) 2gu, (1 + « Hy/p]2u1u2vxu (1 + vyB ) o+

3 L 2 4 2 -
usv, o Hy/p *usv a Hy/p + U1U2vyHy/p

u1u2vyHy/p]am,n+2 : | (4.60)
3t n g[u1u2vxvy - (2u1 - 1]]am+1,n + g([Zu,| -

1]u2vxu2 - uzvxuzJam‘n+1 (2u,(1 + v a?) o+ 2u§(1 +
vxaszam+1,n+1 (2gu, (1 + BZHX]u?uzvxvy - g2u, (1 +
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+ g2H )(2u, - 1) + 2ujuB?H (1 + v, arl = 2u, (1 +

« BEH ) = 2u uip?H (1 + vxaz}]a (2gu, (1 +

m+2,n

(2gu2(1 +

* a?H /p) (2uy = Nugyva?dlag o o ¢

+ azHy/p](2U1 - 1Mugyv a? - 2gus(1 + quy/p]uzvxa2 =
o 2U5G2Hy/p(1 * v,a?) - ZUEGZHy/p(1 + vxazl]am,n+2 (4.61)

(u,udv H_ -

f = 2a m+1,n+1 B 172" x x

2 2 2
u + U la
m+2,n m+2,n ( VM 2V

- u1u2vax]a —

(4.62)

2 Y 3 4
m+2.n + [uz\;xu Hy/p + usv o Hy/p]a

Talonrakennuksessa esiintyy harvemmin selvid suorakaiteenmuotoisia
terdsbetonilaattoja, vaan niissd saattaa olla suuria aukkoja porras-
huoneita ym. varten. Tietokoneohjelman laadinnassa on haluttu ottaa
huomioon myds ndmd. T&11l8in edellisten reunaehtoyht&lfjen lis&dksi

on muodostettu rei'dn nurkan vaatimat differenssiyht&ldét. Ensin kir-
joitetaan rei'&n reunalla olevan nurkasta seuraavan pisteen diffe-
renssiyht&16 (kuva 4.6). Témén pisteen differenssiyhtalén kertoimien
johtémisessa kdytetddn samoja reunaehtoyht&léita kuin laatan ulko-

reunalla. T&ssd tapauksessa on kuitenkin pidetty u-arvoa vakiona

rei’dn kullakin reunalla. N&in ollen saadaan

hxm,n+2wm,n+2 * hxm-ﬁ.n+1wm-1.n+1 hxm,n+1wm,n+1

+ hx W hx w + hx w +
h m=2,n m-2,n m-1,n m=1,n m,n m,n

* hxm—1,n-1wmv1,n—1 hxm,n—1wm.n-1 ¥ hxm+1,n—1wm+1,n-1

+hx - plx,y)l =0 (4.63)

w
m,n-2 m,n-2
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W e = B o f uvszam*,I‘n+1 uzvyS“Hxam+2,n (4.64)
hxm_1‘nﬁ1 = Eewd sl (2u - ?]am+1,n+1 # (uBsz + (2u -

- 1)uBZHx]am+2’n (4.65)
hxm,n+1 T %m,ne1 T vagzam+1,n ¢ 2l % vyazlam+1,n+1

- (2u%v BT 4 B2H_) + 2u%82H (1 v 8N ., . (4.66)
s o ™ By o (4.67)
hxm—?,n = am+ﬁ,n (2u - 1Jam+1,n (2u(1 + BZHXJ + 2u(2u -

-0+ BPH Na S (4.68)
hxm,n B 2ul1 + vysz]am+1,n h uvszam+1’n+1 *

+ (4u?(1 + v BSI(T ¢ BPH ) uzvyB"HX}awz’n (4.69)
B g = Bl omaq * UBszam+2,n (4.70)
MR e ® * B et S BT E g = BUPWBTEN 4 B Te o o 0B A
hxm+1,n—1 T %m+1,ne1 T LIBZHxam+2,n Thei2)
X, n-2 = ®m,ne2 (4.73)

Kuvassa 4.6 esitettyd kaavioﬁa voidaan kéyttdd myds rei'd&n muissa
nurkissa asettamalla se nurkan mukaiseksi. Mik&li piste sijeitsee
y-akselia vastaan kohtisuoralla reunalla, tulee yht&ldihin sijoi-
tettavaksi B:n tilalle o, vy:n tilalle v Jja Hx:n tilalle Hy/p,
kuten edellisissd vastaavissa yhtdl6iss&. Viimeisend reunaehtoyh-
t8l8nd esitetdédn rei’én nurkkapisteen differenssiyhtdls (kuva 4.7).

Tadss& tapauksessa tulee ainoastaan yksi piste supistettavaksi pois
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Kuva 4.6 Rei'dn nurkasta seuraavan reunapisteen differens-
siyhtdldkaavio.

Kuva 4.7 Rei'&n nurkkapisteen differenssiyhtdldkaavio.

yleisestd differenssiyht&ldsta. u-arvona kdytet&dadn molempien reuno-

jen u-arvojen keskiarvoa.

km,n+2wm,n+2 * km-‘l,n+1wm-’l,n+‘l * km,n+1wm,n+1 * km-2,nwm—2,n+

+ Kk W + k W + K w W
m-1,n m=-1,n m,n m,n m+1,n m+1,n km+2,n m+2,n

+ k

n-1.1-1"n=1,n-1 * Sm.n-1%m,n-1 * *m+1,n-1"m+1,n-1
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km,n-ZWm,n—Z plx,y)l =0 (4.74)
Ko nes = A, 2 1/2vy82u26m+1,n+1 (4.75)
m-1,n+1  Zm+1,n+1 ~ 7/2(2U2 - 1]am+1,n+1 (4.76)
mpried T S ppay T UplT U BTIE g e (4,773
L N (4.78)
km—1,n I (4.79)
km:n ) am,ﬂ ) 1/2\)><Otzu’lam+’!,n+‘| 1/2vyBZU23m+1,n+1 (4.80)
km+1,n T Mme1,n ug 1+ anz)am+1,n+1 (4.81)
Rm+2,n T me2,n T 1/zvxu2u1am+1,n+1 (4.82)
m-1,n-1  Zm+1,n+1 (4.83)
Kn,n-1 = @m, et (4.84)
km+1,n—1 = B, ria 1/2(2u7 - 1]am+1,n+1 (4.85)
B2 ¥ Sy o3 .[4.85)

Kuvan 4.7 esittdmin kaavion kertoimia voidaan kdytt&8 myds muissa
rei’dn nurkkapisteissd asettamalla kaavio nurkan mukaiseksi,

Edelld on esitetty ne‘Teknillinen laskenta Oy:n pilarilaat-
taohjelman differenssiyht&ldistd, jotka muodoltaan eroavat toisis-
taan. Muut yhtdltt saadaan edelld esitetyistd alaindeksejé Jja muuta-
mia vakioita vaihtamallsa.

Laskelmien suorittamista tietokoneella kisitell&sn Rakentei-
den Mekaniikan seuraavassa numerossa (Vol. 5 No. 2) julkaistavassa

dipl.ins. Risto Sajaniemen kirjoituksessa "Ortotrooppisen laatan
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laskelmien suorittaminen pilarilaattachjelmalla”.
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