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PERTTI HOLOPAINEN

Yhteenveto

Tdssd kirjoitussarjassa (I, II, III) k&sitelldadn kdyttd geo-
metrisesti ja fysikaalisesti epdlineaarisena rakenteena.

I osassa johdetaan yleiset kéysiyht3ldt pistekuormien kuor-
mittamalle kdydelle ulkoisten voimien komplementaarienergian statio-
ndarisen arvon (ulkoisten siirtymien potentiaalin) m periaatteen
avulla. T&lldin Engesserin [2] komplementaarienergia U (ns. ensim-
mé&isen lajin j&nnitysenergia) ei sellaisenaan pdde, mutta muuten pe-
riaate on tdssd tdysin sama. Kdyden ratkaisemiseksi on esitetty
komplementaarienergian lausekkeet, joissa rakenteen geometriset
muodonmuutokset on otettu huomiocon (ns. toisen lajin j&nnitysener-
gia). Kun geometriset muodonmuutokset tulevat &&rettdmén pieniksi,
LIS palautuu Engesserin komplementaarienergiaksi U.

K8ysiyht&lditd on johdettu k&yden sijaitessa sekd 2- ettd 3-
dimensiocisessa avaruudessa. T&ll8in saadaan epdlineaarinen yht3dld-
ryhma, jossa tuntemattomia voimasuureita on vastaavasti 2 tai 3
pistekuormien lukumdarédstd riippumatta. Vaihtoehtoisesti variocita-
viksi suureiksi on otettu lisdksi rakenteen sis&isid voimia ja muo-

donmuutoksia, jolloin nditd sitovia ehtoja si huomioida T in lau-

sekkeessa.
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P. Holopainen: Riippuk8yden yleinen teoria I

Sen sijaan puhdasta siirtymémenetelmidd kdytettiessi [5Uﬂ = 0)
tultaisiin epéliheaariseen yht&ldéryhm&én, jossa tuntemattomia siirty-
mésuureita olisi vastaavasti 2n tai 3n kappaletta kun n on pistekuor-
mien vaikutuspisteiden lukumd&rd. T&td menetelmidd ei t&ssid k#sitelld.

Kdyttd kuormittavien voimien suunnat voidaan valita mielival-
taisesti. Edellyttden, ettd kdyden -oma paino ja taivutus- ja vaanto-
Jaykkyys on nolla sekd@ kdyden materiaalin perusyhtdl8ss3d, € = ?(0],

f on jatkuva ja monotonisesti nouseva funktio, té&ssd johdetut kdysi-
yhtaldt esittdvat kdyden yksikdsitteistd ja tarkkaa ratkaisua.

Ratkaisu on johdettu myOs tapaukselle, jossa k@yteen vaikut-
tavat pistekuormat ovat suunnatut avaruuden kiinteisiin pisteisiin
ja myds tapaukselle, jossa kuormat asetetaan vaikuttamaan kahdessa
vaiheessa.,

Lopussa on laskuesimerkki, jossa l&ht&arvot ja tulokset on
esitetty kdéyden ja voimien ollessa sek& tasossa ettd 3-dimensiocises-
sa avaruudessa ja kiyteen vaikuttavien pistekuormien ollessa joko

vakiosuuntaiset tai avaruuden kiinteisiin pisteisiin suunnatut.

1. YLEISTA

Kun kimmoinen kappale (kuva 1) on konservatiivisessa voima-

v .
kentéssé (T;i . Goi] tasapainotilassa. p&tes yleisesti kokonaispo-

tentiaalienergian
v
]
T = é pow dVD - 5 poGoiui dV0 - i Toiui dAD -
o o 0o
v
] L ]
- i (ui-ui}Toi dAO (a)

ou
stationdérisen arvon periaate. Sen mukaan siirtymien jatkuvuusehdot

Vo:ssa Ja siirtymien reunaehdot Sou:ssa toteuttavien siirtymétilojen
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Joukkoon sisdltyvd siirtymitila, joka toteuttaa my8s voimien tasapai-
noehdot Vozssa ja voimien reunashdot ADU:ssa, toteutuu tdsmilleen sil-
loin, kun kokonaispotentiaalienergia T saa stationd&risen arvon. Ly~
hyesti:

6Un = 0

& siirtymien yhteensopivuusyht&dlit Vo:ssa

(materiaalin muodonmuutoseht&lst)

& siirtymién reunaehdot Aou:ssa (913

- jénnitysten tasapainoyhtilst VD:ssa

& Jjénnitysten reunaehdat Aog:ssa

Jjossa jannitysten tasapainoyhtilsd

saadaan variaatiotehtdvén Eulerin differentiaaliyht3léns Vo:ssa, Jjon-

ka ratkaisun luonnollisina reunaehtoina ovat annetut voimat

ke
v v
Toi dA = TodA
Go@dVy=GQdV
AO = AO$+AOU
Vo= A0+VD
Ay
0 =
9%
03,)(3
Kuva 1.
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v, axi

T . = s,
oi je 5a£
alueessa Aoo' Varioitavina suureina ovat siirtymit us ja alueessa
A an Gui = 0. Kokonaispotentiaalienergia 7 on t&ssd sisdisten j&n-

ou
nitysten sjﬁ' annettujen tilavuusveoimien Goi ja annettujen pintavoi-

v
mien T;i potentiaalifunktioiden summa. Siirtymien reunaehtojen toteu-
tuessa alueessa Amu viimeisen termin arvo ja samoin Sui on nolla, jo-
ten tdssd@ yksinomaan siirtymi& varioitaessa kokonaispotentiaaliener-
gian lausekkeeseen on lis&tty ainoastaan nollatermi.

Sisdisten jé&nnitysten potentisalifunktio (muodonmuutosener-

gia) voidaan Legendre’'n muunnoksen avulla lausua muodossa

pow " sijeij - powc

kun oletetaan etta
i3 = ©35(8qq9s Sqgre-s833)
Talldin kokonaispotentiaalienergia voidaan lausua Reissnerin (1953)

[2] esittamalla tavalla

v
[ 3
TR = é sy gein = Wolsyg) - pGoyugt dvy - i Tygls SRy —
e} (s]e]
- Vv
= g (ui-ui]TDi dAO (c)
ou

Reissnerin variaatioperiaattesn mukaan se siirtym&tila, joka toteut-
taa jé&nnitysten tasapainoyhtidldt VD:ssa Jja jannitysten reunaehdot
Aoc:ssa Ja se jannitystila, joka toteuttaa siirtymien yhteensopi-
vuusyhtdldt (materiasalin perusyht&lot) Vo:ssa ja siirtymien reuna-

ehdot Aou:ssa, toteutuu t&smidlleen silloin kun Tp saa stationdadri-

sen arvon eli lyhyesti
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Gu,s Tp = 9]
& siirtymien reunaehdot Aou:ssa
& Jénnitysten reunashdot Aoc:ssa
- jénnitysten tasapainoyhtdlét VD:ssa
& jénnitysten reunaehdot Auc:ssa [pz]
& siirtymien yhteensopivuusyhtdlét Vozssa
(materiaalin muodonmuutosyhtdlét)
& siirtymien reunaehdot Acuzssa

Jénnitysten tasapainoyhtaldt
% (s50 3557 * PoBos

BNC
gsij ij
saadaan ko. variaatiotehtévan Eulerin differentiaaliyhtd18ini. Luon-

nollisina reunaehtcina ovat vastaavasti annetut j&nnitykset

‘TJ-‘ _ 3xi
oi = %j2 &,

alueessa Aoc ja annetut siirtymdt u, = u. alueessa Aou' Varioitavina

i i
suureina ovat siis siirtymat ug Jja jannitykset Sij' Alueessa Aou on
Gui = 0 ja alueessa A00 on Gsij = 0.

Vendldinen Zubov on todistanut (1869) materiaalin ollessa kim-
moista isotrooppista, ettd siirtymien gradientit ja komplementaari-
energia voidaan lausua yksinomaan jannitysten avulla. T&l116in saa-
daan puhdas komplementaariensrgian teoria, jonka mukaan jé&nnitysten
tasapainoyhtdlét Vo:ssa ja jannitysten reunaehdot Aoo:ssa toteutta-
vien jénnitystilojan_joukkooﬁ sisdltyvd siirtymdtila, joka toteuttaa

mybs siirtymien jatkuvuusyht&l8t V :ssa ja siirtymien reunaehdot

Aou:ssa, totsutuu tésmélleen‘silloin, kun komplementaarienergia T

131
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saa stationddrisen arvon. Lyhyesti:

) "
5i5 ©
3 jénnitysten tasapainoyhtdlét Vozssa
8 jénnitysten reunaehdot Aoo:ssa
- siirtymien yhteensopivuusyhtdlst VO:ssa [pa)

(materiaalin muodonmuutosyhtd1s)
& siirtymien reunaehdot ADu=ssa
jossa siirtymien yhteensopivuusyht&lst
oW,
= 2.

asij 1]

saadaan variaatiotehtévdn Eulerin differentiaaliyht&18in&, joiden
ratkaisun luonnollisina reunaehtoina ovat annetut siirtymat u; = Uy
alueessa Aou' Varioitavia suureita ovat siis jénnitykset Sij’ Jja
alueessa AUd on Ssij = 0.

Edelld esitetyissd funktionaaleissa 7, anja T jénnitykset
Sij (Kirchhoff) ja muodonmuutokset eij (Green) on lausuttu materiaa-
lin kiintedssd 0-tilan koordinaatistossa {31’32‘33}' Deformoitunut
kappale annetaan {x1.x2,x3} koordinaatistossa, jolloin tulee tuntea
koordinaatistojen v&linen yhteys. Usein mukavuussyistd valitaan mo-
lemmat koordinaatistot {a1,a2.aa} ja {x1.x2,x3} samaksi suorakulmai-
seksi koordinaatistoksi (kuva 1), jolloin Euclideen metriikkatensa-

ri gij = Gij'
Edelld esitetyille funktionaaleille T, TR Jja M joiden sta-
tion&drisen arvon olemassaolo on selvd niiden fysikaalisen tulkin-
nan, kokonaispotentiaalienergian, perusteella, Eulerin differentiaa-
liyht&dl6n toteutuminen on v&lttamdtdn, mutta myds riittdvd ehto ko.
funktionaalin stationd&risen arvon olemassaololle. Stabiilissa tasa-

painotilassa w, ®, ja m_ saavat &iriarvon, jolloin 62%m, §%w, tai
R J c R
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Gzﬂc ovat definiittejd erddssi ymparistéssd K. Jos 62, 6ZNR tai
szc < 0 joillekin variaatioiden arvoilla erdiss3d riitt&vin pienes-
s8 ympéristfssi Ke’ tasapainotila on labiili.

Erikoisesti rakenteissa suuret muodonmuutokset ovat luon;
teeltaan geometrisia, kun sen sijaan varsinaiset materiaalin muo-
donmuutokset (muodonmuutokset materiaalikoordinaatistossa) ovat

usein pianié,.sij voo.., ja e,. N . T&lldin ei yleensd korosteta

ij ij Eij

materiaalin O-tilassa olevaa tiheyttd Py» tilavuutta V, Ja pinta-
alaa AD (alaindeksilld 0), mutta integroinnit tulisi suorittaa O-
tilassa olevien mittojen mukaan aina, kun jannitykset ja muodonmuu-
tokset lausutaan 0-tilan koordinaatistossa.,

Rakenteille, joiden staattinen ma&rdsméttémyysaste on d&rel-
linen (3 m), komplementaarienergia voidaan kirjoittaa

m a &

K, & U g Epjuj dA + tE1 j£1 xtj(“tj - Utj] (c)
Jjossa tilavuusvoimat Gi voidaan useimmiten sisdllyttd3 pintaraken-
teissa idealisoidulle pinnalle ja sauvarakenteissa sauvojen ideali-
soiduille akseleille vaikuttaviin pintavoimiin pj, joiden siirtymét
ovat vastaavasti u,.,. Voimat th ovat tukireaktioita (vrt. kuva 1),
rakenteissa staattisesti m&&r&amiattémid suureita, jotka vaikuttavat
staattisesti md&drdttyyn, ns. perusrakenteeseen, ulkoisina voimina.
Kun otaksutaan, ettd muodonmuutosenergia U = U[i] = U(S) ja siirty-
mét u, ovat voimien pj Jja th funktioita, osittaisintegrointia kdyt-
tden voidaan osoittaa, ettd m, on staattisesti mddrdttyyn perusmuo-
toon vaikuttavien voimien pj Jja th komplementaarienergia, eli siir-
tymien uj Jja utj < u:j = dutj potentiaali. T&lldin, kun voimat pj ja

X ovat pydrtesttémia,

tJ
u = gradpwc
ja jotta materiaalin jatkuvuus toteutuisi myds voimien th vaikutus-
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P. Holopainen: Riippukdyden yleinen teoria I

pisteissd, tulee olla

o
Utj - “tj = Gutj = 0

Ta&lldin
Su = gradx Ty = 0

em. pisteissa, joten T, saa stationddrisen arvon. Lausekkeista (a)

ja (c) todetaan, ettd numeeriselta arvoltaan L - T
Perusrakenteelle, joka on m&drdtty kuten geometrisesti lineaa-
risessa rakenteessa, lausekkeen (c) m&ar&aminen voimien pj' th avul-
la on yleensd hankalaa, kun muodonmuutokset ovat suuria. T&m&n v&lt-
tdmiseksi rakenne pyrit&an jakamaan sellaisiin osiin 1. elementtei-
hin, jotka ovat geometrisesti lineaarisia, tai mahdollisimman yksin-
kertaisesti geometrisesti epdlinsaarisia omassa elementtikohtaises--
sa koordinaatistossaan. Elementtien 1 liitoskohdissa vaikuttavat voi-
mat Hij méddritetddn tasapainoyhtdldistd annettujen voimien pj ja tun-
temattomien voimien th avulla osan ndistd voimista ollessa itse voi-

mia X£.. Mg in lausekkeessa (c) muodonmuutosenergia U, joka on riip-

pumaton jdyk&n kappaleen liikkeistd, on

Muodonmuutosenergia jdnnitysten avulla lausuttuna on muotoa

U. = f tIZe,

i 1j€ij = Ui[oi-)]

J
Isotrooppisesti kimmoisissa materiaaleissa, joissa p&3jénnitysten ja
pddvenymien suunnat aina yhtyvét, Ui on pelkdst&dn pd&jannitysten
avulla

Uy = J (2 sgyeyy -'Ui(sii))
Kun mddritetddn elsmentin muodonmuutoksista syntyvdt nurkkavoimien

suuntaiset siirtyméat Eij[Hij)' saadaan
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Ui = f (HijEij = U(Hij]]

T tn lausekkeessa (c) kaksi viimeisty termi3 saadaan elementin

nurkkaveimien Hij ja vastaavien muodonmuutoksista e. ja elementin

ij
rotaatioista aij aiheutuvien peruskoordinaatistan {a1,a2,a3} muodon-
muutosten Auijavulla. Tamd matemaattisessa kimmoteoriassa yleisesti-
kin todistettu periaate [8 s. 137 - 139 Vorobyev, 1956] esitetdsn t&s-

s8 yksityiskohtaisesti kdydelle.
2. KOYDEN KOMPLEMENTAARIENERGIA

Alkuoletukset (kuva 2)

10 Kéyden materiaalin perusyhtdld on e = f(g), jossa f on mono-
tonisesti nouseva ja jatkuva.
2° Koydelld ei ole taivutus- eiki vdantdjaykkyytts.
i Kéysi on painotaon.
0 g, ,%,

Kuva 2.

Merkit&&n: 0-tilassa a; = [ai1,aiz,ai33
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Kdydessa voimien reunashtoina ovat voimat

F F F I & 20l

i1" 12’ i3

ja siirtymien reunaehtoina

u; = u;*1 =0

Oletusten 2° Jja 3° perusteella voidaan otaksua kdydessd olevan nivel
jokaisen pistekuorman vaikutuskohdassa x4 ja kdyden olevan suoran
pisteiden x., Xs4q (i = 1,2,...n) v81ill4. K8ysi voidaan siten kor-
vata sauvaketjulla Si» i=1,2,..0,n, Oletetaan kdysi katkaistuksi
jostain mielivaltaisesta pisteestd, mukavuussyistd toisesta pd&tepis-
teestdén a. Asetetaan leikkauskohtaan voimat X11, X12, X13, jolloin
saadaan staattisesti md&&ratty perusmuoto. Siirtymien us ja muodon-
muutosten ey masdrittédmiseksi sauvaketju jaetaan elementteihin valit-

semalla elementiksi yksityinen sauva ja asetetaan liitoskohtiin voi-

mat Hi1‘ HiZ’ HiB’ Jjotka ma&ritetddn tasapainoyht&dldisti

i
o = Xqo - Fr s § = 1,2,3 1
B = W 7 a2y ki J i
Todetaan, etté
Hieqg = Higy = - Fyy

Yhtdld on samanmuotoinen kuin kaksitukisen palkin leikkausvoiman
yhtd8l6, mutta tuntemattomat "tukiraaktiuf’X1j johtuvat osaksi siita,
ettéd voimien Fij vaikutuspistetta X4 ei tunneta. Sauvan Sy pd8héan

vaikuttaa voima S, = [Hi1’ H; 5 HiB)’ jonka tulee olla yhdensuun-

i

tainen sauvan kanssa. T&1185in sauvan si suuntaluvut Aij voimien

avulla lausuttuna ovat
A = cos Q.. = 1] (2)
ij ij Si

H, (3)

tai

i1
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Suuntakosineja sitoo yht3léd

2 2 2 -
cos® a;, + cos a45, * cOS ai3 = 1 (4)

Sauvavoimille saadaan suuntalukujen avulla lauseke

- H 2 2
S; = Hi1‘cos @;4 * H;, cos Oio ¢ Hi3 cos® a4

” 2 2 2 172
(Hfy ¢ Hi5 + HZ3) (5)

Sauvan venyma materiaalin perusyhtdlén avulla on

s,
io
e; = si[Si] = { F[Si/AES]J dsi (6)
jolloin
n n _
u = 151 u; = i§1£siei - 0;) (7)

Kun ulkoiset voimat Fij’ X1j ja sisdiset voimat Hij ovat lausutut

samassa koordinaatistossa {61,62,63} on

n 3 3 n 3
151 551 ERY j§1 Mg~ Uagyd = 151 ij RES IS I
n 3
* Hyglugg Auijl]= 151 j§1 Hij Bug; (8)

josta todetaan, ett& elementin Sig translaatioliikkeen vaikutus hé&-

vidd. Edellinen on voimassa tarkasti mielivaltaisilla siirtymien uij

. . ‘
= 5“1j arvoilla ja myds silloin, kun staattisesti mahdol-

da Uy~ ty
linen voimatila ja geometrisesti mahdollinen siirtymitila ovat toi-
sistaan riippumattomia.

Kdyden komplementaarienergia L (c) on siis sisdisten voimien

Hij avulla lausuttuna

n n 3 n
= - L (S.e. - U.) + I I H,, Au.. = I m . (9)
c 121 -4 i i=1 j=1 J ij joq ci

Jjossa peruskoordinaatistossa {a1,a2.a3} lausutut muodonmuutokset
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Busy = Yie1,57 Yij
(Xi*.l’j - Xij} = [ai+1,j— ai‘j) [10]
=Byp v 84) BOB Byy = (B4 5% A3y)
voidaan (1), (2), (5) ja (6) huomioiden lausua voimien Fij’ xij

avulla. Kuten edelld& on todettu, sauvaelementin S5 translaatioliike
ei vaikuta M, in arvoon. Sauvaelementin i suunnan m3&rddvat yksikasit-
teisesti kaksi suuntalukua, esim. cos a4 ja cos ass Jja muodonmuutok-
sen venyma e Ne ovat keskenddn riippumattomia ja voidaan lausua yk-
sikd&sitteisesti kesken®dn riippumattomien voimien H11’ Hi2 Jja Hia
avulla.

Sauvaelementin S; suunta voitaisiin mddrittdd myds napakoor-
dinaattien ¢ ja ¢ avulla, jolloin voimien avulla lausuttuna

tan ¢i = Hi? / /ﬁ?;_jnﬁ?; » tan wi = Hi1 / HiZ
Madrittédmdllad suunta koordinaattiakselien v&listen kulmien ®y 4 avul-
la p&dst&én hieman lyhyempddn esitykseen ja tietokoneohjelmoinnin
kannalta vdhdn edullisempiin lausekkeisiin.

Yht&ls (B) voidaan osoittaa oikeaksi laskemalla sauraavasti.

Léhtien kiintedstd pisteestd a _, saadaan yht&ldn (10) mukaan

Ung = Hped,g = Mg = = Alpg
Un-1,5 = Ynj ~ B¥n-1,5 T T BYny T AUnq;
jne.

T&lldin saadaan termeittain

Fnjunj = Fnj(- Aunj]
Fa-1gYn-1,3 " Fn-1,5 (7 BUpy = Bup_q5)
Fijui‘j = Fi‘j(" Aunj - Aun_1"j" s 8 = Auij)
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FZjuZ’j = sz(-— Aunj - Aunﬂ,j R Au3j - Auzj}
+
_x1j(U1j -U1j] —-x1j(' Aunj 'Aun_1.j 8 @ "'AU3J =
- Au,. - Au,.) (11)

23 13
Valitsemalla Auij:t yhteisiksi tekijdiksi ja laskemalla yhtalst (11)

vhteen saadaan

n n i
if‘l Figusy * Xq5luf; - ugs) E (X - k§1 Fis) ugy =
n

- if1HiJ Uy 5 (12)
Suorittamalla vield summeeraus koordinaattien j = 1,2,3 suhteen saa-
daan yht&lé (8).

Sen sijaan el péade

n 3 i n

151 j£1Fijuij + XTj[u1j = u1j] = 151 S;ey (143

Jos kuitenkin muodonmuutckset ovat hyvin pienid, ja sauvavoi-
mat Si sdilyttavdt riittdvdn tarkasti suuntansa muodonmuutosten e
tapahtuessa, yht&dld (13) esitt#83 tavallista geometrisesti 1inéaaris-
ten rakenteiden virtuaalisen ty®n yht&183 siirtymétilan ollessa tis-

sd tapauksessa voimien Fi" X aiheuttama. T&lléin yhtdldjen (8),

g° 1
(8) ja (13) perusteella saadaan ulkoisten voimien komplementaari-
energiaksi geometrisesti lineaarisessa tapauksessa

T, LT (14)

Yhteys (14) patee yleisestikin geometrisesti lineaarisissa raken-
teissa, kun tuet ovat siirtymdttémid. T&1lldin T, in sijasta varioi-
daan sisdisten voimien ns. ensimmdisen lajin komplementaarienergiaa
U, joka saa stationdsrisen arvon,

Kun kirjoitetaan ensimmdinen variaatio Gnc antamalla varioi-

taville voimille toisistaan riippumattomat variaatiot, saadaan rat-
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kaistavaksi siirtymien yhteensopivuusyht&l&itsd. Jos variocitavina suu-
reina on sekd voimia ettd siirtymid, saadaan siirtymien yhteensopi-
vuusyhtdloitd ja tasapainoyhtdlditd, jotka yhdess& muodostavat rat-
kaistavan yht&léryhmédn. K8yté&nndss& vaatimus Gnc = 0 toteutetaan
usein asettamalla varioitavien suureiden suhteen otetut moin osit-

taisderivaatat nolliksi.

3. KGYSI TASDSSA
341 Koyttd kuormittavat samassa tasossa olevat pistekuormat
Fi = [Fia'Fib]' Alkuoletukset ovat kuten kohdassa 2. s. 135.
a,x
0
by
Kuva 3. Kdysi ja koysielementti tasossa.
Merkit&&n: O-tilassa c; = (ai’bi]
F-tilassa z, = (xi.yl)
Wi T Xy TG
Aug = Wi Wy
Sw. = Wi - W,
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Siirtymien reunaehdot: w: = w;+1 = 3
Voimien reunaehdot: Fi = {Fia‘Fib] i=1,2,...,n+1
tFy * Freq * 0

Kéyden poikkileikkausala Aio = Aio[Sio] v Ai[Si)

Yht&ldn (1) mukaan

i
Hl = X1 - k§1 Fka
i (15)
V. =Y, - L F
i 1 b =4 kb
S; = (Hi,Vi), jollein sauvan s; suuntakosinit ovat
Hi Vi Vi
= = = a1 3 =z =)
cos a. T§;T , cos Si TEIT sin o, (tai tan.ai . (16)
Yht&dlon (5) mukaan si~koordinaatistossa
S. = H, cos a. + V. cos B. = [H? « \J'?)U2 (17)
i i 1 i 1 i i !
Sauvan s, venyméd on yht&1ldn (6) mukaan s;-koordinaatistossa
Sio BUi
e, = ei(Si} = { Fi(Si/AiD(s)] ds (tai e; = §§;) (18)
Yhtaldn (10) mukaan
Au, = (s, + e.lcos a. - (a. - a.)
L io i i i+1 i (19)
Avi = (Sio + ei]cos Bi - (bi+1 - bi)

Yhtdlén (9) mukaan, kun kirjoitetaan U:n lauseke viimeiseksi, saadaan

1{Hi[(siD + e;leos a; - (ay , - ai)]
(20)

+ v, [lsy, + eg)sin oy - (b, - b,)]

=
I
LU g B

i

- (S.e. - U.})}
§51 i

Kun varioitavina suureina ovat X1, Y1, Si' Bys Oy jolloin n&ita
sitovia ehtoja ei esiinny T in lausekkeessa (20), saadaan ainoastaan

tasapainoyht8ld (15) huomioituna
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n .
- l - -
§m, = 151{5?? 6X1[Esio+ei]cos o, as,y ai]J + H;cos uiﬁei +
dcos @, IV,
*Hlsggrey) —ga— 89y gy, SVqllsygredsin oy -
dsin a
= (bi+1_bi)] *+ Vysin o, e, + V (510+81] ——55;_— da, -
3l
n
= 151{[(Sio+ei]005 o - (ai+1-ai]]dx1 * [{si0+ei]s1n a, -
oU

- (by,4-b;)] &Y

e : -
1 (ei §§;3 681 + {Hicos @, + Vi81n a,

- 8;)8e; + (s; +e;)(V,cos a; - H.,sin aiJGai} =0 (21)
ja kun Jjoukko {6X1, 5Y1, 5Si, ﬁei, 5di | 4 = %:2:s.:0n) on Vagas,
tdsté seuraa

n
iz_‘31[(5iD + ei)cos a, - (ai+1 - ai)) =0 (22a)
n
ifq((sio * ei)51n a, - [bi+1 - biJ) =0 (22b)
3L -6 -0« (18)) (23)
i
ja tasapainoyht&ldt (16), (17) (24)

Yht&dldistd (22), (23) ja (24) voidaan ratkaista varioidut suureet

Xqs Yq» e; Jja o . Samat yht&ldt (22), (23) ja (24) saataisiin aset-
tamalla

anc anc anc anc anc .

3%, = 3V, = 7S, = 5%, = 53, =0 i = N2y« vy

Kun huomioidean viela riippuvuudet
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- (an+1 - 813 (25a)

L3 e B
]
~
[1}]
'
o1}
—
]

« (b - b

e ) (25b)

1

" 13
]
—
o
1
o
—r
n

materiaalin muodonmuutosyhtdld (23) ja tasapainoyhtsdl6t (24), saa-
daan kdysiyhtd16t (22) muotoon
HiEX1J
; (Sic + ei(X1.Y1]] W = (an” - 81) (2Ba)
Vi(Y1J
. (Sio + ei{x1,Y1]] Si(xq'y1 - Ebn+1 % b1] {26B)

. 13

i

LU e liem |

i
N&istd voidaan ratkaista tuntemattomat voimasuureet X1 Ja Y1. Tasa-
painoyhtdld (16) on sauvaelementin §; ns. momenttitasapainoyhtdld ja
se m3ardd sauvaelementin s; rotaation a. voimien vai avulla,

Yhtaldt (25) sisdltdvat yksinkertaistuksen. Ratkaistasssa
pistekuormien kuormittamaa t&ysin taipuisaa koyttd voimamenetelmsl-
la, kdyden O-tilassa voidaan olettaa kbyden kiinnityspisteiden v&lil-
18 kdyden (tai sauvaketjun) muodoksi mik3 tahansa geometrisesti mah-

dollinen muoto. Sauvaketjun nivelpisteiden koordinaatit saadaan yhts-

16ista
i-1 | Hy (X4)
x; = ay ¢ k§1 (Sko + ek(x1'Y1)]§ET?:TV?T (27a)
i-1 Vk(Y1)
y: = b, ¢+ L (s + g, (X,,Y,)) (27b)
1707 0y ke T A MY BT

Jos kdyden materiaalin perusyht&ld on € = %U (Hooken laki) ja poikki-

leikkausala AiO(Si] = A = vakio, saadaan kdysiyht3lst (26) muotcon:

n
1 il
- - " 283)
i§1 SiuHi(x1)(§;TRTTV;T + EA] (an+1 31] 0 (28a)
. 1 1
if1 siDVi(Y1](m + EA-) - [bn+1 - b.]) =0 (28E)

Ja nivelpisteiden z; koordinaatit:

3
in
L



P, Holopainen: Riippuk8yden yleinen teoria 1

i-1
_ 1 1
x; = ay ¢ kE1 SkOHk(X1)(§;Ty:TVTT + EK] (29a)
1-1 1 1
y; = by + 2 skDVk(Y‘i)[m + 1) (29b)
k=1 1e

Kun i = n+1, yht&l8istd (27) ja (29) tulee vastaavat kdysiyhtalot
(26) ja (28).

Kun varioitaviksi suureiksi otetaan yksinomaan staattisesti
m&ariamittdmat voimasuureet X1, Y1, tarvitaan kaikki tasapainoyhta-
18t (sitovat ehdot), jolloin suureet Si’ @;» @ TN lausekkeessa

(20) lausutaan voimien X,,Y, funktiona yhtalsita (15), (16), (17)

ja (18) kdyttéen. T&lldin

n
T, = i51{H1(X1][(si0 + ey (Xg,¥ )dcos a (XY, - (e, - ai)ﬂ
+ VY [(sy + ey (X, Y )dsin ag (X,Y) = (by 4 - b;)]
- (50X, Y de; (XguY,) - T3S 00Xy, Y300} (30)

ja kuten edelld, vrt. (21)

n
6m_= if1{[(5i0 + Bi(xq.Y1])cos o, (Xg,Y,) - Gz oy ™ ai)]GX1

[(sy, *+ e3(Xga¥))sin ay(X,Yq) = (by,q - byI]8Y,

+

[H; (Xq)eos @ (X,¥) + Vi(Y )sin o (X,Y) -

Bei aei
= Si(X1.Y1}](§§? 5X1 + sv; 5Y1) = [ei[X1,Y1J
— 3S. 9S.
au i i
BEEN Ji 5%, 0% T AV, 8 ) ¢ U554 *

+

eifxﬂ,Y1]3[Vi(Y1]cos as (Xy,Y,)-

a0, oa.
. 1 1 _
- H (X, )sin ai[X1,Y1]](§§? §X, 377 §Y) = 0 (31)

ja kun joukko {8X,, 6Y1} on vapaa, seuraa
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(s, + ei(X1.Y1J)cos ai(xq,v1) - [ai+1 - gi] 0 (32a)

io
[Sic + ei(x1,Y1]J51n ui(X1,Y1] - [bi+1 & bi) =0 (32b)
Muut 6X1:n ja 6Y1:n kertoimina olevat hakasulkulausekkeet ovat ident-
tisesti nollia M in lausekkeeseen sisdltyvien sitovien ehtojen (17),

(18) ja (18) perusteella.

Luonnollisesti samat yht&18t (32) saataisiin asettamalla

om _(X,,Y,) am_(X,,Y,)
__C,ﬁ__l_zg _F_ﬁ_i_:g £33
] 1

Kun huomioidaan yht&l6n (25) mukainen sievennys, on saatu suoraan
kOysiyht&ldt (26), joista tuntemattomat suureet X1, Y1 voldaan rat-
kaista.

Jos varioitavina suureina olisivat seky tukireaktiot X1, Y1
Jja sisdiset voimat Si’ saataisiin k8ysiyht&lst (siirtymien reunaeh-

dot) ja yht3ltt (18), materiaalin muodonmuutosyhtdlét (vrt. (p3) s.

1321 5
3.2 KSyttd kuormittavat sen tasossa olevat tason kiinteisiin pis-
teisiin c; suunnatut pistekuormat Fi[zi}
Kéydelle padtevdt s. 135 esitetyt otaksumat.
0 ax

by

Kuva 4, Kdysi, kiinteisiin pisteisiin suunnatut kuormat Fi(ZiJ ja
sauvaelementti tasossa.

145



P. Holopainen: Riippukdyden yleinen teoria I

Merkitd3dn (kuva 4): D-tilassa c; = [ai,bi)
' - ' ’
c§ [ai,bi]
F-tilassa z, = [xi,yi]

wi - Xi = Ci

By = Wieq " vy

Sw, = wr -

Wi W,] W1
Siirtymien reunaehdot: w' = w" =w!*=0 i=2,3 n

y fW n+1 i e

Voimien reunaehdot: Fi = Fi(zi} s Tl W TR

Koyden poikkileikkauksen ala Ain = Aio(siol Ai[si]
Pidet&dn kdyteen vaikuttavia ulkoisia voimia Fi(zi], voimakomp-
ponentteja Ficos Ei Jja Ficos N o» aluksi kiinteind ja valitaan staatti-

sesti m&drdamadtttmat suureet X1 ja Y1 kuten kohdassa 3.1 (kuva 4).

Télldin saadaan tasapainoyht&lét:

i

H1 = X1 - I Fk cos Ek (34a)
k=1
i

\:’:L = Y1 - § Fk cos n. (34b)
k=1

(Fy = Fpq = 0)

Joissa
2 2 - . = = = i
cos §k + cos'ny = 1; cos n, 1 cos?E, sin Ek (358)

Kun Hi ja Vi yhtéldistd (34) sijoitetaan k&ysiyhtdloihin (26), ne
toteutuvat kaikilla gk:n arvoilla. Jotta voimareunaehdot toteutuisi-

vat my8s pisteissd (a; , b;), tulee olla

’
1

aé T X
cos Ek = = (36a)
/(a& - xklz + (bk - ykj
b - vy
cos n, = Koo K K = 2,3,5060,0 (36b)

vlag - xk]2 + (bé & yk]7

Ndiss& olevat koordinaatit X Jja Yi saadaan yht&ldistd (27). Kun
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-ndmé lausekkest sijoitetaan yht&166n (36), n&m3 yht&dldsn (34) ja
edelleen ndmid kdysiyht3ldihin (26), saadaan t3lls tapaukselle lo-
pulliset kdysiyht&15t, joista voidaan ratkaista X Ja Y. Sen j&lkeen
sisdisten voimien jakautuminen saadaan tasapainoyhtdldista (34) ja
sauvaketjun nivelpisteiden koordinaatit yhtdldistad (27). Jos kdy-
den materiaalin perusyht3ld on € = o/E ja kyden poikkileikkauksen
ala Aj(s;) = s = vakio, i = 1,2,...,n, kdytetddn yhtaldiden (26) ja
(27) sijasta yht&dlsitsd (28) ja (29).

Kun nyt sauvaketjun nivelpisteiden koordinaatit (xk,yk] tun-
netaan, tunnetaan yht3lén (36) perusteella cos Ek Jja cos N jol-

loin voidaan laskea kdyteen vaikuttavien voimien Fi komponentit

-n
1]

k, x Fk GO Ek

F = Fk cos n,

K.y
Kun n&méd sijoitetaan suoraan kdysiyhtdléihin (26) tai (28), saadaan

staattisesti midriddmattimille suureille X1, Y1 samat arvot kuin edel-

1a.
4, KOYSI 3-DIMENSIOISESSA AVARUUDESSA

4.1 Kéyttd kuormittavat pistekuormat Fq = [Fi1’ Fins FiB}

Kéydelle patevat s. 135 esitetyt alkuolettamukset.

Fin

Kuva 5. K8ysi 3-dimensiocisessa avaruudessa. .
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Merkitdan (kuva 5) 0O-tilassa a; = (311"312' aiﬁl

F-tilassa X; = (xi1, Xi% xi3)

U, = X. = a.
i i a3
Au. = u, - u,

i i+1 i

»
6ui = Uy - uy

Siirtymien reunaehdot: u: = u:+1 = 0 (kiinnityspisteet siirtymdt-
témid)
Voimien reunaehdot: Fi = (Fii' FiZ' Fi3] 1= 1,25000:n+1

(F1 = Fn+1 = 0)
K8yden poikkileikkauksen ala A, = Ain(sio) = Ai(si)
T7&ma ei sisdlld kohtaan 3.1 verrattuna oleellisesti uutta, joten tar-

peelliset yht&1l6t esitetd&&n luettelomaisesti.

i
Hij = X1j - k§1 ij i=1,2,00.,n, j=1,2,3 (37)
S; = (Hiqs Hips Hy3)
Jolloin
Hi'
cos aij = Tng ® CcOSs ai1 : COSs aiZ : COs ai3 = Hi1 3 HiZ s Hi3
: (38)
S, = 3 Hy. o08 .. = (SHt)M2 (39)
1 e ij ij ij
sio
8, = Ei(Si] = { Fi(Si/AiD(S]) ds (s-koordinaatistossa) (40a)
tai

_ 23U

Bi = "3—8"'- (4Ub}
i
Auij = (siD + ei)cos aij - {ai+1,j - aij) (41)
n 3 .
mn, = L {1I Hij[(siD + e;lcos @34 " (ai+1.j - Bij]] =
i=1 j=1
- (S;ey - ui)} (42)
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Kun variocitavina suureina ovat

{x1j, Si» Bys Oy40 G4 | 4 = 152,50ien, 5 = 1,2,3)

im = ¥1 = oy = ‘a,
cos a4 , cos*a;, cos‘a,,

nditd sitovia ehtoja ei LAY lausekkeessa esiinny ja saadaan

n 3

g ([(siD + eglcos a; . - (

m a. .
i=1 j=1 1 144

C

- aij)}ax1j .

- - - i +
+ (Hij cos aij Si)ﬁei] (ei §§;]531

cos 011
v (s5o *+ ey (-Hyy + Hyqg EEE‘E;;JGai1 * ls5y *+ Byl l-H;y +
cos Q'.iz
Hi3 EE_S_Q‘.;;)GG'}.Z} = 0 (43)

ja kun joukko {6Xij, 8§8;, Se;, Sayy, Say, | i =1,2,00.,n, §j = 1,2,3}

on vapaa, siitad seuraa

n
i§1 [Sid + ei)cos a5 " [ai+1,j - aij] % B j = 1,2,3 (44)
an
i
ja tasapainoyht3lst (39) ja (38) -

Samat yhtalot (44), (45) ja (46) saataisiin asettamalla

am am am am am ,
axc - asc B aec g o 3 S— =0 i=1,2,00,n, j = 1,2,3
ij i i G Gy : (47)
Kun
n
e, T ag) 7 (e 5t ey p) ()

saadaan kdysiyht&ltt (44) sievennetyksi kuten kohdassa 3.1 muotoon

Hi s 05 )
1j 71J - - -
(Bgg = Byl o Dg G ved ~ Whad,g ~ %l = 0

e 3

J = 1,23 (48)
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Ottamalla Hij' Si ja ei(SiJ yhtaldistd (38), (39) ja (40a) suureet
X11, X12, X13 voidaan ratkaista.

Nivelpisteiden koordinaatit saadaan lausekkeista

1.~ (X )

X5 = 935 * kf1 (8es * ek(x11""]]S (X

) J=1,2,3 (50)
11,---

Jos kdyden materiaalin perusyht&ldé on € = 0/E, ja poikkileikkausala

Aio(sio) = A = vakio, saadaan koysiyht#&1ldt (50) muotoon

) 1 1 )
E By 1J(X )( (X11....T + EK] - (a . - a..) =20 (51)

ja nivelpisteiden X koordinaatit ovat
=1

1,2,3 (52)

ko kg(x S (X11,...I "R J

1
Kun i = n+1, yhtdldéistd (50) ja (52) tulee vastaavat kdysiyhtdlét
(43) ja (51).

Kun varioitaviksi suureiksi otetaan yksinomaan staattisesti
mddr&édmattémadt voimasuureet X11, X12, X13, tarvitaan kaikki tasapai-
noyhtdldt (sitovat ehdot), jolloin suureet Si’ gy ja aij Mo in lau-

sekkeessa (42) lausutaan voimien X195 Xqo» X13 funktiona yht&lgita

(33), (40a) ja (38) kayttden. Tdten saadaan

n 3

Te = .§ {_§ Hij(X“,...][[siU & ei[X11,...]Jcos aij[X11,...)
i=1 j=1
(ai+1'j = aij)] (Si(x11,--.)ei[x11,.--)

Jja kuten kohdassa 3.1
n 3
§r = I {:

[[s + e;(X;q9,. Ncos aij(x11,...] - (a
i=1 j=1

is1,j

a1j]]6x1j * [Hij(x11....Jcos oy 5 (Xgqeene)
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983 30 1 °S3
- Sifx11a---]]ﬁa Gx1j & I:Bigx.],]...-) - ‘s’é—i] 3?1'3 6x1j} +

+ (Sio + Bi(x,],]....]] -[Hi1(x11,l|n] +

LD S ;
quj 1] * (510 *

+

cos aii[x11"")]3°i1

= ¢ (AP
i 3~%11 cas aia(x11,...]

+Ei(x,11jlli))[- Hiz(x‘]1’--|] +

¢ Hyg(Xyqsees) i ui2;§11"'l;] aai1gx11"") §%,.} = 0
i cos 0 (X, qsene X1j 13
_ (54)
ja kun joukko {8X, 6X2, GXS} on vapaa, ssuraa
3
ifi [si0 + ei(X11,...J)cos aij(x11,...] - [ai+1,j - aij]
=0 j = 1,2,3 (58)

Muut 5X1j:n kertoimina olevat hakasulkulausekkeet ovat identtisesti
nollia T in lausekkeeseen (53) sisdltyvien sitovien ehtojen (38),

(33) ja (40a) perusteella.

Luonnollisesti samat yht&ldt (55) saataisiin asettamalla

aT (X ;-:-]
g 3;1 =0 5 =1,2,3 (56)
15

Kun huomioidaan yht&ldn (48) mukainen sievennys, saadaan suoraan
kbysiyht&lst (49), joista tuntemattomat suurest X,,. X,5, X;5 yoi-

daan ratkaista.

Jos varioitavina suureina olisivat tukireaktiot X11, X12, X13
ja sis8diset voimat Si’ saataisiin kdysiyhtdalot (siirtymien reunaeh-
dot) ja yht&l6t (40b) materiaalin muodonmuutosyht&ld, vrt. pg s.

132.
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4.2 Kéyttd kuormittavat avaruuden kiinteisiin pisteisiin H

suunnatut pistekuormat F, = Fi(Xi]

Ktydelle pdtevdt s. 135 tehdyt alkuolettamukset.

Kuva 6. Kéysi ja kiinteisiin pisteisiin suunnatut kuormat F [x )
3-dimensioisessa avaruudessa.

Merkit83n (kuva B) 0O-tilassa a; = (311' ;55 ai3]
| ] v v
al [ai1, alss ai3]
F-tilassa My (xi1, X300 Xi3]
Uu. = X. = a.
i i i
Aui = Uj,q T oug
_._
du = uy uy
Siirtymi hdot: ot = v , s u.® = § 1= 2,3
iirtymien reunaehdot: wu, = u_, 4 = u; = 1= 2,3 s

(tukipisteet liikkumattomia)
Voimien reunaehdot: Fi = Fi(zi] i=2,3,4:a,n
Kéyden poikkileikkauksen ala A, = Aio(510] = Ai(Si]
Pidetddn aluksi kdyteen vaikuttavia ulkocisia voimia Fi’ voima-
komponentteja Ficos Ej' kiinteind ja valitaan staattisesti ma&araamat-

t8médt suureet X11, X12 ja-X13 kuten kohdassa 4.1 (kuva 6). T&lldin

saadaan tasapainoyhtdldt
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HlJ = X1j - k§1 F, cos Ekj [87)
F1 = Fn+1 =0
joissa
g cos?E, . = 1 (58)
j=1 =

Kun Hij yht8ldstd (57) sijoitstaan kdysiyht&ldihin (49), ne toteutu-

vat kaikilla cos Ekj:n arvoilla. Jotta voimien reunaehdot toteutui-

sivat myds pisteissa ai, i=1,2,...n, tulee olla
al, - x, .
cos &, . Y- = 1,2,3, k= 2,39,..0.n (59)
kj 3
Z (a'- - K ')
ja1 kj kJj

Jjossa koordinaatit X3 saadaan yht&ldistd (50). Kun nd&m& lausekkeet
sijoitetaan yht&lddén (59), n&m& yhtdlddn (57) ja edelleen nidmid kdy-
siyhtdldihin (49), saadaan tdlle tapaukselle lopulliset kdysiyhtéa-
16t. Niistd voidaan ratkaista {X1, Xos XS} ja sen j3lkeen sisdisten
voimien jakautumien tasapainoyht&ldistd (57) sekd nivelpisteiden
koordinaatit yht&lgistd (50). Jos kdyden materiaalin perusyhtdld on
€ = 0/E ja kbyden poikkileikkausala Ai(si] = A = vakio, 1 5 1,2, sy

yhtaldjen (48] ja (50) sijasta kdytetdd&n kaavoja (51) ja (52).

5. KBYDEN KUORMITUS KAHDESSA VAIHEESSA

Kuormat: {F%, F? | 3 = 43R neiite J = 1:2:3)

Tatd tapausta kédsitellddn ainoastaan 3-dimensioisessa avaruu-
dessa, mutta saadut yht&lot voidaan helposti muuttaa koskemaan 2-di-

mensioista tapausta. Alkuolettamukset ovat kuten kohdassa 2 s. 135

1 9 3 . ’p = lp =
Siirtymien reunaehdot: u, U ]
Voimien rsunaehdot: Fi = [Fi1‘ Fi2’ Fis}

{vrt. kuva 5)
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Merkit3&n kuormatilasta g syntyvid suureita ylédindeksill3 C

o-tilasta ylédindeksilla P ja g+p -tilasta syntyvid suureita ilman
yldindeksia.

Jos kuormia F% vastaava voimatila tunnetaan, saadaan helposti
lasketuksi 0O-tilaa vastaavat sauvaelementtien pituudet Sio ja kdyden
muoto saa olla mielivaltainen. F? -kuormien aiheuttama muutos g-ti-
laan saadaan lasketuksi m33aritt&m&lla ensin yht3lésta (38) H?. ja

J
sijoittamalla edell3 kohdassa 4 oleviin kdysiyht&ldihin (51),

= HB 4 P P
X11,...] Hij(x11....] + Hij[x11""] (60)

Hij[
Ndistd ratkaistaan g+p -tilaa vastaavat voimat X11, X12, X13, jol-
loin X?j = X1j = X%j. Vastaavasti nivelpisteiden koordinaatit saa-
daan yhtaldista (52), jolloin x? = x; - x%. Edelld esitetyss3 lasku-
tavassa F%- Jja Fg -kuormien komplementaarienergia on md&ardtty samas-
ta D-tilassa olevasta muodosta 1&8htien. Ts. em. kuormat on asetettu

vaikuttamaan samanaikaisesti.

‘Oletetaan, ettd F® -kuormat asetetaan ensin O-tilassa ole-
vaan rakenteeseen, mikd voi olla esim. kByteen ripustetun rakenteen
oma paino ja sen lisdksi esijd@nnityksestd, l&mpd&tilan muutoksesta
tms. kdyteen aiheutuva kuormitus, ja oletetaan g-tila ratkaistuksi,
jolloin siis yhteensopivuusehto so. ﬂgzn ddriarvoehto, gradxgﬂg = U,
on taytetty. Oletetaan lis&ksi, sttd g-tilassa olevaan rakenteeseen

asetetaan vaikuttamaan voimat F?. Jolloin niiden aiheuttama lopputi-

la on sama kuin edelld. Kuormitusjarjestys voitaisiin huomicida m&é&-

p

rittamélla nyt g-tilasta lédhtien siirtymien Gug potentiaali T ja

asettamallsa gradxp wg = 0, josta saadaan ratkaistuksi suureset ng.

T&ll8in saadaan

n 3
P, - P B . E P P - - 118 -
Lo Te © T, e o+ i§1{j§1{Hij + HijJA ujj (Ui Ui)}
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n 3
= n% + U8+ T (2 (HiJ + HEj][(sg + e?]cps uij -
i=1 j=1 )
- g - - -0
(%341, 3 x J] (S;e; - U} (61)
Jjossa
cos @y, = Hyy / s, | (62)

Yht&81ldn (8) perusteella NE voitaisiin kirjoittaa termeittdin samoin
kuin U%. Néma sisaltavat kuitenkin vain tunnettuja g-tilan suureita,
joten p-tilan suureita varioitaessa suureilla E, U% tai ﬂE + UB =
IIHE, Au%j = ZF%. u% el ole merkitysta.

ij
Asettamalla GHE = 0 saadaan kuten kohdassa 4.1 yht&1&ists

(43) tai (54) kdysiyhtalst

g P(xP - (xB - x5 -
(si + ei[X11,...)]cos aij(xqq,...] (xn+1,j x1j) 0
1

»2,3 (63)

G b3

Jja sauvaketjun nivelpisteiden koordinaatit

i-1 Hi +(X.:)
= B ‘ g PryP ki "j
xij X1j + kf1 (sk + ek(X11,...]] Sk(x

) Jj =1,2,3 (64)
11,-.-

Jos kdyden materisalin perusyhtdld on € = 0/E ja kdyden poikkileik-

kausala Aio(sio) = A = vakio, saadaan kBysiyhtdldt (63) muotoon

H. (X . ) (X11...J

g 1 - - B @
] E"%'TT%:TT (Si + EA ) {Xn+1'J x1j] 0 (65)

Jja nivelpisteiden koordinasateille lausekkeet:

=]

i

) S g fok! |

(B EA“" ) (66)

Sauvaelementtien pituudet Sio voidaan helposti laskea tunnetun g-ti-

lan ja materiaalin perusyhtdldn avulla.

Komplementaarienergian lauseke (61) ei ole numeeriselta arvol-

taan sama kuin lauseke (42) tai (53).
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6. KOYDEN LAMPUOJIANNITYKSET

Kéyden lémpodpiteneminen ei aiheuta varsinaisia lampdjénnityk-
sid vapaaseen kdyteen, sillé lamptpiteneminen p&&see vapaasti tapah-
tumaan. L&mpdpitenemisestd syntyvé jénnitystilan muutos aiheutuu
pelkadstdédn kdyden muodon muuttumisen vaikutuksesta. Se huomiocidaan
kdyden osien (sauvojen) pituuksissa k&ytt&mdlld kdyden osien pituuk-
sina i, niiden todellisia pituuksia ko. lampdtilassa t. Arvot S

saadaan tunnetusti

St = (1 = gl = to)si,o(to) (67)
Jjossa o = materiaalin lé&mpodpitenemiskerroin

t = todellinen lémpétila

S:o (tD] = kdydenosan tunnettu pituus l&mpbtilassa to'
7o LASKUESIMERKKI

Alkuolettamukset ovat samat kuin kohdassa 2. s. 135. Kbyden

materiaali noudattaa Hooken lakia. Sen kimmokerroin E = 21 000 000

Mp/m? ja poikkileikkauksen pinta-ala A = 0,0150 m?. Koordinaatistot
ovat O-tilassa a4, 85, ag ja lopputilassa X4 Xo» Xg (kuvat 7 - 9].
Annetut pistekuormat F, ovat (péétepisteissd F, = Frvef ™= 0}
{F1 = 0 Mp), Fy = 80 Mp, F3 = 60 Mp, F, = 50 Mp, F. = 60 Mp
(F5 = 0 Mp)

Té&ten kOydengsien ch lukumddrad on 5. Kdyden p&&tepisteet a, (0,0,0)

Ja ag = (100,0,0) ovat kiintedt.

Laskemista varten saadaan (51)std koOysiyhtdloiksi
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5 i-1 ‘ 4
o810 Kyy 0 B Rl 17 7z
i=1 k=1 2
I Xy - I F.)
j=1 J k=1 J
1 -
* 375000 ~ (855 " aqy) = O
Ja (52):sta nivelposteiden X4 koordinaateiksi
- k-1 )
i 790 Eoske®y T B Pyl k=1 172
[ I (X, - I FE.JQ}
j=1 J =1 J
P, W
315 000

Lasketaan kuvien 7 - 9 esitt3mit tapaukset, joissa on vaihdeltu

pituuksia.

voimien Fi suuntia ja kdydenosien S:o

(100, 00)

Kdva 7. Tapaus 7.1

K8yden pituus O-tilassa 100 m (kdysi on suora). Voimat F; ovat pys-
tysuoria. Seuraavassa riveilld 1-3 on annettuja arvoja ja riveill3

4-10 laskettuja arvoja
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i = 1 2 3 4 5 6

185 o [m 20 20 20 20 20

2 Fiy [Mp] 0 0 0 0 0

3 Fio [Mp] 0 90 60 50 60

4 H;y  [Mp] 1078,33 | 1078,33 |1078,33 |1078,33 |1078,33

5 H;p,  [Mp) 140,08 50,08 -9,92 -59,92 |-119,92

6 S; [Mp] 1087,40 |1079,50 |1078,38 |[1080,00 |1084,98

7 055 [kp/cm?(7249,30 |7196,64 |7189,20 |7199,99 |7233,22

8 x5y [m] 0 19,802 | 39,945 | 60,016 | 80,054 | 100,000

9 x5, [m] 0 2,585 3,516 3,332 2,218 2,384-10"°
10 s;  [m] 20,0690{ 20,0685 20,0685 20,0686 20,0689

Kuva 8. Tapaus 7.2

(100,00)

Koyden pituus O-tilassa on 102,40 m. Voimat Fi ovat pystysuoria.

Seuraavassa riveilld 1-3 on annettuja arvoja ja riveilld 4-10 las-

kettuja arvoja.

i= 1 2 3 4 5 6

1 8; o [m] 21 20,2 20 20,2 21

2 Fyy [Mp] C 0 0 0 0

3 Fy, [mp] 0 90 60 50 60

4 Hyy  [Mp] 383,36 383,36 393,36 393,36 393,36

5 Hyp,  [Mp] 140,38 50,38 -9,62 -59,62 | -119,62

6s; [M] 417,66 396,58 393,48 397,85 411,15

7 o;. [kp/em®]|2784,42 | 2643,84 | 2623,20 | 2652,36 | 2740,98

8 x;q [m] 0 19,804 39,866 53,885 79,882 | 100,000
9 x,, [m] 0 7,068 9,638 9,148 6,118 2,861+10"°

i2

10 s, [m] 21,028 20,225 20,025 20,226 21,027
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(10000)

K6yden pituus 0O-tilassa

Kuva 9. Tapaus 7.3

on 102,4 m. Voimat Fi ovat suunnatut tason

X4 %o kiinteisiin pisteisiin ai. Riveilla 1-4 on annettuja arvoja ja

riveilld 5-13 laskettuja arvoja.

i= 1 2 3 4 5 6
18 o [m] 21 20,2 20 20,2 21
2 F;  [mp] 0 90 60 50 60
3 a;, [m] 0 18 39 61 82
4 a,, [m] 0 12 12 12 12
5 H;y  [Mp] 360,62 391,52 411,15 393,36 373,05
6 H;5 [Mp] 130,80 46,26 -10,43 -57,16 |[-113,62
75, [mpd 383,61 394,24 411,29 397,49 389,97
8 o;. [kp/cm®]|2557,40 | 2628,27 |2741,91 |2649,96 |[2599,77
9 x;, [m] 0 19,766 39,851 59,871 79,886 | 100,000
10 x;, [m] 0 7,169 9,542 9,034 6,126 9,537-10""
1 s;  [m] 21,026 20,225 20,026 20,226 21,026
12 Fi,  [Mp] 0 -30,8944| -19,6363| 17,7905| 20,3158
13 Fy,  [Mp] 0 84,5312 56,6958| 46,7279 56,4559
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Tapaus 7.4
Kéyden pituus O-tilassa on 102,4 m. Voimat Fi ovat suunnatut 3-di-

mensioisen avaruuden kiinteisiin pisteisiin ai. Riveilld 1-5 on an-

nettuja arvoja ja riveilld 6-17 laskettuja arvoja.

i= 1 2 3 4 5 6 ’

15; o [m] 21 20,2 20 20,2 21 '

2 F;  [Mp] 0 90 60 50 60

3ag, [m 0 18 39 61 82

4 a;, [m] 0 12 12 12 12

5 a;, [m] 0 40 -40 40 -40

6 Hyy  [Mp] 171,35 176,63 177,62 175,87 171,80

7 Hi,  [mp] 30,20 9,17 -1,84 -11,53 -25,49

8 Hiy [Mp] 41,64 -45,71 13,27 «36,78 22,46

g s, [mp] 178,90 182,68 176,13 179,84 175412
10 o, [kp/cm’)[1192,68 |[1217,88 [1187,50 (1198,95 |1167,49
11 x5, [m] 0 20,125 39,667 59,622 79,387 | 100,000
12 x;, [m] 0 3,547 4,561 4,354 3,058 -4,768+10
13 %55 [m] 0 4,891 -0,166 1,324 -2,694 4,76810°
14 s, [m] 21,0119 | 20,2117 | 20,0113 | 20,2115| 21,0117
15 Fyq  [Mp] 0 -5,2859 | -0,9877 1,7468 4,0767
16 Fyp  [Mp] 0 21,0305 | 11,0126 9,6907| 13,9532
17 F.o [Mp] 0 87,3486 | =58,9724 | 49,0208 -58,2124

Tapausten 7.1 ja 7.2 perusteells todetaan, ettd kéyden 0-ti-

lassa olevan minimipituuden 100 m kasvaessa 2,4 prosentilla kdyden

x1-akselin suuntainen horisontaalivoima H1 on pienentynyt n. 72,5 %

Ja kdyden ja&nnitykset n. 61-63 % (tapaus 7.1). Vastaavasti kdyden
suurin nuolikorkeus on kasvanut 3,52 metristd 9,64 metriin (v~ 2£/10)

Tapausten 7.2 ja 7.3 perusteella todetaan, etts suuntaamalla voimia
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Fi sdteittdisesti alasp3din saadaan tasoitettua kdyden ja&nnitystilaa,
Tapausten 7.3 ja 7.4 perusteella nihddin, etts suuntaamalla voimat
myds x1x2~tasosta ulospdin kéyden jédnnitykset pienenevdt huomatta-
vasti.

Edelld oleva esimerkki on laskettu Helsingin teknillisen kor-

keakoulun osituskdyttétietokoneella Hewlett Packard 2000 A.

Kédytetyt merkinnit

A pinta-ala yleenss

A00 pinta, jossa pintavoimat on annettu O-tilassa
Auu pinta, jossa siirtymdt on annettu O-tilasss

E kimmokerroin

F pistevoima

G tilavuusvoima

Hij sauvavoiman Si Jj:s komponentti x1x2x3-avaruudessa
Hi sauvavoiman Si vaakakomponentti xy-tasossa

Si sauvavoima

T pintavoima

v+

T annettu pintavoima

u muodonmuutosenergia

U[IJ,U(E] kappaleen sisdinen ja ulkoinen muodonmuutosenergia

U komplementaarienergia

Vi sauvavoiman Si pystykomponentti xy-tasossa

ND muodonmuutosenergiafunktio

wc komplementaarienergiafunktio

th staattisesti mdadradamsttdémén suureen Xy Jis komponentti
xszxa—avaruudessa

X staattisesti masrd&mattomén suureen vaakakomponentti xy-tasossa
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Y1 staattisesti mddrddmdttdmédn suureen pystykomponentti xy-tasossa
84,85,84 suorakulmaiset koordinaatit O-tilassa

a;. = (egq.855.255)

a,b suorakulmaiset koordinaatit O-tilassa

cy = (ai.bi)

ey venyma

Bij Greenin muodonmuutostensorin komponentti

f funktio

g oma paino

ij,k, 2 indeksejd, lausekkeissa (al ja (b) summeerausindekseja

n k6ydenosien lukum&ara

0 alaindeksi, joka tarkoittaa ko. suuretta 0-tilassa

p rakenteen pintakuorman intensiteetti

Sij Kirchhoffin ja&nnitystensorin komponentti

S5:6 sauvaelementin i pituus O-tilassa

s% sauvaelementin i pituus g-tilassa

S sauvaelementin i pituus lopputilassa (g+p)

Ujrlssug siirtymien komponentit

U,V siirtymien komponentit

Xq1X5sXqg ortogonaaliset koordinaatit deformoituneessa tilassa
x = [x1.x2.x3]

XY ortogonaaliset koordinaatit deformoituneessa tilassa
z = (x,y])

m kokonaispotentiaalienergia

TR Reissnerin funktionaali

Mo komplementaarienergia

Qg s05,04 suuntakulmat

a,B suuntakulmat
Eij muodonmuutostensorin komponentti
> pituusyksikdn venyma
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£4185,E5 suuntakulmat

Esn suuntakulmat

PorP materiaalin tiheys O-tilassa ja deformoituneessa tilassa
(o SN Jé&nnitystensorin komponentti
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