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Yhteenveto: Laatan taipumafunktiolle voidaan rat-
kaista lauseke potentiaalienergian minimin periaatetta
kidyttden. Téten saatu likim#ddraisratkaisu on yleensd
kiytdnnén tapauksiin riittdvin tarkka. Esimerkkita-
pauksena on selvitetty suunnikkaan muotoisen kaikilta
sivuiltaan vapaasli tuetun isotrooppisen tasapaksun
laatan ratkaiseminen. Kiyttden taipumafunktion kehi-
telmissa koordinaattifunktioina kaksoissinifunktioita
on yksinkertaisesti voitu ottaa huomioon pistevoimat.
Mielivaltaiselle kuormitukselle voidaan muodostaa
kaksoissinikehitelmi pienimmin nelidsumman mene-
telmalld kayttden apuna esim. lineaarisen regressioana-
lyysin ohjelmaa. T#ten esitetty kuormitus on kasitelty
ja tulokset ovat olleet tyydyttivid.

Potentiaalienergian minimin periaatetta
voidaan kiyttdi laattojen likiméérdiseen rat-
kaisemiseen. Matematiikassa siitd kidytetdén
nimity<t4 Ritzin menetelmi. Laatan taipuma-
funktiota w (x, y) haetaan sopivasti valittujen
ns. koordinaattifunktioiden fy lineaarikombi-
naationa muodossa

w(z,y) = aft (@ y + afs @ §) + ...
+ a?’tf?’?, (-T:s y)-

Taipumafunktion kehitelmddn valittujen
koordinaattifunktioiden fy kertoimia aj pide-
tddn vapaina parametreina ja laatan poten-
tiaalienergian lauseke minimoidaan néaiden
suhteen. Tarkkuuden saavuttamiseksi on edul-
lista valita koordinaattifunktiot niin, ettid ne
toteuttavat mahdollisimman hyvin kaikki
reunaehdot ja pystyvdt kuvaamaan laatan
taipumapintaa.

Kun potentiaalienergian lauseke derivoi-
daan vapaiden parametrien suhteen ja deri-
vaatat merkitaan nolliksi, joudutaan ratkaise-
maan lineaarinen yhtaloryhmé kehitelméin
kertoimien saamiseksi. Yhtdloryhmén oikean
puolen vektorin komponentit ovat kuormi-
tuksesta riippuvia integraaleja, ja kerroinmat-
riisin alkio a;p saadaan yleisesti suoraan kul-
loinkin tarkastellun laatan potentiaaliener-
gian lausekkeesta suorittamalla siiné ns. po-
larisointi, ts. korvaamalla /4w, w2y, ja
2wy Wy, vastaavasti lausekkeilla Vefs Vaifk,

fizg{fka:y ja fizzlkyw +lfkmxfiyy- Kerroinmat-
riisista tulee symmetrinen. Jos tarkkuuden

saavuttamiseksi on valittu suuri maard koor-
dinaattifunktioita, yhtaloryhmé tiytyy rat-
kaista tietokoneella. Samalla kannattaa laskea
koneella myds kerroinmatriisin alkiot lausek-
keistaan sekd oikean puolen vektorin kom-
ponentit. Kéytettaessa riittdvén tdydellista
koordinaattifunktioiden jonoa saadaan kehit-
telmalla mielivaltaisen tarkasti taipuman ar-
vot, kun vain otetaan kyllin monta funktiota
fu. k=1,2,..., n. Kaytdnnossi joudutaan
tillsin ratkaisemaan esim. 50 x 50 yhtéléryh-
mié tai suurempiakin. Kannattaa kiyttaa sel-
laista yhtéléryhmén ratkaisuohjelmaa, jossa
iteroimalla tarkennetaan eliminoinnin anta-
maa ratkaisua, niin ettd kehitelmén kertoimet
saadaan yhtiloryhméan ratkaisuna halutulla
tarkkuudella. Téllgin taipumafunktion kehi-
telm#lla lasketuissa taipuman arvoissa tulee
olemaan ainoastaan menetelman likiméardi-
syydestd johtuvaa virhettd. Dekompositio-
menetelmidn perustuva yhtiléryhman rat-
kaisuohjelma on tehokas, sill4 sitda kaytet-
tiaessa tarvitsee yhta laattaa, ts. yhtd kerroin-
matriisia, kohti suorittaa eliminointityt vain
kerran. Samaa laattaa erilaisilla kuormitus-
tapauksilla, ts. erilaisilla yhtalsryhmén oikean
puolen vektoreilla, laskettaessa sadstetaan
huomattavasti koneaikaa, koska eliminointia
ei tarvitse suorittaa moneen kertaan.
Yhtiloryhmén oikean puolen vektorin kom-
ponentit ovat lausekkeita, jotka lasketaan
laatan pinnan yli ulotettuina integraaleina.
Integroitavana funktiona on k:nnessa kom-
ponentissa kuormitusfunktion g(z,y) ja k:nnen
koordinaattifunktion f; tulo. Tasaisen kuor-
man (g(z,y) = vakio) tapauksessa némé in-
tegraalit ovat helposti laskettavissa. Jos kuor-
mana on pistevoima, niin tdmén voiman suu-
ruinen kuorma ajatellaan levitetyksi tasaisesti
vaikutuspisteensi ympirilli olevalle pienelle
»e-ympéristolles, suoritetaan integrointi ja
haetaan saadun lausekkeen raja-arvo, kun
ye-ympéristoid» pienennetédan rajatta. Ko. pieni
ympirists voidaan valita sen muotoiseksi, ettd
integrointi on helpoimmin suoritettavissa. Jos
sitten kuormitus on jotain muuta kuin tasai-
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nen kuorma tai pistevoimaa, sen esittimi-
seksi voidaan muodostaa kehitelmé esim. pie-
nimmén nelidsumman menetelmalld, Qikean
puolen vektorin komponenttien pintaintegraa-
lit voitaisiin tietysti laskea numeerisesti,
mutta kuormituskehitelman kiytté on kui-
tenkin yksinkertaisempaa, jos valitut koordi-
naattifunktiot ovat keskendéin ortogonaalisia
siind mielessa, ettéd

{{ffi‘fk'dfi = O

ja kuormituksen ja taipumafunktion kehitel-
mét muodostetaan kiyttien samoja koordi-
naattifunktioita.

Kuormituskehitelmé pienimmin nelidsum-
man menetelmilld saadaan vaikkapa kiytta-
méllé lineaarisen regressioanalyysin ohjelmaa,
jollainen lienee jokaisessa laskentakeskuksessa
valmiina. Otaksutaan, ettd koordinaattifunk-
tiot ovat selittdvid muuttujia ja kuormitus-
funktio on selitettdavd muuttuja. Pieni apu-
ohjelma voi olla tarpeen niiden kuviteltujen
havaintojen, ts. koordinaattifunktioiden arvo-
jen, laskemiseksi regressioanalyysin ohjelmaa
varten. Selitettdvistd muuttujasta tehdyt
havainnot ovat juuri kuormituksen arvot pis-
teissd, joissa se on mitattu. Lineaarisen regres-
sioanalyysin ohjelmiin liittyy yleensi mahdol-
lisuus painottaa eri havaintoja eri lailla. Onkin
mielekéstd painottaa selitettdvin muuttujan,
ts. kuormituksen, laatan keskustassa olevia
arvoja enemmaén kuin reunoilla olevia, koska
niiden vaikutus taipumaan on vastaavasti
suurempi. Regressioanalyysiohjelman anta-
maan kehitelmédn kuuluva vakiotermi voi-
daan ymmértaa tasaiseksi kuormaksi. Jos sa-
malla laatalla on kuormituksena pistevoimia,
niin laatan ratkaisuohjelmasta kannattaa
tehdd sellainen, etti niiden kolmen erilaisen
kuormituksen aiheuttamat taipumat super-
ponoidaan.

Laatan potentiaalienergian lauseke riippuu
reunaehdoista, ts. tukemistavasta, joten kay-
tédnnossd joudutaan eri laatoille ohjelmoimaan
erikseen se osa, jossa lasketaan yhtaloryhmén
kerroinmatriisin alkiot.

Esimerkkind on ratkaistu suunnikkaan
muotoinen kaikilta sivuiltaan vapaasti tuettu
isotrooppinen tasapaksu laatta, jonka kuor-
mitus koostuu tasaisesta kuormasta, pistevoi-
mista ja kehitelmélld esitettivista ns. mieli-
valtaisesta kuormituksesta. On oletettu, etti

ohuiden laattojen teorian normaalit yksinker-
taistavat otaksumat pitdvit paikkansa., Ku-
van 1. mukainen suunnikaskoordinaatisto
(2,y) on ollut kdytossid. Taipumafunktiolle on
haettu kehitelméai

w(z,y) = aif1 (v.5) + asfs Ty 4 ...
+ tpfp (T.y);

missé koordinaattifunktioina fr(z,y) on kiy-
tetty kaksoissinifunktioita  fy(z,y)
sin twx/a - sin uzy/b Funktiot f; on kehitelmés
varten pantu jonoon siten, ettid k:n kasvaessa
vastaavien kertoimien ¢ ja u summa kasvaa
monotonisesti, ts. fy:t vastaavat kerroinpareja
I, u seuraavasti

Kuva 1,
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k1 2 3 4 5 6 7 ...
(w) (L1) (1.2) (1) (13) (22) B,1) (1.4). ..
Tama jérjestys on osoittautunut edulliseksi,
silli  w(z,yyn kehitelman kertoimet «a;,
i=1,2,...ntulevat talléin pienemién melko
tasaisesti. Ko. laatan potentiaalienergian lau-
seke on

W = }“; ” [(V2w)E + 2 (1 — ») (wlyy (1)

— wxx wyy)] da — qu q wda

Kun W:n lausekkeeseen (1) sijoitetaan w(z,y)
I

= Z arfr(z,y) jamerkitdan osittaisderivaatat
k=1

ag:itten suhteen nolliksi ja nédin saatujen yhtéa-

loiden molemmat puolet vield jaetaan K/2:1la,

saadaan lineaarinen yhtaléryhmd, josta az:t

voidaan ratkaista. Kerroinmatriisin alkiolle

d;; saadaan lauseke

ae = [ IV \Pfie + (1 =) @ fiay fraw ()

— fizz [kyy — iy [kaz)lda

ja oikean puolen vektorin komponentille by
1 3

be = 2 Il g@y) - futap)de .

Kun sijoitetaan

fi(x,y) == sin paxfa -sin ray/b

fr(z,y) = sin lzxja - sin uny/d

vhtaloon (2) ja merkitiddn Iyhyesti (ks. kuva 1.)

€ = COS ¢, § = Sin @,
a ja b suunnikaslaatan sivujen pituudet,

5 [ O, kuni# j . 5 [ 1,kuni# j
=) 1L,kuni=jJ3%% = | 0, kuni=j

saadaan

9
ipp = Z dj ]j (4)
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Lausekkeen (3) mukaan laskemalla saadaan
tasaisen kuorman g tapauksessa
p _ abeg 1—(=D# 1—(=1F ()
e u l

Jos laatalla on kuormituksena pistevoima F,
F:n suuruinen kuorma kuvitellaan levitetyksi
tasaisesti vaikutuspisteensd (zg.jp) suunnik-
kaan muotoiseen pieneen ympéristéon. Tamén
»e-ympiriston» sivujen pituuksia voidaan mer-
kité £1:114 ja e9:1la. Lasketaan sitten integraali
(3) tdmdn pinta-alaltaan &; - escos @:n suu-
ruisen alueen yli ja haetaan saadun lausek-
keen raja-arvo. Saadaan

F : 6
?-sinin%’-smuss% )

by =
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Jos laatalla on muutakin kuormitusta kuin
tasaista kuormaa ja pistevoimia, pienimmén
nelicssumman menetelmilla voidaan esim. li-
neaarisen regressioanalyysin ohjelman avulla
muodostaa kuormituskehitelmé

qxy) = so + sifi@y) + sefe(zy) + ... +

Smfm (X,1)

missé fx(x,5):t ovat samoja kaksoissinifunk-
tioita, joita taipumafunktion w(z,y) kehitel-
méssdkin kaytettiin. Vakiotermi sy otetaan
huomioon tasaisena kuormana. Kun ¢(z,5):n
kehitelmé sijoitetaan (3):en ja integroidaan,
saadaan

(7)

abe
K

Ohjelmapakkausta sovellettiin laskemalla
suunnikaslaatan taipumia ja momentteja eri-
laisilla sivujen pituuksien suhteen ja kalte-
vuuskulman ¢ arvoilla, kun kuormitus koostui
tasaisesta kuormasta, pistevoimasta ja kaksois-
sinikehitelmélld esitetystd kuormituksesta.

bk; =

Taipumafunktion kehitelmissa kaytettiin 55
termid. Suorakulmaisella laatalla, jolla siis
kaltevuuskulma ¢ = 0, toteuttavat kaksois-
sinifunktiot kaikki reunaehdot tarkasti. Kun
@ # 0, kaksoissinifunktiot eivédt toteuta tar-
kasti sitd ehtoa, ettd momentti vapaasti tue-
tulla reunalla on nolla. Keskipisteen taipuman
arvoissa virhe kasvoikin huomattavasti, kun
@ kasvoi. Virhe oli n. 1 % kaltevuuskulman
arvolla 109, ja laatalla jonka sivujen pituuk-
sien suhde oli 1,5 ja kaltevuuskulma ¢ = 300
saatiin tasaisen kuormituksen tapauksessa

keskipisteen taipuman arvo n.5 %:m tark-

kuudella,
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