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Yhteenveto: Artikkelissa sovelletaan suurten taipu-
mien teoriaa vapaasti tuettuihin vanerilaattoihin. Yh-
taldiden johtoa ei suoriteta, vaan se sivuutetaan wviit-
taamalla runsaaseen lidhdekirjallisuuteen. Ratkaisu
suoritetaan differenssimenetelmélld, jossa kiinnitetddn
erityistd huomiota kuormituksen jakamiseen verkon
solmupisteille ja iteroinnin kiihdyttdmiseen yhtéls-
ryhméd ratkaistaessa. Esimerkkinid tarkastellaan jin-
nitysten jakaantumista tasaisen kuorman ja keskeisen
aluekuorman kuormittamassa nelidlaatassa. Lopuksi
esitetddn Kkiyrdstojd kuivan, neliobn muotoisen koivu-
vanerilaatan taipuman ja murtokuorman miArittami-
seksi, kun kuormituksena on keskeinen aluekuorma.

1. Johdanto

Kimmoisen kappaleen muodonmuutostilaa
kisiteltdessd joudutaan venymien ja kiertymi-
ensuhteen tekemdén tiettyjd olettamuksia. Tdl-
16in paddytédidn erilaisiin lihtsyhtéloihin riip-
puen siitd, mikd on niiden absoluuttinen ja
suhteellinen suuruus. Siirryttdessi yleisesti
teoriasta lineaariseen teoriaan voidaan erottaa
seuraavat vaiheet [1]:

a) el rajoituksia,

b) venymait ovat pienig,

¢) myoskin kiertymat ovat pienid, mutta ne
ovat kuitenkin huomattavasti suurempia
kuin venymit,

d) venymiét ja kiertymét ovat pienii ja sa-
maa suuruusluckkaa.

Kaksi ensin mainittua tapausta ovat kiy-
tdnnossd harvinaisia ja ne oval tarpeen vain
erikoistapauksissa. Viimeinen kohta johtaa
lineaariseen kimmoteoriaan, joten se on kdy-
tdnnon kannalta tirkein. Ndiden véliin jadvi
¢) tapaus tunnetaan laattateoriassa nimelld
»suurten taipumien teoria» (large deflection
theory). Siind otetaan huomioon laatan taipu-
masta aiheutuvat kalvovoimat, joilla voi olla
hyvinkin suuri vaikutus laatan taipumaan ja
jdnnitystilaan. Nidin on laita mm. vanerilaa-
talla, kuten seuraavasta nihdaan.

2. Alkuolettamukset

Vanerilaatalla ymmérretddn seuraavassa
suorakaidelaattaa, jonka muodostaa tavalli-
nen ristivaneri siten, ettd viilujen syiden
suunnat yhtyvit tukien suuntiin. Laatan toi-
minnasta tehdddn seuraavat olettamukset:

a) leikkausmuodonmuutokset laatan tasoa
vastaan kohtisuorissa tasoissa oletetaan
nolliksi, ts. leikkausjiykkyydet Agy =
Ass = oo [9],

b) laatan taipumafunktion derivaatat ovat
pienid, ts. voidaan olettaa sin ¢ = tan «,

cos ¢ = 1, kun « on laatan keskitason kulman-
muutos.

3. Jaykkyysvakiot

Vanerin kimmoisia ominaisuuksia on kasi-
telty artikkelissa [9]. Jos siiné tehtyjen alku-
olettamusten lisdksi poikkisuuntaisten viilujen
kimmomoduuli oletetaan nollaksi, saadaan
tavallisen hiomattoman vanerin jiykkyysva-
kioille kaavat
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missd n on  viilujen lukuméaéra,
t viillun paksuus,
h = nf vanerin paksuus,

E; pituussuuntaisen viilun kimmo-
moduuli,

(rg liukumoduuli, kun liukuma ta-
pahtuu vanerin tasossa,

Yy suurempi vanerin suppeuma-

luvuista,

Vaantojavkkyys voidaan laskea myos kaa-
vasta

(82)

jonka antama tulos eroaa edellisestd sitd véa-
hemmén mitd paksummasta vanerista on ky-

Symys.

4. Perusyhtilot

Suurten taipumien laattateoriaa on kdsi-
telty runsaasti kirjallisuudessa, joten yhtaloi-
den johdon suhteen tyydytddn vain viittaa-
maan teoksiin [2] — [6]. Niistd [2] ja [3] ki-
sittelevdt pidasiassa isotrooppista laattaa,
kun taas teoksissa [4] ja [5] laatta oletetaan
ortotrooppiseksi. Teoksessa [6] yhtilsiden
johto suoritetaan vieldkin yleisemmégssd muo-
dossa.

Suurten taipumien teorian perustana on
kaksi neljdnnen kertaluvun epédlineaarista
differentiaaliyhtidlod taipuman w ja jdnni-
tysfunktion [ suhteen. KEdelld esitettyjen
jaykkyysvakioiden avulla ne voidaan kirjoit-
taa muotoon

M 4w M
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Yhtaloiden ratkaisemiseen palataan koh-
dassa 6.

Kun tuntemattomat w ja f on ratkaistu,

saadaan laatan normaalivoimat, leikkausvoi-
mat ja momentit yhtaloisti

of

=3k (13)

Ny=2L (14)

Nay= — (15)

0= —DuSg — Hygz (10
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M, = —Dlz%— 222?72) (19)
Mgy = — 2 Dgs ai-zg; (20)

Vanerin vastusvakioiden [9] avulla niistd on
helppo laskea jannitykset laatan poikkileik-
kauksissa.

5. Reunaehdot

Vanerilaatta oletetaan seuraavassa vapaasti
tuetuksi, joten taipumafunktion reunachdot
reunalla x = 0 ovat

% ,
=0,-— = 21
w v 0 2D
Tamin lisdksi on jadnnitysfunktion f tiytet-
tdvi tietyt ehdot, jotka riippuvat kalvovoi-

mien ja siirtymien suuruudesta laatan reu-
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nalla. Niistd oletetaan, ettd laatta pddsee va-
paasti liukumaan tuella, jolloin
BT

x*ayg

N OjaN *f

L = a.d = — i =
] s dxdy

Niistd ensimmaédisen ehdon mukaan jénnitys-

funktion kuvaaja reunalla on suora ja toisesta

ehdosta seuraa, ettd jannitysfunktion deri-

/3

vaatta — on vakio pitkin reunaa, Koska eh-

tojen tiytyy toteutua myos laatan nurkka-
pisteissd, ne voidaan kirjoittaa muotoon

of
e
Jéannitysfunktion reunaehdot ovat siis samat

kuin taipumafunktion reunachdot kiinnite-
tylld reunalla.

f=0, 0 (22)

6. Ratkaisun periaate

Yhtaloryhma (9) — (10) voidaan ratkaista
erilaisilla menetelmilld riippuen mm. laatan
kuormituksesta ja reunaehdoista. Joustavin
menetelmd on differenssimenetelmd, jonka
kayttod on seikkaperdisesti selostettu lah-
teessd [4]. Muista menetelmistd mainittakoon
energiamenetelmdt [3,7] ja ratkaisu Fourier'n
sarjojen avulla [8]. Tissd ratkaisu suoritetaan
differenssimenetelmalla.

6.1. Kuormituksen jakaminen differenssiver-
kon solmupisteille

Jos kuormitus on jakaantunut pienehkolle
alueelle, differenssimenetelma tulee helposti
epitarkaksi. Tarkkuutta voidaan jossain mia-
rin parantaa kiinnittdmalld tarpeellista huo-
miota kuormituksen jakamiseen. Jos kuvan
1 a esittdmaéssd tapauksessa laatan jaykkyys
oletetaan ddrettémidn suureksi, jakaantuu
pistekuorma P eri nurkkapisteille seuraavasti:

h—e¢ k—d ;
e . P 9:
Py 7 2 I (23)
¢ k—d
Pg:E- T . P (24)
szg-%-p (25)

h—c¢
h

Ty e .g.p (26)

Jos kuormituksena on kuvan 1 b mukainen
tasainen kuorma, saadaan integroinnin jilkeen

=t -5 -hikp @

1 ‘
pr=g & (Ll —Dhkp (28)
1 .
ps= g &qthkp (29)
1., ¢
pa=zEn (1 =) hkp (30)

g' Pari esimerkkid kuor-

mituksen jakaantumisesta on esitetty ku-
vassa 2.
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Kuva 1. Kaavojen (23) — (30} merkinniit
Fig. 1. Notations of equations (23) — (30)
Kuva 2. Esimerkkejd kuormituksen jakaantumisesta

Fig. 2. Two examples of load distribution
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6.2, Yhtdloryhmin ratkaisu
Differenssimenetelmé perustuu siihen, etti
differentiaaliyhtdlo voidaan korvata likiméd-
rdiselld matriisiyhtalolla. Niinp4 yhtalot (9) ja
(10) voidaan kirjoittaa likimédédrdiseen muotoon

WW(F) *W = P (31)

FF * F — R(W) (32)

missd WW ja FF ovat nelidmatriiseja, joiden
alkiot riippuvat laatan jayk-
kyysvakioista (ja argumen-
tiksi merkitystd vektorista),
differenssiverkon solmupis-
teiden taipumista koostuva
vektori,
jdnnitysfunktion arvoista
koostuva vastaava vektori,
kuormitusvektori,
vektori, joka riippuu yksin-
omaan taipuman arvoista
verkon solmupisteissé.
Néamd voidaan ratkaista iteroimalla seuraa-
vasti:

W on

P
R

Wy = [WW(s * Fpe +
4 (1 —8) ¥ Bpeag)|75P
Fn = FF-1% [R(VV??)T

=12z

(33)
(34)

Iterointi aloitetaan arvoilla F_; = Fg = 0.
Vakiolle s olisi annettava sellainen arvo, ettd
menetelmd konvergoisi mahdollisimman no-
peasti. Tamd riippuu mm. laatan paksuuden
suhteesta jannemittaan siten, ettd jos laatta
on paksu, niin s on ldhelld nollaa. Laatan ohe-
tessa optimaalinen s:n arvo suurenee. Vaneri-
laattoja laskettaessa padstddn parhaascen tu-
lokseen, kun s wvaihtelee wvililld 0,1...0,7.
Tilloin saavutetaan yleensd riittdva tarkkuus
3...6 Iiteraatiokierroksella. Konvergenssin
kiithdytyksen merkitystd on syytd erityisesti
korostaa, silld jo lineaarisen vhtalon ratkaise-
minen differenssimenetelmiilld on suuritoisti
ja tyomdidrd kasvaa moninkertaiseksi yhté-
l6iden epilineaarisuuden ansiosta.

Differenssimenetelmédn yksityiskohtia ei
tdssd yhteydessd tarkastella, silli menetel-
miistd on olemassa runsaasti kirjallisuutta,

josta mainittakoon nimenomaan yhtiléiden
(31) ja (32) ratkaisuun keskittyvi lihde [4].

6.3. Tulosten tarkkuudesta

Differenssimenetelmén tarkkuus riippuu
ratkaisevasti kuormituspinnan suuruudesta.
Niinpa jos kuormituksena on laajalle alueelle
jakaantunut tasainen kuorma, pédstidn hel-
posti 1 9% tarkkuuteen sekd taipumien ettd
jdnnitysten arveissa. Kuormitusalueen piene-
tessd tulokset tulevat epidtarkemmiksi siten,
ettd kun kuormitusalueen leveyden suhde jian-

: a I - .
nemittaan T= 0,1, niin virheen yldrajana voi-

daan pitdd 2 9 taipumalle ja n. 7 9, jdnni-
tyksille. Virhearviota wvaikeuttaa se, ettei
suurten taipumien teorian mukaisia tarkkoja
tuloksia ole saatavissa, joten virherajoja on
pidettdva vain suuntaa antavina,

7. Esimerkki

Otetaan tarkasteltavaksi 9-viiluinen 100 cm
< 100 em:n nelidlaatta 7 9%, kosteustilassa
(huonekosteudessa). Tdlloin koivuvanerin kim-
movakiot ovat [10]

E; = 190 000 kp/cm?
Gz = 7 350 kp/cm?
vy = 0,06
viilunpaksuus ¢ = (0,1365 cm
ja murtolujuudet oy = 1 250 kp/em?
T = 60 kp/cm?

Laatta on laskettu kohdassa 6 esitetylld me-
netelmélld kahdelle kuormitustapaukselle: a)
laattaan wvaikuttaa tasainen kuorma p =
4 000 kp/m2, b) kuormitus P = 1000 kp on
jakaantunut tasaisesti 10 em x 10 cm:n suu-
ruiselle alueelle laatan keskelli. Kuormituk-
set on valittu tarkoituksellisesti ndin suuriksi,
jotta kalvojénnitysten vaikutus saataisiin pa-
remmin esille. Laskuissa on kiytetty kuvan 3
mukaista differenssiverkkoa, jolloin ohjelman
ajoaika Elliott — 503:1la on n. 3 min.

Téarkeimmét tulokset on esitetty graafisesti
kuvissa 4 —11, joihin on lisiksi merkitty kat-
koviivoilla lineaarisen laattateorian antamat
tulokset. Niistd ndhdddn, ettd esimerkkita-
pauksissa lineaarinen teoria johtaa aivan via-
riin tuloksiin. Tarkempaa menetelméd on siis
syytd kayttda varsinkin laattojen murtokuor-
mia laskettaessa.
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Reunaehdoista todettakoon, etti ne ovat
kalvojannitysten syntymistd ajatellen varsin
epdedulliset. Jos laatan reuna voitaisiin olet-
taa liikkumattomaksi, kalvojdnnitysten wvai-
kutus laatan taipumaan ja jadnnitystilaan olisi
vieldkin suurempi. Kdytdnnossd tdysin liikku-
matonta reunaa on kuitenkin vaikea saada
aikaan.

8. Laskettuja tuloksia

Kuvissa 12—16 esitetyt tulokset on laskettu
koivuvanerille 7 9, kosteustilassa. Niistd ndh-
dddn, miten kalvojdnnitysten vaikutus suu-
renee suhteen — laatan paksuus/jdnnemitta —
pienetessd. Erityisen mielenkiintoinen on ku-
van 16 kdyrastd, jonkamukaan jokaisella nelig-
laatalla on tietty jdnnemitta, jolla murtokuor-
ma saavuttaa minimin. Jdnnemitan noustessa
tdtd arvoa suuremmaksi tulee kalvojdnnitys-
ten vaikutus niin suureksi, ettd murtokuorma
alkaa nousta. Toisaalta jdnnemitan lyhetessi
murtokuorma saavuttaa erddssid kohdassa
maksimin, jonka jéalkeen sen teorian mukaan
pitédisi pienetd. Tdmd johtuu siitd, ettd laatta
murtuu talloin leikkausvoiman vaikutuksesta.

9. Loppulause

Edelld on tarkasteltu kalvojdnnitysten vai-
kutusta vanerilaattojen toimintaan. Esitys ra-
joittuu pelkistdédn teoreettisiin tuloksiin. Nii-
den tarkistamiseksi on Valtion teknillisen tut-
kimuslaitoksen sillanrakennus- ja staattisessa
laboratoriossa suoritettu runsaasti kokeita,
joiden tulokset on esitetty ldhteessd [10].

Lopuksi on syytd korostaa, ettd edelld esi-
tetyt tulokset on laskettu nimenomaan vaneri-
laatoille, eikd niitd voida suoraan soveltaa
esim. betoni- tai terdslaattoihin. Tdm4 johtuu
materiaalien erilaisista kimmo- ja lujuusomi-
naisuuksista.

=100 cm

u=1ﬂGmI

a =10 CI'\L

e
pintaviilujen syiden suunta

! [ =100 em

100 ecm

—— sulrten taipumien teoria

--—— lineaarinen teoria

y- akselilla x - akselilla

Kuwva 3. Laskuissa kédytetty differenssiverkko

Fig. 3. The network used in the calculations
Kuva 4. Kalvojdnnitysten wvaikutus tasaisesti kuormi-
tetun neliglaatan taipumaan

Fig. 4. The effect of membrane stresses to the deflection of
a uniformly loaded square plafe



41

RAKENTEIDEN MEKANIIKKA

5. 6.

100 cm

100¢m

suurten taipumien teoria suurten taipumien teoria

-=-- lineaarinen teoria ~w=- linegdrinen teoria
y - akselilla x—- gkselilla y- aokselilla x - akselilla
f
4 200 / F 200

\

b ’
\ 40 400 s/
A s

Y /
3 1 600 ol L 600 o
A / S
\ / ,
\ —+ 800 / r 800 s
\ ’ /
\ / 7
\ 11000 / 1000 e
! 4
A S P
N 1200 i i e
N i / 1200 5
td ”I
N +1400. - : ~=e~—f1ton "
N s
/’ 2
\\\ 41600 3% A éyM [kp/cm ]
~ e
N e
So 11800 -
42000 +-600
A B [kp'fﬁmZJ +-t00
4 400 +4-200
1 -200 _mr_//
2
4 200 l Byn [kp/““‘ J
v de (kP/'csz

Kuvat 5—6. Kalvojinnitysten wvaikutus tasaisesti
kuormitetun neli¢laalan taivutusjénnityksiin

Figures 5 —6. The effect of membrane stresses to the bend-
ing stresses of a uniformly loaded square plate
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Kuva 7. Kalvojdnnitysten vaikutus tasaisesti kuormi-
tetun neli6laatan leikkausjinnityksiin

Fig. 7. The effect of membrane siresses fo the shear stresses
of a uniformly loaded square plate

Kuva 8. Kalvojédnnilysten vaikutus keskeltd kuormite-
tun nelidlaatan taipumaan

Fig. 8. The effect of membrane sitresses to the deflection
of a square plale with a central load
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Kuvat 9 —10. Kalvojannitysten vaikutus keskeltid kuor-

mitetun neliglaatan taivutusjannityksiin

Figures 9 —10. The effect of membrane stresses to the bend-

ing stresses of a square plate with a central load

Kuva 11. Kalvojdnnitysten vaikutus keskeltd kuormi-

tetun nelidlaatan leikkausjannityksiin

Fig. 11. The effect of membrane stresses lo the shear stres-

ses of a square plate with a central load
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Kiytettyji merkintdji

Ayj, Dy; jaykkyysvakiot

E kimmomoduuli viilun syiden suuntaan

FF jaykkyysvakioista riippuva neliomat-
riisi

F jénnitysfunktiovektori

Gg linkumoduuli laatan tasossa

H, K kaavojen (11) ja (12) mukaisia apusuu-
reita

Mg, My, Mgy momentit

Nz, Ny normaalivoimat

Ny, Qu, Qy  leikkausvoimat

P kokonaiskuorma

P kuormitusvektori

R = R(W) apuvektori

w jaykkyysvakioista ja vektorista F riip-
puva neligmalriisi

w taipumavektori

¢, d, h k kuvan 1 mukaisia merkintdji

f jannitysfunklio

h vanerin paksuus

n viilujen lukumé#rd, positiivinen koko-

naisluku
p = plx, ) kuormitus
5 iteraation konvergenssid sddtelevd ker-
roin
t viilun paksuus
w taipuma
P d
k
VY vanerin suppeumakerroin
B c
h
o normaalijannitys
ot taivutuslujuus
Tz Tyz leikkausjannitykset
Tr leikkauslujuus (rolling shear)

Kuvat 12 —15. Nelitnmuotoisten koivuvanerilaattojen
taipumia 7 9 kosteustilassa kuormituksen ja jannemi-
Lan funktiona

Figures 12 —15. Deflections of square plates made from
Finnish birch plywood (moisture content 7 %)

Kuva 16. Nelisnmuotoisten koivuvanerilaatlojen mur-
tokuormia 7 %, kosteustilassa laatan paksuuden ja jan-
nemitan funktiona

Fig. 16. Uliimate loads of square plates made from Fin-
nish birch plywood (moisture content 7 %)

Alaviitat

11° x pintaviilujen syiden suuntaan
22’ y kohlisuoraan pintaviilujen syiden suuntaa vas-
taan

33 liittyy laatan suuntaiseen leikkausjannitykseen
sen tasoa vastaan kohtisuorassa tasossa

M aiheutuu momentista

N aiheutuu normaalivoimasta
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