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1. Yleisti

Vadntotehtaville 16ydetddn De Saint Ve-
nantin teorian [2], [3] mukainen tarkka rat-
kaisu yleensa vain, jos vidnnon kohteeksi jou-
tuvan sauvan poikkileikkaus on riittivin yk-
sinkertainen ja sdinnollinen. Puolisuunnik-
kaan muotoiset trapetsipoikkipinnat ovat jo
litan hankalia tarkan ratkaisun loytamiselle.
Siispd trapetsipoikkipinnan vddntésuureiden
laskemiseksi on kiytettivd hyviksi jotain
likiméédrdismenetelméd4d. Huomattava osa rat-
kaisumenetelmistd perustuu variaatiolasken-
taan. Matemaattisesti ndm4 tarkoittavat jon-
kin differentiaalivhtalon ratkaisun palautta-
mista tietyn funktionaalin minimin hakemi-
seksi. Ehkd tunnetuin tédllainen variaatiome-
netelmd on Ritzin menetelmd, joka fysikaa-
lisesti voidaan tulkita energiamenetelméksi
[1]. [3, s. 616]. Ritzin menetelman funktio-
naalianalyyttinen tausta on esitetty esimer-
kiksi teoksessa [1,§ 14].

Yleensd Ritzin menetelmédn ratkaisu muo-
dostetaan reunaehdot tdyttdvistd funktioista
siten, ettd muodonmuutosenergian minimin
sddnto tulee taytetyksi. Trapetsipoikkipinnan
reunalla hdvidvit funktiot eivit kuitenkaan
ole yksinkertaisia. Tamédn takia paddyttiin
menetelméddn, joka ei vaadi kiytetyiltd funk-
tioilta mitddn reunaehtoja. Sen sijaan niiden
on kunkin tdytettdvi tietty differentiaaliyh-
talo. Tallaisen menetelmédn on esittdnyt
I, Trefltz ja sen kulku on kuvattu kohdassa
3.1. Koska Trefftzin menetelmd ei ole sidottu
mihinkddn reunaehtoihin, siis vadnnettivian
sauvan poikkileikkauksen muotoon, sitd kiyt-
tdmalld voidaan ainakin periaatteessa ratkais-
ta mielivaltaisen poikkipinnan véédntotehtava.

2. De Saint Venantin viintdteoria

De Saint Venantin vidntdteoriaa on esi-
tetty useimmissa lujuusopin oppikirjoissa.
Sen mukaisesti suoran, poikkileikkaukseltaan
vhdesti yhtendisen sauvan vidntéa kuvaa
jannitysfunktio g, joka on reuna-arvotehtdvin

Vi = — 2G6O
Olr=0 (1)

ratkaisu, missi G = aineen liukumoduuli,
O = vadntyma pituusyksik-
kod kohti,
@J|r tarkoittaa e@n  arvoa
poikkileikkauksen reu-
nalla.

Sen jalkeen, kun on loydetty ehdot (1) toteut-
tava jdnnitysfunktio o, tdstd tarvittavat viadn-
tosuureet saadaan seuraavasti. Leikkausjdn-
nitys poikkileikkauksen ulkoreunassa
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Nain vddntivastukselle on saatu lauseke
GOI,
- (8)
29
on
johon perustuen kohdan 4 sovellutuksissa
vadntovastukset lasketaan.
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3. Viddntotehtdvin likimédridisratkaisu
3.1. Trefftzin menetelméa

Kohdassa 2 esitettiin vidntétehtdvan rat-
kaisu, jossa ei kiinnitetty huomiota jénnitys-
funktion médrittdmiseen. Koska ehdon (1)
tayttdvid tarkkaa ratkaisua on vaikea loytéi,
ellei sauvan poikkipinta ole aivan yksinkertai-
nen, seuraavassa kdytetddn jo edelld mainittua
Trefftzin menetelmad [1, §§ b5, 57, 58, 65] reu-
na-arvotehtdvin (1) ratkaisemiseksi mielival-
taiselle poikkipinnalle.

Ottamalla kdyttoon funktio u siten, ettd

0 = 2G6u )

probleeman (1) muuttuu muotoon

— 7u=1, ulg=0 (10)

Jaetaan funktio u kahteen osaan u=p + f
seuraavasti
(11)

Plr

Funktioksi [ voimme valita jonkin yksinker-
taisen, ehdon —V3f = 1 tiyttdvin funktion,
esimerkiksi
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5 (12)

f=

Ratkaistava reuna-arvotehtdvd on nyt saa-
tettu muotoon
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_\72p =0, Plr=
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FFunkticanalyysissd oscitetaan seuraavan
lauseen pdtevyys: Olkoon L riittdvin sddnndl-
linen, reunaehdot tayttavien funktioiden jou-
kossa positiivisesti definiitti operaattori. Tal-
16in funktionaali

F@y) = (Ly, y) — 2(y. [)

! Merkintéd (x, y) larkoiltaa sisdtuloa: (z, y) =
fxy da.
A

(14) 1

saavuttaa miniarvonsa juuri silldi funktiolla
Y. joka toteuttaa reuna-arvotehtdvin

Ly=f, ylr=10

Siis homogeeniset reunaehdot tayttivdn teh-
tdvan Ly = f ratkaisu voidaan palauttaa
funktionaalin (14) minimin etsimiseen. Suh-
teellisen mutkikkaitten laskutoimitusten jil-
keen saadaan myés epidhomogeenisia reuna-
arvoja vastaava minimoitava funktionaali,
joka ratkaistavan tehtdvidn (13) tapauksessa
saa muodon

A(p) = I(Vp)zda (13)
4

Trefftzin mukaan oletetaan, ettd {pz} on li-
neaarisesti riippumaton joukko harmonisia
funktioita. Lisdksi oletetaan, etta joukko {px}
on seuraavassa mielessd tdydellinen: jokai-
selle harmoniselle funktiolle ¢ on mahdollista
loytdd luonnollinen luku n sekd kertoimet
@1, @2, . .., Qp Siten, ettd

Alp — i CxPr) =
b=l
f{v(‘? == i M%)}z da < ¢
A k=1

valittiinpa positiivinen vakio & miten pieni
tahansa. Etsitdan siis funktionaalin (15) mi-
nimin antavaa ratkaisua muodossa

(16)
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Pn = z CEPE
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Kertoimet a; médritetddn ehdosta, ettd niiden
tulee minimoida funktionaali

Alp — pa)

missd p on etsitty ratkaisufunktio. Minimin
loytamiseksi merkitéin
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tden saadaan
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Kayttidmalli Greenin kaavaa pintaintegraali
(17) saatetaan muotoon

*J‘(Pn —p) . Vipr da +
A

g ,
}!(Pn = P)ﬁds =0

Koska funktiot ¢; ovat harmonisia, pintain-
tegraaliosa hdvida ja saadaan yhtilo

ok oPx
Pn——ds= |P——ds
}-! an RJ. an

k=1,2,...,n
(13):n mukaan tdytyy alueen reunalla pdted
p = 2%/2. Sijoittamalla tdm4 sekd p, summa-
muodossa yhtdloon (18) kertoimien ay ratkai-
semiseksi saadaan lopullinen yhtdloryhma
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k=1,2,... (19)

Tarkastelemalla edelld minimoitua funktio-
naalia A (p — pyp) huomataan, ettei timi
muutu, jos p saa vakiolisiyksen. Siis kyseisen
funktionaalin minimoinnista saatu yhtals-
ryhmi (19) antaa likimadardisratkaisun py
vakiota vaille midrdttynd, jonka arvo saa-
daan reunaehdosta

Pn + vakio = 2%/2

s 1

alueen reunaviivalla. Tédten probleemalle (10)
on saatu ratkaisu

n
2
- Z ai g1 — 5 + vakio (20)
i=1 -

3.2. Vaiantosuureiden laskeminen

Seuraavassa kiytetty funktio uz (20) on
siten mddritelty, ettd se hédvidd poikkileik-
kauksen reunalla. Koska ¢ = 2G6Ou, vianto-
jayhyysmomentille (5) ja vadntovastukselle
saadaan (8) yksinkertaisemmat lausekkeet:

I, =4 [ uda (1)
A
2 [ uda (22)
W,=_4
au
on | maz

Koska jannitysfunktio @ on edelld yksik#sit-
teisesti madritty, saadaan vaintovakiot laske-
tuksi mielivaltaiselle yhdesti yhtendiselle poik-
kipinnalle.

Trapetsipoikkipinnan vaantovakioiden nu-
meerisessa méidrittdmisessd kaytettiin funk-
tioiden ¢; joukkona sekd harmonisia polyno-
meja, ettd muotoa

exp(+ kx) . sin ky, exp(+ kx).cos ky, (23)
exp(+ ky) . sin kx, exp(L ky) . cos kx
olevia harmonisia funktioita. Polynomisar-

jalla saatiin hyvid tuloksia neliopoikkipinnan
vidntovastuksen laskemisessa, kun nelidn
keskipiste oli origossa. Samaten polynomisarja
antoi hyvin tarkasti oikean arvon tasasivui-
sen kolmion vidntovastukselle, kun kolmion
jokin karkipiste oli sijoitettu origoon. Sen si-
jaan alle kymmenen harmonista polynomia
eivat antaneet jérkevdn tuntuisia tuloksia
poikkipinnoilla, jotka poikkesivat huomatta-
vasti edelld kuvatuista tapauksista. Muotoa
(23) olevat funktiot antoivat sen sijaan hyvii
tuloksia kummassakin rajatapauksessa: kol-
mio ja nelié. TAman mukaan voidaan odottaa,
ettd myos puolisuunnikkaan muotoisille poik-
kipinnoille saadaan hyvii viddntovastuksen
arvoja kédyttdmalli sopivaa funktioista (23)
koottua sarjaa.

Sijoitetaan trapetsipoikkipinta kuvan 1
mukaisesti ay-koordinaatistoon. Télloin y-
akseli on aina poikkipinnan symmetria-akseli,
joten tarvitsee kayttdd vain w:n parillisia funk-
tioita. Erditten kokeilujen jédlkeen pdadadyttiin
pi-funktioiden joukkoon (24), jota kayttden
taulukossa 1 annetut tulokset pééasiassa on
laskettu. Kappaleessa 4 selitettdvistd syysta
*114 merkityt tulokset on laskettu kiyttien

b
-
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Kuva 1.



27

RAKENTEIDEN MEKANIIKKA

funktioita (24), kun niistd on poistettu *:lla
merkityt funktiot. Kuvan 1 mukaiselle pro-
fiilille on wvalittu vakioleveys a = 1.

Painokertoimien «; laskemiseksi on ratkais-
tava vhtdléryhmda (19). Téssd sekd kerroin-
matriisin ettd vakiovektorin alkioina esiinty-
vit viivaintegraalit lasketaan numeerisesti
Simpsonin kaavaa kayttden. Tdlldin on jokai-
nen poikkileikkauksen sivu jaettu 16:een yhta
suureen osaan. Jakopisteissd lasketaan nu-
meerisesti tarvittavat funktioiden arvot ja
derivaatat normaalin suuntaan.

@1 = c0S ax . exp(my)

@2 = cos i . exp(-my)

¢s = cos h(mx/2) . sin (7y/2)

pa = cos h(mx/2) . cos (my/2)*

@s = cos h(zx) . sin =y (24)
gs = cos h(zx) . cos my

g, = cos h(2nx) . sin 2my

gg = cos h(2mx) . cos 2ny*

@q = €08 h(3zx) . sin 3my*.

Trapetsipoikkipinnan véddntotehtdvédn rat-
kaisemiseksi kaavojen (21) ja (22) mukaisesti
on laadittu Algol-ohjelma. Tdmi muodostaa
annettujen poikkileikkauksen nurkkapisteiden
koordinaattien ja harmoonisten funktioiden
(24) avulla yhtidloryhmaén (19) ja ratkaisee sen.
Niin on saatu jannitysfunktio|

u= — %xz -+ z ayp; -+ vakio

josta saadaan kaavojen (21) ja (22) mukaan
vadntdjayhyysmomentin ja vddntévastuksen
arvot.

4. Numeeriset tulokset

Seuraavassa taulukossa on esitetty saadut
tulokset trapetsipoikkipinnan véddntovastuk-
sen ja vidntojayhyysmomentin arvoiksi para-
metrien h/a ja b/a eri arvoilla. Reunasarak-
keissa ovat ddritapauksina saadut arvot kol-
mioille ja suorakulmioille.

Saatujen tulosten luotettavuutta voidaan
arvioida ldhinni vertaamalla tunnettuja tark-
koja vddntévastuksen arvoja nyt laskettuihin
rajatapausten arvoihin. Taulukon ulkopuo-
lella on laskettu vertailuarvoksi tasasivuisen
kolmion vadntovastus, joksi laadittu tietoko-
neohjelma antoi 0,4 %:n tarkkuudella oikean
tuloksen W; = 0,05.¢3. Suorakulmioilla esiin-

tyivdat suurimmat poikkeamat tarkoista ar-
voista, kun hfe = 1 ja hfa = 3. Kummassakin
tapauksessa saatiin noin 4,5 9, lilan pieni arvo
viadntivastukselle. Yleisimmin esiintyva poik-
keama oikeista suorakaidepoikkipinnan védén-
tovastuksen arvoista on 4 2 95. Virhearviota
varsinaisten trapetsipoikkipintojen Wy-arvoil-
le on erittdin vaikea esittda. Jonkinlainen ar-
vio tulosten kiyttokelpoisuudesta voidaan
saada vertaamalla toisiinsa kuutta ja yhdek-
sdd harmonista funktiota hyviksi kdyttden
saatuja tuloksia. Ndmé vertailut suoritettiin
suhteen h/a arvoilla 1,25 ja 1,5. Néissd 18 ta-
pauksessa esiintynyt suurin poikkeama oli
4 ¢/ ja poikkeamien itseisarvojen keskiarvo
oli 29, Vastaavissa suorakaidetapauksissa
sijoittuu tarkka ratkaisu niin laskettujenkah-
den arvon viliin. T4m4 ei tietenkddn riitd to-
distamaan, ettd samoin tapahtuisi edes useim-
milla lasketuilla trapetsipoikkipinnoilla. Kui-
tenkin nédhdéidn, ettd ndissd tapauksissa rat-
kaisu ldhestyy tavallaan alternoivasti oikeaa.
Satunnaiset pyoristysvirheet ovat jo merkit-
sevid yhdeksdn funktion tapauksessa, kuten
myéhemmin tullaan huomaamaan.

Vaantdjayhyysmomentin arvot tunnetuille
vertailuprofiileille ovalt keskiméddrin huomat-
tavasti tarkempia kuin vddntdvastuksen ar-
vot. Sekid tasasivuille kolmiopoikkipinnalle,
ettd niille suorakulmioille, joiden hfa = 1,
saadut Izn arvot ovat 1 9:n tarkkuudella
oikeita. Sen sijaan profiilin madaltuessa tulok-
set huononevat siten, ettd suurin suorakul-
miopoikkipinnoilla esiintyvd virhe on lihes
10 9%. Osaltaan tastd johtuu, ettd liitteen 1
tulokset on annettu pienemmélli suhteelli-
sella tarkkunudella pienilld suhteen h/a arvoilla,
ja suuremmalla h/a:n kasvaessa.

Yhdeksdn harmonisen funktion joukko (24)
antoi yleensi kéyttokelpoisen tuntuisia, edelld
kuvailtuja tuloksia. Sen sijaan, kun hja =1
ja bla=0,7...1, laskuproseduuri antoi sa-
tunnaisluvuilta tuntuvia arvoja. Virheen alku-
perdn tutkimiseksi laskettiin vastaavat Wgn
arvot 2 9, korkeammille, mutta muuten sa-
manlaisille profiileille. Saadut tulokset poik-
kesivat kukin vihintddn 50 9 alkuperiisten,
siis vain 2 9, matalampien poikkipintojen
vadntovastuksista. Téllaiset virheet voivat
syntyd numeerisista pyoristysvirheistd esi-
merkiksi ratkaistaessa yhtiléryhmaa elimi-
nointimenettelyllid. Koska kaikissa ndissi vir-
heellisissd tapauksissa funktio g4 (24):ssd tuli
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kovin dominoivaksi, jatettiin tdmd sekd kaksi
viimeistd funktiocista (24), joiden painokertoi-
met olivat pienié, pois ja laskettiin uudet arvot
tapauksessa h/a = 1 sekd edelld mainitut ver-
tailuarvot, kun suhde A/ on 1,25 ja 1,5. Tau-
lukon tuloksissa 1 *-merkityt arvot on saatu
juuri tdlld tavalla ja ne ovat syrjdyttdneet
vastaavat yhdeksdlld funktiolla lasketut tu-
lokset fysikaalisesti uskottavampina.

S. G. Mikhlin [1] on esittdnyt suorakulmio-

poikkipinnoille laskettuja derivaatan

n\max
arvoja kéyttden wvain kahta ensimméisti
funktioista (24) ja yhdistinyt ndméikin sym-
metrian takia yhdeksi funktioksi

@ = €os 7z . cos himy)

Teoksessa esitetyt tulokset ovat himmistyt-
tavian tarkkoja: useimmat derivaatan arvot
ovat kolmen merkitsevdn numeron tarkkuu-
della oikeita. Tdhdn verrattuna voi olla pet-
tynyt yhdeksan funktion avulla saatujen
védntovastuksen arvojen tarkkuuteen 1 —5 9.
Ensimméiseksi kiinnittyy huomio siihen, ettei
Mikhlin ole laskenut Wyn arvoja vaan on py-
sahtynyt derivaattoihin. Siis on verrattava

derivaattojen arvoja vastaaviin oikei-

maz

siin arvoihin suorakaidepoikkipinnoilla. Ti-
mékin vertailu osoittaa tulosten huononevan
lisdttdessd funktioita kahdesta kuuteen ja

edelleen yhdeksddn. Siis pybristysvirheiden
osuus vaikuttaa ratkaisevati tulosten tark-
kuuteen. Suorakulmiotapauksessa saadaankin
vain harvoja funktioita kiyttden tarkkaan
samat tulokset, kuin Mikhlin oli saanut. Téstd
voidaan péddtelld, ettei pyoristysvirhe synny
numeerisesta integroinnista tai derivoinnista,
vaan se johtuu ilmeisesti yhtaléryhmén rat-
kaisun epdtarkkuudesta. Tdmdn takia tarkem-
piin tuloksiin pyrittdessd olisi kiinnitettdvi
erikoista huomiota yhtdléryhmédn ratkaisu-
menetelmidn numeeriseen tarkkuuteen. Taval-
lisia  eliminointiproseduureja kiytettdessi
saattaisi kaksinkertaisen sananpituuden kayt-
to antaa teoreettisestikin tyydyttdvan tark-
koja tuloksia.
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Taulukko 1
Trapetsipoikkipinnan vadntévastuksen ja viidntijdyhyysmomentin numeerisel arvot
W; = r.a®.103
Iy = s5.a%103

bla 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
hja
04 r= 13 16 19 22 25 27 29 33 37 38 42

5§ = 3.7 4,8 6,1 7,4 8,8 10 11 13 15 15 17
06 r= 28 33 38 44 48 57 63 68 77 79 84

§l— 10 13 15 19 21 27 31 35 40 43 46
0.8 r= 44 52 59 67 81 91 | 102 | 111 | 125 | 130 | 139

§ = 18 23 28 34 43 49 57 65 76 82 90
1.0 r= 62 70 80 | 04% | 108* | 121* | 136* | 152* | 172* | 184% | 199%

§ = 29 34 43*% | 53*% | 65% | 76% | 88*% | 100* | 116% | 128* | 142*
1.26 r= 84 97 | 114 | 132 | 150 | 169 | 188 | 210 | 229 | 257 | 285

s = 44 53 64 78 93 | 110 | 128 | 149 | 167 | 191 | 214
1.5 r= | 113 | 121 141 | 162 [ 182 | 211 | 236 | 263 | 203 | 323 | 354

s 63 70 85 | 103 | 121 146 | 171 | 213 | 230 | 262 | 295
20 r= | 141 170 | 195 | 223 | 258 | 291 [ 331 | 375 | 420 | 457 | 502

§ = 88 | 110 | 131 | 157 | 189 | 221 | 260 | 304 | 356 | 404 | 461
3.0 r— | 230 | 276 | 313 | 357 | 406 | 467 | 532 | 601 | 669 | 728 | 795

si= 163 | 199 | 231 | 271 | 318 | 378 | 444 | 518 | 603 | 692 | 795

* _ arvot laskettu kdyttien kuuden harmonisen funktion joukkoa.
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