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RAKENTEIDEN VAPAAT VARAHTELYT

ERKKI PENNALA

Rakenteiden Mekaniikka Vol. 2 No. 4 1969 ss. 168—
173; Kustannusosakeyhtio Rakennustekniikka, Hel-
sinki

Yhteenveto: Artikkelissa kisitellddn jatkuvien
palkkien ja kehien vapaita taivutusvaridhtelyja vai-
mentamattomissa tapauksissa. Joustokertoimien me-
netelma, joustomatriisien maarittiminen rakenteelle
voimamenetelmalld ja virdhtelyjirjestelmén karak-
teristisen polynomin ominaisarvojen ja niihin liitty-
vien ominaisvektoreiden madrittaminen kaydiin
ldpi matriisimuotoisena esityksenai.

Sovellutuksena on laskettu nivel- ja jaykkikan-
taisten kehien symmetristen ja antisymmetristen
varahtelyjen ominaiskulmanopeudet, kun rakenteen
massa on ajateltu keskittyviksi yhdeksaan massa-
pisteeseen.

1. Johdanto

Tutkittaessa jatkuvien palkkien (akselei-
den) ja kehien vapaita harmoonisia taivu-
tusvidrdhtelyja ulkoisten massakeskittymien
liittyessa niihin joudutaan kaytannossa usein
jittdmdin rakenteen oma massa huomiotta,
etteiviat laskelmat tulisi lilan tyoldiksi mai-
ritettdessd rakenteen ominaistaajuuksia. Jos
rakenteeseen liittyvat massakeskittymit ja
rakenteen oma massa ovat samaa suuruus-
luckkaa, edelld mainittua yksinkertaistusta
el voida suorittaa.

Sovellettaessa ns. joustokertoimien mene-
telm#d viAridhtelevin massapistejirjestelmén
differentiaaliyhtilsitd kirjoitettaessa raken-
teen oma massa voidaan ottaa huomioon
halutulla tarkkuudella. Menetelmissd tar-
vittavat joustokertoimet ovat jatkuville pal-
keille saatavissa useimmiten kisikirjoista,
mutta jo kehien kyseessd ollessa ne on mai-
ritettavd erikseen.

THssd esitettdvin rakenteiden taajuusana-
pienimmait ominaistaajuudet ja niihin litty-
vat vardhdysmuodot., N vapausasteisen ra-
kenteen (n on suuri) virdhtelyd esittivin
systeemin korkeammilla ominaistaajuuksilla
ja niihin liittyvilld virdhdysmuodoilla ei ole
kédytdnnossd merkitysta.

Edelld mainitun olettamuksen, etta ulkoi-
set massat ovat samaa luokkaa kuin raken-
teen oma massa, lisdksi oletetaan massapis-
teitd yhdistdvien sauvojen olevan painotto-
mia ja lineaarisesti kimmoisia sek#d virih-

dysamplitudien olevan niin pienii, ettd muo-
donmuutokset pysyvit kimmoisella alueella.
Massapisteiden rotaatioiden vaikutus jite-
tddn myos tarkastelun ulkopuolelle.
Tarkastelu suoritetaan vain vaimentamat-
tomille tapauksille, vaikkakin vapaat varih-
telyt kiytdnnissd vaimenevat erilaisten vai-
mennustekijoiden vaikutuksesta. Laskelmien
laajuuden vuoksi joudutaan kiytinndssi
turvautumaan tietokoneen apuun, minki
vuoksi esityksessi kdytetdin matriisimerkin-

2. Joustokertoimien menetelms

Rakenteessa olevien, siihen kiinte#sti liit-
tyvien ulkoisten massakeskittymien lisdksi
otetaan rakenteen oma massa tarkasteluun
mukaan ajattelemalla se keskittyneeksi tiet-
tyihin pisteisiin, joiden lukumi3ird riippuu
siitd, miten tarkasti rakenteen jatkuva massa
halutaan ottaa huomioon. Valituille massa-
pisteille ja niiden siirtymille on joustokertoi-
mien menetelmén mukaisesti kirjoitettavissa

—q; = Mgy + Mylypqs + - -« + M9,
—Qy = My Qs + Malyeq; - - * + Mylla,d,
_____ (1a)
—, = Ml q; + Maly,ads " -+ ~MM,,0,,q,

eli matriisimuotoisena yhtiléni

(1b)
missd ¢ ja g ovat vektoreita, joiden kompo-
nentteina ovat kunkin pisteen siirtymit ja

niiden toiset derivaatat ajan suhteen seki
a rakenteen joustomatriisi ja m lavistdja-

—q:ama

vien pisteiden massat.
Tulos (1b) on kirjoitettavissa klassiseen

toon, jossa on vain staattinen kytkenta

mg+kg+0 (1c)
missia k=al k:ita kutsutaan rakenteen
jayklkyysmatriisiksi.



169

RAKENTEIDEN MEKANIIKKA

Sijoittamalla kaavaan (lc) gq;=
A;sin (wt+ @) saadaan

[mik—w?I]A=0 (2)

Tuloksen (2) esittdmén yhtdloryhmin ka-
rakteristisen determinantin

jm1lk —2Il=20

(3)

riisi-iterointimenetelmalls.

3. Joustomatriisin mairittiminen voima-
menetelmilld

3.1 Yleista

Joustomatriisin a elementti, joustokerroin,
a; ilmoittaa muodonmuutoksen suuruuden
pisteessd 1 yksikkdvoiman vaikuttaessa pis-
teessd j. Joustomatriisin ma#ritelmind voi-
daan pitda yhteytts

s—a-F (4)

miki ilmaisee ulkoisten voimien ja niiden
vaikutuspisteissi tapahtuvien voimien suun-
taisten muodonmuutosten vilisen yhteyden.
Yksinkertaisissa tapauksissa a;:t on méiri-
tettdvissi kisikirjojen avulla suhteellisen
nopeasti ja vahiiselld tyomadrslld. Jos n
kasvaa suureksi ja rakenne on ]isiiksi ‘useam-
pia kertoja """"

adksi ja jopa mahdottomaksi suorit-
taa ka51k1r1039n ja valmiiden taulukoiden
avulla.

Rakenteiden analysointimenetelmistd voi-
mamenetelmi tarjoaa suhteellisen yksinker-
taisen ja systemaattisen tavan rakenteen

Tarvitta-
vien matriisilaskutoimitusten suorittaminen
kdsin laskemalla on tidssikin tapauksessa
suuritdistd, mutta silld ei ole merkitysts,
koska nykyisin tietokoneet ovat jo kaikkien
ulottuvilla.

Laskettaessa a tietokoneella tarjoutuu li-
lynomin ominaisarvot vilittomaisti a:n laske-
misen jilkeen kiyttien hyviksi esim. mat-
riisi-iterointimenetelmia.

3.2 Voimamenetelma

Tarkastellaan seuraavassa m kertaa staat-
tisesti mA#radmatontd rakennetta, johon vai-
kuttaa n ulkoista voimaa (pistevoimia tai
momentteja). Rakenne ajatellaan staatti-
sesti maara jolloin mé’tﬁrééméttiﬁmi'&i
perusrakenteeseen vaikuttavina voimina.
Rakenne ajatellaan paloitelluksi elemen-
teiksi, joihin kuhunkin vaikuttavat sisdiset
voimat. Jako elementteihin suoritetaan si-
ten, ettd ulkoiset voimat vaikuttavat aina
elementtien paihin ja lisdksi siten, ettd kul-
lekin elementille on kirjoitettavissa jousto-
matriisi.
tellussa perusrakenteessa kukin elementtei-
hin vaikuttava sisdinen voima on lausutta-
vissa ulkoisten voimien ja staattisesti mii-
radmiattomien suureiden avulla seuraavasti

Pi:bi.IFI+bi.2Fﬂ+"'+bi,140Fn+
0 0

bi,n+] sz.+l‘ + HE bi,n+m1X (53)
i |

R+H

eli matriisimuodossa esitettynd kiyttien hy-
viksi ositettuja matriiseja

P [y By [5:]

(5b)

pahtuu kaytan.nossa yksmkertalfﬂmmm anta-
malla kunkin voiman F;--F, ja X,. ,~X,. ..
vaikuttaa kerrallaan yksikén suuruisena
staattisesti mAHrE

muiden ollessa nollia. Laskemalla tillgin si-
sidiset voimat saadaan ositetun matriisin
[byIb,] yksikon suuruista voimaa vastaava
pystyrivi.

Oletetaan, ettd rakenteen a:s elementti on
kuvan 1 mukainen kaksitukinen palkki, jo-
hon vaikuttaa pdihin momentit P; ja P;. ;.
Tillsin on elementin  muodonmuutokset

(paiden kiertymikulmat) lausuttavissa

(3] =l 2]l @
7]

missd a, on elementin a joustomatriisi.
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Vektorin, jonka komponentteina on kaik-
kien elementtien muodonmuutokset, masrit-
tamiseksi kirjoitetaan matriisi ¢, jonka livis-
tdjalld ovat elementtien joustomatriisit. Voi-
daan helposti todeta, ettd tdlloin on

‘@; muut elementit
nollia
o= . P
0, = aP (8)
Elementtien muodonmuutostoiden summa
on
1 s
W= 2—P 8y (9a)
eli
1
W= e P aP (9b)

Ottamalla edeltd huomioon tulos (5b) saa-
daan

W= ;—[%][’b”[b;]’a [balb;][%J (10a)

joka voidaan edelleen kirjoittaa

v= 5T L2 ] [5] aw

missa
wmwammﬂ:[ J (11)

a;lap
ay | ay,

a;lap
ay; | ay,

Osamatriisien lausekkeet ovat siis
a;=b,/ab,
a,="b/ab,=a’y;
ay;=b/ab,=a’;,
ap="h/ab,

(12)

Derivoimalla osittain muodonmuutostyon
lauseke X;n suhteen (i=n-+1,n+2,..,
n -+ m) ja soveltamalla muodonmuutostysn
minimin periaatetta saadaan yhtidléryhma,
joka voidaan kirjoittaa muotocon

[as; | a5] [%] =0

mistd saadaan staattisesti miadraamattomiksi
suureiksi

(13)

1

X=—ayayF (14)

Derivoimalla muodonmuutostys osittain
Fyn suhteen (i=1, 2,...n) saadaan Castig-
lianon teoreeman mukaisten yhtilsiden ryh-
mé, joka on kirjoitettavissa muotoon

0 = [a;lap] [%]

d=a; Ftap,X

(152)
eli
(15b)

Sijoittamalla tulos (14) lausekkeeseen (15b)
saadaan

i
0= [a,—apayay]F (15¢)

THmi on rakenteen joustomatriisin mairi-
telmén (4) mukainen, joten

a=[a;—a; a._j_, ay] (16a)
eli
a= [b/aby—by ab;[b;’ab;]" b/ uby]
(16b)

riisit [b,1b,] ja « saadaan rakenteen jousto-
matriisi suorittamalla lauseke (16b).

Jos rakenne on staattisesti midritty, ha-

talloin

a=—hyab, (16c)
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4. Matriisi-iterointi

Viarshtelyjarjestelmin karakteristinen de-
terminantti (3) voidaan aina kehittdd imn
(=w?) n-asteiseksi polynomiksi. Menetelmi
on kuitenkin hankala n:n kasvaessa suu-
reksi. Nykyisin tietokoneiden ollessa kiy-
tettdvissd ns. matriisi-iterointimenetelms on
sopiva keino ominaisarvojen ja -vektoreiden
midrittamiseksi.

Tavallisesti matriisi-iterointimenetelmalls
saadaan suurin ominaisarvo ja -kulmanopeus
ensiksi (ks. esim./2/), mikd rakenteita aja-
tellen ei ole kiinnostava tieto.

Pienimmin ominaisarvon miarittimiseksi
edelld mainitulla menetelmélla (3) on en-
siksi kirjoitettava muotoon

mt k1 — 11 =0
] il

Tassa

(17)

[mk]'= [m! a'1]-1 —am (18)

1
Merkitsemalld 1 = — karakteristinen de-
w

terminantti edelld mainittua iterointimene-
telmadi varten on

lam— 11| =0 (19)

Sen suurin ominaisarvo on siis pienimman

ominaiskulmanopeuden nelion kiainteisluku.

Yhtilostda (19) havaitaan, ettd sovellet-
taessa voimamenetelmdsd rakenteen analy-
soinnissa virdhtelevin massapistejarjestel-
min pienimmit ominaiskulmanopeudet ja
-vektorit ovat valittomasti misritettdvissi,
kun joustomatriisi on laskettu. Jos rakenne
olisi analysoitu muodonmuutosmenetelmills,
jouduttaisiin tuloksena saatava jaykkyys-
matriisi k#intimaan ennenkuin pienimmét
ominaiskulmanopeudet ja -vektorit voitaisiin

nivelkantaisen kehdn antimetristen varihte-
lyjen ominaistaajuudet ottaen huomioon
pelk#stdsin rakenteen oman massan. Yksin-
kertaisuuden vuoksi oletetaan, ettd h =1,
El,=—ElL,=EI ja A,= A, jolloin kehin

jalkojen ja wvaakapalkin massat ovat gAh.
Jotta esimerkkilaskelma ei paisuisi liian
suureksi, aproksimoidaan kehdn massa kol-
mella massapisteelld kuvan 2b mukaisesti.
Kehi on kerran staattisesti miA#rdédméton.
Sen staattisesti maardtty perusrakenne sekid
elementtijako ja sisdiset voimat on esitetty
kuvissa 2¢ ja 2d. Kaikki peruselementit ovat
tdssd tapauksessa samanlaisia kaksitukisia
kuvan 1 mukaisia palkkeja. Kun element-
teihin vaikuttavat normaalivoimat jitetdén
tarkastelun ulkopuolelle, elementin jousto-
—1

matriisi on
h 2
12EI | —1 2

Sijoittamalla kunkin elementin joustomat-
riisi ¢:n lavistdjille saadaan

Gy —

2 1 Muut elementit nollia
-1 2
2 -1
-1 2
2 -1
_h -1 2
“=T12EI 2 -1
-1 2
2 -1
-1 2
2 -1
-1 2

Antamalla kunkin kuvan 2c¢ voimista I},
F,, F, ja X kerrallaan vaikuttaa yksikon
suuruisena staattisesti mdéaardattyyn perus-
rakenteeseen saadaan matriisin b, [by] pys-
tyrivit laskemalla momentit tasapainoeh-
doista

Fi=1F=1F=1 X=1
M, I o 0 o1 0
M; h—2 —2 =2 | 2
M, |2 2 21 —2
M, i—2 —4 —4 | 4| = =
M, 2 4 4 | —4 F,
M, hi|]—1 —2 —3 | 4 F,
My, |/ | 1 2 3| —4 F,
M, 0 0 —2 | 411 x
M, 0 0 2 | —41=" =
M; 0 0 0 | 2
M; 0 0 0| —2
M, 0 0 0 1 0

P= [b, | b/] [%:I
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K ¢
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Kuva 2
Lausekkeesta (16b) saadaan Ay = 0,671% jy; = 0,127 ja };= 0,084
ps [0.11224 015625 0,09610 st
A== B 0,15625 0,2500 0,15625 -
0,09610 0,15625 (0,11224 o 1,489 El 7,875 l/EI
R e e Y P !2_
Massamatriisi tdssd yksinkertaistetussa ta- h? oA h? 0A
pauksessa on 1181 —
100 ja wg= "2/ EL
m=ghAd |0 1 0 h oA
0 0 1 Ensimmaiseen ominaisarvoon liittyvd omi-
_ L 1 EI | naisvektori on
Merkitsemalla A:E —n 2 sovelta- 1
malla edelld mainittua iterointimenetelmis D, = ;:5536

saadaan
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Oheisessa taulukossa I on annettu nivel- bo
ja jaykkikantaisten kehien symmetristen ja
s s skt i S el br
antisymmetristen vardhtelyjen ominaiskul-
manopeuksien kertoimet k. Laskelmissa on
otettu mukaan wvain kehidn omapaino jaet- e
a

tuna yhdeksiin (9) massapisteeseen siten,

ettd kolmasosa kunkin osapalkin massasta g,
on ajateltu keskittyneeksi palkin keskipis-
teeseen ja muut kolmasosat etdisyydelle 1/6 90

palkin piista.

KAYTETYT MERKINNAT

Vaikutuskertoimien menetelma

— muunnosmatriisi, joka muuntaa ulkoiset voi-
mat sisdisiksi voimiksi perusrakenteessa
muunnosmatriisi, joka muuntaa staattisesti
miAAraamattdmit suureet sisdisiksi voimiksi
perusrakenteessa

elementin a joustomatriisi

matriisi, jonka ldvistdjdlla on elementtien
joustomatriisit

vektori, jonka komponentteina ovat element-
tien muodonmuutokset

vektori, jonka komponentteina ovat muodon-
muutokset ulkoisten wvoimien kohdalla ja
suunnissa

I
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X — staattisesti maaraamattomien voimien vektori
W = Muodonmuutostyo Erkki Pennala, diplins., Teknillinen korkeakoulu,
ajj = osamatriisi (ks. yht. (12)) Otaniemi
Taulukko I
(PN S—
!:', ja fkg) kertoimet
EI2
o Ely,
h EL, FEESLE oA 1
7/) ( Ay = A )
Symmetriset vérdhtelyt Antisymmetriset virahtelyt Symmetriset vdrdhtelyt Antisymmetriset vidrdhtelyt
T, /EL,
n 0,8 1,0 1,2 a,8 1,0 1,2 0,8 1.6 1,2 0,8 1,0 1,2
0,8 2,142 2,197 2,236 1,551 1,597 1,631 5,108 5,181 5,236 3,433 3,508 3,563
(10,64) (10,95} (11,23) | (11,23) (11,58) (11,81} | (1L,86) (15,43}  (15,84)| (17,05) (17,35  (a7,62)
1,0 2,078 2,1k2 2,187 1,417 1,468 1,503 5,021 5,106 5,170 3,138 3,217 3,276
(9,504) (9,801) (10,17) | (11,20) (11,33) (11,53) | (12,07} (12,67) (13,17)| (16,79) (17,05) (17,30)
1,2 2,020 2,090 2,141 1,300 1,353 1,393 4,937 5,036 5,108 2,893 2,97k 3,036
(7,997)  (8,385) (8,720) | (10,93) (11,24) (11,33} | (9,296) (9,8uk) (10,32)| (16,59) (16,83) (17,05)
1,k 1,965 2,040 2,091 1,202 1,257 1,298 4,858 L, 961 5,040 2,630 2,771 2,834
(6,513) (6,875) (T,220) | (10,81) (10,99) (11,17)| (7,21h) (7,686) (8,085)| (1&,45) (16,66) “6'8”J




