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PAISTAAN NOSTETUN JANNEBETONIPALKIN

KIEPAHDUS

ILPO SALO

Rakenteiden Mekaniikka Vol. 2 No. 2 1969 ss. 75—80:
Kustannusosakeyhtio Rakennustekniikka, Helsinki

Yhteenveto: Artikkelissa kisitelldin lihinni jan-
nebetonipalkkien asennusvaiheessa esiintyvdd sta-
biilisuusprobleemaa, jossa piistidn nostettu palkki
kiepahtaa oman painon vaikutuksesta. Probleeman
ratkaisu on johdettu tapaukselle, jossa palkin
muuttumattoman kaksoissymmetrisen poikkileik-
kauksen kidyristymisjaykkyys voidaan jdttdd huo-
miotta, Tehtdvan ratkaisu on pyritty saattamaan
sellaiseen muotoon, etti sen soveltaminen kiytin-
nossi olisi mahdollisimman yksinkertaista (yhtilst
14 ja 16 sekd kuva 2). Probleeman asettelun yhtey-
dessia tehtyjen ratkaisua yksinkertaistavien oletta-
musten vaikutusta tuloksen soveltamiseen mybs
muunlaisiin rakenteisiin on lopuksi kisitelty ly-
hyesti. Tarvittavien laskelmien selvittimiseksi on
artikkeliin liitetty myds kaksi numeerista esimerk-
kid.

Rakennusalalla vallitseva pyrkimys entisti
lujemmista raaka-aineista tehtyihin wvarsin
hoikkiin rakenteisiin on aiheuttanut sen,
ettd stabiilisuusnikskohdat ovat saaneet yhi
kasvavan merkityksen rakenteiden suunnit-
telussa. Yh# hoikempien jinnebetonipalk-
kien k'aiytt&i&inoton vuoksi niiden suun.nltte—
nittdd huomiota myds palkkien kiepahdus-
vaaraan, jolla aikaisemmin on ollut kdytin-
non merkitystd vain terisrakenteiden suun-
nittelussa.

Kiepahdus on ilmis, jossa tietyn pysty-
suoran kuormituksen vaikuttaessa taivutus-
palkki menettdd stabiilisuutensa sen puris-
tuspuolen nurjahtaessa sivulle. T&llgin
palkki taipuu sivulle sekd viintyy samalla
akselinsa ympéri. Jinnebetonirakenteiden
suunnittelussa kiepahdusvaaran toteaminen
saattaa tulla kysymykseen seki wvalmiissa
rakenteessa ettd eri asennusvaiheissa, erityi-
sesti palkkien noston yhteydessi. Tillsin
palkkia kuormittaa tosin vain sen oma paino,
joka yleensd on pieni suunnittelukuormaan
verrattuna, mutta samalla myos palkin tuke-
mistapa on kiepahduksen kannalta varsin
epdedullinen,

Tapausta, jossa palkin piit ovat kiinnite-
tyt kiertymisen suhteen tiysin jaykisti, on
kisitelty kirjallisuudessa runsaasti. Tdmin
tapauksen selvittiminen ei siten tuottane
suunnittelijalle erityisempii vaikeuksia. Siti

vastoin palkin asennusvaiheen nostotapaus-
ta, jossa palkin pddt ovat kiertymisen sub-
teen joustavasti kiinnitetyt, on kisitelty kir-
jallisuudessa varsin niukasti. Nzistd mai-
nittakoon Pettersson [1], Czonka [2] ja
Lebelle [3].

Seuraavassa kisitellddn piistiin nostetun
jinnebetonipalkin kiepahtamista oman pai-
non vaikutuksesta. Probleeman kisittelyn
vksinkertaistamiseksi oletetaan:

— palkin toimiva poikkileikkaus on muut-
tumaton

palkin poikkileikkaus on kaksoissymmet-
rinen (sen viAintokeskio yhtyy poikki-
leikkauksen painopisteeseen)
poikkileikkauksen kiyristymisjaykkyy-
den vaikutus voidaan jattds huomiotta,
silli kapean poikkileikkauksen tapauk-
sessa sen merkitys on varsin vahidinen ja
saatu tulos on joka tapauksessa varmalla
puolella.

Tehtdvan ratkaisua varten wvalitaan kiin-
ted suorakulmainen (x,y,z) koordinaatisto
(kuva 1 a). Lisiksi valitaan suorakulmainen
(¢, 1) koordinaatisto, jonka origo on kie-
pahtaneen palkin painopisteakselilla palkin
mielivaltaisessa poikkileikkauksessa m—m,
C-akseli yhtyy palkin kimmoviivan tangent-
tiin sekad &- ja y-akselit poikkipinnan pidjay-
hyysakseleihin (kuva 1 b). Kuormitus vai-
kuttaa y-akselin suuntaan. Palkin kiepah-
taessa sen poikkileikkauksen m—m paino-
piste saa siirtymit u ja v, sekd poikkipinta
kiertyy kulman . Palkin kiertymin @
pysyessd pienend poikkileikkauksessa m—m
vaikuttava oman painon aiheuttama taivu-
tusmomentti M, voidaan jakaa komponent-
teihin

Mé=M,cos d==M,

My=M,sin b~M,D 1)
. du

Mg_d_ZMI

Niistd saadaan palkin vdinnélle ja sivut-
taiselle taivutukselle differentiaaliyhtilot
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Derivoimalla edellinen yhtdlé z:n suhteen
ja sijoittamalla siihen jilkimmé&inen yhtald
saadaan siirtyma w eliminoiduksi
d2p bz,
dz?

B ®)

Laskelmien suorittamista varten otetaan
kayttoon dimensioton koordinaatti t = 2 z/L.
T&ll6in palkin oman painon (g) momentille
saadaan lauseke

b=0

3
M= (1) @)
Koska
o _ 2, &0
& T aE

esinézed,

Kuva 1. Paistddn nostetun palkin kiepahtaminen
oman painon vaikutuksesta, kidytetyt suu-
reet ja koordinaatit.

Fig. 1. The lateral buckling of a beam suspended

at its ends wunder the action of its own
weight. The dimension and the coordi-
nates of the beam.

tiaaliyhtdlo (3) muotoon

d2¢p q2Ls S
a= 256B,C E—fg=t @)
eli
(6)
d? 1.3
D fk(l—pe=0; k=%
& 16V B,C
Differentiaaliyhtdlon  (6) ratkaiseminen

voidaan tidssd tapauksessa suorittaa sarja-
kehitelmin avulla. Koska tehtdvd on sym-
metrinen kohdan t=0 suhteen, haetaan
kiertymi & parillisen potenssisarjan

D=ua,+ at? +aitt fagtb +... (7)
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muodossa. Sijoittamalla lauseke (7) yhta-
166n (6) saadaan kertoimien a, vilille yhteys

4-:3- iy — kg(wzao+ag)
65 ay=k*(a,—2a; + a,)

(8)

n(n—1)a, k2(a,_¢— 20, ;1 @y _s) ;
n=2_§, 10, 12, ...

Yhtilsiden (8) perusteella sarjan (7) ker-
toimet voidaan lausua yhden tuntemattoman

a, avulla
as = a,(— 0,50000000 k2)
a, = a,(0,16666667 k2 4 0,04166667 k)

a5 = a,(— 0,33333333 k2 — 0,03888889 K+ —
0,00138889 k*)

ag = a,(0,01547620 k4 + 0,00218540 k¢ +
0,000024802 k#)

ayy = a,(— 0,00259259 ket — 0,00149912 kf —
0,000055115 k8) 9)

a; = a,(0,00025253 ket + 0,00054874 k¢ 4
0,000054948 k8)

a,; = a,(— 0,00011491 ks — 0,000031481 k5)

a, = a,(0,00001291 k¢ 1 0,000011298 k5)

a3 = a,(— 0,00000083 kf —

0,000002587 k3)

Kertoimien (9) arvoissa on k! ja sitd kor-
keammat potenssit jdtetty pois.

Tuntemattoman integroimisvakion a, m#a-
rittdmiseksi on tarkasteltava tehtivian reu-
naehtoa palkin pisssd t = 1 (kuva 1 c). Nos-
tovoima aiheuttaa palkkiin viintomomentin

. dd 2 do
—1 ! AN s
M, = Y%qlLed,=C = =T C T (10)
Palkin reunaehdoista saadaan yhtalo
dp  qL?
& =m0 )
Palkin p#dssa t— 1 suureilla Et_ ja @ on

arvot

d_f — 2a,+da,tBa,t ... =a,(0,53333333 k2

d
+ 0,05714285 k* — 0,00912699 k¢
4 0,000198413 k5 4 ...)

D, =a,+ay+a+a;+ ... =a,(l
-+ 0,36666667 k2 + 0,01825398 K+
— 0,00079365 k5 - 0,00002480 k8
+...) (12)
Jos kdytetddn noston epdkeskisyyttda ku-
vaamaan dimensiotonta parametria
ey / B, do 1
=tV d=F ‘ms, @
saadaan yhtaldista (11) ja (12) suureiden y
ja k vilille yhteys (kun a, = 0)
k

4D
— 0.00912699 It + 0,000198413 k¢)
jossa
D= 1-10,36666667k2-1-0,01825398 k4 —
— 0,00079365 kf + 0,00002480 kS8

e B,
=1V %
qlL3

e — eae——
16 VB,C
Kun tunnetaan palkin dimensiot ja kuor-
mat, voidaan yhtdloistd (14) laskea tarvit-
tava nostopisteen etdisyys (e) palkin paino-
pisteestd, jotta palkki ei kiepahtaisi. Val-
miiksi laskettuja suureiden y ja k arvopareja
sekd niiden kuvaaja on annettu kuvassa 2.
Kun kiytdnnossd yleensid suureella k on
melko pieni arvo, voidaan yhtéloéssid (14) sen
korkeammat potenssit jattdd huomiotta, jol-
loin saadaan

y = (0,53333333 -+ 0,05714285 k2 —

(14)

2
15
Tamin avulla voidaan kriittisen kuormi-
tuksen arvo miaarittdd yhtdlosta
4 — 120 Bﬁff . (02K =03) (16)
Jos k =£0,3 on yhtdlon (16) virhe = 2,8 %.
Jos k = 0,2 virhe on vain 1,2 %.

Vaikka edelld saatu tulos onkin johdettu
poikkileikkaukseltaan muuttumattomalle
palkille, sitd voidaan kiyttdda hyviksi myos
harjapalkkia laskettaessa, silld sen jayk-
kyyssuureet C ja B, muuttuvat varsin vihin
palkin korkeuden vaihdellessa. Tarvittavan
nostoetdisyyden e midritys voidaan suorit-
taa yhtdldiden (14) avulla kayttamalld pal-
kin jaykkyyssuureina sopivasti valittuja
keskimdiriisid arvoja C,, ja B, [1]. Nosto-

y k (15)
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tava, ettd etdisyys e on méiiritettivi koko
palkin todellisesta painopisteakselista, joka
on ylempinid kuin palkin pdin poikkileik-
kauksen painopiste.

Poikkileikkaukseltaan I-muotoisten jinne-
betonipalkkien poikkipinta ei yleensd ole
kaksoissymmetrinen, vaan viantokeskio on
hieman painopistettd ylemp#ni, lahempini
jaredampdd yldlaippaa. Tissd tapauksessa
vhtdlo (14) antaa jonkin verran varmalla
puolella olevia tuloksia. Virhe on kuitenkin
vleensd merkitykseltdin pieni, eikd tarkem-

myos terasbetonipalkin kiepahdus. Tilloin
on kuitenkin otettava huomioon, ettid palkin
sivuttaista taivutusjaykkyyttd laskettaessa
voidaan huomioida vain betonin puristus-
puoli sekd terdkset. Sitd vastoin vdints-

leikkausta toimivana.

Periaatteessa yhtdlon (14) avulla voidaan
tdnndssd on kuitenkin terdspalkkien kiyris-
tymisjdykkyys aina wvarsin huomattava,
usein sen vaikutus palkin muodonmuutok-
siin on selvisti suurempi kuin palkin viin-
tojaykkyyden. Niin ollen saadaan yhtilosts
(14) aivan liian pienid kriittisen kuorman
arvoja.

Erilaisten kiepahdustapausten lihemp3i
tarkastelua varten suositetaan teokseen [1]
perehtymista.

Esimerkki 1.

Poikkileikkaukseltaan suorakaiteen muo-
toisen jénnebetonipalkin mitat ovat b= 10
em; h =100 em ja L= 12,00 m (L = nosto-
pisteiden vili). Mikd on palkin varmuus
kiepahdusta vastaan, kun palkin nostok&y-
det on kiinnitetty nostokoukkuihin 5 em pal-
kin yldreunan ylipuolelta? Betonin lujuus-
luokka on K 400 ja Poissonin vakio » = 0,17.

— E
— T 2 . —
E—18000V K = 360 Mp/cm? ; G_—Z(I )
= 154 Mp,/cm?
hb3
— - 1
1, = 13 = 8333 em

I, = khb2=0,312- 100 - 102 = 31200 cm+*

B, = EI, = 300 Mpm?; C = GI, = 480 Mpm?
e B 055 300
__fl/%'_ 12 480 —

Kuvasta 2 saadaan arvoa y = 0,003625 vas-

taava arvo k= 0,26. Kriittisen kuormituk-

sen arvoksi saadaan

_k-16YB,C 0,26-16V 300480

Qrr = L3 - 123

— 0,914 Mp,/m

Palkin paino g = 0,24 Mp,/m, joten wvar-

muusluvuksi kiepahdusta vastaan saadaan

0,914
"= g2a =38

y 0,03625

Esimerkki 2.

Kuinka korkealta on jirjestettivi kuvan 3
harjapalkin nostokéyden kiinnitys, jotta pal-
kin varmuus kiepahdusta vastaan olisi n —=
1,57 Betoni: lujuusluckka K 400, » = 0,17.

Palkin piissi olevan poikkileikkauksen
levennykset voidaan jittid huomioimatta.
Palkin jaiykkyysluvut lasketaan jinteen nel-
jénnespisteessd, jossa palkin korkeus h—
100 cm. Poikkileikkauksen vaintdjayhyy-
deksi I, saadaan [4 s. 627]:

15

, h
laippa: T 7,—5: 2.k, = 0,229,
I, =0229-15- 7,53 = 1450 em?
85
uumas: 5= = 17 -k, = 0,333,

I, = 0,333 - 85 - 53 = 3540 cm?
uuman ja laipan liitos:
Al, = aD4; a=101; D=10cm
Al, = 0,1 - 104 = 1000 cm?
2T, = 2+ 1450 + 3540 - 2 - 1000 = 8440 cm!

90 - 53 5153 25
L=~ am 2% .05 ¢ 89 4
— 4617 emt
. E
E—=18000Y K= 360 M ’ch; G:—;
B 2(1 4 )

= 154 Mp/em?2
Kuva 2. Parametrien k ja y vilinen yhteys yhti-

lossd (14).
Fig. 2. Relation between k un y in the equation

(14).
Kuva 3. Laskuesimerkissd 2 kisitelty palkki.
Fig. 3. The beam considered in the numerical

example 2.
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Palkin paino jénteen neljinneksessi g —
0,140 Mp/m. Xun vaadittava varmuus n =
1,5, tiytyy laskelmat suorittaa palkin pai-
nolle

g=mn-g=021 Mp/m

B, = EI, = 166 Mpm?;

& = C.It =130 Mpm2; L=16m
qL3 . 021-168
16y B,C 16\ 166 - 130
Kuvasta 2 saadaan interpoloimalla arvoa

k = 0,3660 vastaava arvo y = 0,05097 josta
saadaan nostoetdisyydeksi

i)
= yLl/_E; —0,722m

Tamin lisaksi tiytyy vield m#arittad pal-

k= — 0,3660

painoakselin) asema. Kun palkin painopis-
teen paikka ja palkin paino muuttuvat
lineaarisesti, saadaan keskimi#rdisen paino-
pisteakselin ja palkin p#din poikkileikkauk-
sen painopisteen viliseksi etdisyydeksi

2+«
3(1+a)

jossa a = palkin p#in poikkileikkauksen ja
jinteen keskelld olevan poikkileikkauksen
pinta-alojen suhde ja d = palkin p#in ja
keskikohdan painopisteiden vilinen etdisyys

Ade =

587
aﬁWfO,QSQ = (.‘14425Cm
Ade = 20,909 25=126 cm

~ 3(1 - 0,959)

Tarvittava nostoetdisyys palkin p#in poik-
kileikkauksen painopisteestd on

et de=7T722+12,6=2848¢cm

Nostokoyden kiinnityksen on siten tapah-
duttava vdhintdin 84,8 — 37,5 — 47,3 em pal-
kin pddn yldreunan ylipuolelta.

Saadusta tuloksesta k = 0,3660 voidaan
todeta, ettd tdlld ripustuspisteen korkeudella
palkin kriittinen kuormitus on vain viides-
osa siitd kuormituksesta, jonka palkki kes-
tdisi valmiissa rakenteessa ollessaan, kun
sen pHAt ovat kiertymisen suhteen jaykisti
kiinnitetyt. (k/koo = 0,3660/1,769 = 20,7 %)

Yleisimmit merkinnit

By sivuttainen taivutusjiykkyys

C vaintojaykkyys

E kimmomoduuli

e nostopisteen etdisyys palkin piin
poikkileikkauksen painopisteestd

G livkumoduuli

I; vaantojayhyysmomentti

I y-akselin suhteen laskettu taivu-
tusjiyhyysmomentti

qL?
e dimensioton parametri
16vB,C

L palkin jannemitta

M; i-akselin suhteen wvaikuttava tai-
vutusmomentti

q palkin oma paino

t 2z/L dimensioton koordinaatti

u, v poikkileikkauksen painopisteen
siirtymat

(x,9,2) (§,5,) suorakulmaiset koordinaatit
s} palkin kiertymakulma

y= = .I/E dimensioton parametri
L C
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