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Yhteenveto: Artikkelissa kisitelldsin paino-opti-
mointitehtdvdad ensinnd yleisessi mielessd. Sen
jalkeen tarkastellaan G. C. Bestin esittamii paino-
optimointimenetelmii, joka perustuu maksimaalisen
painonvihennyksen antavan suunnan maarittaimi-
seen optimoinnin kussakin vaiheessa. Menetelman
soveltamisen edellytyksend on, etti rakenne on
valmiiksi analysoitu. Tdméin vuoksi ennen varsi-
naista optimointimenetelmaa artikkelissa on kisi-
telty hiukan rakenteiden analysointia.

Johdanto

Rakenteiden optimaalinen suunnittelu
kdytetyn aineen miairdsn nihden on tirkess
rakennustekniikassa, koska aineen sd#std
merkitsee useimmiten myods kustannusten
sasstod. Kuljetustekniikassa, erikoisesti len-
tokoneenrakennuksessa, jossa taarapainon on
oltava mahdollisimman pieni, rakenteiden
painon optimoimisesta on muodostunut oma
tieteenhaaransa. Sen kehittymiseen viime
vuosina tietokoneiden suomat mahdollisuu-
det ovat oleellisesti vaikuttaneet.

Yksinkertaisten rakenne-elimien, kuten
nurjahdussauvan, jaykistetyn panelin, taivu-
tuspalkin jne. optimoimista voidaan kisi-
telld yksinkertaisilla matemaattisilla ja graa-
fisilla menetelmillda. Monimutkaisten raken-
teiden, kuten jaykistettyjen kotelopalkkien,
kasittelyssd on mielekidstd turvautua tieto-
koneen tarjoamiin etuihin.

Seuraavassa kasitelldsin erdstd optimointi-
menetelmdsd, joka kuitenkin edellyttii jo
valmiiksi suoritettua rakenteen analysointia
ja sopivien muuttujien valintaa. Tihin opti-
tyy luonnollisesti rakenteen jiykkyyden,
jénnitysten ja muodonmuutosten maadritti-
minen lujuusopista tunnettujen menetelmien
avulla.

1. Optimointitehtiva

Yleisessd tapauksessa optimointitehtivd on
esitettdavissad funktioiden joukolla
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Muuttujien x;,...,x, funktio G on ns.
kriteeriofunktio, joka halutaan optimoida.
Paino-opitimointitehtdvissa G:ta kutsutaan
rakenteen painofunktioksi.

Wi, 5, Oovat ns. funktiorajoja muuttu-
jille x, Jos esimerkiksi koneistettu lento-
koneen siipipaneli on lineaarisesti trapetsi-
nen, kunkin t#ssd panelissa olevan levyele-
mentin paksuus on maiarittavissa lineaari-
sesta lausekkeesta.

@y, -, @, ovat tiettyja muuttujien avulla
midrittavid suureita, kuten esim. jannityk-
sid ja muodonmuutoksia rakenteen eri pis-
teissi. NHmE suureet voivat saada vain tie-
tylld valilld o%,...,cY olevia arvoja, jonka
vuoksi niitd kutsutaan rajoitetuiksi suu-
reiksi. Niiden erityisen joukon muodostavat
geometriset dimensiot (levypaksuudet, paar-
teiden poikkipinta-alat jne.), jotka voivat
olla vain positiivisia.

Funktiota G esittid n + 1 dimensionaali-
sessa avaruudessa pinta, hyperpinta, jonka
milld osalla voidaan liikkua haettaessa G:n
minimis.

Muuttujien x esittdm#d »tasoa» kutsutaan
hypertasoksi. Tilld tasolla rajoittavat teki-
tuna hyperpinnalle miirittdd edelld maini-
tun alueen.

Vaihtoehtoinen menetelmi tehtdvin esitts-
miselle on misrittdd hypertasolla kayrit
G = vakio ja niin hakea se kdyri, joka edus-
taa pienintd G:n arvoa ja josta ainakin yksi
piste on sallitulla alueella. Tdm3 piste on
se muuttujien arvojen kombinaatio, joka
antaa G:lle minimin.
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2. Rakenteiden analysoinnista

Rakenteiden analysoinnissa on periaat-
teessa kysymys annetun informaation muut-
tamisesta toiseen, haluttuun muotoon.

Tutkittaessa monimutkaisia rakenteita
tasapaino- ja kombatibiliteettiehtoihin perus-
tuvat menetelmit ovat osoittautuneet edulli-
siksi. Nidistd menetelmisti kiytetiin myos
nimityksid voima- ja muodonmuutosmene-
telmit. Menetelmien tarkempaan esittelyyn
ei tdssi yhteydessd voi puuttua, joten tyydy-
tddn vain optimointimenetelmin kannalta
tirkeiden yleisten tulosten lyhyeen tarkas-
teluun. Haluttaessa lihempid tietoja ndiden
menetelmien soveltamisesta kotelorakentei-
siin voidaan kirjallisuusviitteend mainita
teos [6].

Molemmissa menetelmissd ajatellaan ra-
kenne paloitelluksi peruselementeiksi siten,
ettd edellisessi menetelmissd kullekin ele-
mentille on kirjoitettavissa joustomatriisi
kyysmatriisi (stiffness matrix). Perusele-
mentteihin liitetddn koordinaatit, joihin ku-
hunkin liittyy voimasuure ja muodonmuu-
tos.

Voimamenetelmissd rakenteeseen vaikut-
tavat ulkoiset voimat muunnetaan sisdisiksi,
elementeissd vaikuttaviksi, voimiksi muun-
nosmatriisilla b.

P=DbF, (2)

missda P on vektori, jonka komponentteina
ovat sisdiset voimat ja F vastaavasti vektori,
jonka komponentteina ovat ulkoiset voimat.

Samoin on ldydettivissd muunnosmatriisi
a, jolla ulkoiset voimat muunnetaan muodon-
muutoksiksi niiden koordinaattien suun-

nissa.
d=ak, (3)

missd 6 on vektori, jonka komponentteina
ovat ko. muodonmuutokset ja a on muunnos-
matriisi, josta kiaytetddn nimitysta rakenteen
joustomatriisi.

Muodonmuutosmenetelmédssd  rakenteen
tiettyjen pisteiden muodonmuutokset muun-
netaan sisdisiksi, elementtien muodonmuu-

toksiksi
dy=1c¢d, (4)

missd J, on vektori, jonka komponentteina

ovat elementtien muodonmuutokset ja ¢ on
muunnosmatriisi.
Taman vektorin ja matriisin k, avulla on

madrdttavissd vektori, jonka komponent-
teina ovat sisdiset voimat
P =k,4,, (3)

Matriisi k, on muodostettu elementtien
jaykkyysmatriiseista asettamalla ne sen pidi-
donmuutosvektorin vililla on yhteys

F=k4,

missd k on rakenteen jiykkyysmatriisi.
Optimoitaessa rakennetta muodonmuutok-
set ja jannitykset voidaan miarittiia kum-
malla menetelmilld tahansa. Seuraavassa
kédytetaan kuitenkin vain voimamenetelmas.

(6)

3. Rakenteiden paino-optimointi

3.1. Yleista
Rakenteiden

paino-optimointi  voidaan
etsimiseksi, joka annettujen rajoittavien
tekijoiden puitteissa minimoi painofunktion
G. Rajoittavina tekijoind ovat esimerkiksi
sallitut jannitykset ja muodonmuutokset
rakenteen tietyissd pisteissd. Kaytinnossi
rakenteet saattavat joutua lisiksi hyvin mo-
nenlaisten kuormitustilojen alaisiksi. Tami
on omiaan huomattavasti mutkistamaan
optimikombination ma&rittamisti.

Optimoitavan rakenteen painofunktio voi-
daan esittdd muodossa

G=ax + ax+ ...+ a3, (7

missd a;:t ovat vakioita, jotka riippuvat kiy-
tettdvin materiaalin tiheydestd sekid raken-
teen ulkoisista dimensioista. x;:t ovat muut-
tujia kuten esim. levypaksuuksia, paarteiden
poikkipinta-aloja ja kimmomoduuleja.

Jéannityksistd ja muodonmuutoksista ra-
kenteen tietyissi pisteissd kiytetidn nimi-
tystd »ulostulosuureet». Ulostulosuureita
esitetisin seuraavassa vektorilla ¢, jonka
komponentteina ne ovat. On huomattava,
etta ¢ sisiltdd ulostulosuureet kaikille kuor-
mitustiloille. Jos esimerkiksi on valittu m
pistettd, joissa halutaan jinnitys ja (tai)
muodonmuutos pitdd tietyissi rajoissa, on
o:n m ensimmaistd termid ulostulojen arvot
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ko. pisteissd kuormitustilassa I ja m seuraa-
vaa kuormitustilassa II, jne.

Ulostulot ovat rajoitettuja suureita, joiden
oletetaan olevan muuttujien x; jatkuvia
funktioita. Rajoja merkitdin o Jos ulos-
tulolla o; on sekd yld- ettd alaraja, se voi
esiintyd ulostulovektorissa ¢ kahdesti.

Ulostulon rajan ja lasketun ulostulon

eroksi miaritelladn

Aﬁj: Ejj(O'jT_Gj), (8)
missd ¢/ on 1, os ¢;7 on yldraja, ja — 1, jos
o;7 on alaraja. T#lld jdrjestelylld erosuureen
negatiivinen merkki tulee osoittamaan rajan
ylityksen.

Jos ajatellaan oltavan muuttujien »tasolla»
tietyssd pisteessd, mistd liikkutaan suuntaan
u, ts. muutetaan x:n komponentteja kiin-
tedssi (u:n komponenttien) suhteessa ja
uudeksi muuttujaksi otetaan j pitee seu-
raava yhtevs

dG (z 4+ )
dl -
d {a'! (.’L‘] + /’L'!L]) _I_ + a’fz(x.u + un)}
di
‘ )
n G ,
= - U, = g U,
1= 1 o,

missd g on painofunktion gradientti trans-
ponoituna. Saatu lauseke merkitsee G:n
muuttumista suunnassa wu.

Optimoeinti aloitetaan jostakin pisteestd wx,
joka on pyrittava valitsemaan mahdollisim-
man lihelle minimin antavaa pistetta myo-
hemmin ilmenevastd syystd. Madritetddn ti-
min pisteen liheisyydessd ulostulojen osit-
taisderivaatat

3,
dx,;
ja muodostetaan termeistd d;; matriisi D.

Rakenne oletetaan analysoiduksi voima-

menetelmilld, jolloin ¢ ja P ovat tunnettuja

(10)

iJ

uudet ulosotot o, d;;td voidaan aproksi-
moida

O; —

Ax;

dy = 2% (11)

daan matriisin D i:s vaakarivi. Kun D on
masridtty saadaan kunkin ulostulon ¢; muu-
tos yksikkémuutosta suunnassa u kohti seu-
raavasti

(12)
do; (x + iu) 90, +« °0; s
T @ T T e TR

missd D; on D:n j:s pystyrivi transponoitu-
na. Dyu on ts. vektorin I’ v j:s komponentti.

Ensimmadiseksi suuntavektoriksi otetaan
painofunktion normalisoitu gradientti nega-
tiivisena

u=—(g'g)"*g. (13)
Jos nyt ajatellaan, ettd siirrytddn u:n suun-
taan askelpituus 41, jonka mésrittimiseen
palataan tuonnempana, tulee uudeksi muut-

tujavektoriksi
T=x+ Al u. (14)

Tamin pisteen ldheisyydessi maéaritetddn
uudelleen ulostulosuureiden arvot, erosuu-
reet ja D.

Jokin tai jotkut erosuureet, r kappaletta,
ovat nyt — 0 tai ainakin kiytinnossa riitté-
van ldhelld sitd. Uusi suuntavektori valitaan
seuraavassa siten, ettei nollaan menneet ero-
suureet endd muuttuisi. Jos nyt otetaan
matriisiin C ne D:n pystyrivit, jotka liittyvat
nollaan menneisiin erosuureisiin,  on valit-
tava siten, etta

Cu=20 (15)
Lisaksi wn tulee olla yksikkovektori ja
minimoida lauseke (9), joten tehtivini on

Huomautettakoon tdssd yhteydessd, etta
ehto (15) tulisi asettaa

Cuz=0, (16)
jotta varmasti opitimoinnissa paadyttaisiin
minimiin [3]. Jos nimittdin tehtdvissd on
m muuttujaa ja t sitovaa ehtoa siten, ettd
t > m, on kidytettdvissd avaruudessa enem-
min kuin yksi piste, missi m pakkoehtopin-
taa leikkaa toisensa. Niin ollen ei ole takeita
siitd, ettd ensinnid nollaan saatettu erosuure
ja siti seuraavat, siind jdrjestyksessd kuin
ne meneviat nollaan, johtaisivat pakkoehto-
pintojen leikkauspisteeseen, joka antaa pai-
nofunktiolle minimin.
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Edelld olevan perusteella on nyt selvai,
miksi optimoinnin aloituspiste, sovellettaessa
tissi esitettyd menetelm#d, on valittava
mahdollisimman ldheltd minimin antavaa
pistetta.

Soveltamalla Lagrangen menetelmii sido-

)
n nor n
=23 g; u; + > X )‘R C’,!;j Ui + }»U(Euf—l)
missd 1;:t ovat Lagrangen kertojia. Derivoi-
malla tdmé osittain u;:n suhteen saadaan

oP

Su;

s
=g+ 2 4C+20u;=0 (18)
k=1

missd §=1,2,3, n. Matriiseilla esitet-

tyna tdma saa muodon
g+CA+21,u=0

missd A= {2, 45, ..., 4,}

Tastd u voidaan ratkaista ottamalla edeltd

huomioon ehto (15).

(19)

(20)
U=— I {g — C[C'C]'Cg} = I v
o, Th

2], on méidritettdvissd ehdosta, ettd wmn

(7]

tulee olla yksikkévektori, jolloin edellinen
lauseke voidaan saattaa muotoon

w= 1t (ve)~ % [I—H]g, (21)
missdi H= C [C'C]—! C’ jaI on yksikkdmat-
riisi.

Voidaan osoittaa, ettd jos g’ u ei ole nolla,
maksimivihennys painossa saadaan, kun
u:lle kdytetdan edelld saadussa lausekkeessa
— merkKkii.

3.3. Askelpituus

Kun painonvihennyksen yksikkosuunta-
pitkille tdhin suuntaan voidaan menni en-
nenkuin yksi tai useampia erosuureita me-
nee nollaan.

Jos oletetaan erosuureiden muuttuvan
lineaarisesti litkuttaessa suuntaan u, askel-
pituuden A1 ensimmiiseksi aproksimatioksi
voidaan valita

(22)
s

:g?'.sjminw-
(el s T

AZ; = &fieyf min

Kun haetaan

missd e,/ = Qo;/Ju:n merkki.

ne y;:t, joilla A1; on negatiivinen, vaikka
Ag; on positiivinen, jatetddn huomiotta.

Yleensd kisiteltavat funktiot eiviit ole kui-
tenkaan lineaarisia, jolloin erosuureen nol-
laan saattaminen liittyy askelpituuden ap-
roksimoinnin onnistumiseen. Kun erosuu-
reet on laskettu askelpituuden ensimmaéisen
aproksimation jilkeen, askelpituutta on kor-
jattava sopivalla iterointimenettelylld, jos
jokin rajasuure on ylitetty erosuureen epi-
lineaarisuudesta johtuen.

Jos jokin muuttuja F; — x; + Aly; tulee
optimoinnin jossakin vaiheessa negatiivi-
seksi, askelpituutta on korjattava siten, ettd
ko. muuttuja tulee positiiviseksi ja vain hiu-
kan nollaa suuremmaksi.

Uuden suuntavektorin ja askelpituuden
tultua méaritetyksi lasketaan uudet muuttu-
jlen arvot ¥ = x + Aiu. Edelld oleva toiste-
taan tdssd pisteessd. Ts. madritetddn timan
pisteen ldheisyydessd D ja lasketaan u seki
A2, jolloin saadaan jalleen uusi x. Tatd tois-
tetaan siksi kunnes mahdollisimman monet
erosuureet menevdt nollaan tai ¢ u tulee
riittdvan pieneksi.

Kirjallisuutta

Best, G. C., Completely Automatic Weight-
Minimization Method for High-Speed Digital
Computers, J. Aircraft, Vol. 1, No. 3, 1964 s, 129
—133

Best. G. C., A Method of Structural Weight
Minimization Suitable for High-Speed Digital
Computers, ATAA Journal, Vol. 1, No 3, 1963,
s. 478—479

. Schmit, Lucien A., Comment on »Completely
Automatic Weight Minimization Method for
High-Speed Digital Computerss, J. Aircraft,
Vol. 1, No 86, s. 375—376, 1964

Razani, Reza, Behavior of Fully Stressed Design
of Structurers and Its Relationship to Minimum-
Weight Design, AIAA Journal, Vol. 3, No 12,
s, 2262—2268, 1965

Przemieniecki, J. S., Theory of Matrix Structural
Analysis, McGraw-Hill, 1967

Argyris, J. H., Kelsey, S., Energy Theorem of
Structural Analysis, Butterworths, London 1960
Rubinstein, M., Matrix Computer Analysis of
Structures, Prencite Hall, 1966

Pennala, E., Tutkimus eraésti paino-optimointi-
menetelmistd sovellettuna kotelorakenteeseen,
diplomitys, Tkk, 1968,

1.

Linnaluoto, Veikko, lentotekniikan professori, TKK
Pennala, Erkki, diplins., lab.ins.,, TKK



