RAKENTEIDEN VARAHTELYISTA

PENTTI LOIKKANEN

Rakenteiden Mekaniikka 1 (1968) ss. 64—72; Kustannus-
osakeyhtio Rakennustekniikka, Helsinki

Yhteenveto: Tarkastelun kohteena ovat rakenteet,
joiden massa on keskittynyt yhteen tai useampaan
kohtaan. Aluksi on Kkisitelty yksivapausasteista
systeemii merkintdjen soveltamiseksi ja harmonisen
virahdysliikkeen kaavojen mieleenpalauttamiseksi.
Saadut tulokset on sitten yleistetty vapausasteitten
lukumaiirin ollessa mielivaltainen.

Aluksi tarkastellaan ominaisvarahtelyjd ja sitten
alkutilan, ulkoisten voimien ja tukien liikkeiden
aiheuttamia vardhtelyja sekd vaimennuksen vaiku-
tusta ja sen huomioonottamista. Lopuksi teoriaa on
sovellettu kaksivapausasteiseen kehadn. Esityksessa
kiytetasn matriisimerkint6jd ja se on koetettu me-
kanisoida mahdollisimman pitkille laskelmien tieto-
koneella suorittamisen helpottamiseksi, mihin nii-
den laajuuden vuoksi on yleensd turvauduttava.

1. Yleisti

Rakennustekniikassa joudutaan varsinkin
erikoisrakenteiden ja kuormitusten yhtey-
dessi usein kiinnittimiin huomiota vérah-
telyilmioihin. N#ihin sisdllytetdadn tavalli-
sesti frekvenssianalyysi (jossa tarkastellaan
rakenteen virihtelytaajuuksia ja vérahtely-
muotoa) sek#d alkuehtojen, ulkoisten voi-
mien ja tukien vaikutukset.

Viarihtelytehtivien ratkaisuissa kohda-
taan erindisiia vaikeuksia. Rakenteiden ka-
sittely sellaisenaan johtaa yleensd ylivoimai-
siin vaikeuksiin. Liikeyhtiloiden ratkaisu
suljetussa muodossa on mahdollista vain
yksinkertaisimmissa tapauksissa. Seuraa-
vassa kasitelladn tdmidn vuoksi rakenteita,
joiden kokonaismassa on voimakkaasti kes-
kittynyt ja osamassat yhdistetty toisiinsa ja
tukiin kimmoisesti. Menettely ei kuitenkaan
ole kimmoisesti yhdistettyjen jaykkien kap-
palten dynamiikkaa, silld massojen ulottu-
vuuksia ei oteta huomioon. Massan ollessa
tasaisesti jakaantunut, kuten esimerkiksi
sauvarakenteissa yleensd on laita, voidaan
rakennetta approksimoida  keskittamalld
massa sopivasti nurkkapisteisiin ja sauvoille
(kuva 1).

Rakenteen

vapausasteiden lisddntyessé
tomasti. Tietokoneiden kiyttd mahdollistaa
kuitenkin monivapausasteistenkin rakentei-

den analysoinnin.

2. Lihtootaksumat

Rakenteet otaksutaan lineaarisesti kim-
moisiksi ja stabiileiksi sek# virdhdysampli-
tudi niin pieneksi, ettd muodonmuutokset
pysyviat kimmoisessa alueessa. Edelleen ole-
tetaan viardhdysasennon madrdytyvan n
parametrista, rakenteen kaikkien osien vé-
riahtelevin samassa tahdissa sekd virahtelyn

olevan muodoltaan periodista ja harmonista.

3. Rakenteella yksi vapausaste: perusyhta-
1ot ja merkinnat

Seuraavassa tarkastellaan lyhyesti raken-
netta, jolla on yksi vapausaste, merkintojen
soveltamiseksi tunnettuihin harmonisen vé-
rihdysliikkeen kaavoihin.

3.1. Vapaat viarahtelyt

Kuva 2 esittida yksivapausasteisen systee-
min mekaanista analogiaa, jossa jaykksd
massa M on kiinnitetty tukeen massatto-
malla kimmoisella rajoittimella, sekd mas-
san voimakuviota liikkemahdollisuuden suun-
taisille voimille pienestd poikkeamasta D.
Voimakuviosta saadaan liikkeen differen-
tiaaliyhtaloksi d’Alembertin prinsiippia kayt-
taen
et R .

M-D+A;,=0 1)
Virshtelyn aikana jousivoima A; on lineaa-
risesti verrannollinen siirtymaan D

A =8'D (2)
tai kiantiden
D =F-A4, 3)

Yhtalsiden (2) ja (3) vélinen ero on téssa
tapauksessa triviaalinen, mutta yleisessd ta-
pauksessa erittdin térke#d. Riippuen siita
kumpaa yhtilod kidytetdan saadaan teoria
lausutuksi rakenteen jaykkyysarvojen S tai
notkeusarvojen F avulla. Seuraavassa kdy-
tetidn ensin mainittua tapaa, koska jayk-
kyysarvojen ma#rittaminen yksikésitteisestd
kinemaattisesti miasratystd perusmuodosta
on yleensi helpompaa kuin notkeusarvojen
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maarittiminen monikasitteisesti staattisesti

misratysid perusmuodosta. Kayttamalla yh- £ = =S
t3l64 (2) saadaan litkeyhtdlo (1) muotoon
M-D4S-D=0 (4) e
S Kuva 1
tai merkitsemalla p2 = i muotoon
D4p2-D=0 (5) A e D

Yhtalon yleinen ratkaisu on tunnetusti

D =C, - sin pt 4 C; - cos pt (6)
jossa integroimisvakiot C; ja C, riippuvat Aglt)
alkuehdoista. Varahdysaika Ag

2n M
T?l - T: 2 n‘l/g (7) . . - t
ja frekvenssi  f, = 1/T (8) twe3 1220 -+
3.2. Ulkoisen voiman vaikutus ilman vai-
mennusta
Rakenteeseen vaikuttavat ulkoiset voimat AL

voivat olla joko periodisia tai epédperiodisia.
Massan liike voidaan jakaa alkutilan aiheut-

tamaan liikkeeseen, joka saadaan yhtalostd o
(6), sekd ulkoisten voimien alkuaan levossa s
olevaan massaan aiheuttamaan liikkeeseen. t |

Oletetaan, ettd levossa olevaan massaan vai-
kuttaa ulkoinen voima ajan dt verran kuvan
3 mukaisesti. Viivoitettu alue ilmaisee sil-

loin impulssin lisiyksen. Newtonin toisen Kuva 1. Jatkuvan palkin approksimointi
Fig. 1. Lumping the mass of a continuous beam

lain mukaan M - D = A, . .
E Kuva 2. Yksivapausasteisen rakenteen mekaaninen

d(D) analogia ja voimakuvio vaakasuorille voi-
eli M = A .
dt E mille
Hetkellinen nopeuden lisdys Fig. 2. Mechanical analogy of a structure with
A one degree of freedom and free-body dia-
d(D) = Wq dt gram for horizontal actions

S Kk srihtelv alkuehdoi Kuva 3. Hetkellisen ulkoisen voiman vaikutus
eurauxsena on vapaa var ely alguendoln g, 3 Response to incremental impulsive action

. A .
=0,D=0,D= ZE gt Kuva 4. Mielivaltaisen ulkoisen voiman vaikutus
M Fig. 4. Response to an arbitrary impulsive action
joten impulssin lisdyksen differentiaaliseksi
vaikutukseksi tulee yhtdlon (6) mukaan

t
d(D) = Ap - sin pt - dt 9) 1 |
M- p — =\ Ay?) - sin p(t—t) - dt’ (10)
Kokonaisvaikutus saadaan integroimalla ku- M-p

van 4 merkinndin o
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t
tai Dy=1p- \An(t’) sin p(t—t’) - dt’ (11)

(0]

D
Ap/S

jossa D= — dimensioton siirtyma4 ja

— dimensioton voimasuure.

3.3. Tukien liike

Impulssin lisdys tuen liikkeestd on kuvan
5 merkinnoin

S.DG.dt

Yhtilo (9) saa siten téssd tapauksessa muo-
don

d(D) =p-Dg-sin pt-dt (12)
Kokonaisvaikutus saadaan yhtalostd (10),
kun Ay(t’) korvataan lausekkeella M -
Dg(t') tai yhtalosta (11), kun A, (t') korva-
taan lausekkeella D, (t') = D,(t’)/Dy, jol-
loin DD = D/DG

3.4. Vaimennuksen vaikutus

Vapaat vardhtelyt vaimenevat kaytin-
nossa erilaisten vaimennustekijoiden vaiku-
tuksesta. Ndistd tarkemmin tuonnempana.
Yleensid kaytetadn viskoosia vaimennusmal-
lia, jossa vaimennusvoima on suoraan ver-
rannollinen massan nopeuteen. Kuvan 6
mukaan saadaan vapaan virdhtelyliikkeen
differentiaaliyhtaloksi

M-D4+C-D+4+S-D=0,
jossa C on vaimennuskerroin (vaimennus-
voima yksikkonopeudella). Merkitsemilla

2

S .
M»ﬂ]aZ 'n__M

P

saadaanﬁ—l—Z-vt-'D—}—p?-D:O (13)

Tamin yleinen ratkaisu on

D=e " (E; sin p;t 4+ E, - cos p,t) (14)

jossa pe = Y p*—n?
Kriitillinen vaimennus C, saadaan asetta-
malla p?=mn2, josta C.=2 M- -p. Jos
C =z C,, ei systeemi virihtele lainkaan.
Ulkoisen voiman Ay(t) vaikuttaessa sys-
teemiin litkeyhtdlon (13) oikeaksi puoleksi
tulee Ap(t)/M ja ratkaisuun (14) on lisdt-
tava yksi yksityisratkaisu. Tukien litkkeen
vaikutusta tutkittaessa edellisen tapauksen
A on korvattava lausekkeella Dy + S.

4. Rakenteella on monta vapausastetta

Tarkastellaan yleisesti systeemid, jolla on
n vapausastetta. Kohdassa 2 mainittujen
otaksuminen ollessa voimassa on systeemilld
n erilaista virdhtelytapaa. Varihtelytapaa,
sithen kuuluvaa frekvenssii ym. kutsutaan
seuraavassa virahdysmuodoksi (engl. mode).

41. Vapaat varahtelyt ilman vaimennusta
4.1.1. Liikeyhtalot

Liikeyhtaloita (4) on nyt yhtd monta kuin
vapausasteitakin eli n kpl. Ne voidaan kir-
joittaa matriisimuotoon

S‘D=—M-D (15)
Sijoittamalla tdh#én periodista ja harmonista
muotoa olevat lausekkeet

D; =Dy, sin (pit + «;)

D,=—D,;-p2-sin (pit + «;)
(i:s malli) saadaan differentiaaliyhtils (15)
algebralliseksi

S - Dy=p? M- Dy, (16)

Yhtdlo esittdd ominaisarvotehtdvid, jossa p;?
on i:s ominaisarvo ja Dy, i:s ominaisvektori.
S—p?+M=0, asettamalla n#in saatu po-
lynomi nollaksi ja ratkaisemalla sen juuret.
Ominaisvektorit D,; saadaan sijoittamalla
vastaava p;? yhtaloihin (16).
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4.1.2. Omninaisvektoreiden ortogonalisointi
ja normeeraus.

Tarkasteltaessa kahden virihdysmuodon a
ja b vilista yhteyttd oletetaan, ettd niiden
ominaisvektorit ovat Dj, ja D,, sekd omi-
naisarvot vastaavasti p,?2 ja p,2. Kaavan
(16) mukaan voidaan kirjoittaa

S - DM(Z = pa? - M- DM(I
S Dy, =p2 M-Dy,

Kun edellisen transponentilla kerrotaan D,
ja jalkimma&inen kerrotaan D) :lla, saadaan
(S-Dy)’ *Dyy= p2+ (M+Dy,)" - Dy,

Dy S Dy, = p2 D’y - M-Dy,
Ottaen huomioon, ettd (S-D,,) =D, S,
symmetrisend S — §’ ja diagonaalisena
M = M’ ovat yhtidldiden vasemmat puolet

samat. Asettamalla oikeat puolet yhti suu-
riksi saadaan muotojen vilinen yhteys

(P2 —1?) "Dy M+ Dy, =0 (17)
Jos a # b (eri muodot), niin
D’Ma “M Dy, =0 (18)

Voidaan siis todeta, ettid eri mallien ominais-
vektorit ovat ortogonaalisia M:n suhteen. Jos
a = b = i (sama muoto) niin D’y; - M - Dy; =
mielivaltainen vakio. Valitsemalla taksi va-
kioksi 1 saadaan

D’Ni. * M * DN‘i - 1 (19)

jolloin Dy, — imnen mallin normeerattu omi-
naisvektori.

Liikeyhtdloiden muuntaminen riippu-
mattomiksi

4.1.3.

imnen mallin normeerattu ominaisvektori
D,; on ominaisvektori D,; kerrottuna vakiol-
la, joten yhtaldista (16) saadaan

S-Dy,=p2-M-D,, (i:s malli) (20)
Yhtilo (20) voidaan kirjoittaa laajennetussa
muodossa siten, ettd siithen sisdltyviat kaikki
muodot:

S - DN = M- DN . CV (21)

missi
_P12 0O 0---0
0 52 00
CV — Po
___0 0 0-- p,ﬁ_

diagonaalinen ominaisarvo matriisi.

Yhtidlossa (21) kaikki matriisit ovat kokoa

......

Kerrotaan (21) D’:1la:

D,N'S'DN:D’N‘M'DN’CV (22)
Koska
, 0, jos a=+Db
DN(L.M.DNZ):{ 1, jOS a=D>-
voidaan kirjoittaa
D,N . M . DN pasmunsy I (23)

Kun yhtidlon molemmilla puolilla kerrotaan
D,\:, saadaan D’y - M = D]:,, joka sijoitettuna
lausekkeeseen (22) antaa

D’N * S . DN - CV (24)

Koska C; on diagonaalinen, yhtals (24) osoit-
taa, ettd matriisi Dy muuntaa jaykkyysmat-

DG(t )

M

Kuva 5. Tuen mielivaltaisen liikkeen vaikutus
Fig. 5. Response to arbitrary support displacement

Kuva 6. Kuvan 2 systeemi vaimennuksen kera
Fig. 6. The system of fig. 2 with damping
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riisin S diagonaaliseksi. Tami seikka mah-

sistaan riippumatta. Yhtalot (15) M-D
S - D=0 kerrotaan D’y:lla ja lausekkeella
I—Dy D1
D'y-M-Dy-Dy-D 4
Dy:S:Dy-D1,- D=0

KOSka D’N * M * DN: I ja D’N ¢ S * DN == CV’

saadaan D1, -D + C,, - D-1, «D = 0, mitki
voidaan kirjoittaa kuten riippumattomat yh-
talot:

D,+¢C, D=0 (25)

D, on lausuttu systeemin piikoordinaatis-
tossa ja muuntuu seuraavasti:

Dp:D'lN'D:—_-D’N'M’D
-M-D
‘M- D

I.)P = D-IN * D == D’]\’

ij puovanng D-IN * ij - D’IV
ja kdantden

D:DN‘DP
I'):DN'DP
].j:DN.bP

41.4. Ratkaisu

Yhtidloryhman (25) kussakin yhtildssd on
vain yksi tuntematon, joten ne voidaan rat-
kaista toisistaan riippumatta soveltaen koh-
dan 3 tuloksia.

a) Alkuehtovektorit pddkoordinaatistossa:

DoP:I)-iN'Do s DoP:D-iN.Do

b) Riippumattomien yhtiloiden ratkaisu-

vektori:
D .
——gf—l,' » sin plt + DOI’L' * COS plt

i
¢) Kokonaisratkaisu:

D - DAI M DIJ

) S

4.2. Ulkoisten voimien aiheuttamat varih-
telyt

Liikeyhtsls M+ D + S+ D = A;(t) muun-
netaan p#ddkoordinaatistoon samalla tavalla
kuin edelld kohdassa 4.1.3. Tulokseksi saa-
daan

Dy + CpDp= Ay (t) (26)
jossa Dp=D-1y - D ja App(t) = D'y + Ap(t) -

Ratkaisuksi paidkoordinaatistossa saadaan
(vert. (11)):
t 27
1 , . , )
Dp :I?? D;* Appi() « sin p;(t—t’) - dt

0
ja muunnettuna
D pr— DN * DP *

Edelld oleva patee alkuaan levossa olevaan
systeemiin. Jos systeemi on alkuaan liik-
keessd, on kokonaisvaikutus alkuehdoista
johtuvan vapaan virahtelyn ja ulkoisten voi-
mien aiheuttaman virdhtelyn summa.

4.3. Tukien -liikkeiden aiheuttamat viarih-
telyt

Maaritellaan S jaykkyysmatriisiksi, joka
sitoo rakenteen nodaaliset vapausasteet tuki-
pisteiden liikemahdollisuuksien rajoituksiin.
Liikemahdollisuuksia on yleisessid tapauk-
sessa tukea kohti kuusi; kolme siirtymi- ja
kolme kiertymamahdollisuutta. Liikemah-
dollisuuksien rajoitukset yhdelld tuella
vaihtelevat niin ollen yhdestd kuuteen. Mat-
riisissa Sy alkio Sp; = rajoitinta j vastaava
tukireaktio rajoittimen [ yksikkosiirtymasts
(tai -kiertymistd). Jos rakenne on tuettu
siten, ettd tukipisteissd on yhteensd r rajoi-
tinta, niin Sy on kokoa n x r. Liikeyhtils on
tdssd tapauksessa

M-DA4S DS, Dy(t)y=0 (28)
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joka saadaan muunnetuksi padkoordinaatis-
toon samoin kuin edelld

Dy + Cp« Dp=Dpp(t) (29)
kun
DP:D-lN ¢ D ja DRP(t) = D,N * SR ¢ DR(t).
Ratkaisu piaikoordinaateissa:
t (30)
1
p= 55\ P; * Dppi(¢) + sin p;(t—¢’) - dt’

Muunnettuna takaisin alkuperiiseen koordi-
naatistoon:

D=Dy-Dp:

5. Vaimennus
5.1. Yleists

Monivapausasteisten systeemien vaimen-
nusilmiotd ei vield tdysin hallita. Vaimen-
nuksen vaikutus (kun C 0,2+ C,) on mer-
kitykseton, kun impulsoivan voiman vaiku-
tus on lyhyt tai ulkoisen periodisen voiman
aitheuttamissa pakkovaridhtelyissi voiman
frekvenssi ei ole lihelld yhtikaan rakenteen
ominaisfrekvenssid. Sen sijaan vaimennuk-
sen vaikutus on erittdin merkityksellinen ul-
koisten voimien frekvenssien osuessa sa-
maksi tai hyvin ldhelle jotakin rakenteen
ominaisvarahtelyn frekvenssii. Vaimennuk-
seen vaikuttavat mitd moninaisimmat seikat.
Naistd mainittakoon rakennetyyppi, raken-
nusaine, nurkkien ja liitosten rakenne,
sisdisten jdnnitysten luonne, vardhdysliik-
keen amplitudi ja vardhdysmuoto.

5.2. Vapaat viridhtelyt

Oletettaessa vaimennuksen olevan suo-
raan verrannollisen massan absoluuttiseen

nopeuteen saa liikkeen differentiaaliyhtdlo
muodon

M:-D+C-D4+S:D=0 (31)
jossa C on vaimennuskertoimien muodosta-
ma diagonaalimatriisi. Yhtdls (31) muun-
netaan paikoordinaatistoon kuten edelldkin:

D’N.M.DN.D-1N.’]')+D’N. C-D,-D1y-
'D+D,Ay'S’DN'D—1A7‘D:0

eli Dp+CpDp+4Cp-Dp=0 (32)

kun

D,=D1,:D ja C,=2-n=D"+-C-Dy

Jotta (32) olisi padkoordinaatistossa, taytyy
Cpn olla diagonaalimatriisi. Yleensd Cp on
symmetrinen ja ei-diagonaalinen. Muunta-
malla alkuehdot ja vaimennus paikoordinaa-

tistoon (Dp), = D1y (D),, (Dp), = D1y~

. (D), ja Cp=2-n=D"-C-D,, saadaan
ratkaisuksi piaikoordinaatistossa (vrt. 14))
(Dp),i + sin pyit + (Dp)g; * cospyit

DP — e it «+ 1
[ | e
Pai

jossa pg; =\ p2—nZ, ja lopulliseksi
ratkaisuksi
D oy DN * DP

Systeemilli sanotaan olevan klassiset vérdh-
dysmuodot, kun yhtilst (32) ovat toisistaan
riippumattomia. Talloin, kuten mainittu,
tdytyy matriisin C, olla diagonaalinen. Niin
on laita vain silloin, kun vaimennusmatriisi
C on lineaarisesti riippuva jaykkyysmatrii-
sista S eli C diagonaalisoituu samalla muun-
noksella kuin S.

Kysymys siitd, onko C lineaarisesti riip-
puva jaykkyysmatriisista S, riippuu ensi
kidessd vaimennuskertoimista C, C,, C,,-,
jotka muodostavat vaimennusmatriisin. Vas-
taus saadaan muodostamalla tulo D’y - C -
D,. Jos tulo on diagonaalinen, voidaan rat-
kaisu esittdd muodossa (33).
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Ehtoja, joiden wvallitessa systeemilld on
klassiset vardhdysmallit, on kisitelty laajem-
min tutkimuksessa [4].

6. Esimerkki
6.1. Tehtava

Kuva 7 esittdd kehdrakennetta, jossa hoi-
kat pilarit tukevat massiivisia valipohjia.
Rakenteen massan voidaan niin ollen katsoa
keskittyvian vilipohjiin. Kumpikin massa
paisee siirtyméadn vaakasuorasti, joten ra-
kenteella on kaksi vapausastetta kuvion ta-
sossa vaikuttaville vaakasuorille voimille ja
siirtymille. Tehtdvanad on selvittda raken-
teen varahdysliike

Kuva 8a

Kuva 8b

Kuva 7. Esimerkissi kisitelty rakenne ja sen ana-
logia

7. Structure handled in example and its ana~-
logy

Kuva 8a. Massaan 2 vaikuttava voima kuvassa 7

Fig. 8a. The horizontal force acting upon mass 2
in fig. 7

Fig.

Kuva 8b. Tuen liike kuvassa 7
Fig. 8b. Ground motion in fig. 7

a) alkuarvoista

(D])o: (DZ)():D() ja
(Dl)(): (D2)o:07

b) massaan 2 vaikuttavasta kuvan 8a mu-
kaisesta vaakasuorasta voimasta va-
semmalta oikealle; t < t,, ja

c) perusmaan liikahduksesta vasemmalta
oikealle Dy:n verran kuvan 8b mukaan.

6.2. Ominaisarvot ja -vektorit
Kuvan 7 merkinnoilld saadaan jaykkyys-

matriisiksi
1=[
—LL—2s ]

S: [ SI+S2
24 EI
"7

1.3
Ominaisarvoiksi saadaan yhtilosta
/S—p2 M/ =0

p2= (15— 145)/8 - s/M = 0,3698 - s/M

— 28
3s

Sy + 83

jossa s =

ja massamatriisiksi M — [ é
pf= (15 4V 145)/8 - s/M = 3,3802 - s/M

joten C, = [0’3698 0 ] - s/M

0 3,3802

DM22

Yht#losta (16) saadaan

[

Normeerataan D, D,:ksi:

0,7604 D,

M21

DM —

]

n

f? M;- (Dy;)? =1
j=1
0,3554 — 0,9348 T
D ; = ) ? M 1
N [ 0,4674 0,1777 N M
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Edelleen
y 0,3554 04674 | .1 x5 -
Dy=1 _ 09348 o777 |V M ia
4 | 03554  1,8696 ] i
Dy = l_ — 10,9348 0,7108 VM

Tarkistetaan ortogonalisuus (18):
el 10 ] gy,
[0355¢ 04674] -1/ T [ ! 4] M

—0,93487 4
0,1777] 1/VM=0

ja normeeraus (19):

i=1[ 03554 04674 | -1/V T -

1 07 ... 03554 T —

0 4 | M [0,4674] 1/y M = 1,000
i=2[—09348 0,1777 | -V

1 0 ... —09348 v

0 4 M [ 0,1777 1/V M = 1,000

6.3, Alﬂcualyotehtévé
Alkuarvovektorit
"1 : 0
— . D —
o= [ 1]oep=] 5]

paidkoordinaatistossa

DoP - D—iN Do = [__

VM - [ i ]'Do:

ja D()P poy D-‘IN DO pumang O.

0,3554 1,8696
0,9348 0,7108

2,2250 |+ /7 .
—-0,2240:{\/1w D,

Ratkaisu paakoordinaatistossa
DPi jmnnd DDPi * COoSs plt =
2,2250 - \/E D, cosp;t
—0,2240 - YV M - D, + cos pyt

jossa

p;= 0,6082 - V's/M ja p, = 1,8385 - \s/M.

Lopullinen ratkaisu alkuperiisessi koordi-
naatistossa

D=D, D, — [0,3554 — 0,9348] AN -

0,4674 0,1777

2,2250 -V M - D, - cos p,t ]

—0,2240 - YV M - D, - cos pyt

D — ]:0,791 - cos pit + 0,209 + cos pyt | | D,

1,040 + cos p,t — 0,040 - cos p,t

Viarahdysaika
27 —_— —_—

W . V M/S—-—- 10,331 . V M/S

= -\ M/s=3418 - VM /s

T, =

6.4. Ulkoisten voimien vaikutus

Kuvan 8a mukaan vaikuttava voimavek-
tori

Ap(t) = [ t2/0t12 ] A, kunt<t;, on

Jml e 1o
Ag

VI

pidkoordinaatistossa
0,3554 0,4674

—0,9348 0,1777
Ratkaisu (27), joka tdssd tapauksessa voi-

04674 1. ©*
0,1777 t2

daan laskea suljetussa muodossa, tulee seu-

raavaksi:

2 2
VM 1,2639 - ( tF T PRt
Dy = s 12 2
0,0526 « (— —

* (1 —cosp;t))
Ay
* (1 —cos pyt))
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Lopullinen ratkaisu saadaan muuntamalla
tal=aisin piddkoordinaatistosta: D =Dy - D,

elx

; t2 0,898
0,040 - — _ ———— (1 —cosp,t)
AE t2 pletz 1
D =" 1,182
-5),600 1;1—2 == m (1 — COS plt)
0,098
—+ ——5 - (1 —cospyt)
Py’ 1y
0,019
- T * (1 — cos pyt)
6.5. Tukien liikkeiden vaikutus
Dz(t)=Dg, Sz= ,::z ]
0,8228 | . o AT 3
D s (t) = [_0’7571] Dy-s/\ M ja

D,= 2,2250 » (1 — cos p,t)
P —0,2240 + (1 — cos pst)

] ¢ DR'

Lopullinen ratkaisu:

1,000 — 0,791 - cos p,t — 0,209 * cos p2t:l D
1,000 — 1,040 - cos p,;t + 0,040 - cos pyt

6.6. Huomautuksia

Lausekkeissa (27) ja (30) joudutaan
yleensii integroimaan numeerisesti esim.
gimpsonin kaavaa kiyttden. Kun AE- ja
D B_funktiot tunnetaan tietyin aikgvélem At,
saadaan amplitudit D samoina ajankohtina.
Laskelma on sangen tyolis.

Kun viardhdysliikkeen amplitudit tunne-
taan, saadaan nidistd lasketuksi voimasuureet
ja edelleen vaikutus jannityksiin.

Merkintoja

Ap — sisdinen voima

Arp = wulkoinen voimasuurevektori

C = vaimennuskerroin

C = vaimennusmatriisi (diagonaalinen)

C: = kriittinen vaimennuskerroin

Cy = ominaisarvomatriisi (diagonaalinen)

D = siirtyméavektori (kiertymiavektori)

D = nopeusvektori

D = kiihtyvyysvektori

Dy; = imnnen muodon ominaisvektori (amplitudi-
vektori)

Dy = ominaisvektoreiden neliomatriisi

Dy; = i:nnen muodon normeerattu ominaisvek-
tori

Dy = normeerattujen ominaisvektoreiden nelig-
matriisi

D, = alkusiirtymivektori
alkunopeusvektori

DO =

Dp = tukipisteiden siirtymavektori

I = yksikkomatriisi

M = massamatriisi (diagonaalinen)

S = jaykkyysmatriisi (symmetrinen)

t — I1mnen mallin ominaisarvo

/i — aika

pi? = vardhdysaika

f = virdhdystaajuus (frekvenssi)
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