ERAIDEN INTEGROIMISKAAVOJEN
RAKENNUSSTAATTINEN TULKINTA

EERO-MATTI SALONEN

Rakenteiden Mekaniikka 1 (1968) ss. 60—63; Kustannus-
osakeyhtit Rakennustekniikka, Helsinki

Yhteenveto: Artikkelissa johdetaan kaksi kaavaa
((10) ja (18)) numeerisen integroinnin suorittami-
seksi rakennusstatiikan tuttuja kisitteitd hyvaksi
kayttien. Kaavat ovat muotoa, jossa trapetsikaavan
antaman tulokseen (A) on lisdtty tiettyjd kor-
jaustermejd. Kaava (10) saadaan muuntamalla pal-
kin kokonaiskuormitus pistekuormiksi antamalla
kuormituksen vaikuttaa vilillisesti ja korvaamalla
kuormituksen intensiteetti paloittain toisen asteen
polynomeilla. Kaava (18) johdetaan korvaamalla
integreitava funktio palkin taipumaviivalla. Kaavan
(18) terkkuus on usein hyvi jo jakovilien lukumis-~
ran ollessa vain yksi tai kaksi. Kaavan kiyttod ra-
joittaa se, ettd integroitavan funktion derivaatan
arvoja integroimisvilin paiatepisteissd ei aina tun-
neta. Molemmat kaavat ovat tdysin tarkkoja kol-
mannen tai alemman asteen polynomeille. Kaavat
ovat voimassa Simpsonin kaavasta poiketen myds
parittomille jakovilien lukumsiirille. Taulukossa 1
esitetdin eridstd sovellutuksesta saatuja tuloksia.

K-voimien kiyttoon perustuva kaava

Palkkiin vaikuttava jatkuva kuormitus
korvataan laskelmissa usein pistekuormilla.
Pistekuormat voidaan miarittad seuraavasti.
Kuormituksen p ajatellaan vaikuttavan
palkkiin vilillisesti kuvan 1 esittimien palk-
kien kautta. Palkkien tukireaktiot ovat et-
sittyjéd pistekuormia, joita nimitetian seuraa-
vassa K-voimiksi.

Mik#li K-voimat lasketaan tarkasti integ-

roimalla, saadaan niitd kiyttden palkin tai-
vutusmomentille ja leikkausvoimalle jako-
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pauksessa tdysin oikeat arvot. Tasapaino-
ehtojen perusteella on myos selvii, ettd pal-
kin kokonaiskuormitus on yhtd kuin K-voi-
mien summa eli

X, n
S pdx = ZK‘ (1)
X i=o0

K-voimia ei useinkaan voida laskea tar-
kasti, koska p:n arvot tunnetaan monesti
vain jakopisteissi. Saattaa myods olla mah-
dotonta tai lilan suuritoistd suorittaa integ-
rointi suljetussa muodossa. K-voimien liki-
masridisessd laskemisessa menetellddn usein
siten, ettd p korvataan paloittain kahden
jakovalin Ax; + Ax;, , matkalla toisen as-
teen polynomilla, joka kulkee tunnettujen
p:n arvojen p;_;, D;, Pi.; Kautta (kuva 2) ja
lasketaan K-voimat tdmén polynomin avulla

[1]. Swuorittamalla laskelmat saadaan ta-
pauksessa
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K, =K, K =2
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(P-z_1+10pi+pi+1) (5)
Ax
f+1 :ﬁ(‘“o}SPi—1+3pi+3J5pi+1} (6)

Palkin reunapisteille o ja n lasketaan K-
voimat kaavoista (2) ja (6) sekd kaikille
sisipisteille kaavasta (5). Tapauksessa, jol-
loin kaikki jakovidlit ovat yhtd suuria
(= Ax), saadaan siis

Ax

K, = ﬁ(3,5 Do + 3 Py — 0,5 P?)
Ax

K, = '1—2—(1%4*10?1“}*132)
Ax

K, = -1—2—(131 + 10 p; -+ p3)
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Koska K-voimat on laskettu likim#arai-
sesti, on myds kaava (1) vain likim#&rdisesti
voimassa. Koska taas jokainen funktio voi-
daan kisittas kuormitukseksi, saadaan mieli-
valtaiselle funktiolle y

x, n
% yd:rzz K= %? (459, + 14y, +
x, i==0

4115y, + 12y, 12y, + - +45y,) (8)
Ax
- (Yot 2y;+2ys+ -+ v,) +
AN:
+ % (—-——1,5 y0+2y1m0;5y2—0:5y71~2 ”}—
+ 2yn—1—1’5 y'n.) (9)

Kaava (9) on saatu soveltamalla kaavoja (7)
ja suorittamalla termien jirjestelyja. Kaa-
van (9) oikean puolen edellinen osa esittdd

trapetsikaavan [2] antamaa tulosta. Jilkim-
méisen osan esittdmd korjaustermi riippuu
kolmen ensimmaisen ja viimeisen ordinaatan
arvoista. Kirjoitetaan vield kaava (9) lyhen-
netyssid muodossa

xn

\ydx ~ A, + %2?‘(“ 15y, +2y;—0,5y, —
xO
— 05y, .+ 2y,.;,—1L5y,), n22 (10)
Kaava on katkaistu Gregoryn kaava [3].
Tapauksissa n = 2, 3, 4 ja 5 saadaan
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Huomataan, ettd (11) on Simpsonin kaava
[2] tapauksessa n=2 ja (12) on ns.3/8-
kaava [4].

Lo

Palkin taipumaviivan kiayttoon perustuva
kaava

Esim. veneiden linjapiirustusten teossa
esiintyy seuraava tehtdva: Omn piirrettdva
kayrsd, joka kulkee »kauniisti» annetiujen
pisteiden kautta. Tehtdva ratkaistaan aset-
tamalla puinen rima annetuissa pisteissd nas-
tojen tai painojen avulla paikoilleen ja piir-
tamalla kdyra riman taipuneen muodon mii-
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kaan. Syntyva kiyra on siind mielessi kau-
nis, ettd silla on ensimmiisen derivaatan
lisdksi myos kayristys jatkuva 1/¢ (1/c—=
M /EI; taivutusmomentti M on palkin tasa-
paincehtojen perusteella jatkuva, taivutus-
jayhyys EI on vakio, joten 1/¢ on jatkuva).
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Korvataan integroitava kidyrid y integroi-
misen suorittamiseksi palkin taipumaviivalla
v, joka kulkee annettujen pisteiden x,, y,-
x,, Y, kautta (kuva 3). Taipumaviivan yhts-
Ioksi Ax;n matkalla (kuva 4) saadaan kol-
mannen asteen kiyra
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v=02B-=3+4 1)v,_ ;+(—2843&)
v+ (8 —2824&) Dxyv’y_ +

(8 —§&) Ax; 0, (15)
Integroimalla saadaan
X
Axi A.'L'i?
Li-1
(Vi —v") (16)

Tapauksessa, jolloin jakovilit ovat yhtd suu-
ria (= Ax), saadaan laskemalla jakovilien
integraalit yhteen
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Kaavassa (17) ensimmadinen sulkulause ker-
toimineen esittdd trapetsikaavan antamaa
tulosta. Jalkimméinen korjaustermi riippuu
vain taipumaviivan derivaatoista palkin
paissd. Hdellisen perusteella funktion vy
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rin kaavasta
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Kaava on katkaistu Euler-Maclaurinin kaa-
va [3].

Kaavojen kiytosta ja tarkkuudesta

Kaava (18) antaa usein jo n:n arvolla 1 ja
2 hammistyttavan tarkkoja tuloksia. Mate-
maattisesti tulkittuna on kyseessi Hermiten
interpolaatiopolynomin kiytt6 numeerisen
integroinnin suorittamiseksi siten, ettd kiy-
tetddn hyviksi funktion arvojen lisaksi vain
funktion ensimmadisen derivaatan arvoja [4].
Kaavan haittana on se, etti derivaatan arvo-
ja integroimisvalin péaitepisteissi ei aina tun-
neta. Jos kdyrd on esitetty graafisesti, voi-
daan derivaatat mitata. Eris mahdollisuus

seee

proksimoida funktiota integroimisvilin kum-
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massakin paadssa polynomeilla jakopisteissi
tunnettuja funktion arvoja kiyttien ja las-
kea derivaatat niistd. On mielenkiintoista
todeta, ettd kun valitaan toisen asteen po-
lynomit, paadytiin K-voimien avulla edelld
johdettuun kaavaan (10).

Rakennusstatiikassa kaavaa (18) voidaan
soveltaa edullisesti esim. maéritettdessd sau-
varakenteiden staattisia suureita vaikutus-
viivojen avulla. Tasaisen kuormituksen vai-
kuttaessa joudutaan tilloin laskemaan funk-
tion y madrattyja integraaleja, kun y on
jonkin suureen vaikutusviivan ordinaatta.
y saadaan rakenteen taipumaviivana tie-
tystda kuormituksesta. Taipumaviivasta saa-
daan monesti seki taipumat y ettd kiertymit
Yy’ tietyissd pisteissd, mutta ei sen sijaan y:n
analyyttistd lauseketta. Kaavaa (18) voi-
daan kuitenkin nyt kdyttii, ja jos sauvojen
taivutusjayhyydet ovat jakovileittdiin va-
kioita ja kuormat vaikuttavat vain jakopis-
tethin, saatu tulos on tiysin tarkka.

Sekid kaava (10) ettdi kaava (18) antavat
oikeat tulokset kolmannen tai alemman aste-
luvun funktioille. Tutkimalla kaavojen vir-
heitd havaitaan, ettd ne ovat suurilla nin ar-
voilla Simpsonin kaavan virheeseen verrat-
tuna yleensd suuruusluokkaa

virhe (10) =~ 19/4 - virhe (Simpson)
virhe (18) =~ —1/4 - virhe (Simpson)

Pienilld n:n arvoilla ndamé arviot eivat pida
paikkaansa, kuten niahdaan taulukossa 1 esi-
tetysta sovellutuksesta. Kaavojen (10) ja
(18) etuna Simpsonin kaavaan verrattuna on
se, ettd ne ovat voimassa myos parittomille
n:n arvoille. Mikali integroitavassa funktios-
sa eslintyy hyppiyksid tai karkipisteitd, on

integroimisvili jaettava sopiviin osavileihin
ja sovellettava kuhunkin erikseen annettuja
kaavoja.

Kaavat ovat helposti yleistettdvissi myos
suorakaiteen muotoisten alueiden yli lasket-

tavien pintaintegraalien madriimiseen.
5

Kaava Tulos Virhe (9)
n={ — (i8) 0,794'664' 67 -8p
(18) 0785416 67 | ~0,024
n=z ———r— (40) 0,783353s3 26
Simpson — i
nes (18) 0.785"3‘)8:86 -0,000'89
(10) 0,784 61539 1,0
(8) 0785'398'29 | - 0,000'%
=4 ety (10} 0,785'434'80 034
Simpson 0,785'392 16 0,007%
NeS ey (18) 0,785'308'20 | ~0,000'051
o) 0,785'29¢'65 043
(48) 0785'398'17 | - 0,000'026
P S N—— (40) 0.785'353'54 0,057
Simpson 0,785'397'95 0,000'27
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