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Yhteenveto: Artikkelissa selostetaan laattojen pie-
noismillien tutkimista moiré-menetelmalld. Aluksi
kuvatian yleisesti moiré-ilmidtd ja sen sovelta-
mista muodonmuutosten kokeelliseen masrittimi-
seen. Ligtenbergin kehittdmistd moiré-menetel-
madastd, jonka avulla voidaan maarittdd laattojen ja
arinoilen jinnitystiloja, tehddin selkoa yksityis-
kohtaisesti. Téssd yhteydessid kisitelliin myds
moiré-valokuvien analysoimiseksi kehitettyd mene-
telmis jossa kéaytetddn hyviksi stereokartoitus-
kojetta ja tietokonetta, pienoismallien valmista-
mista sekd tuloksien siirtimistd todelliseen raken-
teeseen, Esimerkking tarkastellaan erdin siltalaatan
taivutusmomenttien mairittamisti selostetun mene-
telméin avulla.

Rakenteen jannitys- ja muodonmuutos-
tilan m#&rittdminen voidaan suorittaa graa-
fisestl, numeerisesti tai kokeellisesti. Viime
vuosikymmenind numeeriset ja kokeelliset
menetelmit ovat lihes kokonaan syrjdytti-
neet graafiset ratkaisutavat, jotka olivat val-
litsevia vuosisadan vaihteen molemmin puo-
lin. Nyky#din ovat tirkeimpii numeeriset
laskutavat, joiden kehittdmiselle nopeiden
ja tehokkaiden tietokoneiden kiyttoonotto
on antanut voimakkaan sysiyksen. Kokeel-
lisia tutkimuksia on kiytetty muilla kei-
" noilla saatujen tulosten tarkistamiseen ja
muilla ratkaisutavoilla vaikeasti ja tyolagsti
ki#siteltdvien rakenteiden analysointiin. Pie-
noismallin valmistaminen, sen muodonmuu-
tosten mittaaminen ja saatujen tulosten so-
veltaminen rakenteen suunmitteluun on mo-
nissa tapauksissa yksinkertainen ja edullinen
ratkaisukeino. Mallien valmistuksessa ilmen-
neet vaikeudet ja aikaavievit mittausmene-
telmét ovat aikaisemmin rajoittaneet pienois-
mallitutkimuksen kiyttod. Nykysan malleja
voidaan kuitenkin valmistaa helposti ja pie-
nin kustannuksin muovista. Samoin on ke-
hitetty uusia menetelmis mittausten nopeut-
tamiseksi.

Seuraavassa selostetaan pienoismallien,
erityisesti laattojen tutkimista viime vuo-
sina kehitetylld moiré-menetelm#lls, joka on
halpa, yksinkertainen ja nopea sekid antaa
kaytannon tarpeita varten tyydyttivian tark-
koja tuloksia.

Teknillisen korkeakoulun rakennusinsi-
nooriosastoon on hankittu laattojen tutkimi-
seen soveltuva moiré-laite (kuva 1). Sillg
on suoritettu piddasiassa diplomitoinid muuta-

mia tutkimuksia, jotka osoittavat menetel-
mén erittdin kiyttokelpoiseksi etenkin laa-
tan muodon tai tukemisen ollessa tavallisuu-
desta poikkeava.

Moiré-ilmio

Moiré-menetelms perustuu geometriseen
interferenssi-ilmicon, joka syntyy kun kaksi
paillekkidin asetettua ldpindkyvisd viivastoa
tai pisteistod siirtyy tai kiertyy toisiinsa nih-
den. Niin syntyviaid kiyrdstdd nimitetddn
moiré-kuvioksi ja vaaleita ja tummia viivoja
moiré-kayriksi (kuva 2) (moiré ransk. —
ldikekangas).

Lord Rayleigh havaitsi timin ilmion ja
kuvasi sitd jo vuonna 1874 ja enmusti silla
olevan merkitystd kokeellisessa tutkimuk-
sessa /1/. Hollantilainen Tollenaard lienee
kuitenkin ollut ensimmiinen, joka otti kiyt-
toon Rayleigh’n idean. Hin julkaisi vuonna
1945 tutkimuksen /2/, jossa hidn kuvaa geo-
metrisen interferenssi-ilmion kayttosd veny-
mien mittaukseen. Sen jilkeen on julkaistu
runsaasti selostuksia moiré-menetelmin ke-
hittdmisestd ja sen soveltamisesta levyjen,
tasokehien, laattojen, arinoiden ja kuorien
tyisesti kannattaa mainita Theocarisin laa-
tima yhteenveto /3/, joka sisiltdid laajan kir-
jallisuusluettelon.

Moiré-menetelmi

Alkuperiisessd muodossaan moiré-mene-
telm#d kiytetddn tasorakenteiden muodon-
muutoksien tutkimiseen. T#llaisia rakenteita
ovat esim. levyt, palkit ja kehit. Koejarjes-
telyn periaate selvinnee seuraavasta esimer-
kistd, jossa tehddin selkoa vakiomomentin
taivuttaman palkin kaltevuuskulman mais-
rittdmisestd /4/.

Lapindkyvistd materiaalista valmistettuun
palkkiin on kiinnitetty pituusakselin suun-
tainen viivasto. Palkki sijoitetaan kiintedn
lapindkyvan levyn eteen, johon on kiinni-
tetty samanlainen viivasto, siten etti viivas-
tot tdysin yhtyvit ennen palkin kuormitta-
mista. Kun palkki kuormitettaessa taipuu,
sithen kiinnitetty viivasto kiertyy kiin-
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K uva l. Moiré-laite laattojen tutkimista varten. 2
Moiré apparatus for the investigation of
small slab models.

K uva 2. Moiré-ilmio. 4
Moiré effect.

Kuva 3. Viivastojen kiertyminen toisiinsa nihden.
Relative rotation of two arrays of lines.

Kuva 4. Vapaasti tuetun palkin taipumaviiva.
Deflection of a simply supported beam.
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tedn viivaston suhteen. Syntyneesti moiré-
kwviosta (kuva 4) voidaan kiertymain, s.o.
palkin kaltevuuden dv/dx, suuruus eri koh-
dissa maarittad. Kuvan 3 mukaan kiertyma-
k1ilmalle saadaan lauseke ¢ = e/f, jossa e
orn viivavali ja f on kahden moiré-kiyran
valinen etdisyys. Kun kaltevuuden arvo eri
pisteisd on maédritetty, saadaan taivutus-
momentti kaavasta M = EI d2v/dx? suorit-
tammalla graafinen tai numeerinen derivointi.

Menetelmii voidaan kiyttdd myos kehien
ja levyjen jannitystilan tutkimiseen. Sen
soveltamista kehien ja kaarien vaikutusvii-
lissa /4/.

Jos siirtymit tapahtuvat kohtisuoraan
rakenteen tasoa vastaan, on menetelmad
modificitava moiré-ilmion aikaansaamiseksi.
Seuraavassa tarkastellaan yksityiskohtaisesti
Ligtenbergin /5/ kehittimad moiré-menetel-
m#A3, joka soveltuu laattojen ja arinoiden
tutkimiseen.

Moiré-menetelmin soveltaminen laattojen
tutkimiseen

Ohuen isotrooppisen laatan taipuma w
saadaan ratkaisemalla osittaisdifferentiaali-

yhtalo
1)

asianmukaisin reunaehdoin. Laatan momen-
tit lausutaan kayristyksien avulla seuraa-
vasti

9*w /x4 +29%w/9dx29y2 +3*w /dy4 = p/D

My =—D((:)2w/<9x2 + V32w/6y2)

(2)

My =-D(92w[dy2+ v9?w [3x?)
Mx), :-D(l - V) azw/axay

Yhtaloissid (1) ja (2) D tarkoittaa laatan
jaykkyytta D = Eh3/12 (1 — »%), » Pois-
sonin lukua, h laatan paksuutta ja p kuor-
mitusta.

Laatan momenttien laskemiseksi on tun-
nettava jaykkyys ja taipuman toiset derivaa-
tat. Moiré-menetelman avulla vaaditut suu-
reet saadaan mittaustuloksista ilman moni-
mutkaisia laskutoimituksia.

Kuvassa 5 koejiarjestely on esitetty kaa-
viollisesti. Laatan pienoismalli, jonka pinta
on hyvin heijastava, on asetettu etiisyy-
delle a viivoitetusta varjostimesta. Tarkas-
tellaan mallilaatan pisteen P synnyttamais
kuvaa S kameran himmealasilla. Samaan
pisteeseen heijastuu myos kuva varjostimen
pisteestd Q. Kuormitettaessa laattaa sen
pinta kallistuu kulman ¢ verran ja varjos-
timen piste R kuvautuu himmedlasille pis-
teeseen S. Kaltevuuskulma ¢ saadaan las-
ketuksi etdisyyden QR avulla. Kun mallin
pinnasta heijastuva viivoitettu varjostin ku-
vataan samalle negatiiville ennen laatan
kuormitusta ja kuormituksen jalkeen, valc-
kuvaan syntyy moiré-kdyriasto, josta etdi-
kayralld QR, ja siten myds ¢:114, on vakio-
arvo. Slirryttdessd kayrdltd toiselle Ag on
vakio, jonka arvo riippuu varjostimen viiva-
valistd d ja mallin etdisyydestd a (A¢p =
d/2a).

Kiytettdessd varjostimena tasopintaa saa-
daan

QR = 2a¢p (1 + b%/a?).

Ligtenberg osoitti, etta termi b%/a? tulee
merkityksettoman pieneksi, jos tasovarjosti-
men asemasta kidytetddn sylinteripinnan
muotoista varjostinta, jonka kaarevuussdde
on r = 3.5 a. Virhe on pienempi kuin 0.3 %
kun pisteen P etdisyys laitteen optisesta
akselista on enintdan 0.4 a. Mitattava laatan
kaltevuuskulma on siten

® = QR/ 2a.

Edella kuvatun moiré-ilmion syntymis-
tavasta johtuu, ettd ainoastaan kaltevuus-
erot kuormittamattoman ja kuormitetun
tilan wvalilla tulevat havaituiksi. Taméin
vuoksi mallilaatan ei tarvitse alkuaan olla
tdysin tasainen. Samoin on mahdollista
kayttad pienta alkukuormitusta, niin kuin
erdissd tapauksissa on tarpeen.

Moiré-kayristd saadaan kaltevuus ainoas-
taan varjostimen viivoitusta vastaan kohti-
suorassa suunnassa. Tastd syysta joudu-
taan kustakin kuormitusasennosta ottamaan
kaksi valokuvaa, joissa varjostimen viivoi-
tus poikkeaa toisistaan 90°. Varjostin on
laakeroitu laitteeseen siten, ettd se on va-
paasti pyoritettdavissd optisen akselin ympari
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haluttiun asentoon. Edelld mainitut kaksi
kuvaa kuormitusasentoa kohti madrittaviat
taysin kaltevuuksien jakautumisen ja teke-
vat mahdolliseksi momenttien laskemisen
koko laatan alueella.

Momenttien M,, M, ja M, laskemiseksi
onn tunnettava taipumien toiset derivaatat.
Sen tekia on suoritettava valokuvista saatu-
jenn kaltevuuksien derivointi, joka voidaan
tehdi graafisesti tai numeerisesti. Edellinen
tapa perustuu kaltevuutta kuvaavan kéyran
piirtdmiseen ja sen derivaatan mittaamiseen.
Graafinen menetelmi tulee suuritdiseksi, jos
tutkittavia pisteitéi on paljon kuten esim.

Silloin on
dulhsempaa kayttaa numeemsta menette-
ly3a, jossa tietokoneen hyviksikdytto on
mahdollista.

Numeerista menetelmii kiytettdessd tul-
kitaan moiré-kayrat kaltevuuskulmien tasa-
arvokéyriksi ja numeroidaan ne. Kaltevuus-
kulmien kasvusuunta on helppo saada sel-
ville tarkastelemalla mallin kiinnitysehtoja
ja kuormitusta. Kayristyksien maarittami-
seksi pisteessd (x, y) piirretddn sen kautta
koordinaattiakselien suuntaiset suorat, ja
mitataan suorien ja tasa-arvokiyrien leik-
kauspisteiden koordinaatit x; ja y;. Tama
tyovaihe kannattaa suorittaa autografilla,
jolloin reikdnauhalle saadaan automaatti-
sesti kaikki derivaattojen laskemisessa tar-
vittavat tiedot. Niin sadstytdan kirjoitus- ja
laskutyolta ja valtetdan lavistysvirheet.

Jos varjostimen viivoitus on valokuvaa
otettaessa ollut x-akselin suuntainen, saa-
daan vastaavasta moiré-kuviosta y-suuntai-
sella derivoinnilla 3%w/3y? ja x-suuntaisella
32w/%ydx. Varjostimen viivoituksen ollessa
y-suuntaan saadaan vastaavasti derivaatat
92w/ 3x? ja I%w/3xdy.

Moiré-menetelmén yhteydessd ei ole tar-
peellista kayttasa korkeampaa kuin kolman-
nen asteen approksimaatiofunktiota. Kayt-
tamalld Lagrangen interpolaatiopolynomia

f(x‘) 7T46()

saadaan taipuman toisille derivaatoille lau-
sekkeet

| VARJOSTIN

Kuva 5. Koejarjestely.
The principle of the method of Ligtenberg.

E

oy (X = %) (% = X Je(X =% (X=X e (X=%) (% - X 3) .
(X X)Xz %a) (%7 X4)

(x = xa) (= x P =% )0 x Jo (XX (x - X)

azw/ 0x2= i
(X% ) (%= %3 (%= %)

2a

. f (%= X2)(X = X X =X )X =%, )+ (x=%)) (X - x2)
> (%37 )xa%2)(X3=%)

(x X2)(X = Xqht(x = X ) (X=Xg)+(X=x)) (X = %)
(% %) )R %) (%g~ %3)

]

32w/dxdy = % [x:n tilalle tulee y],

f; = tasa-arvok#dyrin numero pisteessi x;
tai y;.

Derivaatat 9%w/dy? ja 9%w/dydx laske-
taan vastaavalla tava]la Sekaderivaatan
0%w/9x3y arvoksi valitaan kummastakin
kuvasta laskettujen derivaattojen keskiarvo.

Lopulliset momentit saadaan sijoittamalla
toisten derivaattojen arvot kaavoihin (2).

Moiré-kayrien yleisten ominaisuuksien
tunteminen helpottaa oleellisesti valokuvien
tulkintaa. Tottunut tutkija pystyy jo suo-
raan valokuvista paidttelemiin momenttien
jakautumisen sekid taivutus- ja vaantomo-
menttien keskindisen suhteen, vieldpd valit-
semaan tarkoituksenmukaisen raudoitus-
tavan mikali terdsbetonilaatan suunnittelu
on kysymyksessd. Moiré-kayrien vilin kas-
vaessa taivutus- ja vaantomomentit yleensa
pienenevit. Puhdas taivutus tai vaants on
havaittavissa suoraan kuvista, silld kiyrit
ovat silloin kohtisuorassa laatan akseleita
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wastaan. Moiré-kdyrien suunnasta laatan
= I=seleihin ndhden saadaan siis kiasitys taivu-
tuas- ja vadntomomenttien keskin#isestd suh-
teesta. Leikkausvoimien ja momenttien
a1 heuttamia muodonmuutoksia ei voida erot-
t=22a toisistaan moiré-kiyrien perusteella.

Laatan pienoismallin on tdytettdva eraita
waatimuksia. Sen pinnan tulee olla hyvin
heijastava, ja sen materiaalin pitda olla kim-
moista  esiintyvien muodonmuutosten ra-
jodssa. Lisdksi on eduksi, jos se on hyvin
ty Ostettdvissd ja jos liitosten teko on help-

a. Materiaaleina on hyvalla menestykselld
e Aytetty messinki- ja muovilevyji. Perspex-
levy on hintansa ja tyostettidvyytensid puo-
lesta osoittautunut edulliseksi. Hopeoimalla
tai aluminoimalla siithen saadaan erinomai-
sesti heijastava peilipinta. Halvempi rat-
kkaisu on musta perspex, joka heijastaa valoa
tyydyttavasti ilman erikoiskésittelyd. Tosin
se vaatii noin 20-kertaisen valotusajan
hopeoituun levyyn verrattuna, miksd ei kui-
tenkaan ole vield haitallisen pitka.

Mallista saatujen tulosten siirtdiminen kos-
kemaan todellista laattaa tapahtuu mitta-
kaavatekijoiden perusteella. Jonkin verran
vaikeuksia saattaa syntyi siitd seikasta, ettd
mallin Poissonin luku » ei ole sama kuin
todellisen rakenteen, esimerkiksi perspex-
muovilla »=~1/3 ja teridsbetonilla v =~ 1/6.
Tapauksissa, joissa reunaehdot eivit sisilld
y:t4, Poissonin lukujen eron vaikutus voi-
daan ottaa tdsmaillisesti huomioon. Jos »
sisdltyy reunaehtoihin, kuten esim. vapaan
reunan tapauksessa, pientd virhettd aiheu-
tuu. Todellisten momenttien voidaan otak-
sua olevan niiden arvojen vililld, jotka saa-
daan kayttamilla mallin ja todellisen raken-
teen Poissonin lukuja, esim. » = 1/3 ja » =
1/6.

Moiré-menetelmilld saatujen tulosten
tarkkuus on suurimmille momenteille noin
+ 5 %, miki riittdnee useimmissa suunnit-
telutehtévissi.,

Sovellutus

Menetelmén havainnollistamiseksi tarkas-
tellaan erasta laattatutkimusta.

Tutkittava rakenne oli jatkuva terdsbeto-
ninen palkkisilta. Piikannattajina oli kaksi

150 cm korkeaa ja 40 cm leveids palkkia, joi-
den keskindinen etdisyys oli 7.0 m ja janne-
vali 10.5 m. Laatta, jonka paksuus oli 25 cm,
oli tukien kohdalla kiinnitetty jaykisti poik-
kikannattajiin.

Malli tehtiin pituusmittakaavaan 1:50 ja
kuormitus suoritettiin samassa suhteessa
pienennetylld  telikuormalla mitoituksen
kannalta tarkoituksenmukaisissa pisteissa.
Kuorman ollessa laatan keskelld saatiin ku-
vissa 6 ja 7 esiintyvat moiré-kuviot. Moiré-
kayrastojen perusteella saadut kaltevuuk-
sien kuvaajat laatan akseleilla ovat nahti-
vissd kuvissa 8 ja 9. Samoissa kuvissa on
esitetty my0Os taivutusmomenttien kuvaajat
laatan akseleilla.

Vertailun vuoksi laskettiin taivutusmo-
menttien arvot laatan keskipisteessd Bitt-
nerin /14/ mukaan ottaen huomioon palk-
kien vaantojaykkyyden:

Pienoismalli Bittner
M, 8.7 Mpm 8.9 Mpm
M 64 » 66 »

Y
Pienoismallista saadut samoin kuin laske-
tut tulokset on redusoitu koskemaan Pois-
sonin luvun arvoa nolla. Erot ovat siis noin

3 %.
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Otamiemi

Kuva 6. Moiré-kidyrists; varjostin x-suunnassa.

Moiré fringe pattern; ruling of the screen
in x-direction.
Moiré-k&yrists; varjostin y-suunnassa.

Kuva 7.

Kuva 8

Kuva 9
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Moiré fringe pattern; ruling of the screen
in y-direction.

Sw/Jy- ja My-kiyrit laatan pituusakse-
lilla.

Graphs of dw/dy and of M, along the
longitudinal axis of the slab.

Sw/dx- ja My-kdyrit laatan poikittais-
akselilla.

Graphs of dw/dx and of M, along the
transverse axis of the slab.
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