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Rakenteiden Mekaniiklea 1 (1968) ss. 4—11; Kustannus-
osakeyhtio Rakennustekniikka, Helsinki

Yhteenveto: Seinilevyn jannitystilan teoreettinen
tarkastelu liittyi osana Valtion teknillisen tutki-
muslaitoksen tekemdin konteinerin (kuljetussai-
lién) kestivyystutkimukseen.

Seinilevyn jannitystila on ratkaistu Airy’n jan-
nitysfunktion avulla. Jénnitysfunktio muodostuu
hyperholisten ja trigonometristen funktioiden tu-
loista ja summista. Levyyn vaikuttava kuormitus
on. kehitetty Fourier'n sarjoiksi. Jannitysfunktiossa
esiintyvit parametrit on méadritetty pienimmaé&n ne-
lidsumman menetelmalld siten, ettd levyn reuna-
ehdot tdyttyvit mahdollisimman hyvin. Taman jal-
keen on laskettu jinnityskomponentit jannitysfunk-
tion toisten derivaattojen avulla.

Artikkeliin liittyy laskuesimerkki, josta tuloksena
saadut jannityskomponenttien arvot on esitetty
kuvissa.

1. Yleista

Seindlevyn janmitystilan teoreettinen tar-
kastelu tuli esille, kun Valtion teknillisessa
tutkimuslaitoksessa tutkittiin konteinerin
kestivyytti. Konteineri (kuljetussdilio) on
laatikontapainen rakenne, jossa voidaan
varastoida ja kuljettaa tavaroita yhdelld tai
useammalla kulkuneuvolla ilman kuorman
uudelleen lastaamista. Konteineri on varus-
tettu laittein, jotka mahdollistavat sen hel-
pon kisittelyn, varsinkin siirrettdessd sita
kulkuneuvosta toiseen. Konteinerin toisessa
piidyssid on ovi, josta kuorma voidaan hel-
posti lastata ja purkaa. Rakenteen jokaisen
nurkkapisteen alla on teradstuki.

2. Liahtootaksumat

Konteinerin seinilevy on suhteellisen ohut
ja sitd pidetddn tarkastelussa isotrooppisena,
Hooken lakia noudattavana levynd. Kuormi-
tuksen katsotaan vaikuttavan ainoastaan
seindlevyn tasossa. Nurkissa syntyvén le-
vyd taivuttavan kiinnitysmomentin vaiku-
tus jitetiin levyn pienen sivujiykkyyden
vuoksi merkityksettomind huomioonotta-
matta. Nurkkia pidetddn talléin siten nive-
16ityind, etteivit nivelissd yhtyvit levyt liv'u
toisiinsa nzhden.

Valitaan tutkittavan seindn pituudeksi 2a
ja korkeudeksi 2b. Tukipinnan pituutta mer-
kitdan c:114. Katon ja lattian leveys = 2d =
2b, seinin ja katon paksuus h sekd lattian
paksuus 2h.

Lattialle tulevan kuormituksen katsotaan
jakautuvan seinilevyille kuvan 1 mukai-
sesti. Otaksuma pitdsd likimain paikkansa.
Seindlevyn kuormituksen jakautuminen voi-
taisiin selvittad tarkemmin kisittelemalld
lattialaattaa ottaen huomioon seindlevyistd
johtuvat reunaehdot. Tehtdvin ratkaisemi-
nen on suoritettu mielivaltaiselle kuormi-
tukselle, mutta laskuesimerkki on laskettu
juuri em. kuormitusotaksumalle (kuva 1).
Seinilevyn oma paino jatetddn pienend huo-
mioon ottamatta.

3. Airy’n jiinhitysfunktio

Seindlevyn voidaan katsoa olevan tasojan-
nitystilassa, koska kaikkien voimien olete-
taan vaikuttavan levyn tasossa. Koska sei-
nin tasoa vastaan kohtisuoraa kuormitusta
ei ole, jannityskomponentit o, = 7, = 7y,
— 0. Koska levyn paksuus h on pieni toi-
siin dimensioihin verrattuna, voidaan lisdksi
olettaa, ettd o, = 7, = 7,, = 0 seindlevyn
sisalla.

Kun kysymyksessi on tasojannitystila,
voidaan kappaleen jannityksien madrddmista
olennaisesti yksinkertaistaa ottamalla kayt-
toon nk. jannitysfunktio F(x,y), joka toteut-
taa neljinnen kertaluvun osittaisdifferen-
tiaaliyhtdlon

3'F L 3'F a‘F
+2 +—=0
(1) ax* ax23y2 dy*

Tata differentiaaliyhtalod kutsutaan levy-
yhtaloksi.

Jos tunnetaan sellainen (1):n ratkaisu,
joka tayttdd reunaehdot, saadaan j&nnitys-
komponentit yhtaldistd
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Yhtilon (1) tarkka ratkaiseminen tuottaa
tdssd tapauksessa suuria vaikeuksia. Seu-
raavassa pyritian riittdvian tarkkaan likirat-
kaisuun muodostamalla sarjakehitelma

(3) F = 2 @y @n (x; y) (n = 1: 2: T T);

missd funktiot ¢, (x,y) ovat sopivia koordi-
naattifunktioita, jotka toteuttavat problee-
man reunaehdot mahdollisimman hyvin. Pa-
rametrit a, madratddn sitten niin, etta reu-
naehdot saadaan toteutumaan niin tar-
kasti kuin mahdollista. Niin on asianlaita,
jos virheen nelidsumma saavuttaa minimin.
Ratkaisu tullaan suorittamaan kayttden
koordinaattifunktiona hyperbolisten ja tri-
gonometristen funktioiden tuloja.

4, Kuormituksen kehittiminen Fourier-
sarjaksi

Jos seinidlevyn janmitystila ratkaistaan
osittaisdifferentiaaliyhtaloista, on edullista
kehittda kuormitus Fourier-sarjoiksi. Otta-
malla mukaan riittivda miard termeji saa-
daan jatkuva funktio, joka vastaa kuormi-
tusotaksumaa melko hyvin. Kuormitus voi-
daan niin ollen kirjoittaa yleisesti

(4) p(x)= 20 a-

(h=123, ..)

Jos kuvassa (1) esitetty kuormitus kehite-
tdan Fourier-sarjaksi jakson pituuden L
ollessa 2a, saadaan

(43) p(x)=-2_p9 .Z@-sin I ooy X (n—] 23 )
Te T on a L

a

Jos jakson pituudeksi L otetaan levyn kak-
sinkertainen pituus 4a, saadaan kuormitus-

funktioksi
(4b)
ol 22 3 %(.1)71 fos - 29, cop 2

me n a

(h=13,5,..)

5. Seinidlevyn reunaehdot

Seindlevya kisitelldan olettaen sen liitty-
van kattolevyyn ja lattialaattaan nivelelli-
send, kuten edelld on selostettu. Paityreu-
nat otaksutaan vapaiksi. Lattialaattaa pide-
tdaan laskelmissa kuormittamattomana levy-
ni; kuorma vaikuttaa ainoastaan seinidlevyn
tasossa.

Edellisten otaksumien mukaan seina-
levylle saadaan reunaehdot (5). Koska paa-
tyreunoissa ei ole kuormitusta, havidvat
niissd mormaalijannitys o, ja leikkausjanni-
tys 7,, (kuva 1). Siis

(5a)
(5b)

(ax)x= ta = O
(T"Y)x=¢g :

Ylareunoilla saadaan seuraavat reunaehdot.

(‘Ty)yzb 20

(5¢)

(Sd) <Txy)y_b =; ¢, sina,x

an= ;—: (h=1.3,5,.) (L= 4a)

@, on toistaiseksi tuntematon suure, joka
madrdytyy seindlevyn ja kattolevyn yhteis-
toiminnan perusteella. Alareunalla saadaan
reunaehdot seuraavasti. Koska alareunalla
vaikuttaa ulkoinen kuormitus p(x) ja reu-
nan paksuus on h, on voimassa yhtilo

(5€) () y = U - p(x)



Lelkkausjannitys lausutaan tuntematto-
rnan suureen v, avulla, joka saadaan seini-
ja lattialevyjen yhteistoiminnan perusteella
<7 htilosta

. nm )
(5f) (Txy))/:_b:; \bn sina@px an=2— (n_1,3,51 )

a

I.askelmat ovat kuitenkin hyvin monimut-
Iz aisia yleisessd tapauksessa ja johtavat suu-
riin ja hankaliin yhtdloryhmiin. Siksi on
edullista jakaa kuormitus symmetriseen ja
antimetriseen osaan ja ratkaista nam3i ta-
paukset erikseen. Lopullinen ratkaisu saa-
daan superponoimalla em. tapaukset (kuva
2¢).

Symmetrisessd tapauksessa (kuva 2a)
kuormituksena on sekd yld- etta alareu-
nalla normaalivoima 1/2 p(x), sekd tdmin
lisdksi ylareunalla leikkausjannitys 7., =
> ¢H——wn

= 5 sin a,xr ja alareunalla leikkaus-
7

a . _ ¢n — Y¥n
jannitys ¢,, = — 7.? 3
metrisessd kuormitustapauksessa (kuva 2b)
on kuormituksena normaalivoima — /2 p(x)
yléareunalla ja alareunalla 4 /2 p(x), seki
tamén lisiksi molemmilla leikkausjannitys
By =5 v X B, —g Wn

n

sin a,r. Anti-

sin a,x.

Reunaehdot ovat symmetrisessd tapauk-
sessa seuraavat.

(62) (o), =0

(Gb) (Txy) =0

X=ta

(6C) {UY)y:*b = ]/2 : ]/h' p(x)

(T‘Y)y::b - ¢n£¢n-sin Gk

n

(Gd) (ri= 1,3,5; )

Antimetrisessd tapauksessa saadaan reu-
naehdoiksi

(73) (Ux)xﬂo =0

(7b) fd., =0
(70) (JY)yzﬁb =3 ]/2 ']/h’ p(x)
(7d) f”‘Y)ya;Zn: a’m;% sinapx (n=1,3,5,..)

6. Airy’n jannitysfunktio seinilevylle

Ratkaisun loytamiseksi muodostetaan jan-
nitysfunktio

1 ;
F5=Z = (Ancosh @ny+any Bysinhapy+
N a2n

+Cpsinh apy+an,yDphcoshany) cosanx +

)

+; _B_lz_ (,im cosh Bmx+Bmx B, 'sinh [?mx)singm‘/+
m

1 - -
+ E(Cm cosﬁmx+ﬂmx Dm-sinﬁmx) cosﬁmy
m

Jaksoksi on otettu x-suunnassa L, = 4a ja
y-suunnassa L, = 4b tai L, — 2b. Lisiksi
on kiytetty merkintoji

an = ;Tir ; n=],3,5.,,
(9) B = % ¢ mal;3. 5.
3m=¥ ; mal,23..

A,, B,, C, ja D, ovat n:n arvosta riippuvia
vakioita ja 4,, B, C,, ja D,, riippuvat m:n
arvosta. Jannitysfunktio F; on muodostettu
niin, ettd se on symmetrinen y-akselin suh-
teen, mutta tdysin mielivaltainen x-akselin
suhteen.

Jos kuormitus on symmetrinen myds
x-akselin suhteen, jannitysfunktio voidaan
kirjoittaa muotoon
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Kuva 2a-c

Kuva 1.

Kuvs 2.

Seindlevyjen mitat ja kuormitusotaksuma
The dimensions and loading assumption
for the wall plates of conteiner
Kuormituksen jakaminen symmetriseen ja
antimetriseen osaan

The symmetric and antimetric cases of
loading




Jos pystytddn madrittdmadn arvot A,,--,D,
ja Ap,D,, niin, ettd reunaehdot toteutuvat,
vodidaan jannitysfunktion F, avulla laskea

jannitykset seindlevylle lausekkeiden (2)
mukaan.

7. Vakioiden A, D, ja A, D mérit-
taminen

7.1. Symmetrinen tapaus

Tausekkeiden (2) ja (10) sekd reunaehto-
jen (6) perusteella voidaan kirjoittaa yht&ls-

,

9%F (a,
(ax)x-c = ﬁ)= 0

_ 82 Fs (Cl,y) =

0
dx dy

(obens -

2
az) A (”Y)y=b= d F(;x(;'b)= ]/2']/h'P(X]=2Lh‘

Z cn»cosanx

n

9”F (x,b)

/ bdn-¥,
(TXY)yzb =- Tx a), = - n n

.sinG. X

Koska yhtaloryhm#n (12) ensimmiinen ja
toinen rivi ovat voimassa kaikilla y:n ar-
voilla sekd kolmas ja neljds rivi kaikilla x:n
tuntemattomia (4,, B,, C,, ja D,,). Kaikki
nama vakiot ovat funktioita g,:std ja v, :std,
joten voidaan yleisesti kirjoittaa

An’ An (d)nl\//n) ’ Cm=Cm (‘#n"l’n)
(13)

Bh =Bp (‘bnﬂ[’n) s Dm=Dm (‘i’nv‘l’n)

7.2. Antimetrinen tapaus

Vastaavalla tavalla kuten symmetrisessi
tapauksessa voidaan lausekkeiden (2) ja
(11) sekid reunaehtojen (7) perusteella kir-
joittaa yhtaloryhma

(7)..o - 2507 0

8%F, (a.y)
T - S )Y _
(oo 5oy, "0

2
(14) ot = S e

1
:-2—h ; ajcosapx

: 92F (x,b) bl
(Tx)Fb:-Tay:; % sina, x

Koska ensimma3inen ja toinen rivi yhtaloryh-
méssd (14) ovat voimassa kaikilla y:n ar-
voilla sekd kolmas ja neljas rivi kaikilla x:n

tuntemattomia (C,, D,, A,, ja D,,). Kaikki
nam& vakiot ovat funktioita g,:std ja ,:sta,
joten voidaan yleisesti kirjoittaa

Cn=Cn (d’nr "(’n) ) lm”;‘m @n;\h,)
(15)
Dn=Dn (‘bn!wn) ) Em =Em (¢n:¢’n)

8. Reunaleikkausjannityssuureiden g, ja
v, laskeminen

Suureet g, ja vy, ovat, kuten aikaisemmin
on mainittu, riippuvaisia seindlevyn yhteis-
toiminnasta katto- ja lattialevyn kanssa. Ka-
sitellddn kattoa ja lattiaa levyini ja muodos-
tetaan niille jannitysfunktiot niin, ettd ne
ovat symmetrisid sekd x- ettd y-akselin suh-
teen. T#lloin saadaan kattolevylle



1
Fk=; 2 (Encoshanzlranz Fnsinhun;)
n

(16)

2:] -
cosanx + 233 (Emcosh@mx+
m

+BmXxFpsinh Bmx}-cos @,z
ja lattialevylle

1
F,-'-}n: ;E <Gn coshunz+a"ZHnsinhanz)

n

(7)

1 /=
‘cosanx+;-€;§- (Gmcoshgmx +
m

+8,% ﬁmsinhgmx)-cosgmz

E,, F, G,ja H, ovat n:sti riippuvia vakioita
ja E,, F,, G, ja H, riippuvat m:sti. Jak-
soksi on otettu x-suunnassa L, = 4a ja z-
suunnassa L, — 4b.

Kattolevyn reunaehdot saadaan seuraa-
valla tavalla. Piaidtyreunoilla hiviivit nor-
maalijannitys o, seki leikkausjinnitys Tuye
Ts116in

(18a)

(18b)

(TXY))(::Q =

Kattolevy on xz-tasossa (kuva 1), joten y
korvataan z:lla vastaavissa kattolevyn kaa-
voissa.

~ Kattolevyn ja seinilevyn yhtymireunalla
hdvidd normaalijannitys o,, koska sielld ei
ole z-akselin suuntaista kuormitusta. Tallsin

(18¢)

Talla reunalla leikkausvoimien tiytyy pitas
toisensa tasapainossa. Ottamalla huomioon
koordinaatiston sijainti saadaan

Edellisestd tasapainoehdosta saadaan edel-
leen

(TXY)yzb' h»dx+(1'xz)2lb~h-dx -0
(18d)
(sz)hb = };.:(‘fﬁn sin qnx)

Lattialevylle voidaan kirjoittaa reunaehdot
samalla tavalla kuin kattolevylle

(19a) (hen =0
(19b) (3, . =0
(19¢) (@), =0

Leikkausvoimien tasapainoehdosta saadaan
nyt ottamalla huomioon koordinaatiston
sijainti

Tastd saadaan leikkausjinnitykselle lauseke

‘(TXY)y.-b'h'd” (TXZ)Z-b -2h-dx=0
(19d)
(sz)z,b ,}n:('/:z “Pn sinanx)

Samalla tavalla kuten seinilevylle voidaan
edelld esitettyjen jannitysfunktioiden ja reu-
naehtojen sekd lausekkeiden (2) avulla las-
kea katto- ja lattialevyjen vakiot g, jayp,;n
funktioina. Yleisesti voidaan kirjoittaa kat-
tolevylle

Eq=E, (¢’m¢n) ) Em= Em @n#’n)
(20)

fnsfy (d’n |¢n) ) Frn =Fn ((bnv\lﬁ)

ja lattialevylle

Gp=Gn (¢\1 ﬁl’n) s ém = Gm (‘bnl‘pn)
(21)
Hpy= Hy (‘i’nl‘l’n) ’ Hm 'ﬁm (‘t’m‘i[/n)
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Kinemaattiset reunaehdot antavat tarvitta-
van mairan lisiyhtsloitd g,:n ja y,n maé-
raamiseksi. Ylireunalla tiytyy kattolevyn
ja seinidlevyn suhteellisten venymien olla
vhti suuria. Myds alareunalla seindlevyn
ja lattialevyn suhteellisten venymien tulee
olla samansuuruiset. Siis

(22a) (e (‘r)y.b (ylareunalla)

(22b) (alareunalla).

(ex)z i :(Ex)y--b

Kun Hooken laki on voimassa ja v:td pide-
tddn pieneni sekid kimmokerrointa E samana
kaikille levyille, saadaan ehdoista (22)

(23a) (ylareunalla)

(23Db) (alareunalla).

(). = (UXL:—b

Jinnitysfunktioiden F,, F; ja F; sekd lausek-
keen (2a) avulla voidaan ehdot (23) kirjoit-
taa muotoon

a2 (xb) %R (x,b) _
ay2 39z2

0
(24)

a%F (x,-b) 3%F (x,b)_ 0
a),2 922 -

Koska yhtilsiden (24) taytyy olla voimassa
kaikilla xn arvoilla, voidaan edelld olevista
vhtilsista ratkaista B, ja D, F,mn ja Hyn
funktioina

B =

Bn(FrpHn )
(25)

Dp = Dn(f:ann)

Sijoittamalla B,:n, D,m, F,mn ja H,:n arvot
[(13), (15), (20) ja (21)] lausekkeisiin (25),

voidaan m#drittds g,m ja w,mn arvot.

g,m ja y,n ratkaiseminen edelld seloste-
tulla tavalla johtaa suuriin yhtdléryhmiin
varsinkin, jos vaadittujen termien luku-
pieni. g,:t ja w,:t voidaan kuitenkin laskea
likim#srin, kuten edelld, muodostamalla sel-
lainen huomattavasti edellistd (8) yksinker-
taisempi jannitysfunktio F,, joka tdyttaa
kaikki vaakasuorien sivujen reunaehdot,
seki toisen pystysuorien sivujen reuna-
ehdoista [(5a) tai (5b)]. Jos on kysymys
pelkists levystd, joka ei ole kiinnitetty katto-
ja lattialevyyn, niin g, = y, = 0.

9. Lopulliset jannitykset

Kun vakioiden A,,-,D, ja A,,D, arvot
tunnetaan, on jannitysfunktio F; miaaratty.
Lausekkeiden (2) avulla voidaan tdmin jil-

keen laskea jannityskomponenttien arvot
mielivaltaisessa pisteessd (x,v).

10. Laskuesimerkki

Laskelmat on suoritettu levylle, jonka mi-
tat ovat ¢ — 200 cm, b = 80 cm, ¢ = 10 cm
ja h = 1 em. Kuormitus p = 1 kg/cm. Las-
kuesimerkki on ohjelmoitu Elliot-Algol-kie-
lells siten, ettd ohjelmat voidaan ajaa mieli-
valtaisilla seinilevyn mitoilla ja kuormituk-
sella. Jannityskomponentit on laskettu jokai-
sessa levyn korkeuden !/10 sekd pituuden
1/50 pisteissd. Tulokset on esitetty graafisesti
kuvissa 3—5. Kuvassa 6 on esitetty jan-
nitystrajektoriat seinilevylle. Laskuissa on
kiytetty arvoja 1,3, - -+, 53 n:lle, 1, 3, - -+, 19
m:lle sekd 1, 2, -+ -, 10 m:lle.

Kuva 3. oy jannitykset

Normal stresses parallel to x

Kuva 4. oy jannitykset

Normal stresses parallel to y

Kuva 5. oyxy jinnitykset

Shearing stresses in xy coordinates

Stress trajectories of the plate as an
example

Kuva 6.
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1 em=20kp/em?
115

Kuva 3

lem=20kp/em?
1115

Kuva 4

lem=20kp/cm?
115

Kuva é

Tavallisimmat merkinnit

o normaalijdnnitys
T leikkausjannitys
& suhteellinen venyma
oy B, Fm apumerkintéji arvoille
n m . m
s— o ja—
2a 2b b
¥ Poisson’in Iuku
Bns Wn seindlevyn ylid- ja alareunan leik-

kausjinnityksen apusuureita

a puolet seinilevyn pituudesta

ap kuormituskehitelmin parametri

b puolet seinilevyn korkeudests

c tukipinnan pituus

h seind- ja kattolevyn paksuus tai
puolet lattialevyn paksuudesta

p tasainen kuorma

p(x) kuormitusfunktio

X, VY, Z suorakulmaisen koordinaatiston
akselit

Ap, By, Cp, Dy seindlevyn jannitysfunktion

. _ _ _ wvakioita

Ap, B, Ci, D seindlevyn jinnitysfunktion
vakioita

E kimmokerroin

F (x, v) jannitysfunktio

Fg, F, F} seindlevyn, kattolevyn ja lattialevyn
jdnnitysfunktioita

E,, Fy kattolevyn jHnnitysfunktion

o vakioita

En, Fn kattolevyn jannitysfunktion
vakioita

Gqp, Hy lattialevyn jannitysfunktion

o vakioita

Gn, Hp lattialevyn jinnitysfunktion
vakioita

L jakson pituus
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