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Luku 1

Johdanto

Viskoelastisilla aineilla on sekd kimmoisen kappaleen ettd viskoosin nesteen ominaisuuksia.
Viskoelastisen aineen virtausominaisuutta nimitetdén virumiseksi, ja sitd voidaan tutkia
virumiskokeessa, esimerkiksi veto- tai leikkauskokeessa. Tarkastellaan sauvaa, jota kuor-
mittaa vetovoima F'(t). Sauvan jénnitys on o(t). Otaksutaan, ettd voima F'(¢) on nolla,
kun ¢ < 0, ja sitten ajanhetkelld ¢ = 0 voima saa vakioarvon F(t) = Fj. Kimmoisen ai-
neen tapauksessa sauvan pain siirtymé ja sauvan venymé ovat myos vakioita, u(t) = ug ja
e(t) = g9, ajanhetken ¢ = 0 jilkeen. Akillisen kuorman muutoksen dynaamisia vaikutuksia
ei oteta huomioon tai otaksutaan koelaitteiston vaimentavan vérahtelyt.

Viskoelastisen aineen venymé muuttuu hetkelld nolla kuvan 1.1 pistettd A vastaavaan
arvoon, ja sen jilkeen venyma kasvaa kiyran ABC mukaisesti. Kiintedn aineen tapauksessa
vakiokuorman aiheuttama venymén aikahistoriaa kuvaavan kiyran tangentti lihenee arvoa
nolla ja itse venymé ldhestyy adrettomyyteen mentéessd vakioarvoa. Sen sijaan nesteen
tapauksessa virtaus jatkuu loputtomiin. Eroa kiinteisiin aineisiin ja nesteisiin on kuitenkin
vaikea tehda kokeellisesti, koska kokeen &irellisen keston perusteella ei vilttdmatta voi
arvioida saavuttaako venymé raja- tai tasapainoarvon.

Jos kuorma poistetaan tietylld ajanhetkelld ¢ = T', niin kimmoisen aineen tapauksessa
venymi palautuu vilittomasti nollaan, ja myos koesauvan pituus palautuu entiselleen. Vis-
koelastisen aineen tapauksessa osa venyméd, muutos BD, palautuu vélittomésti. Pisteen
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Kuva 1.1 Virumiskoe.
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Kuva 1.2 Relaksaatiokoe.

\G
Go

| B

Kuva 1.3 Relaksaatiofunktio.

D jélkeen loppuosa venymaé palautuu hitaasti kdyrdn DE mukaisesti. Kiintedn aineen ta-
pauksessa kiyrd DF lahestyy nollaa, mutta nesteen tapauksessa koeaineeseen jaa pysyvaa
venymad jaljelle.

Aineen viskoelastisia ominaisuuksia voidaan tutkia myos virumiskokeelle rinnakkaisen
relaksaatiokokeen avulla. Relaksaatiokokeessa koesauvaan vedetddn kokeen alussa ajan-
hetkelld ¢ = 0 venymé €g, ja sen jilkeen venyméd pidetdén vakiona. Kimmoisen aineen
tapauksessa jilleen vakiovenyméd vastaa vakiona pysyva jannitys, tai vakiovenymén ylla-
pitdmiseen tarvitaan vakiovoima. Viskoelastisen aineen jénnitys pienenee eli relaksoituu,
tai vakiovenymén ylldpitdmiseen tarvitaan ajan mukana pienenevéd vetovoima ja jannitys.
Kiinteéin aineen relaksaatiokiyrid lahenee asymptoottisesti vakio- tai tasapainoarvoa. Sen
sijaan nesteen jannitys relaksoituu nollaan.

Kimmoisen aineen venymé palautuu nollaan ajanhetkelld ¢ = T', jos kuormitus poiste-
taan. Viskoelastisen aineen tapauksessa tarvitaan kuvan 1.2 kuormitushistoria BDFE muo-
donmuutoksen palauttamiseen nollaan. Jos jannitys on ollut vililla 0 < ¢ < T positiivinen,
niin sen on oltava negatiivinen, kun ¢ > T'. Jannityksen arvo relaksoituu nollaan kdyran
DFE mukaisesti, kun aine unohtaa vililla 0 < ¢ < T vallinneen vakiovenymaénsa.

Relaksaatiokoe tehdddn antamalla esim. vetokoesauvalle vakiovenyma e(t) = g¢ ja mit-



taamalla sen jannitys o(t) ajan funktiona, jolloin saadaan samalla méaaritettyéd relaksaa-
tiofunktio

Gy = 2. (1.1)

Merkitéén, ettd relaksaatiofunktion alkuarvo on Gy = G(0) ja G on arvo, jota G(t)
lihestyy asymptoottisesti. Relaksaatioajaksi nimitetdéin aikaa 7 = At, jonka kuluessa re-

. dG(0
laksoituminen tapahtuisi kokonaan alkunopeudella G(0) = % Kaavan muodossa
Goo — G
= J© 70 (1.2)
G(0)
Jos relaksaatiofunktio on esim. muotoa
i
G(t) = Exo + Ee T, (1.3)
niin relaksaatioajaksi tulee
Ex — (E E
_FemEtE) _ (1.4)

—E/7
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Luku 2

Viskoelastiset materiaalimallit

2.1 Yksinkertaiset reologiset mallit

2.1.1 Kimmoinen jousi ja nestesylinteri

Tarkastellaan kimmoisista jousista ja viskooseista nestesylintereista koottuja malleja. Jousen
konstitutiivinen kimmoinen yhtil6é on

o = Ee. (2.1)

Sylinterin viskoosinen laki on yleisessé tapauksessa

o= f(é), (2.2)
missi venymén (t) aikaderivaatta on
. O0e(t)
= . 2.
5 ot (2.3)

Newtonin nesteen tapauksessa on voimassa lineaarinen riippuvaisuus
o =1E. (2.4)

missd 7 on viskoosisuuskerroin.

2.1.2 Kelvinin aine

Kelvinin mallissa jousi ja sylinteri on kytketty rinnakkain, kuva 2.2. Mallin konstitutiivinen

yhtalo on
o= FEe+ne. (2.5)
o <—o—/\/\/\/—o—>g o <—o—i ——o——®» o
E n
Kuva 2.1 Lineaarinen jousi ja nestesylinteri.
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Kuva 2.2 Kelvinin aine.

Differentiaaliyhtélo (2.5) voidaan saattaa standardimuotoon

y(t) + Ay(t) = f(1), (2.6)
jonka ratkaisu on
y(t) = y(0)e ™M + / e M) (1) dr (2.7)
0

Kaavan (2.7) perusteella differentiaaliyhtdlon (2.5) ratkaisu alkuehdoilla

venymén suhteen on

(L)
~—~
=

I
SRR
®

Sle!

T
2

Q
~—~

\]
S~—

~
R
o
L

0

josta saadaan osittaisintegroimalla muoto

(1) = [a(t) - Ofte‘%“‘”dam]

(2.10)
1 _Eq_,
:E{ |:1—6 0 )} do (7).
Derivoimalla ajan ¢ suhteen tulee
1 B
é(t) = —/e‘W(t‘T)da(T). (2.11)
n
0

Reologisen materiaalimallin, esimerkkind Kelvinin malli, differentiaaliyhtalon ratkaisu on
yleistd muotoa

“(t) = / It — )6 (r) dr, (2.12)

missi J(t) on virumisfunktio.
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Differentiaaliyhtdlon (2.5) ratkaisu loydetddan myos esimerkiksi Laplace-muunnoksen
avulla seuraavasti.
Funktion f(t) Laplace-muunnos mééritelldan kaavalla

[e o]

f(s) = /e_Stf(t) dt. (2.13)

0

Muuntamalla differentiaaliyhtdlo (2.5) tulee
d(s) = E&(s) + n[sé(s) —e(0)]. (2.14)

Ottamalla huomioon alkuehto £(0) = 0 saadaan ratkaisu

1 1 1

£(s) = I +7780(5) ==

SEtms 56 (s) (2.15)

Laplace-muunnosavaruuteen parametrin s funktiona. Takaisinmuunnos lasketaan konvo-

luutiotulon maaritelmén

t
Frg= /f(t—T)g(t) dr (2.16)
0
ja sen muunnoskaavan
¢
£(fxg) = £ [ £t~ ng(o)dr) = 3 (2.17)
0
avulla asettamalla vastaavuudet
~ 1 1
fo) = s s 80) = s3(s). (2.18)

Termin s6(s) takaisinmuunnos on valituilla alkuarvoilla & (¢). Termiin f(s) voidaan soveltaa
liitteen A kaavaa (A.7) tai muunnoskaavaa

at bt

O ) (219)

eli
1 1 e—e 7

_ _1
EECEIN

Soveltamalla lopuksi konvoluutiointegraalin kaavaa saadaan sama tulos kuin edelli kaa-
vassa (2.10)

£t 1—e 1 |. (2.20)

et) = | = [1 —e (”)] &(r) dr. (2.21)

Jos kuormitus on porrasfunktion (yksikkoaskel- tai yksikkéfunktion) muotoinen

o(t) =o0H(t), (2.22)
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E; Es K,
Eo
g .- o
1] 1] 1]
1] 1] 1]
T T2 Tin

Kuva 2.3 Yleistetty Kelvinin aine.

missé Heavisiden porrasfunktio méaritellddn kaavalla

0, kun ¢t<0
H(t) = ’ ’ 2.23
®) { 1, kun ¢ >0, ( )

niin kaavasta (2.10) seuraa Kelvinin mallin virumisfunktio

J(t) = %) _ % (1 _ e%> , (2.24)

missé 7 = 1 on relaksaatioaika.

Kelvinin mallilla voidaan kuvata viivistynyttd kimmoisuutta. Kuorman poistamisen
jalkeen jannitys ja muodonmuutos palaavat nollaan, mutta eivat valittoméasti kuten kim-
moisella aineella.

Esimerkki 2.1 Ratkaistaan Kelvinin mallin differentiaaliyhtdlé siind tapauksessa, et-
td parametrit E ja n riippuvat ajasta ja alkuehto on e(to) = &o.

Jos E = E(t) jan =n(t), e(to) = €o ja integrointi aloitetaan hetkelld ¢y, niin differen-
tiaaliyhtdlon (2.5) ratkaisuksi tulee

t @ t t
— [ -1 Ea
e(t) = gge " —|—/Ee = dr. (2.25)

2.1.3 Yleistetty Kelvinin aine

Kytkemadlla jousi ja Kelvinin elementteja perdkkiin saadaan kuvan 2.3 malli. Yhden ele-
mentin mallin virumisfunktion perusteella kirjoitetaan n elementtid siséltdvin mallin vi-

rumisfunktio
A (R
Jt) = —%=Jy+ Jill—e 7|, 2.26
(t) po 0 ; (2.26)
missé 1 1
n
_ = = = 4 2.2
JO an J E@ Ty Ez ( 7)

ja 7; ovat relaksaatioajat.
Yleistetylld Kelvinin mallilla voidaan my6s kuvata viivistynyttd kimmoisuutta.
Madrittelemalla virumisspektrs

i=1
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Ew
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E

Kuva 2.4 Lineaarisen standardiaineen malli.

ja kdyttamalld hyviksi Dirac “in d—funktion ominaisuutta

[e.e]

/ 0 —m)f(r)dr = f(m) (2.29)

—00

voidaan virumisfunktio lausua muodossa

J(t) = Jo + 75(7) <1 . e%> dr. (2.30)
0

2.1.4 Lineaarinen standardiaine

Tarkastellaan seuraavaksi kuvan 2.4 kahdesta jousesta ja nestesylinteristd koostuvaa mallia.
Jousien jaykkyydet ovat Fo ja E, ja sylinterin viskoosisuuskerroin on 7. Jousien konstitu-
tiiviset kimmoiset yhtalot ovat

e = Ee., o,=FE(c—¢y). (2.31)

Sylinterin viskoosinen laki on
Oy = Néy. (2.32)

Jousen F, jinnitys on (0 — 0,) ja venymé on . Koko mallin jénnitys on
0 = Exe + 0y. (2.33)

Jousen F ja sylinterin 7 jénnitys on oy, ja jousen F venymi on (¢ — ¢,). Koska sylinterin
jannitys on o, = né,, saadaan

oy =MEy = E(e —&y). (2.34)

Miaritelladn alkukimmokerroin ja relaksaatioaika kaavoilla

Ey=FEx+E, m= % (2.35)

Sijoittamalla o, jinnityksen o kaavaan tulee

o = Ege — Ee,. (2.36)
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Muodonmuutos ¢, toteuttaa yhtalon

1 1
év + T—1€U = 7_—15, (237)
ja lisdksi
t_l}r_noo ey(t) = 0. (2.38)

Sisdisen muuttujan e, differentiaaliyht#lo (2.37) voidaan ratkaista ajan suhteen Laplace—
muunnosta kdyttiden tai esimerkiksi huomaamalla, etta

d| L 1 =
E |:€7_1 €v(t):| = T—leTl €(t), (239)
saadaan integroimalla yhtélosta (2.37)
t
1 _t=1
gu(t) = — / e ™ e(r)dr. (2.40)

—00

Integroimalla osittain voidaan e,:n kaava muuntaa muotoon

eolt) = £(t) — / T e(r) dr, (2.41)

—00

missi on otettu huomioon, ettd e(t) — 0, kun ¢t — —oc0.
Sijoittamalla &,(t) kaavaan o = Ege — Eg, tulee

t

o(t) = / Glt — 1)é(7) dr, (2.42)

missé ;
G(t) = Ex + Ee ™ (2.43)

on relaksaatiofunktio.
Relaksaatiokokeessa venymén annettu aikahistoria on porrasfunktion muotoinen eli

e(t) = H(t)zo. (2.44)

E(t) = 8(t)zo. (2.45)

Jannitys on t&lloin

(2.46)
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11

En Nn
Kuva 2.5 Yleistetyn lineaarisen standardiaineen malli.

Lineaarisen standardiaineen ki&nteinen esitys on

t

£(t) = / J(t — )6 (r) dr,

—00

missé

1 EfE‘X’t
J(t) = — |1 — = mk
0 EOO[ 2 ]

on virumisfunktio.

2.1.5 Yleistetty lineaarinen standardiaine

Kuvan 2.5 yleistetyn lineaarisen standardiaineen mallin jannitys on

o(t) = Ege(t) — Z Eiel (),

missé

N
EO:EOOJFZEZ-

i=1
on alkukimmokerroin. Relaksaatioajat ovat
n
7m=—, t=1,...,N.
(2 EZ )

Muodonmuutokset eli sisdiset muuttujat ¢! toteuttavat yhtilot

; 1, 1
() + =€l (t) = —e(t
(1) + —hlt) = —=(0),

ja lisdksi

lim € (t) = 0.

t——o0

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)
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AT -

E n

Kuva 2.6 Maxwellin malli.

Yleistetyn mallin relaksaatiofunktio on

t
t) = Eqo + Z Eie Ti. (2.54)

2.1.6 Maxwellin aine (neste)

Maxwellin mallissa jousi ja sylinteri on kytketty sarjaan. Maxwellin materiaalimalli ku-
vaa viskoelastista nestettd. Se on lineaarisen standardiaineen erikoistapaus, kun F.,, = 0.
Jousen ja sylinterin venyménopeuden summana saadaan differentiaaliyhtalo

o o
F = — + —. 2.55
5 77+E ( )

Alkuehdoilla o(0) = 0, £(0) = 0 saadaan integroimalla suoraan

0/ - (2.56)

Maxwellin aineen mallin ratkaisua ei voida kirjoittaa konvoluutiointegraalin

+

=

e(t) :(T

¢
e(t) = / J(t—T1)o(r)dr (2.57)
—0oQ
muotoon, koska virumisfunktio on nyt méarittelemédton. TAma ndhdéddn esimerkiksi aset-
tamalla E,, nollaksi lineaarisen standardiaineen mallissa. Antamalla vakio jinnityshistoria
Maxwellin aineen viruma ja venymé kasvaa rajatta.
Maxwellin aineen mallin ratkaisu jannityksen suhteen on

o(t) = / G(t —7)é(T) dr, (2.58)

—0o0
missé relaksaatiofunktio on
_Et _t n
G(t)=Fe " =Fe 7, 1= 5 (2.59)
Jos venyméi on porrasfunktion muotoinen eli
e(t) = H(t)eo, (2.60)
niin talléin .
t _t
at) =2 g, (2.61)
€0

missd 71 = n/E on jélleen relaksaatioaika.
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E, ﬁi

Kuva 2.7 Yleistetty Maxwellin malli.

E1 En
Ey
- Tlo= o
T 11 Too
1] 1]
Uit Tn
Kuva 2.8 Yleistetty viskoelastinen aine A.

2.1.7 Yleistetty viskoelastinen neste

Yleistetyn viskoelastisen nesteen malli saadaan kytkemélld rinnakkain Maxwellin element-
tejd ja sylinteri, kuva 2.7. Mallin relaksaatiofunktio on Maxwellin mallin perusteella

n _t

G(t) =md(t) + Y Eie 7, (2.62)

i=1

missi 7; = i ovat Maxwellin elementtien relaksaatioajat.

Yleistetyri viskoelastisen nesteen relaksaatiospektri on
n
H(t) =) Eid(t—m), (2.63)
i=1

ja relaksaatiofunktio voidaan nyt lausua muodossa

G(t) = nod(t) + /’H(T)e_é dr. (2.64)
0

2.1.8 Yleistetty viskoelastinen aine A

Kytkemalld yleistettyyn Kelvinin malliin sarjaan Maxwellin mallin tapaan vield sylinteri,
jonka viskoosisuuskerroin on 7)., saadaan kuvan 2.8 malli. Yleistetyn Kelvinin mallin ja
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Kuva 2.9 Yleistetty viskoelastinen aine B.

Maxwellin mallin virumisfunktioiden perusteella kirjoitetaan virumisfunktio

J(t)zit)zjo—i-iji <1—e7'ii>-i-i (2.65)

)
i=1 oo

missé

(2.66)

Virumisspektrin
L(t)y=>_ Jid(t—m) (2.67)
i=1

avulla (kuten yleistetylld Kelvinin mallilla) lausuttu virumisfunktio on

J(t) =

S

oo

n fﬁ(T) <1 - e%) ar+ - (2.68)
0

2.1.9 Yleistetty viskoelastinen aine B

Kytkemalld yleistetyn viskoelastisen nesteen malliin rinnakkain vield jousi Eo, kuten Kel-
vinin elementissd saadaan kuvan 2.9 malli.

Mallin relaksaatiofunktioksi paételladn yleisen viskoelastisen nesteen mallin perusteella

n t
G(t) =nod(t) + > Eie 7 + Eq, (2.69)

i=1

missd 7; = % ovat jilleen Maxwellin elementtien relaksaatioajat.
i
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Relaksaatiospektrin
n

H(t) =Y Eib(t — ) (2.70)

i=1

avulla relaksaatiofunktio voidaan nyt lausua muodossa

G(t) = noo(t +/7—[ erT+E (2.71)
0

2.2 Differentiaalimuotoinen materiaaliyhtilo

Reologisten mallien viskoelastiset konstitutiiviset yhtélot ovat erikoistapauksia yleisem-
mésté differentiaalimuotoisesta esityksesta

poo(t) + p1 dc;ff) + o di;gt) +o = qoe(t) + @ d‘;(tt) +a dzdgt(f) Yo, (272
eli
P(D)o(t) = Q(D)e(t), (2.73)
missd on merkitty (K on sarjan termien lukuméairi)
. k - k d(e)
= ,;)ka . QD) = ,;)ka . D(e) ==~ (2.74)

Kaavasta (2.73) seuraa Laplace-muunnoksella

__Zpkzsr (k—r) — quzsr (k—r) ’ (275)

missa

K K
P(s)= > mes®,  Q(s) = X aqrs”,
k=0 k=0

(2.76)

d* =g (1) d*=m)e(t)

(k=) (0) = k=1)(0) = — =\~

g (O) dt(k_r) ) € (O) dt(k;_r)
=0 t=0
Jos alkuehdot toteuttavat yhtélon
K K

> proT0) =D qeR0), k=1,2,... K, (2.77)

(eli s:n samankorkuisten potenssien kertoimet ovat samat kaavan (2.76) alkuarvotermeissi),
niin jannityksen ja muodonmuutoksen Laplace-muunnosten yhteys on

a(s) = £(s). (2.78)
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Kasdnteismuunnoksen avulla saadaan yhteys

o(t) = / Gt — 7)é(r) dr (2.79)
0

venymihistorialle e(t) = 0, kun ¢ < 0.

Koska
5(s) =sGé
(2.80)
2360,
saadaan yhteys
sGi(s) = 2B). (2.81)

2.3 Integraalimuotoinen materiaaliyhtilo

Kokeellisten havaintojen perusteella lineaarisen viskoelastisen aineen jannitys o (X, t) riip-
puu muodonmuutoshistoriasta e(X, 7). Riippuvaisuus voidaan yleisesti esittaa kaavan muo-

dossa
t

o(X, )= T &(X,7), (2.82)

T=—00

missd F on kokeellisesti madritettévd funktionaali. Tutkitaan seuraavassa edelleen homo-
geenista deformaatiota, jolloin riippuvaisuus koordinaatista X voidaan jattdd pois yhté-
16ista.

Lineaarisen viskoelastisen aineen tapauksessa F on lineaarinen funktionaali, joten se

voidaan esittdd muodossa

t
o(t) = / F(t 7)) dr. (2.83)
— 0o
Tama lineaarinen funktionaali sisaltid materiaalin vanhenemisen. Jos

e1(t) =g(t), ext) =gt —Fk) (2.84)

ovat kaksi venymaéhistoriaa, niin niiden tuottamiseen tarvittavat jinnitykset eivét ole yleen-

sd samat, eli
o9(t) # o1(t — k). (2.85)
Erikoistapauksessa,

fit, ) =Gt —71) (2.86)

saadaan materiaaliyhtalo
¢

o(t) = / Glt — 1)é(7) dr, (2.87)
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ja talloin
oo(t) = o1(t — k). (2.88)
Venymaé e(t), —oo < t on edelld otaksuttu jatkuvaksi ajan funktioksi. Jos e(¢) = 0, kun
t < 0 ja venymén arvossa on epéjatkuvuus £(0) hetkelld ¢ = 0, niin kaava (2.87) muuntuu

muotoon

o(t) = ) + /G t—7)e(r)dr. (2.89)
0

Venymién epéjatkuvuus aiheuttaa termin £(0)d(¢) venymén derivaatan £(t) kaavaan, ja
integroitaessa siitd tulee oikean puolen ensimméinen termi.

G(t) on materiaalin relaksaatiofunktio, joka voidaan méérittdé kokeellisesti. Jos G(t) =
FE on vakio ja materiaali on deformoitumattomassa tilassa ajanhetkellda 7 = —oo, niin
kaavasta (2.87) saadaan integroimalla kimmoisen aineen jannityksen ja muodonmuutoksen
véilinen yhteys ¢ = Fe. Newtonin lineaarisen viskoosin nesteen tapauksessa

G(t) = ndl(t), (2.90)
missi 7 on viskoosisuuskerroin ja d(¢) on Dirac’in d—funktio. Integroimalla (2.87) tulee nyt
o =T7eE.

Integraalimuotoisen jénnityksen ja muodonmuutoksen vilisen materiaalimallin ki#in-

teinen esitysmuoto on
e(t) = / J(t—T1)o(r)dr (2.91)

tai kaavaa (2.89) vastaten
t
e(t) = +/J (t —7)o(r)dr. (2.92)
0

Laplace-muunnoksella muunnetut materiaalimallit (2.87) ja (2.91) ovat

5(s) = sG(s)&(s), &(s) = sJ(s)F(s). (2.93)
Huomataan, ettd virumis— ja relaksaatiofunktioiden muunnokset toteuttavat yhtalon
J(s) ! (2.94)
S)= ——=——. .
s2G(s)

Kun aika ldhestyy nollaa tai ddretonté, niin relaksaatio— ja virumisfunktioiden vililla
ovat rajoilla yhteydet

1 . 1
i S = lim gy A () = Jim =S (2.95)

Muuttujan vaihdoksella ja osittaisintegroimalla konstitutiivinen yht&lo (2.89) muuntuu

muotoon

o(t) = G0)e(t) + / et ) (2.96)
0
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Lineaariselle viskoelastiselle aineelle patevin héipyvin muistin periaatteen mukaan veny-
mén aikahistorian (1), —oo < 7 <t viimeaikaisilla arvoilla on suurempi vaikutus jénni-
tyksen nykyarvoon o(t) kuin venymén varhaisemmalla aikahistorialla. Tésté seuraa relak-
saatiofunktiolle ehto

dG(t) dG(t)
t=t1 t=to
Vastaavasti virumisfunktiolle patee
dJ(t) dJ(t)
t=t1 t=to

2.4 Kompleksimuotoinen esitystapa
Otaksutaan, ettd muodonmuutoshistoria on ajan harmoninen funktio
e(t) = goe™, (2.99)

missd g9 on amplitudi ja w on kulmanopeus.
Sijoitetaan muodonmuutoksen lauseke integraalimuotoiseen materiaaliyht&léon

t de(¢)

o(t)= | Gt - O dc
(2.100)
o de(t — )
= G(1)——=dr.
J T )
Jaetaan relaksaatiofunktio kahteen osaan
G(t) = Goo + (G(t) — Gog) = Goo + G(1), (2.101)
missé,
lim G(t) =0 eli lim G(t) = Guo. (2.102)

t—o0 t—o0
G on moduulin G(t) tasapainoarvo, jota se lahestyy ddrettomyyteen mentdessi. Nesteelle
Gy = 0.
Sijoittamalla muodonmuutos e(t) (2.99) ja relaksaatiomoduuli G(¢) (2.101) kaavaan
(2.100) tulee

)
o(t) = Gooeoem + iweg / G(T)ei“’te_i‘” dr. (2.103)
0
Ottamalla huomioon yhteys
T = coswr + isinwT (2.104)
saadaan edelleen
) )
o(t) = |G + w/@(T) sinwT dr + ZW/G(T) coswr dr | gge™?. (2.105)
0 0
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Merkitsemalld
G*(iw) =G +w f ) sinwt dT + iw f ) cos wt dT
0 0 (2.106)
EGl (w) + iGQ(w),

missé on liséksi otettu kiyttoon merkinnét

Gi(w) =Gu +w/ 7)sinwr dr, (2.107)
0

=w / G(7) cos wr dr, (2.108)

0

saadaan kompleksimuotoinen viskoelastinen materiaaliyht&lo
o(t) = G*(iw)ege™", (2.109)

missd G*(iw) on kompleksimoduuli. Materiaaliyhtdlo (2.109) voidaan kirjoittaa my6s muo-

toon
o(t) = |G* (iw)]ege’@), (2.110)
missé
|G*(iw)| = \/G? + G3, (2.111)

Gg(w)
Gi(w)

Kaavan (2.110) mukaan harmonisessa virdhdysliikkeesséd on kulman ¢(w) suuruinen vai-

(2.112)

¢(w) = arctan

hesiirto venymén ja jannityksen vélilla, eli € on kulman ¢ verran jiljessd jénnityksesta o,
ja tdmé voidaan mitata kokeellisesti.
Funktion f(¢) Fourier-muunnos mééritelldén kaavalla

= / f(t)e ™t at, (2.113)
ja funktion f(w) kiifinteismuunnos on
1 i £ wwt
=— [ f(w)e“" dw. (2.114)
2m

Integraalimuotoisen materiaalimallin

t
/ G(t — ) d‘g T) dr (2.115)
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A Gi(w), G2(w)

Kuva 2.10  Relaksaatiofunktiot G;(w) ja Ga(w).

Fourier-muunnos on

(w) = / / G(t — T)dii—(:) dre™ ™t dt (2.116)
eli
(w) = G*(iw)é(w). (2.117)

Funktion f(¢) sini- ja kosinimuunnokset voidaan vastaavasti madritelld kaavapareina

flw) ::fof(t) sin wt dt,

(2.118)
) =2 [ Fw) sinwt do
f(w) :ZOf(t) cos wt dt,

(2.119)
F(t) :% J ) st do.

Huomataan, ettd kaavat (2.107) ja (2.108) ovat funktion (' sini— ja kosinimuunnokset, ja
ne voidaan muuntaa takaisin kaavoilla

. 9 _
G(t) =— Giw) = G sin wt dw,
Ty w
(2.120)
G(t) -2 Ga(w) coswt dw.

Ty oW



2.4. Kompleksimuotoinen esitystapa 21

Koska G(t) = Gu + G(t), saadaan edellisesti kiéinteismuunnoksen kaavasta (2.120)

2 o0

Gt) == / 1) it dov. (2.121)

i w

0
Jalkimmaéisen kddnteismuunnoskaavan (2.120) ja kaavan (2.108) avulla saadaan johdet-
tua yhteys
2 Ga(a)w?

G —Goo = — | ———do. 2.122
l(w) - / a(wg - a2) Q ( )

Tutkitaan moduuleiden G (w) ja Go(w) kiyttaytymisté, kun t — 0 ja t — co. Kaavoista
(2.107) ja (2.108) seuraa osittaisintegroimalla

R Y le
Gh1(w) = Goo + G(0) + / C;(_T) cos wT dr, (2.123)
0
ja
Ga(w) = —/ dG(r) sinwr dr. (2.124)
dr
0

Eksponentiaalisesti vaimeneville ralaksaatiofunktioille w:n arvolla 0
Gy (0) = Go + lim G(t), GQ(O) =0, (2.125)
t—o0

ja materiaali kiiyttaytyy kuten kimmoinen aine tai kuten viskoosi neste.
Kun w lahestyy arvoa oo,

G1(0) = Goo + G(0) = lim G(t), G(c0) =0, (2.126)

t—0

kompleksimoduulin imaginaarinen osa menee kohti nollaa, ja materiaali kiyttaytyy kim-
moisesti.
Fourier-muunnettu viskoelastinen materiaaliyhtélo voidaan kirjoittaa myos kidnteiseen

muotoon

£(w) = J*(iw)o (w), (2.127)

missa

J*(iw) = J1(w) —iJ2(w) (2.128)

on kompleksinen virumismoduuli.
Kompleksisten relaksaatio— ja virumismoduulien vililld on yhteys

* (s _ 1
G*(iw) = T )’ (2.129)
joten
14+ w?GJ =0, (2.130)
ja
G1(w) () Ga(w) J2() (2.131)
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Derivaatan Fourier-muunnos on Laplace-muunnoksen tapaan

[e. 9]

dnf(t) —iwt (s N\ E
/ e dt = (iw)" f(w), (2.132)

—00

jos funktion f(t) arvo ja derivaattojen arvot (n—1):een derivaattaan asti ovat nollia —oo:ssé
eli f(—o0)="---=f"V(-00)=0.

Fourier-muuntamalla differentiaalimuotoinen materiaaliyhtdlo

P(D)o(t) = Q(D)e(t), (2.133)

tulee
P(iw)o(w) = Q(iw)é(w) = od(w)=G"(iw)é(w), (2.134)
G* (iw) = ggzz; (2.135)

on kompleksimuotoinen relaksaatiomoduuli.

Esimerkki 2.2 Maddritetian Mazwellin ja Kelvinin mallien kompleksimuotoiset relaksaatio—
ja virumismoduulit.

Maxwellin mallin differentiaalimuotoisen konstitutiivisen yhtdlon nollasta eridvéit ker-
toimet ovat

1 1
Po = w’ n=g5 = 1, (2.136)
joten kaavasta (2.135) seuraa
ey Qliw) — iw ,
G (iw) = Paw) T @ G1(w) +i1Ga(w), (2.137)
—_ + -
n E
missé, 1 1 1 1
_ 21 — e 2.1
Gl w E 1 w2 N G2 wn 1 w2 N ( 38)
7B e
ja
Gl(w) FE
tanp(w) = = —. 2.139
o) = gt = (2.139)
Kaavojen
Gi(w) Ga(w)
J = , = 2.140
CEGwraw MY e ae (2140
avulla saadaan . .
= = —. 2.141
Nw) =5 J2) o ( )
Muuntamalla Kelvinin aineen relaksaatiofunktio
G(t) = Eh(t) +nd(t) (2.142)
tulee
G (iw) = E + iwn, (2.143)
Gi(w)=FE, Ga(w)=riwn, tanep(w)= 2. (2.144)

E
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Kelvinin aineen kompleksimuotoinen virumismoduuli
J* (zw) =Jy+iJs (2.145)
saadaan kaavasta (2.140) tai muuntamalla Kelvinin aineen virumisfunktio

J(t) = % (1 - e‘%t> h(t), (2.146)

jolloin tulee

1 E wn
J*(iw) = = — 2.147
(i) E+iwn E?24+w?n?  E?4 w2p?’ ( )
missé 5
w
W) = gmrae W= Erap (2.148)

Esimerkki 2.3 Mddritetidan kuvan 2.8 yleistetyn viskoelastisen aineen kompleksimuo-
toinen virumismoduuli.

Virumisfunktion

) 1 K1 < L) t
J(t) = — = — + —|1l—-e 7 | +— 2.149
®) o Eq ;Ez oo ( )

Fourier-muunnos on J(w), ja kompleksimuotoinen virumismoduuli on

J*(iw) = iwJ(w) = J; — i, (2.150)
missi , " , ,
J*(iw) = 5t ; Eivion e (2.151)
Virumisspektrin

Lt)=Y Js(t—m) (2.152)

avulla lausuttu virumismoduulin reaalinen ja imaginaarinen osa ovat

1 o L(7)
Jl(w) :E—O+{mdﬂ

(2.153)
% wrL(7) 1
Jo(w) _()f T T—i—wnoo.

Esimerkki 2.4 Mddritetidn kuvan 2.9 yleistetyn viskoelastisen aineen kompleksimuo-
toinen relaksaatiomoduuli.

Kuvan 2.9 mallin relaksaatiofunktion

2 _t
G(t) =nod(t) + > _ Eie 7 + Eq (2.154)

i=1

Fourier-muunnos on G(w), ja kompleksimuotoinen ralaksaatiomoduuli on

G*(iw) = iwG(w) = Gy + iGa, (2.155)
missé
- 1
G*(iw) = iwno + Y Bi——7— + Foc. (2.156)
i=1 1+

WWT;
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Ao
o =00H(m) o = 0oH(72)
_ 1
T1 T2
AJ(tT)
C(t, Tl) /
C(t, 7'2)
1
E(m) ~_ [t
T1 T2 \ 1 t o
E(r2)
Kuva 2.11 Betonin viruminen Arutyunyanin mallin makaan.
Relaksaatiospektrin
H(t) =) Eid(t—m) (2.157)
i=1
avulla lausuttu relaksaatiomoduulin reaalinen ja imaginaarinen osa ovat
W22 H(T)
=] ——=d Eooa
Gl (w) Of 1t w272 T+
(2.158)
* wrH(T
GQ( ) =wo + f (2 )2

2.5 Betonin virumismalli

Betonin ominaisuuksien muuttuminen ajan mukana voidaan ottaa huomioon integraali-
muotoisen materiaalimallin ydinfunktiossa korvaamalla virumisfunktio J(¢ — 7) funktiolla
h(7)J(t — 7). Télloin saadaan

e(t) = / h(T)J(t — 7)o (T)dT. (2.159)

—00

Osittaisintegroimalla saadaan, kun o(—o0) = 0,

e(t) =h(t)J(0)o(t) — [ =[h(T)J(t —T)]o(T)dT. (2.160)



2.5. Betonin virumismalli 25

g0

to
Ac
N
Eecr (ta tO)
Ei(to)
Esh(t) t
to t .

Kuva 2.12 Betonin venymé ajan funktiona.

Arutyunyanin mukaan betonille venymén kaava voidaan esittdd muodossa

o

e(t) = F?) - / % [% +C(rt - 7')] o(r)dr, (2.161)

jossa 71 on ainevakio, (aika, jolloin materiaali on riittdvin kovettunut), ja Arutyunyanin
mukaan betonille sopivat funktiot

O(r,t — 1) = é(7) [1 - e—W—T)] , (2.162)
¢(r) = Co + % (2.163)
E(r) = Ea(1— Be07), (2.164)

joissa v, Cy, C1, B ja o ovat materiaalivakioita.
Suunnitteluohjeissa tyydytdin usein yksinkertaisempiin malleihin. Betonin kokonais-
muodonmuutos voidaan jakaa osiin

e(t) = €i(to) + ecr(t, to) + esnl(t), (2.165)

missé ¢y on kuormituksen ajankohta, cr tarkoittaa virumista (creep), sh kutistumista (sh-
rinkage) ja ¢ viittaa vélittomaan muodonmuutokseen (instantaneous). Viliton kimmoinen
muodonmuutos on

Ei(to) — (2.166)

7
Ec(tO)
missé esim. ACI:n normien mukaan

t
E.(to) = Eeos1 /ﬁOBtO, (2.167)

A ja B ovat materiaalivakioita, ja E. 28 on 28 vuorokauden kimmokerroin. Vakiojénnityksen
alainen virumismuodonmuutos on

Eor(ts o) = &(t, to)ei(to), (2.168)
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missé ¢ on virumiskerroin (virumisluku). ACI:n normien mukaan

\F
b(t,tg) = %. (2.169)

Kutistumismuodonmuutos voidaan esittdd muodossa

t

=& — 2.1
68hd+t? ( 70)

Esh (t)

missé d aika, esim. d = 35 vuorokautta ja €7, on normeista saatava suunnitteluarvo.



Luku 3

Kolmiulotteiset viskoelastiset
materiaalimallit

3.1 Kimmoinen aine ja viskoosi neste

Siirtymévektorin komponentit suorakulmaisessa {x,y, z} = {x1, x2, x3}—avaruudessa ovat
{u1,u2,u3}. Geometrisesti lineaarisessa teoriassa muodonmuutoskomponentit lasketaan
siirtyméavektorin komponenttien derivaattojen avulla kaavalla

1/ 0u; Ouj 1 .
gij = 5 (ax; + mi) = 5wy +uga), 6,5 =1,2,3. (3.1)

3.1.1 Yleistetty Hooken laki

Kimmoteoriassa jannityskomponenttien ja muodonmuutoskomponenttien vililla on lineaa-

rinen riippuvaisuus

3 3
O =Y Y CijhiEkt = CijhiChiy (3.2)
k=1 i=1
missé lyhyyden vuoksi sovitaan summeeraus toistuvan indeksin suhteen. Kimmoisten ma-
teriaaliyhtdloiden kertoimet c;;z; eli kimmomoduulit toteuttavat symmetriaehdot

Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cklij- (3.3)
Riippumattomia kertoimia c;;; on 21.
Isotrooppisen kimmoisen materiaalin konstitutiiviset yhtalot ovat
Oij = )\(9(5” + Q/J,Eij, (3.4)
missi
0= Ekk (3.5)
on suhteellinen tilavuudenmuutos ja

vE _ E
Arv)(—20) "7 2010

(3.6)

27
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ovat Lamén vakiot. Liukumoduuli G = u. Kimmokerroin F ja Poissonin luku v ovat Lamén
vakioiden avulla lausuttuina

B p(3A + 2u) A

Noa I/:m. (3.7)

Suhteellisen tilavuudenmuutoksen ja hydrostaattisen paineen vélinen kimmoinen yhteys on
P = —K0 eli Okk = 3K5kka (3.8)

missé

(o

K on tilavuudenmuutoskerroin ja p on hydrostaattinen paine.
Yleistetty Hooken laki voidaan kirjoittaa matriisimerkinndin

o =M1+ 2ue, 0=tre, (3.10)

missé

o= [Uij] , I= [523] , €= [Ez‘j] , tre =egk. (3.11)

Kokoonpuristumattoman kimmoisen aineen tapauksessa
o = —pl+2pue, (3.12)

misséd p on hydrostaattinen paine.

3.1.2 Newtonin neste

Newtonin viskoosin nesteen tapauksessa jannityksen o ja muodonmuutosnopeuden D,

komponenttimuodossa

1
Dz‘j = 5(1)2‘7]‘ + Ujﬂ'), (3.13)

missé {v1, ve,v3} ovat nopeusvektorin komponentit, vililla on kolmiulotteisessa tapaukses-
sa lineaarinen yhteys
o = —pl+ 21D, (3.14)

1 on viskoosisuuskerroin.

3.2 Viskoelastinen aine

3.2.1 Integraalimuotoinen materiaalimalli

Viskoelastisen aineen kolmiulotteinen konstitutiivinen yht&lo voidaan yleisessé tapauksessa
kirjoittaa integraalimuodossa

t
0ij(X,t) = Fu en(X,7). (3.15)
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Homogeenisen aineen tapauksessa voidaan jattda pois riippuvaisuus paikkakoordinaatista
X, ja yksiulotteisen materiaalilain yleistyksené

O‘ij(t) :Gijkl )ek (0 /Gz]kl (t — 7)ég(7) dr. (3.16)

3D-tapauksessa Gj;x; ovat relaksaatiofunktioita. Jannitys— ja muodonmuutostensorin sym-
metriaominaisuuksien perusteella relaksaatiofunktiot toteuttavat ehdot

Gijii = Gjirt = Gijik- (3.17)

Materiaaliyhtéloiden vaihtoehtoinen esitysmuoto on

t

€ij(t) = /Jijkl(t_T)dkl(T)dTy (3.18)
tail
t
€ij(t) = Jijra(t)oi; (0 +/ ikl (t — 7)o () dT, (3.19)
0

missé Jj; ovat virumisfunktioita. Virumisfunktiot toteuttavat myos symmetriaehdot
Jijit = Jjikt = Jijik- (3.20)
Isotrooppiselle aineelle relaksaatiofunktiot voidaan lausua muodossa
L7 n d L g
Gijk = 3 G"(t) — G(t)| ij0m + §G (t)(0ir 651 + 0udjn), (3.21)

missi G(t) ja G (t) ovat riippumattomat relaksaatiofunktiot, indeksi d viittaa deviatori-

seen osaan ja h hydrostaattiseen tai tilavuuden muutokseen liittyvaan osaan relaksaatio-

moduulissa ja d;; on Kroneckerin §—symboli: d;; = 1, jos ¢ = j ja d;; = 0, jos i # j.
Vastaavasti isotrooppisen aineen virumisfunktiot voidaan lausua muodossa

1 1
Jijkl = § Jh(t) — Jd(t)] 5ij5kl + §Jd(t)(5ik(5jl + 5zl5]k) (3.22)

Ottamalla kiytt6on jénnitys— ja muodonmuutosdeviaattorit

1
Sij =0ij — 30ijOkk;  Sii =0,
(3.23)
€ij =gij — 30ij€kk,  €ii =0
voidaan isotrooppisen viskoelastisen aineen materiaaliyhtalot jakaa osiin
/ d
>
Sij(t) = / Gd(t - 7—)257(7—) dr (3.24)
T
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ja

et / Gh(t d‘g’“’“( ) dr. (3.25)

Isotrooppisen aineen kidnteiset materiaaliyhtalot ovat

t

eij(t) = / Jt — )%T(T) dr (3.26)
ja t
() = / Jh(t—T)dUZii_(ﬂ dr. (3.27)

J4t) ja Jh(t) ovat deviatoriseen ja hydrostaattiseen deformaatioon liittyvit virumisfunk-
tiot.
3.2.2 Differentiaalimuotoinen materiaalimalli

Differentiaalimuotoiset materiaaliyhtalot ovat kolmiulotteisessa tapauksessa yksiulotteisen
tapauksen kaavan (2.73) yleistyksenéd

Pijj(D)o(t) = Qijri(D)er(t), (3.28)
missé,
N N d(e)
Pijr(D Z (pn)ij D", Qijr(D) = Z(Qh)ijleha ja D(e) = T (3.29)
h=0 h=0

Isotrooppisen aineen erikoistapauksessa

Pd(D)SU( ) Qd( Jeij (),
(3.30)

PM(D)ogy(t) =Q"(D)ep(t),

missi P4, Q% P" ja Q" ovat lineaariset differentiaalioperaattorit.
Kaavasta (3.28) seuraa Laplace-muunnoksella

Piji(s)ori(s) — :; %(ph)wk‘l Zh: stayy " (0)

h=1 (3.31)

= Q(8)ijricijn(s) — i > (an)ijri Z smep " (0),

h=1

missi
N

N
Pijra(s) = > _(pn)ijurs™s  Qijra(s) = > (qn)ijuas”. (3.32)
h=0

h=0
Jos alkuehdot toteuttavat yhtalon

N
S pea T qu r=M©), h=1,2,...,N, (3.33)
r=h
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niin jannityksen ja muodonmuutoksen Laplace-muunnosten yhteys on

Gij(s) = P (8)Qijni(8)Zha(s)- (3.34)

Kadnteismuunnoksen avulla saadaan integraalimuotoinen esitys

O-Z_] / ngkl d&kl( )d (335)

venymaéhistorialle €;;(t) = 0, kun ¢ < 0.
Isotrooppisessa tapauksessa saadaan vastaavasti

P(s)5ij(s) =Q%(D)ég;(s),

(3.36)
P (5)apk(s) =Q"(s)ékn(s),
missi
N N
Pi(s) = 3 prs®, Quls) = X ars”,
N " (3.37)
Ph(s) = > pes®,  Qa(s) = X qrs™.
k=0 k=0
Toisin kirjoitettuna Laplace-muunnosten vililla ovat yhteydet
N QU(s) . N Q"(s) .
Sij(s) = Pd—gsgeij(s), Trk(s) = Ph—gsiskk(s). (3.38)

Muuntamalla isotrooppisen aineen integraalimuotoiset konstitutiiviset yhtdlot saadaan

5-ij (S) :Sédéij

(3.39)
Gk (s) =sG9%p,
ja paitellaan, etta
Q4(s) Q"(s)
sG4(s) = s sG"(s) = P(s) (3.40)

3.2.3 Vaihtoehtoinen esitystapa isotrooppiselle aineelle

Ottamalla kdyttoon isotrooppisen kimmoisen aineen tapaan nyt ajasta riippuvat materi-

aalifunktiot . .
Gt G"(t
uy= T k= EY (3.41)
voidaan isotrooppiset viskoelastiset materiaaliyhtalot kirjoittaa muodossa
¢ ¢ p
0i;(t) = 0;j / At ) dr +2 / p(t — 7')8;]7(7-) dr, (3.42)
T

—00
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missd A(t) ja p(t) ovat relaksaatiofunktiot. Naméa materiaaliyhtélot voidaan edelld esitetylla
tavalla jakaa deviatoriseen osaan

t

dei;
5ii(t) = 2 / u(t — T)gdjiy) dr (3.43)
ja hydrostaattiseen osaan
/ d
ow(t) =3 / K(t—1) 6’;’“(7) dr, (3.44)
T

missi 5

K(t) = Xt) + g,u(t) (3.45)

on dilataatioon liittyva relaksaatiofunktio.
Joissain tapauksissa voidaan tilavuuden muutoksen ja keskimidrdisen jannityksen vi-

lille otaksua kimmoinen yhteys
O'kk(s) = 3K5kk (3.46)

my0s viskoelastiselle aineelle.
Kokoonpuristumattomalle aineelle saadaan konstitutiiviset yhtalot

t

0ij(t) = —0ip + 2 / pu(t —7)

—0o0

dey(m) 4 (3.47)

Isotrooppisen viskoelastisen aineen ki#nteiset yhtalot ovat

eij(t) =6 | Klt— T)dg';ikm dr +2 / p(t —7) dazlj(T) dr, (3.48)

T T
—00 —00

missd k(t) ja p(t) ovat virumisfunktiot, tai jaettuna deviatoriseen osaan
/ d
eij(t) =2 / p(t — T)*SZ;ET) dr (3.49)

—0oQ
ja dilataatio—osaan

t

o (t) = / Bt — ) + 2p(t — 7)]

—00

doy(T)
T

dr. (3.50)

Fourier-muunnetut kompleksimuotoiset konstitutiiviset yhtalot ovat
5 (iw) = 8ijiw(iw)ekk (iw) + 2iwfi(iw)E;; (iw) (3.51)
tai kidnteisessd muodossa

€ij (zw) = 5ijiw/2;(iw)6kk(iw) + inp’(z‘w)ﬁij (zw) (3.52)
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Esimerkki 3.1 Tutkitaan hydrostaattista jannitystilaa.

Hydrostaattisessa jinnitystilassa
011 = 022 =033 = —P, €11 = €22 =€33=¢ (3.53)

ja
Okk (t) = —3p(t), Ekk(t) = 3E(t). (3.54)

Kompleksisten relaksaatio— ja virumismoduulien vélisen yhteyden

ey 1
G*(iw) = T () (3.55)

perusteella
1+ w?G(w)J(w) =0, (3.56)

missi G(w) ja J(w) ovat kyseisten funktioiden Fourier-muunnokset. Moduuleiden
3\ + 2u ja 3k + 2p tapauksessa on voimassa yhtilo

14 w?[3BA(w) + 2i(w)][3R(w) + 2p(w)] = 0. (3.57)

Kimmoisen aineen tilavuudenmuutoskerrointa K = X\ + %u vastaa viskoelastisen ai-
neen tilavuuden muutokseen liittyvé relaksaatiofunktio K (t) = A(t) + 2p(t). Jos K (t)
tunnetaan, niin kaavasta (3.57) voidaan ratkaista tilavuudenmuutokseen liittyvi viru-
mismoduuli k(¢ — 7) + Zp(t — 7). Vastaavasti, jos A(t) ja u(t) tunnetaan, niin p(t) ja
k(t) saadaan yhtalostd

1+ 4dw?fi(w)p(w) = 0, (3.58)

ja kaavasta (3.57).

Esimerkki 3.2 Tutkitaan yksiulotteista jinnitystilaa.

Esimerkiksi x—akselin suuntaisessa vedetyssi tai puristetussa sauvassa vallitsevassa
jinnitystilassa vain 017 on nollasta eridvi. Nollasta eridvit muodonmuutoskomponen-
tit ovat €11 ja €992 = £33-

Fourier-muunnetuista konstitutiivisista yht#loisté (3.51) saadaan nollasta eridville kom-
ponenteille

5’11 :iw[/_\(s_ll =+ 2522) + 2ﬂ§11],

(3.59)
0 =iw[A(E11 + 2822) + 2[i22],
ja néisté ratkaistaan
o, BAT 20
11 S 11
=F (iw)é’u,
- (3.60)
_ A _
G99 =——= g
22 20+ 71) 11
:—V*(iw)&:n.

a v*(iw) ovat kompleksinen kimmokerroin ja Poissonin luku. Vastaavasti iwf
ja iw(\ + %ﬁ) ovat kompleksinen liukumoduuli ja tilavuudenmuutoskerroin.
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Merkitsemalla

p(iw) =iwi(w), K*(iw) = (iw)K (w) (3.61)

saadaan edellisen esimerkin perusteella kompleksiselle kimmokertoimelle esitys

o BAW) + 20(@)w)
i) =i =3 O )

(3.62)
_ 9p* (iw) K* (iw)
w*(iw) + 3K*(iw)

Laplace-muunnettujen konstitutiivisten yhtéléiden ja vastaavien kimmoisten yhtaloi-
den samankaltaisuuden perusteella johdetaan yksiulotteiselle jannitystilalle yht&lot

[BA(s) + 2ju(s)]fa(s)

A P Y T R
(3.63)
13 S) =— = 5\(8) & S
) TR TR
tai vaihtoehtoisesti
o(s) =s SCUC) o OHSEE)
G(s) + 2Gh(s) fi(s) +3K(s)
] ] ] (3.64)
2’3:22(8) __ gh(s) B G:d(s) éll _ 3K(S) B 2{1’(8) 511(8)
G(s) +2G"(s) 2[i(s) + 3K (s)] ’
missé on kiytetty hyviksi yhteytta
M(s) = 516" (5) — GU(s)] = Kls) — Sjils). (5.65)



Luku 4

Viskoelastisten reuna-arvotehtavien

ratkaisu

4.1 Jatkuvan aineen mekaniikan perusyhtilot

Tarkastellaan viskoelastista kappaletta suorakulmaisessa koordinaatistossa (x1,z2,23) =

(z,y, z). Kiintedn aineen tapauksessa otetaan referenssikonfiguraatioksi tai referenssitilaksi

alkutila, jossa tarkasteltavan mielivaltaisen pisteen P koordinaatit ovat (X7, X2, X3) eli X;.

Tietylld hetkelld ¢ materiaalipiste X; on paikassa x;(t) eli
xi(t) = z;( X5, t).
Materiaalipisteen liikehistoria esittdd kaava
(1) = 2i( X5, 7), —oco<T<H,

missé ¢ on nykyhetki.
Siirtymévektorin komponentit ovat

uZ(T) = .%'Z(T) — Xi.

Deformaatiota mittaava siirtymégradientti méaaritellian kaavalla

({911,2(7') . 8%(7’)
0X;  0X;

s L s i=j,
Y10, jos i#j

on Kroneckerin §. Merkitddn seuraavassa osittaisderivaattaa pilkulla eli

Gui
X,

— dij,

missé

um =

Jos
sup |u; ;(7)] <1, —oo <7<t
T

35

(4.1)

(4.4)

(4.5)
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niin deformaatio on infinitesimaalinen, ja tilloin voidaan kéyttda lineaarista pienten siir-

tymien teorian muodonmuutosta

cij(r) = gl () + ()] (1.9

Nopeusvektorin v komponentit (v1, ve,v3) ovat

ot

X j=vakio
Merkitaan, ettd jannitystensorin komponentit ovat o;;. Pinnalla, jonka normaalivektori

on n, vaikuttava jinnitysvektori !

AR
t(n) = lim — 4.10
()= Jim, A5 (4.10)
missi AR on alkioon AS vaikuttava voima, voidaan jakaa komponentteihin 2
ti = O'Z'jnj. (411)

Liikema&ran ja kulmaliikem&iran sdilymisen periaatteiden nojalla johdetaan liikeyhta-
16t
0ijj + fi = pii, (4.12)
oij = 0ji, (4.13)
missd f; ovat tilavuusvoimavektorin komponentit ja p on aineen tiheys.
Kokoonpuristuvan aineen tapauksessa massan siilymisen periaatteesta seuraa

dp
2t (pvj)i =0, (4.14)
ja
a.%'i
po = pdet X, | (4.15)

missd pg on tiheys referenssitilassa. Kokoonpuristumattoman aineen tapauksessa tiheys p
pysyy vakiona.
Isotrooppisen viskoelastisen aineen materiaaliyhtélot ovat

¢ ¢
oij(t) =di; | At — T)(%g#p dr +2 / p(t — 7)86#:7-) dr, (4.16)

missd A(t) ja u(t) ovat relaksaatiofunktiot. Nama materiaaliyhtélot voidaan aiemmin esi-
tetylla tavalla jakaa deviatoriseen osaan
/ 0
sij(t) =2 / w(t — 7-)76;7;7—) dr (4.17)

—00

!Vektori t ja sen komponentit riippuvat materiaalipisteen lipi kulkemaan valitusta pinnasta S eli vek-
torista n.
3
?Seuraavassa noudatetaan summaussopimusta ai;b; = > ai;bj, eli summeerataan toistuvan indeksin

Jj=1
suhteen.
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ja hydrostaattiseen osaan

t

o(t) = 3 / K(t—T)agg“T(T) dr, (4.18)
K(t) = \(t) + ;M(t) (4.19)

on dilataatioon liittyvé relaksaatiofunktio ja
Sij =0ij — 30ij0kks  Sii =0,
(4.20)
€ij =€ij — 30ij€kk,  €ii =0
ovat jannitys— ja muodonmuutosdeviaattorit.

Lausumalla konstitutiivisten yhtdléiden muodonmuutokset siirtymien avulla ja sijoit-
tamalla jannitykset liikeyhtéloihin tulee

t t
Dy Dt o*u,
[t =02 D ar i [in =)+ e -l 2 Dy = S e

—00 — 00

jotka vastaavat kimmoteorian Lamén yht&loita.

4.2 Muuttujien erottaminen

Staattisen (tai kvasistaattisen) viskoelastisen tehtévin ratkaisu saadaan tietyin edellytyksin
erottamalla ajasta ja paikasta riippuvat muuttujat kaavoilla

(@i, t) =u (z;)u(t),
gij(x,t) zegj(xi)u(t), (4.22)

aij (2, ) :U%(xi)f(t)-

Jotta muutujien erottaminen (4.22) olisi mahdollista, taytyy Poissonin luvun olla vakio.
Sijoittamalla u;(x;,t) homogeenisiin staattisiin tasapainoehtoihin

t t

/ u(t — 7)%;’(7) dr + / Nt —7) + p(t — T)]L’“gj(” dr=0  (4.23)
tulee
sy [ ue-7) UT) -+ g [ ie=m)+ute-) M) gr=0. (420

—00 —00
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Jos relaksaatiofunktiot toteuttavat ehdon

A(t) + p(t) = kpu(t), (4.25)
missé k on vakio, niin tasapainoehdot voidaan jakaa osiin

ud .+ ku%ki =0,

1,47
4.26)
¢ ou(r) (
wu(t — ) dr =0.
_£O or
Kayttaméilla hyviksi kaavasta (3.64) saatavaa Poissonin luvun Laplace-muunnosta
K(s) — 2fi
5 — SH(s) = 20ls) (4.27)
s2[i(s) + 3K (s)]
ja eliminoimalla K (s) kaavan
5 L =n ~d > 2
As) = 31G"(s) = Gs)] = K(s) — gls) (4.28)
jalkimmaéisen osan avulla saadaan
1k—1
V(s) = ——— 4.29
o) = -, (429)
joten
-1
v= i = vakio. (4.30)

2k

V. =0ja ug = vakio Poissonin luvun ei kuitenkaan tarvitse olla

4,4J
vakio muuttujien erottamista (4.22) varten, kuten kaavasta (4.24) ndhdaén.

Erikoistapauksessa

Jos Poissonin luku on vakio, niin my6s dilataatioon liittyvin relaksaatiofunktion ja
deviatorisen relaksaatiofunktion suhde on vakio. Kaavojen (4.30) ja (4.28) perusteella on

talloin .
G(t):?)K(t): 1+V. (4.31)
Git)  2u(t) 1-2v
Samalla tavalla vastaavat virumisfunktiot toteuttavat ehdon
h _ d
J(t):1 21/:G(t). (4.32)
Jit)  14+v  Gh 1)
4.2.1 Reunan jannitykset annettu
Otaksutaan, ettd kappaleen B reunalla S = 0B tunnetaan reunajinnitykset
oij(wi t)ng () = s (i) £ () (4.33)

ja tilavuusvoimavektori on muotoa

filai,t) = f () f(2). (4.34)
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Lausumalla yhteensopivuusehdoissa
Eij ki () + €kt (1) = inji(t) + €51,k () (4.35)

muodonmuutokset jannitysten avulla kaavoilla

eij(t) = / Jd(t—T)%m dr (4.36)

T
—00

ja
/ 0
ern(t) = / Jh(t—T)M dr, (4.37)
or
—00
ottamalla, huomioon tasapainoehdot
ja Poissonin luvun vakioarvosta seuraava yhtalo
1—-2v
Jh(t) = JeUt 4.39
() = T2 (0 (439)
saadaan .
/ Jt — T)M dr, (4.40)
or
—00
missd on merkitty
1 v
Bij(t) = oijk(t) + H_—Vo'kk,ij(t) + :&jfk,k(t) + f54(t) (4.41)
Jotta yhtilo toteutuisi, taytyy olla
Bij (1) = 0. (4.42)
Jannityskomponenttien
(i t) = ofy(x:) f(t) (4.43)

aikariippuvuus f(t) tunnetaan reunaehtojen perusteella. Paikasta riippuvat komponentit
0
ij
kuten kimmoteoriassa.

o;- saadaan ratkaistua tasapainoehtojen, yhteensopivuusehtojen ja reunaehtojen avulla

Jannityskomponenttien avulla saadaan siirtymét ja muodonmuutokset

wi(wi, t) =ug (z;)u(t),

4.44
gij(i, ) :6gj($i)u(7f). (4.44)
Pienten siirtymien teoriassa
1
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Sijoittamalla jannityksen ja muodonmuutoksen kehitelmét isotrooppisen viskoelastisen ai-
neen materiaaliyhtéloihin tulee

e autt) = ) [ 74— 2 ar, (4.46)
0
ja t
cfulai)u(®) = ofu) T [ It~ D o (4.47)

missd J”(t) on eliminoitu funktion J¢(¢) avulla. Siirtymin aikariippuvuudeksi saadaan

t

dit — 7 T
u(t) = / J }Z 5 )3J;(T ) ar, (4.48)

ja muodonmuutosten paikasta riippuvat osuudet separoiduissa kehitelmissé ovat

ep; (i) = JH0)sY; (x4), (4.49)
() = Tl IO (1), (150)

Paikasta riippuvien muodonmuutossuureiden kaavoista integroidaan ug(wz)

4.2.2 Reunan siirtyméit tunnetaan

Otaksutaan reunan S = 0B siirtymét tunnetuiksi
ui(zi,t) = 49 (z;)u(t) reunalla OB, (4.51)

ja tilavuusvoimavektori otaksutaan nollaksi eli f;(¢) = 0. Sijoittamalla siirtymien otaksu-
tusta separoituvasta kehitelméasta

wi(i, ) = ul () u(t) (4.52)
seuraavat muodonmuutokset

€ij (T4, 1) 26%(%)“@),
(4.53)

1
0 _ 0 0
ey =g luiy + ]

isotrooppisen viskoelastisen aineen jannitysten ja muodonmuutosten vilisiin relaksaatio-
funktioiden avulla lausuttuihin yhtaléihin tulee

sitest) =26 w0) [ ute =) 8T dr (450
0
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ja

oue(oist) = (o) T [ e 2 (4.55)
0

Sijoittamalla jannitykset edelleen homogeenisiin tasapainoehtoihin

0ij,5 :0, 1= 1,...,3 (456)
saadaan siirtymien u(z;) avulla lausutut tasapainoehdot
1
ug () + mug,kz(%‘) =0 (4.57)

kuten kimmoteoriassa. Ratkaisemalla yhtéloistd (4.57) siirtymét saadaan jannitykset

oij(xi,t) = oy (@) f (1) (4.58)

muodonmuutosten ja konstitutiivisten yhtéléiden avulla.

4.2.3 Harmoninen varihtely

Otaksutaan viskoelastisen kappaleen reunaehdot ja tilavuusvoimat ajan harmonisiksi funk-
tioiksi. Télloin myds kenttdsuureet ovat samaa muotoa

s9: ()™t = 2p* (iw)egj ()™t (4.59)

ja
oV (i)™t = 2K* (iw)ely (z;)et, (4.60)

missd w on kulmanopeus. Tekijaé exp(iwt) vaille yhtalot ovat samaa muotoa kuin kimmo-
teoriassa; nyt vain kimmoteorian reaalisten materiaalimoduulien tilalla ovat kompleksimo-
duulit.

Kenttasuureiden a?j(xi), E%((L‘i), u(z;) ratkaisu saadaan samalla tavalla kuin edelld ki-
sitellyissd tapauksissa. Nyt ei vaadita, ettd deviatorisen ja tilavuuden muutokseen liittyvin
materiaalifunktion suhde on vakio.

Esimerkki 4.1 Tutkitaan viskoelastisen paksuseindisen ympyrdsylinterin vidntévdi-
rihtelyd.

Otaksutaan vadntokulmalle esitys
p(z,t) = f(z)e™", (4.61)

missd w on virdhtelyn kulmanopeus ja f(z) on toistaiseksi tuntematon funktio. Sijoi-
tetaan vaidntokulman lauseke vaantovirdhtelyn kenttayht&loon
e Py
GJ == = pl ==, 4.62
022~ " o (4.62)
missd J on vaantojayhyys ja I kiertohitaus. Paksuseindisen sylinterin tapauksessa
J =1= —(b*—a?), missi a on siséiséide ja b on sylinterin ulkoséide. Saadaan tavallinen

differentiaaliyhtalo

+ 2 r)=o. (4.63)
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Sen ratkaisu on

Q Q
F(z) = Asin (Tz) + Bcos (TZ) , (4.64)
misséi on merkitty
2L2
Q= pr . G=u (4.65)
Jos reuna z = L on kiinnitetty, niin
o(L)=0 (4.66)
ja
A
AsinQ+ BcosQ2=0 = E:fcotﬂ. (4.67)

Vaantomomentti on

; Q Q Q .
M(z,t) = GJ% = GJ;Z—];e“"t =7 [Acos (f) — Bsin (Tz)] et (4.68)

Reunalla z = 0 on annettu viintémomentti M(0,t) = Me™t. Sylinterin péén z = 0
momentin ja vaintokulman suhde on

M(O,t) M GJQA

t )
_ _ A e
p(0,)  f00 L B "7a

(4.69)

kimmoisessa tapauksessa.

Muunnetaan kimmoinen ratkaisu harmonisessa viridhdysliikkeessé olevalle viskoelasti-
selle sylinterille korvaamalla G = p kompleksisella moduulilla p* (iw). Téll6in saadaan

M cot Q*
—— = Jpw’L , 4.70
70) o (*70)
misséi
21,2
QF (iw) = 4 | 2= Ly (4.71)
p*(iw)

Jos p*(iw) tunnetaan, niin kaavasta (4.70) saadaan vaantokulma f(0) sylinterin padssa
z = 0. Yht&lon perusteella voidaan maarittda kokeellisesti kompleksinen leikkausmo-
duuli. Jos M on reaalinen, niin f(0) on kompleksiluku, jonka maarittda kompleksita-
son vektorin pituus |p(0,t)| ja vaihekulma, jonka vadntokulma jaa jilkeen kuormasta
M(0,t).

4.2.4 Integraalimuunnosmenetelma

Integraalimuunnosmenetelméssid muunnetaan kaikki kenttasuureet ja kenttéyhtélot. Laplace—
muunnetut muodonmuutokset ovat

- 1 -
€ij = 5(11,2‘7]‘ + um), (4.72)
ja muunnetut konstitutiiviset yhtalot ovat

gij = QSﬂéij, (4.73)

Gk = 25K &gy, (4.74)
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Ny
E A
—WWW— N
L
0 |4— - o
N
1 v
! P(t)l
A P(t)
_t
Kuva 4.1 Viskoelastinen vedetty sauva.
missi .
Sij = 0ij = 304j0kk, i =0, (4.75)
- . 1. . -
€ij = &ij — 30jCkk, €ii =0 (4.76)

ovat muunnetut deviatoriset jannitykset ja muodonmuutokset. Tasapainoehtojen ja reu-
naehtojen muunnokset ovat

5@']’,]‘ + ]Ez =0, (477)
Gijn; = t;i =0 reunan osalla S, (4.78)
@i; = 4 reunan osalla S,,. (4.79)

Yhtalot ovat samaa muotoa kuin kimmoteoriassa, kun otetaan huomioon, ettid kimmomo-
duuleiden z ja K tilalla ovat sfi(s) ja sK(s). Staattisen (kvasistaattisen) viskoelastisen
tehtdvan Laplace—-muunnettu ratkaisu saadaan siten vastaavan kimmoisen tehtévéin ratkai-
sun perusteella. Lopuksi suoritetaan kddnteismuunnos.

Esimerkki 4.2 Tutkitaan Kelvinin aineesta tehtyd sauvaa, jota kuormittaa sauvan
pddssa sauvan akselin suuntainen voima P(t). Mddritetddn sauvan padn siirtymd ja
Jannitys.

Sauvan tasapainoehto on P = oA, missd A poikkileikkauksen pinta-ala. Kimmoisen
sauvan jannitys ja pain siirtymé ovat

PL

oc=~Fe, ja u(l)= A (4.80)
Viskoelastiselle Kelvinin aineelle
5(s) = EE(s) + nsé(s) = sG(s)é(s), (4.81)
missd on merkitty )
sG(s) = E + ns. (4.82)

G(s) on relaksaatiomoduulin G(t) Laplace-muunnos.
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t

Kuva 4.2 Pistekuorman kuormittama viskoelastinen palkki.

Vastaavuusperiaatteen mukaan voidaan kimmoisen ratkaisun perusteella kirjoittaa

muunnettu yhtalo
P(s)L

a(L,s) = — . 4.83
(o) = 2505 (4.83)
Otaksutaan voiman P(t) aikariippuvuus porrasfunktion muotoiseksi eli
P(t) = PoH(t). (4.84)
Tallin P
P(s) = ?0 (4.85)
ja
PyL 1
a(L,s) = = , (4.86)
EA (1 + Es)
jonka kidnteismuunnos on
PyL _E
Lt)y=——(1—e nt]). 4.
u(L,t) TA ( e t) (4.87)
Viskoelastisen sauvan jénnitys on tarkasteltavassa kuormitustapauksessa
0 =28 (489
olt) = — = . .

Esimerkki 4.3 Tutkitaan viskoelastista taivutettua palkkia, joka sijaitsee vdlilli x €
[—L, L] ja jota kuormittaa ajasta riippuva voima P(t) pisteessi x = 0.

Kimmoisen palkin staattiset tasapainoyht&lot ovat

T | @) =0,

d*M (z)
dx?

dM (z)

T -Qx)=0 =

+q(z) =0,  (4.89)

missd Q(x) on leikkausvoima ja M (x) on taivutusmomentti. Navierin-Bernoullin otak-
sumien mukaan palkin venymé on

d2
e(x,2) = —2 ;;(236)7 (4.90)
missd w(z) on palkin taipuma. Kimmoisen palkin tapauksessa
d2
o(x,z) = Be(x,2) = —EM (4.91)

dz?
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d2
M(z) = /za dA=—-FEI w(m)’ (4.92)
dx?
A

E on kimmokerroin, I = [ 22 dA taivutusjiyhyys.

A
Tasapainoehto lausuttuna taipuman avulla tulee muotoon

d*w

Viskoelastisen aineen tapauksessa soveltamalla integraaliyhtdlomuotoista yksiulotteis-
ta konstitutiivista yhtiloa

o(t) = /G(t - T)% dr, (4.94)

0
missd G(t) on yksiulotteinen relaksaatiofunktio, saadaan samanlaisella johdolla kuin

ylla tehtiin kimmoiselle palkille tasapainoyhtald

O*w

[t (22 b= o (o9
0

missd I on vakio (taivutusjiyhyys). Palkin symmetriselld puoliskolla € [0, L] tasa-
painoehdon toteuttaa polynomin muotoinen taipuman lauseke

w(z,t) = Oy + Cox + C32® + Cyz®, >0, (4.96)

missd C; = Cy(t), i =1,2,3,4 ovat (paikan suhteen) integroimisvakioita.
Palkin leikkausvoima

t

0 [Pw
0
palkin pddssid x = L on keskeisen pistekuorman tapauksessa Q(L,t) = —%P(t) eli
/ dcC
2Q(L,t) = 121/ G(t—1) ;(T) = P(t). (4.98)
T
0
Palkin reunaehdoista
0%w(L,t)
seuraa
Cy + CyoL + C3L? 4+ C4 L2 =0,
(4.100)
2C5 + 6C4 L =0.
Symmetriaechdon nojalla
w0t 5 L ey —o. (4.101)

ox
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Jos voiman P(t) aikahistoria tunnetaan, niin funktio Cy4(¢) voidaan ratkaista tasapai-
noehdosta (4.98). Laplace-muunnoksella ratkaistaan

~ P(s)

Cu(s) = —2L 4.102
a(®) 125G (s) (4.102)
jonka kddnteismuunnos on
1 . .| P(s) 1
Cu(t) = —L ' | ==| = —f(t). 4.103
0 =757 | 5o | = (410)
Reunaehtojen perusteella saadaan rekursiivisesti muut funktiot C;(t):
L
t) =——J(t
(4.104)
L
t) =— —
Ci(t) =557 (1)
Palkin taipuma ajan funktiona on
(Y 1,2 1 s\ S
w(z,t) = <6L 4L:c + 5% ) T (4.105)
Jos P(t) = PyH(t) ja palkki on Kelvinin ainetta, jolle sG(s) = E + ns, niin
- ]3(5) - Po B _E
=Lt | =L 251[7]:_ l—e nt), 4.106
1) sG(s) s(E +ns) E ( )
ja palkin taipuma on
Py CEN/1 o, 1, 1
=—(1- —L°—-L — . 4.1
w(x,t) EI( e "t) (6 T + 5% (4.107)

Vaihtoehtoisesti voidaan staattisesti madrdtyn palkin tapauksessa kiyttda yhtaloa

Pw(x,t) M)
e =~ (4.108)

jossa pistekuorman tapauksessa

M(z,t) = P(t) <L2z>. (4.109)

Kimmoisen ja viskoelastisen ratkaisun vastaavuusperiaatteen nojalla (tai Laplace—
muuntamalla) tulee

8%(? 5) o _M@s) _ 1P (£ - f) . (4.110)
Ox IsG(s) I'sG(s) \2 2
Integroimalla kaksi kertaa x:n suhteen tulee
8 1P(s) 1., 1 4
== —=L — D Ds). 4.111
W) = 75G0 ik T Dt D) (4.111)
Symmetriachdon nojalla
ow(0,t)
=0 = D;=0 4.112
ox 1 ’ ( )
ja reunaehdosta w(L,t) = 0 seuraa
1
Dy = - L3, (4.113)

6
jolloin taipumalle on saatu sama lauseke kuin yllI&.
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Esimerkki 4.4 Tutkitaan viskoelastista paksuseindistd ympyrdsylinterid hitaassa vadn-
toliikkeessd, (hitausvoimat voidaan tdlloin jittdd huomioonottamatta).

Tarkastellaan edelleen onttoa sylinterié, jonka pdd z = L on kiinnitetty, ja pddn z =0

vaantokulma ajan funktiona on

©(0,t) =0, kun ¢ <0,
(4.114)
©(0,t) =psinwt, kun 0 <t < oo,
missd ¢ on vardhtelyn amplitudi.

Ulokkeen pédstd z = 0 vddntomomentilla M (0) kuormitetun sylinterin vaidntokulma
on staattisessa tapauksessa

z
o(z) = —o(0) (1- 7)), (4.115)
ja vdantomomentin kaavan M (z) = GJ¢'(z) perusteella saadaan yhteys

M(0,t)  GJ
p(0,t) L’

(4.116)

Integraalimuunnosmenetelméissi G = p korvataan muunnosparametrilla s kerrotulla
pn Laplace-muunnoksella sfi(s), vaantémomentti M (0,t) muunnoksella M (0, s) ja
©(0,t) muunnoksella $(0,s). Reunan z = 0 va#ntokulman aikariippuvuutta kuvaa-
van termin sin w¢ muunnos on 82:_07&)2 Muunnettujen suureiden yhteys on staattisen
ratkaisun perusteella, kun hitausvoimat jatetdan huomioonottamatta,

~ L J sfi(s)w
M =p—= . 4.11
(0.5) = ¢ 7 0 (4.117)
Otaksutaan, ettd liukumoduuli on muotoa
N t
p(t) =Go+ Y Gje 7, (4.118)
j=1
missid Go, G, 75, j = 1,..., N ovat materiaaliparametreja. Tassd tapauksessa sfi(s)
on muotoa
A
sp(t) = #, (4.119)
I1 (s + i)
j=1 T

missd A(s) on N:mnen asteen polynomi. Liitteen A kaavalla (A.10) laskettu momentin
kédnteismuunnos on

Jw —e" W A(—iw) et A(iw)
M@:WE{ N I N I
2w [[ (—iw + —) 2iw [[ (iw + —)
j=1 T j=1 7j

(4.120)
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Esimerkki 4.5 Tutkitaan paineen p(t) kuormittamaa kokoonpuristumattomasta vis-
koelastisesta ainesta tehtyd paksuseindistd ympyrdasylinterid, jonka ympdrille on asen-
nettu kimmoinen ohutseindinen sylinteri.

Otaksutaan, etta sylinteri on riittdvin pitké, jotta siind vallitsee pyorahdyssymmetri-
nen tasomuodonmuutostila. Sylinterikoordinaatistossa (r, ¢, z) muodonmuutokset ovat

ou U
=g fp= (4.121)
missid u(r,t) on siteen suuntainen siirtyma. Kokoonpuristumattomuusehdon e = 0
mukaan

ou u
=¢, =—4+—-=0. 4.122
e=¢rteyp ar + ., ( )
Kokoonpuristumattomuusehdon toteuttaa lauseke
C
w=—, (4.123)
T

missd C(t) on (paikan suhteen) vakio. Koonpuristumattoman kimmoisen aineen jén-
nitykset ovat

Ju
r =25 Sv
7 Hor +
o, :2;# +8S, (4.124)
o, =8,

missd S on keskim#érdinen jannitys (p(¢) on sisdinen paine). Jannityskomponenttien
Laplace—muunnokset ovat

ou ~
ar(r,8) :23/1(5)M + S(r,s),
or
5o(r,) =2579) " 4 5(0,5), (4129)
G.(r,s) =S(r,s).
Muuntamalla tasapainoehto
do, op+o0, 9%u
—t =p— 4.126
or r Paiz ( )
ja sijoittamalla siihen jinnityskomponenttien muunnokset saadaan yhtilo
oS C
g;j 8) _ pg? 55)7 (4.127)
jonka ratkaisu on
S(r,s) = ps®C(s)Inr + D(s), (4.128)
missé D(s) on integroimisvakio (riippumaton koordinaatista r).
Ratkaisun perusteella jannityskomponenttien muunnokset tulevat muotoon
C . .
or(r,s) =—2sf(s) (28) + ps?C(s)Inr + D(s),
r
C(s) . (4.129)

G, (r,s) =2sf(s) 2 + ps2C(s) + D(s),

.(r,s) =ps>C(s)Inr + D(s).



4.2.

Muuttujien erottaminen

49

Jannitysten ja siirtymien reunaehdot sisdreunalla ja kimmoisen ja viskoelastisen sy-
linterin rajalla ovat

or(a,t) =—p(t),
op (b, 1) =—q(t), (4.130)
Uy (b’ t) =Ue (t)a

missi u. on kimmoisen kuoren siirtymé ja ¢(t) on tukipaine kimmoisen kuoren ja vis-
koelastisen sylinterin saumassa. Kimmoisen sylinterikuoren kalvotilan ratkaisun pe-
rusteella

(1 —v2)p?

€

ue(t) = =4

q(t), (4.131)

missi v, ja E. ovat kimmoisen kuoren kimmovakiot, h on kuoren paksuus ja b on
ulkokuoren séde. Otaksutaan, ettd sfi(s) on yleistd muotoa

sp(s) = (4.132)

missé A(s) ja B(s) ovat polynomeja.

Reunaehtojen ja kimmoinen kuoren ja viskoelastisen sylinterin jatkuvuusehtojen (4.130)
avulla ratkaistaan C(s) ja D(s)

() = B(s)
C(s) = —SP(S)F(S), -
D(s) = sp(s)EEg,
missé on merkitty
F(S) = *2814(5) <a_12 — %) + pSSB(S) hl% o Iﬁ(lei_eilyg)’
(4.134)
E(s) = Ab(;) — ps*B(s)Inb — %

Jannitysten lausekkeiden kidnteismuunnokset voidaan laskea otaksumalla paineen p(t)
jakauma ajan funktiona ja moduuli u(t). Otaksutaan, ettd paine p(t) on Heavisiden
porrasfunktion muotoinen

p(t) = poH(t). (4.135)

Jos funktio F'(s) voidaan kirjoittaa muodossa

F(s)=f(s—a1)(s—az2) (s —am), (4.136)
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A P@)

|

Kuva 4.3 Viskoelastisessa viliaineessa olevan pallon muotoisen onkalon paine ajan

funktiona.

misséd f on vakio ja m on kokonaisluku, niin jinnitysten kiinteismuunnokset ovat

m ajt r 2
o (r,t) =—po 3 S ——A(aj) +plnr a?B(aj)JrE(aj)] ,
= Fi)] | r
lim
s—aj _S — a’j_
() =p0 32— [2 Aay) + plur a2Blay) + Elay)
=— —_— | = 1 n . 1 j
e o =y [ 6] L ) pIT AP W (4a37)
s—aj | §— aj |
m ea]t )
o.(rt)=—po >, — = [AOR [plnr a3 B(aj) +E(aj)] )
7= lim (s)

s—raj _S — a/j_

Esimerkki 4.6 Viskoelastisessa aineessa on pallonmuotoinen onkalo, jossa vaikuttaa
paine p(t). Tutkitaan vdliaineen muodonmuutoksia ja jannityksid integraalimuunnos-
menetelmdlld kayttien Fourier—-muunnosta.

Pallokoordinaateissa (r, 0, @) siirtymien avulla lausuttu ainoa jéljelle jaavé liikeyht&lo
on kimmoisen aineen tapauksessa

u 2 Ou 2 p  0%u

— + - - = 4.138
8T2+7’+8T 2 X+2u 0t2’ ( )

missd u = u(r,t) on siteen suuntainen siirtymé ja A, u ovat Lamén vakiot. Fourier-
muuntamalla ja korvaamalla kimmomoduulit kompleksisilla moduuleilla A*(iw) ja
p* (iw) litkeyhtdlé muuntuu muotoon

o%u 2 Ou 2 p 0%u

T T e T R T Ny 5 i) 0 (4.139)

Merkitsemalla

2 _ P
= N (tw) + 2p* (iw) (4.140)

differentiaaliyhtalon (4.139) ratkaisu voidaan kirjoittaa muodossa

b C(w)eiﬂwr + D(w)e—iﬂwr

or r ’

(4.141)

u =
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missd C(w) ja D(w) ovat integroimisvakion luonteisia suureita.

Airettémyyksiin jatkuvassa viliaineessa ei ole takaisinheijastuvia aaltoja, ja fysikaalis-
ten syiden nojalla eteneviit aallot vaimenevat viskoelastisessa véliaineessa, joten taytyy
olla

C(w) =0, (4.142)
ja talléin
D(w)

(1 + iQuwr)e "7 (4.143)
T

uU=—

Radiaalisen siirtyman muunnoksen perusteella lasketaan pallosymmetrisen tilan muo-
donmuutokset ja konstitutiivisten yhtéldiden avulla jinnityksien muunnokset

D(w)

Gy = r—3[4,u*(1 + iQur) — pw?r]e” 8, (4.144)
D .
Gy = 7%[@*(1 +iQuwr) + Q2w A e, (4.145)

Ontelon reunalla r = a on reunaehdon perusteella
5r(a,w) = p(w), (4.146)

missé p(w) on paineen p(t) Fourier-muunnos. Reunaehdon avulla ratkaistaan

GSﬁ(w)eiQwa
D = . 4.147
(@) 4p*(1 4+ iQwa) — pw?a? ( )
Kidnteismuunnos voidaan laskea kaavalla 3
1 . )
u(a,t) ==R [ u(a,w)e™" dw
™ 0
(4.148)

a T (1 + iQwa)p(w)et?
=—— w.
7 o 4pt (1l +iQwa) — pw2a?

Kéasnteismuunnoksen integraali voidaan laskea numeerisesti, kun p(¢) ja materiaali-
funktiot p* (iw) = p1(w) +ipe(w) ja M*(iw) = A1 (w) + X2 (w) tunnetaan kulmanopeu-
den w funktiona.

Jos paineen p(t) Fourier-muunnos on
0, 0<w<uwi,

pw)={ 2w <w<w, (4.149)
w

0, wy<w < o0,

niin
w2 .
poa%/ (14 iQwa)ie™®
i wldp* (1 4+ iQwa) — pw2a?]

w1

u(a,t) = dw. (4.150)

Muunnosta (4.149) vastaava paine on

w2

po [ sinwt

t) = — dw. 4.151

p(t) = & / Ll (4.151)
w1
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P(t)

i

— | f— 9,
Yy

- .
L

Kuva 4.4 Viskoelastisen palkin ja &drettoméan jaykan painimen kontakti.

Esimerkki 4.7 Tutkitaan viskoelastista palkkia jota painaa voima P(t) kaarevakdir-
kisen painimen vdlitykselld.

Vapaasti tuetun viskoelastisen palkin ja darettomén jaykdn painimen kontaktipituus
on 2a(t) ajan funktiona, kuva 4.4. Painimen profiili on annettu kaavalla

y =d(t) — c|z|?, (4.152)
missi d(t) on painimen siirtymi ja ¢ on vakio.
Kimmoisen palkin tasapainoyhtil6 taipuman avulla lausuttuna on

d*w
El— = q(z). 4.153
= () (4.153)
Viskoelastisen aineen tapauksessa soveltamalla integraaliyhtdlomuotoista yksiulotteis-
ta konstitutiivista yhtaloa

¢
Oe
t)= | Gt—71)—d 4.154
o) = [ Gt~ dr, (.154)
0
missd G(t) on yksiulotteinen relaksaatiofunktio, saadaan viskoelastiselle palkille tasa-
painoyhtilo
t
o (0w
/G(t - T)IE <@> dr = q(z,1t), (4.155)
0

misséd I on vakio (taivutusjiayhyys).

Koska palkin ja painimen vélilla on kontakti, tdytyy toteutua yhteensopivuusyhtilo
w(x,t) =d(t) —cx®, kun 2z <a(t), t>0. (4.156)

Kontaktialueen ulkopuolella tasapainoehdon toteuttaa polynomin muotoinen taipu-
man lauseke

w(z,t) = Oy + Cox + C32® + Cyz®, x> alt), (4.157)
missd C; = Cy(t), i =1,2,3,4 ovat jilleen (paikan suhteen) integroimisvakioita.
Leikkausvoima, .

0 [03w

0

3Rf on kompleksifunktion f reaaliosa.
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palkin p#issi on nyt Q(L,t) = —2P(t) eli

t
2Q(L,t) = 121 / G(t — )dC;(T) = P(t). (4.159)
T
0
Palkin reunaehdoista
0%w(L,t)
seuraa
C1+C5L + 03L2 + C4L3 =0,
(4.161)

2C5 + 6C4 L =0.
Kontaktialueen reunalla tdytyy puolestaan toteutua yhteensopivuusehtojen

w(a—,t) =w(a+,1),

ow(a—,1t) :8w(a+, t)

Oz Oz ) (4.162)
O*w(a—,t)  O*wla+,t)
ox2 0x2

joista seuraa

Ci + Cya + Cza® + Cua® =d — ca’,
Co + 2C3a + 3Cya® =—3ca?, (4.163)
2C5 + 6Cya =—6ca.

Voima P(t) annettu

Jos voima P(t) tunnetaan, niin funktio C4(¢) voidaan ratkaista tasapainoehdosta
(4.159) Laplace-muunnoksella
P(s)

sG(s)

et =24,

f&)y=,"t : (4.164)

Kuorman P(t) avulla mééritettyjen tunnettujen funktioiden Cy(¢), f(t) avulla voidaan
ratkaista yhtiloistd (4.161) ja (4.163) muut tuntemattomat funktiot

_LAf(0)[24Ic — ()]

O =Mzler 1)

Ca(t) =%’

» :_%?), (4.165)
o) =0,

_cL3f(t)[241c — f(1)]
dt) = [121c+ f(t)]?
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Painimen siirtymi d(t) annettu

Jos painimen siirtymé d(¢) on annettu, niin yht&loista (4.161) ja (4.163) ratkaistaan

Ci(t) =cL3 [—37(1&) - % + 4} :

Co(t) =3cL? [’y(t) + L 2} :

v(t)
1
Cs(t) =3¢L |—— + 1],
’ |: v(t) :| (4.166)
1
C4(t) =C |:W — 1:| ,
1
C4(t) =C |:W — 1:| 5
a(t) =L[1 —~(1)],
missi
() = /1 - CdL(zl. (4.167)

Siirtyméan d(t) aikaansaamiseen tarvittava painimen voima P(t) ratkaistaan tasapai-
noehdosta (4.159), ja saadaan osittaisintegroinnin jalkeen

t

PO) _ a0 {L _ 1} _O/% [%) - 1} dr. (4.168)

12¢1 (r



Luku 5

Viskoelastisten ainevakioiden

kokeellinen maarittaminen

5.1 Virumiskoe

Virumiskokeessa koekappaleeseen aiheutetaan mahdollisimman nopeasti tasainen jénnitys-
tila, joka pidetddn vakiona kokeen ajan. Dynaamiset vaikutukset jatetddn huomioonotta-
matta. Venymé mitataan ajan funktiona. Jos kuormitushetkeksi otetaan ajan hetki nolla,
niin jannityksen aikahistoria on

o(t) = ooH(t), (5.1)
misséd H (t) on Heavisiden yksikkéaskelfunktio

0, kun t<O0
H(t) = ’ ’ 5.2
®) { 1, kun t2>0. (52)

Koska funktion H(t) derivaatta ajan suhteen on Dirac’in d—funktio, joka toteuttaa
ehdon

b
/f(t)&(t —c)dt = f(c), a<c<hb, (5.3)

saadaan sijoittamalla jainnityksen aikahistoria konstitutiiviseen yhtaloon

t

e(t) = / J(t—T)o(r)dr, (5.4)

—00

missé J(t) on virumisfunktio, kaava
e(t) = oo J(t). (5.5)

Virumisfunktio saadaan siten jakamalla kokeesta mitattu venymaé jannityksen vakioarvolla
agg-

Kuvassa 5.1 on esitetty kimmoisen aineen, viskoosin nesteen ja viskoelastisen aineen
virumisfunktiot kaavamaisesti.
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AJ(1)
viskoelastinen
kimmoinen
viskoosi
4
Kuva 5.1 Virumisfunktiot kimmoiselle aineelle, viskoosille nesteelle ja viskoelasti-

selle aineelle.

Kimmoisen aineen venyma4 saa heti lopullisen arvonsa, ja J(t) = I (jos kuormituksen
dynaamiset vaikutukset ovat merkityksettomén pienid). Viskoosi neste virtaa vakionopeu-
della, ja viruma kasvaa verrannollisena aikaan t, jolloin J(t) = —, n on viskoosisuuskerroin.

Viskoelastisen aineen viruma ja virumisfunktio J(t¢) kasvaa alussa kuorman asettamisen jal-
keen nopeasti sisdltden mahdollisesti dkillisen kimmoisen venymén lisdyksen. Ajan mukana
virumisfunktiota esittdvin kiyrdn tangentin kulmakerroin pienenee ja lihestyy nollaa tai
adrellistd arvoa, esim. erityyppisille muoveille.

Virumiskokeesta méiritettyd kiyrdd voidaan approksimoida sopivalla funktiolla. Esi-
merkiksi lineaarista standardiainetta vastaten valitaan funktio

J(t) = ag — aje™ ™, (5.6)

missé ag, a1 ja o ovat miaritettavia parametreja. Parametreille voidaan hakea mahdollisim-
man hyvin koetuloksiin sopivat arvot esim. pienimmén neliésumman keinolla minimoimalla

lauseke
F=>[J(t)— J(t;)]> = min. (5.7)
=1

Minimin valttamattomat ehdot ovat
oF F
OF _, o or _
Odag daq oo

Minimointiehdoista seuraava yhtaloryhmé on epélineaarinen, ja se voidaan ratkaista esim. New-

0. (5.8)

tonin menetelmélla. Vakioiden ag, a1 ja a avulla saadaan mééritettyd myos

B0)= —— Bloo)=—~, m==< (5.9)

ag —ay’ ao a

Vaihtoehtoisesti voidaan tehd& virumiskoe, jossa jannitys kasvaa vakionopeudella eli
o(t) =kH(t), (5.10)

missé k on vakio. Kaavasta (5.4) seuraa téssd tapauksessa

t

e(t) =k / J(t—T)dr, (5.11)

—00
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A G(1)
kimmoinen
viskoelastinen
viskoosi
_t
o -
Kuva 5.2 Relaksaatiofunktiot kimmoiselle aineelle, viskoosille nesteelle ja viskoe-
lastiselle aineelle.
ja
= (t
J(t) = ik:) (5.12)

Kolmiulotteisen teorian ainevakiot lineaariselle isotrooppiselle aineelle voidaan méarit-
taa kokeista, jotka ovat luonteeltaan yksiulotteisia. Maarittamélla livkumoduuli ja tilavuu-

2
denmuutosmoduuli saadaan funktiot u(t) ja A(t) + §M(t)'

5.2 Relaksaatiokoe

Relaksaatiokokeessa koekappaleelle annetaan &killisesti hetkelld ¢ = 0 venyma, joka pide-
taan vakiona ajan mukana eli

e(t) = eoH(t), (5.13)

missé €g vakio, ja muodonmuutoksen vakioarvon pitdmiseen tarvittava jannitys on
o(t) = eoG(t). (5.14)

Kokeesta saadaan relaksaatiofunktio G(t) mittaamalla jénnitys o(¢) ajan funktiona. G(t)
on siis jAnnitys, joka tarvitaan pitim&in muodonmuutos yksikon suuruisena. Viskoelastisen
aineen relaksaatioprosessin takia G(t) on ajan mukana pienenevé funktio.

Kuvassa 5.2 on esitetty kaavamaisesti kimmoisen aineen, viskoosin nesteen ja viskoe-
lastisen aineen relaksaatiofunktiot. Kimmoisen aineen jannitys pysyy vakiona. Viskoosin
nesteen relaksaatiofunktio on

G(t) = 18(t), (5.15)

joten kokeessa tarvitaan hetkellisesti jannitys, mutta se relaksoituu vilittéméasti nollaan.

Viskoelastisessa aineessa kimmoinen mekanismi estdd vélittomén relaksaation. Tietyt
muovit kiyttaytyvit pitkilld aikavililld kimmoisesti, jolloin G(t) lahenee dérellista arvoa,
kun aika ldhenee d4retonta. Sen sijaan joillain muoveilla relaksaatio jatkuu kunnes jénnitys
on palautunut nollaan.
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Samalla tavalla kuin edelld virumiskokeen yhteydessd voidaan tehd&d vaihtoehtoinen
relaksaatiokoe, jossa muodonmuutosnopeus on vakio eli

E(t) = kH(t). (5.16)

Téassé tapauksessa integraalimuotoisesta konstitutiivisesta yhtélostéa

t

o(t) = / Glt — 1)é(r) dr (5.17)

ot)=k | G(t —7)dr, (5.18)
/
jolloin .
G(t) = %. (5.19)

Vakiomuodonmuutosnopeudella tehtévda koe voi olla edullinen, vaikka kaavan (5.19)
jannityksen aikaderivaatan kokeellinen méa#rittdminen tuo mukanaan vaikeuksia.

5.3 Dynaamiset kokeet

Dynaamisilla kokeilla voidaan méarittda kompleksimuuleja, ja niiden avulla saadaan sitten
madritettyd virumis— ja relaksaatiomoduulit, kuten edelld on esitetty.

5.3.1 Pakkovéarihtelykoe

Koekappale pakotetaan homogeeniseen virdhtelyyn antamalla joko jénnitykselle tai muo-
donmuutokselle ajan suhteen riippuvuus, o €**, ja mittaamalla toinen suure. Viskoelasti-
sen aineen tapauksessa jannitys ja venymé joutuvat vardhtelyssa eri vaiheeseen. Antamalla
esimerkiksi koekappaleelle ajan mukana muuttuva voima P(t) = Pye™! sen jinnitys ja
muodonmuutos ovat

o(t) = ope™, (5.20)

g(t) = goet @), (5.21)

Sijoittamalla o(t) ja e(t) differentiaalimuotoiseen konstitutiiviseen yhtéloon tulee

o(t) = P(iw)oge™t = Q(iw)epe’@t=%), (5.22)
misté ratkaistaan
G* (iw) = Z2ei%, (5.23)
€0

Kompleksinen relaksaatiomoduuli G* jaetaan osiin

Gi(w) = Z—SCOS o, Go(w)= Z—s sin p. (5.24)

Parametrista w riippuva tan ¢ on nimeltddn havidtangentti.
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”,
A
7 M [—=f(t)
/<—>|
L
Ao" B f
MUF

Kuva 5.3 Resonanssikoe vedetyllda koekappaleella.

Suorittamalla kokeita w:n eri arvoilla voidaan maarittdd funktio p(w) w:n funktiona ja
(G1 ja G2 w:n funktiona.
Vastaavalla tavalla voidaan méaérittaa

E .
J*(iw) = 26 (5.25)
a0
ja
€0 €o _.
Ji(w) = —cosyp, Ja(w)=—sine. (5.26)
(s} g0

5.3.2 Resonanssimenetelmai

Kuvan 5.3 koekappaleen vasen péi on jaykéasti kiinnitetty, ja oikeaan pa&hin on kiinnitetty
massa M. Koekappaleen pituus on L ja sen poikkileikkauksen pinta—ala on A. Kuormana
on ajan mukana taajuudella w muuttuva harmoninen voima f(t)

() = foertie), (5.27)
missé ¢ on vaihekulma. Vetokoekappaleen kuormitetun paén siirtyma on
u(t) = uge™*. (5.28)

Jos koekappaleen massa on pieni massan M rinnalla, niin koesauva toimii viskoelastisena

jousena ja massan M liikeyhtélo on

Mi(t) + Ao(t) = f(1). (5.29)
Koesauvan venymé on
t 4
ety = M) _ it (5.30)
L
missi
Uug
= . 31
€0 7 (5.31)

Sijoittamalla siirtymén u(t) kaava ja yhteys op = G*(iw)eg, missi G*(iw) = G1(w) +
iGa(w) on kompleksimoduuli, liikeyht&loon saadaan yhteisté tekijis e vaille yhtls

—?Mug + G*(z’w)A% = foel®. (5.32)
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Kaavasta (5.32) ratkaistaan

JoL
V(AG, — MLw?)? + A2GZ

up = (5.33)

Jattdmalla moduuleiden G1(w) ja Ga(w) paikallinen vaihtelu w:n funktiona huomioo-
nottamatta amplitudi ug saa maksimiarvon

L
(UO)max = jOC‘:Q’ (534)
joka saavutetaan, kun w saa resonanssiarvon
G1A
=4/ —. 5.35
wr =1/ 2L2 (535)

Resonanssikokeessa vaihdellaan voiman f kulmataajuutta w, kunnes siirtymén ampli-
tudi ug saa maksimiarvon. Kun wpr on saatu kokeellisesti selville, sen avulla méaéritetadn
G kaavasta (5.35). Moduulin G2(w) méadrittdmiseksi suoritetaan mittaukset sellaisilla w:mn
arvoilla w1 ja wo, joilla siirtymén amplitudi on esim. puolet resonanssikohdan amplitudista,

eli oL
_ Jo

Kaavasta (5.33) seuraa talloin

WiTws 1_,_@_ 1_@’ (5.37)

WR Gl Gl
jossa w1 > wa.
Jos =2 < 1, niin likim#éirin
G1
Gy L9200 (5.38)

V3wr

Edelld on otaksuttu, ettd G ja G5 ovat tarkasteluvalillda w; < w < ws riippumattomia
w:sta. Moduuleiden G (w) ja Ga(w) méérittdmiseksi muilla w:n arvoilla voidaan muuttaa
massaa M tai koekappaleen dimensioita. Jos massa M on pieni, niin koesauvan hitausvoima
taytyy ottaa huomioon systeemin liikeyht&lossa.

5.3.3 Vapaa viaridhtely

Kuvan 5.3 koekappaleen voima f(¢) = 0 vapaan virdhtelyn tapauksessa. Viskoelastinen
koesauva vaimentaa vérdhtelyd, ja massan M siirtymén lauseke on

u(t) = ugel@wt=hY (5.39)

missd [ on liikkeen vaimenemiseen liittyva vakio. Massan liikeyhtélostd seuraa vapaan

vardhtelyn tapauksessa
. G*(iwy)A
2 v
v — = e 4:
(iwy — B) i (5.40)
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josta saadaan moduulin G* reaali— ja imaginaariosat

2 BHML 2w, M L
Giwy) = Lo BOML () = 228 ML (5.41)
A A
Maéarittelemalld logaritminen dekrementti
u(t) 20w
B G T wy (5.42)
- 2r . .
missd 7' = — on jakson pituus, saadaan lausekkeet
Wy
M Lw?(1 — A? /42 MLWA
Gl(wv) = v( 1 / ), GQ((A}U) = Tﬂ'v (543)

Mittaamalla systeemin virdhdysluku w, ja vaimeneminen A saadaan méaritetyksi moduu-
lit G1 ja GQ.

(1 ja G4 voidaan médrittdd myos aallonetenemiskokeesta. Namé mittaukset voidaan
suorittaa myos suurista koekappaleista.
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Liite A
Laplace-muunnos

Funktion f(¢) Laplace-muunnos mééritellddn kaavalla
LU} = Fs) = [ 1o, (A1)
0

missd s on muunnosparametri. Jotta muunnos olisi olemassa, funktion f(t) tdytyy olla
paloittain jatkuva jokaisella ddrelliselld vililla. Liséksi funktion f(¢) taytyy toteuttaa ehto
lim e ' f(t) =0 A2
fim B =0, A2
missd « on vakio, eli f(t) el saa kasvaa nopeammin kuin eksponenttifunktio, kun ¢ — co.

Jos funktio f(¢) on (n — 1) kertaa jatkuvasti derivoituva, niin sen n:nnen derivaatan
muunnos on

c {d"f(t) } =s"f(s) — 5" f(0) = s" 2 f(0)

dt (A.3)
— - —sf=2(0) — f=1(0).
Funktioiden f ja g konvoluutio méaaritellasin kaavalla
t
fxg= /f(t)g(t —7)dr. (A.4)
0
Konvoluutiointegraalin Laplace-muunnos on
t
£(fxgh =3 [ #og(t~ryar b = (A5)
0
Koska
L{f x g} =L{g= [}, eli [(5)3(s) = g(s)f(s), (A.6)

konvoluutiointegraali on vaihdannainen.

63



64 LUKU A. Laplace-muunnos

Kiinteismuunnos

Jos f (s) on kompleksimuuttujan s analyyttinen funktio lukuunottamatta singulaarisia pis-
teitd, niin funktion f(s) kd&nteismuunnos on

y+ioco
0= L) =5 [ eFs)ds (A7)

missi ¢ = y/—1 on imaginaariyksikko ja viiva $(s) = « on funktion f(s) kaikkien singulaa-
risten pisteiden oikealla puolella. Kddnteismuunnoskaavassa integroidaan imaginaariakselin
suuntaista viivaa pitkin.

Jos funktion f(¢) muunnos on esimerkiksi muotoa

(A.8)

ja funktion f(s) yksittiiset singulaarisuudet aiheutuvat nimittéjin Q(s) yksinkertaisista

nollakohdista s = a;, niin funktion f(s)e® ns. residyt singulaarisissa pisteissé s = a; ovat
P(aj)e%!

lim 7Q(8)

s=a; | (s — a;)

Kaavan (A.7) viivaintegraali suljetaan ympyrénkaarella, jonka side R — oo. Suljet-

(A.9)

tua kayrad pitkin lasketun integraalin arvo on 27i kertaa kdyrdn sisdén jadvien residyjen
summa. Jos |f(s)] < cR™* kaarella s = Re'®, missi k > 0 ja ¢ ovat vakioita, niin ympy-
rankaarta pitkin laskettu integraali havida ja suljettu viivaintegraali on sama kuin kaavan
(A.7) integraali. Ns. residylaskennan teorian perusteella integraalin (A.7) arvo on

N Aeajt
o =y — (A.10)
j=1 lim [(7]

S—aj S — a])

missd N on yksinkertaisten napojen (singulaaristen pisteiden) lukuméaird. Kun P(s) ja
Q(s) ovat polynomeja, voidaan murtolausekkeelle (A.9) tehd&d osamurtokehitelmé ja johtaa
kaanteismuunnos suoraan sen perusteella.

Alkuarvoteoreema

Funktion f(t) alkuarvo f(0) voidaan johtaa muunnoksesta f(s) kaavalla

lim £(1) = lim sf(s). (A1)
Kaavan perusteella voidaan johtaa funktiolle f(¢) arvoja pienilld ¢:n arvoilla kehittdmalld
f(s) potenssisarjaksi.
Vastaavasti
lim f(t) = lim sf(s). (A.12)

t—o00 s—0
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Siirtolause

Jos funktion f(s) kiifnteismuunnos on f(t), niin funktion e f(s) kifinteismuunnos on

L He ™ f(s)} = f(t —a)H(t — a),

missd H(t — a) on Heavisiden yksikkoaskelfunktio

0, kun t<a
H t _ — ) Y
(t—a) { 1, kun t¢>a.

Merkitsemalla
g(t) = f(t —a)H(t — a),

saadaan
o0

Clo(t)} = / et — a)dt = ¢ f(s).

a

Askelfunktio ja J-funktio

Heavisiden funktio tai yksikkoaskelfunktio méaritelldan kaavalla

0, kun t<0
Ht: b b
®) {1, kun ¢ > 0.

Dirac’in é-funktio 0(t — a) médritelldén kaavoilla

0(t—a) =0, kun t+#a,

T 6(t—aydi=1.

Jos f(t) on jatkuva funktio, niin

/ f@&)o(t —a)dt = f(a).

Yksikkoaskelfunktio voidaan mééritelld jatkuvan funktion H,(t) raja-arvona

0, kun ¢t <0,
. . t
lim H (t) =lim< -, kun 0<t<e,
e—0 e—0 €

1, kun t>e.

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

o-funktion ja funktion H(¢) ominaisuuksien perusteella voidaan muodollisesti johtaa kaava

dH (t)
dt
eli Heavisiden funktion derivaatta on d-funktio.

=4(t),

Laplacen muunnoksen siint6ji ja kaavoja

(A.21)
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Taulukko A.1

Taulukko A.2

Laplacen muunnoksen sdantojé

df /dt sf(s) = £(0)

d*f/dt* | s[sf(s) = f(0)] = f'(0)

[fdt | f/s

tf —df/ds

fE=T1) | fe=*T, T >0

e’ f f(s—a)

f(kt) k1 f(s/k)

Laplacen muunnoksen kaavoja

f(®) f(s)

) 1

1 1/s

" n!/sntl

et 1/(s—a)

et n!/(s —a)"*!

cos wt 5/(s? +w?)

sin wt w/(s* + w?)

e=tcos wt | —— 0
(s 4 a)? + w?

e~ sin wt | ——o0
(s+a)? + w?




