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Lukijalle 

Moniste on tarkoitettu tukiaineistoksi mekaniikan laboratorian 

kontinuumimekaniikan opetukseen erityisesti elementtimenetelman 

sovellutuksia silmallapitaen. Tavoitteena on ollut esitys, joka 

antaisi erilaiset taustat omaaville henkiloille tarvittaessa mah ­

dollisuuden taydentaa kontinuumimekaniikan tietojensa aukkokoh­

tia kohtuullisen nopeasti ilman, etta heidan taytisi valttamatta 

tutustua alan eri oppikirjoihin. Pintapuolisessa kaytossa monis ­

te voinee toimia myos tietynlaisena kaavastona. 

Tekstissa kasitellaan aluksi verrattain paljon partikkelimeka­

niikkaa, vaikkakaan elementtimenetelmaa ei yleensa sovelleta sen 

yhteydessa. Syyt tahan valintaan ovat mm . seuraavia: 

- Elementtimenetelmasta kiinnostuneet henkilot ovat suurella 

todennakoisyydella tutustuneet jossain vaiheessa vahintaan 

partikkelimekaniikkaan. Partikkelimekaniikan kertaus tuo 

talloin nopeasti esille yksinkertaisessa muodossa kasittei­

ta, jotka laajenevat sitten melko helposti kontinuumin yh ­

teydessa kaytettaviksi. 

Partikkelimekaniikassa suoritetut tietyt johdot ja manipu­

laatiot toistuvat analogisina kontinuumimekaniikassa. Taman 

korostaminen ja muistaminen merkitsee ajatuksen ekonomiaa. 

- Aine ei ole todellisuudessa jatkuvaa, kuten kontinuumimalli 

edellyttaa, vaan muodostuu suunnattomasta maarasta molekyy­

leja. Molekyylit eivat ole tarkasti ottaen partikkeleita, 

silla niilla on tietty koko ja ne jakautuvat pienempiin, 

yhta monimutkaisemmin kuvattavissa oleviin osasiin, joiden 

kasittelyssa klassillinen mekaniikka ei enaa riita. Kuiten ­

kin soveltamalla partikkelisysteemimallin antamia tuloksia 

sopivasti kontinuumin yhteydessa voidaan useita kontinuumi ­

mekaniikan - etenkin termomekaniikkaan liittyvia - kasit­

teita lisavalaista kvalitatiivisesti. 

- On mielenkiintoista todeta, etta diskretointi muuntaa kon­

tinuumia koskevat yhtalot usein partikkelimekaniikan yhta­

loiden kaltaisiksi. 

Kiintean a i neen mekaniikkaa ja nestemekaniikkaa koskevat lu­

vut 4 ja 5 on pyritty kirjoittamaan kohta kohdalta samantyyppisi -

J 
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na toisiinsa tukeutuvina rinnakkaisina esityksina. Sopivin teks­

tin seuraamisjarjestys ei olekaan valttamatta aina sivunumeron 

mukaan kasvava, koska jotkin aiheet on helpompi kasitella aloit­

tamalla nestemekaniikassa kaytetysta Eulerin esitystavasta. 

Lagrangen ja Eulerin esitystapojen sisallon ja erojen ymmartami ­

nen onkin aivan oleellista monisteen muiden osien seuraamiseksi. 

Tensorimerkintoja on harrastettu vain niukalti ja Einsteinin 

summeeraustapaa ei ollenkaan. Kontinuumimekaniikkaan tutustut ­

tavissa esityksissa ei liene psykologisesti kovin suotavaa tyr ­

mistyttavaa lukijaa samanaikaisella fysiikan ja tensorimanipu­

laatioiden kasittelylla, vaan fysikaalisten seikkojen kunnolli ­

seen ymmartamiseen on pantava aluksi paapaino. Taten en ole 

havennyt kayttaa joskus pitkahkoja ja ehka myos hieman naiiveja 

esimerkkeja ja selittelyja kohdissa, jotka saattavat olla vaikei­

ta omaksua. 

Kaavojen esittamisessa on pitaydytty lahinna karteesisessa 

suorakulmaisessa koordinaatistossa. Elementtimenetelmassahan 

monimutkainen geometria hoidetaan luonteenomaisesti siten, ettei 

tarvetta yleisten kayraviivaisten koordinaattien avulla esitet­

tyihin mekaniikan yhtaloihin tavallisesti synny. Useille kaa­

voille on kirjoitettu vektorimuotoisten (tai tensorimuotoisten) 

seka komponenttimuotoisten esitysten lisaksi matriisimerkinnoin 

varustetut versiot, koska naita kaytetaan paljon elementtimene­

telmassa. 

Etenkin virtausmekaniikan kirjallisuudessa on usein tapana 

kehitella lausekkeita elegantisti ja lyhyesti V-operaattoriin 

liittyvien moninaisten yhteyksien avulla. Kokemus on kuitenkin 

osoittanut, etta nain suoritetut johdot jaavat epahavainnolli ­

siksi henkiloille, joille vektorianalyysin pitemmalle menevat 

kaavat eivat ole pysyvia tuttavuuksia. Taman vuoksi ja koska on 

tarkeampaa ymmartaa kuin osata, esityksen tiiveyspyrkimyksista 

on pitkalti luovuttu. 

On ilmeista, etta mekaniikan opetuksen tulee painottua jat­

kossa entista voimakkaammin mm. seuraavaan kahteen aiheeseen: 

heikot muodot ja reunaehdot. Modernit numeeriset menetelmat 

kayttavat nimittain lahtokohtinaan differentiaaliyhtaloformulaa­

tioiden sijasta yha yleisemmin ns. heikkoja muotoja kuten virtu-
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aalisen tyon periaatetta. Toiseksi markkinoille tulee jatkuvas ­

ti uusia yha hienostuneempia insinooriprobleemien ratkaisemiseen 

tarkoitettuja ohjelmistoja. Niiden antamat tulokset ovat kuiten­

kin arvottomia, mikali soveltajan systeemilleen valitsemat reu­

naehdot ovat eparealistiset. Monisteessa on kasitelty melko pal ­

jon naita kahta aihepiiria. 

Tekstin kaavojen, kuvien,sivujen ja lahdeviittausten numeroin ­

nissa on kaytetty tapaa, joka rajaa myohempien korjausten ja muu ­

tosten sateilyvaikutukset verrattain pienelle alueelle. Huomau­

tukset virheista ja muutosehdotukset otetaan kiitollisuudella 

vastaan. 

Lopuksi haluan kiittaa voimallisesti laboratoriomme toimisto­

sihteeria Tuula Aaltoa, joka on suurta ammattitaitoa, nopeutta 

ja pitkamielisyytta osoittaen suorittanut tekstin puhtaaksikir ­

joituksen. 



xvi 
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1 JOHDANTO 

Mekaniikka on fysiikan haara, joka tutkii kappaleiden liiket­

ta voimien vaikutuksen alaisena . Applied Mechanics Reviews ­

lehden (v . 1982) kayttama luokittelu antaa kuvan ns . sovelletun 

mekaniikan kasittelemista alueista: 

FOUNDATION AND BASIC METHODS IN MECHANICS 

Continuum mechanics 
Finite element methods 
Finite difference methods 
Other methods in computational mechanics 
Modeling 
Experimental system analysis 

DYNAMICS AND VIBRATION 

Kinematic and dynamics 
Vibrations of solids (basic) 
Vibrations (structural elements) 
Vibrations (structures) 
Wave motions in solids 
Impact on solids 
Wave motion in incompressible fluids 
Wave motion in compressible fluids 
Solid- fluid interaction 
Astronautics (celestial and orbital mechanics) 
Explosions and ballistics 
Acoustics 

AUTOMATIC CONTROL 

Systems theory and design 
Optimal control systems 
Systems and control (applications) 
Robotics 

MECHANICS OF SOLIDS 

Elasticity 
Viscoelasticity 
Plasticity and viscoplasticity 
Composite material mechanics 
Cables, ropes, beams, etc . 
Plates, shells, a nd membranes 
Structural stability (buckling, postbuckling) 
Electromagneto solid mechanics 
Soil mechanics (basic) 
Soil mechanics (applied) 



Rock mechanics 
Material processing 
Fracture processes 
Fracture mechanics 
Experimental stress analysis 
Material test techniques 
Structures (basic) 
Structures (ground) 
Structures (ocean and coastal) 
Structures (mobile) 
Structures (containment) 
Friction and wear 
Machine elements 
Machine design 
Fastening and joining 

MECHANICS OF FLUIDS 

Rheology 
Hydraulics 
Incompressible flow 
Compressible flow 
Rarefied flow 
Multiphase flows 
Wall layers (including boundary layers) 
Internal flow (pipe, channel, Couette) 
Internal flow (inlets, nozzles, diffusers, and cascades) 
Free shear layers (mixing layers, jets, wakes, cavities, 

and plumes) 
Flow stability 
Turbulence 
Electromagneto fluid and plasma dynamics 
Naval mechanics 
Aerodynamics 
Machinery fluid dynamics 
Lubrication 
Flow measurements and visualization 

THERMAL SCIENCES 

Thermodynamics 
Heat transfer (one phase convection) 
Heat transfer (two phase convection) 
Heat transfer (conduction) 
Heat transfer (radiation .and combined modes) 
Heat transfer (devices and systems) 
Thermomechanics of solids 
Mass transfer with and without heat transfer 
Combustion 

1.2 

Prime movers and propulsion devices (systems and applications) 

EARTH SCIENCES 

Micromeritics 



Porous media 
Geomechanics 
Earthquake mechanics 
Hydrology, oceanography, and meteorology 

ENERGY SYSTEMS AND ENVIRONMENT 

Fossil fuels 
Nuclear systems 
Geothermal systems 
Solar systems 
Wind energy systems 
Ocean energy systems 
Energy distribution and storage systems 
Environmental fluid mechanics 
Mechanics of hazardous waste containment and disposal 

BIOSCIENCES 

Biomechanics 
Human factors engineering 
Rehabilitation engineering 
Sports mechanics 

1.3 

Aihepiirin nahdaan olevan tavattoman laaja. Tekniikassa tar ­

vittavan ns. teknillisen mekaniikan (engl . engineering mechanics) 
~---------- ---- ------ -

alue on my6s pitkalti sama kuin sovelletun mekaniikan . 

Mekaniikka jaotellaan mm . siina kaytettyjen ainemallien mukaan . 

Aineen voidaan esimerkiksi ajatella muodostuvan partikkeleista tai 

se voidaan kuvitella kontinuumiksi . 

~~E~~~~~!~ (engl. particle), massapiste, hiukkanen vastaa geo ­

metrian pisteen kasitetta massalla varustettuna . 

~2~~~~~~~~~~ (engl. continuum) eli jatkuvan aineen mallissa 

aineen ajatellaan olevan nimensa mukaisesti jatkuvasti jakautu­

nutta. 

Kumpikaan naista malleista ei vastaa taysin todellisuutta, mut ­

ta niilla on silti omat tarkeat sovellutusalueensa . Etenkin kon­

tinuumimallia kayttavan mekaniikan eli ns . ~Q~t~~~~~~~~~~~~~~~~ 

(engl . continuum mechanics) patemisalue on laaja ja kaytann6n 

kannalta tarkea . 

Kontinuumimekaniikan Y!~~~~~~~~~~~~~~~ eri peruslait eli luon ­

nonlait antavat osan vallitsevista yhtal6ista. Niita ei .tarvitse 

yleensa epailla. Ne eivat kuitenkaan riita, vaan lisaksi tarvi-
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taan ns . ~2~~~~~~~~~~i~i~-Y~~§Y~~i~ (engl . constitutive relations), 

jotka pyrkivat kuvaamaan (enernman tai vahemman hyvin) eri tapauk ­

sissa kulloinkin esiintyvien materiaalien kayttaytymista . Esimerk­

keja: Hooken laki, ihanrtekaasun tilanyhtalo . Aksioomien ja kons ­

titutiivisten yhteyksien matemaattinen esittaminen vaatii esival ­

misteluna ajasta riippuvan geometrian eli ~~~~~~~i~~~~ kasittei ­

den hallintaa. 

On syyta korostaa termien kinematiikka ja kinetiikka eroa . 

~~~~~~ii~~~~ (engl . kinematics) tutkii liiketta geometrisena 

ilmiona ottamatta huomioon liikkeen syita . 

~!~~~i~~~~ (engl. kinetics) tutkii liiketta ottaen huomioon 

liikkeen syyt eli voimat . 

Tietokoneiden ja numeeristen menetelmien kehitys on synnyttanyt 

tilanteen, jossa laskenta- algoritmit lahtevat liikkeelle yh~ enem­

man suoraan mekaniikan perusyhtaloista ilman analyyttisten ja ka ­

silaskentamenetelmien aikaisemmin vaatimia lukuisia tapauksesta 

riippuvia yksinkertaistuksia. Tama suuntaus merkitsee, etta sovel­

tajan on hallittava hyvin mekaniikan itse asiassa harvat peruspe­

riaatteet ja niihin liittyva fysiikka . Vain talloin han pystyy 

kayttamaan jarkevasti ja luotettavasti hyvakseen insinooriproblee ­

mien ratkaisuun kehitettyja yha enemman vaihtoehtoja tarjoavien 

ohjelmistojen antamia mahdollisuuksia. 
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2 PARTIKKELIMEKANIIKKA 

Kasittely kohdistuu E~E~i~~~!~§Y§~~~~~~b~~ (engl . system of 

particles) eli siis useista partikkeleista muodostuviin systee­

meihin. Syntyvat lauseet patevat sitten erikoistapauksina myos 

yhdelle partikkelille tai i~Y~~!!§_~~EE~!~~!!~ (engl. rigid body) 

tai useiden jaykkien kappaleiden muodostamille systeemeille . 

Jaykan kappaleen mallissa otaksutaan, etta sen kaikkien partik­

kelien valiset etaisyydet pysyvat vakioina systeemin liikkuessa. 

Jaykan kappaleen voidaan myos ajatella olevan kontinuumi, jossa 

kaikki muodonmuutokset haviavat . 

2.1 Partikkelimekaniikan aksioomat 

Ns. klassillinen mekaniikka eli Newtonin mekaniikka, jolla tar ­

koitetaan tassa samaa kuin partikkelimallin kayttoon liittyvaa 

mekaniikkaa, perustuu esimerkiksi lahteessa [2.1] esitetyn teorian 

mukaan kolmeen aksioomaan eli peruslakiin: 

(1) ~~~~~!~~i (engl . law of motion), Newtonin II laki, dynamiikan 
+ 

peruslaki. Voiman F vaikutuksen alainen partikkeli, jonka massa 

on m, liikkuu yhtalon 

Kuva 2.1 . 1 Voima, massa ja kiihtyvyys. 

-+ 
mukaisesti, jossa a on partikkelin kiihtyvyys. 

(2) Y2~~~-j~-Y~§~~Y2~~~-!~~~ (engl . law of action and reaction) . 

Kun kaksi partikkelia vaikuttavat voimilla toisiinsa, nama voimat 

ovat suuruudeltaan yhta suuria ja suunnaltaan vastakkaisia ja 

vaikuttavat partikkelien yhdistyssuoralla. 

Kuvan 2 . 1.2 merkinnoin saadaan kaava 
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.~ 
-+f ~j f .. . . 11 lJ . J 

~~ . . · 
l 

r 1 L Jl 
(2 . 1.2) 

----------------------------~--~-·------

Kuva 2.1 . 2 Parittaiset voimat . 

joka ei viela taysin kuvaa lain (2) sisaltoa, vaan lisaksi on 

mainittava tieto voimien vaikutussuorasta; joskus sanotaan, 

etta kyseessa on kuvan 2 . 1 . 2 esittamassa tapauksessa voiman ja 

vastavoiman lain vahva muoto. 

( 3) Y:2~~~§!!_.§~1::!!!!!i~~.§1§~~ (engl. law of the parallelogram of 
-+ -+ 

forces) . Kun kaksi voimaa P ja Q vaikuttavat partikkeliin, niiden 

vaikutus on sama kuin yhden voiman 

-+ 
F 

(2.1.3) 

-+ -+ -+ 
Kuva 2.1.3 Voimat P, Q ja F. 

jossa vektorisumma on maaritelty suunnikassaannon avulla . 

Huomautus l . 

sessa (engl. inertial frame of reference, Newtonian frame), se 

on koordinaatistossa, joka on enintaan tasaisessa suoraviivaises­

sa liikkeessa absoluuttisessa levossa olevan koordinaatiston suh­

teen. 

Huomautus 2. Liikelaki on esitetty l a hteessa [2.1] aluksi 
-+ -+ 

muodossa F = kma, jossa k on positiivinen vakio, jonka arvo riip-

puu vain valituista voiman, massan, pituuden ja ajan yksikoista. 

Fysiikan lakien muoto riippuu siita, mitka suureet on valittu 

ns . perussuureiksi (engl . primitive quantity). Yleensa kaikki --------------
suuree t tietenkin pyritaan maarittelemaan e simerkiksi matemaatti -

silla yhtaloilla, kuten partikkelin liikemaara p = m~, jossa m on 
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-+ 
partikkelin massa ja v partikkelin nopeus . Tassa on kaikki hyvin 

-+ 
niin kauan, kuin m ja v ovat jo aikaisemmin maar iteltyja suureita . 

Mutta teorian rakentaminen on aloitettava aina ottaen tietyt suu ­

reet ilman maaritt~lya, koska aluksi ei ole mita panna maaritte­

ly- yhtalon oikealle puolelle . Naita ilman maarittelya jaavia 

suureita nimitetaan perussuureiksi . Perussuureisiin liitetaan 

vain kuvailua seka ns . operatiivinen maarittely : kuinka naiden 

suureiden arvoja mitataan . 

Perussuureet ja niiden lukumaar a voidaan valita tarkoitukses­

ta riippuen eri tavoin . Teorian rakenne riippuu myos siita, miten 

siina operoidaan luonnonlaeilla . Naita asioita kasitellaan ns . 

9~~~~§~2~~~!YY§~~ (engl . dimensional analysis) teoriassa . Jos 
-+ -+ 

liikeyhtalo kirjoitetaan muodossa F = kma, se on luonnonlaki 

(aksiooma), jossa k on universaalinen vakio, joka on maaritettava 

kokeellisesti . 
-+ -+' . 

Jos liikeyhtalo kirjoitetaan muodossa F = rna, Sl -

ta voidaankin pitaa pelkastaan voiman maaritelmana eika aksiooma­

na . Edellisessa tapauksessa perussuureina voisivat olla voima, 

massa, pituus ja aika seka jalkimmaisessa vain massa, pituus ja 

aika . Tata jalkimmaista tulkintaa on kritisoitu voimakkaasti ja 

todettu, etta sita kayttaen mekaniikka ei ole enaa kuin tautolo­

giaa [2.2, s.7] . Esimerkiksi statiikassa ei voitaisi kasitella 
-+ -+ 

erillisia voimia, koska a = 0 kullekin partikkelille . 

Kun SI - jarjestelmassa operoidaan partikkelimekaniikassa perus ­

suureiden massa m ([m] = kg) pituus l ([l] = m) ja aika t ([t] = s) 

avulla ja kaytetaan liikelakia yleisesti muodossa (2 . 1 . 1) voiman 

yksikon N = kgms - 2 maarittelyyn , syntyy siis tiettyja ajatuks elli ­

sia ongelmia . Eras tapa kiertaa ne on ajatella edelleen tarvit ­

taessa myos voima perussuureeksi. Sita voitaisiin mitata vaikka 

sen tiettyyn standardijouseen .aiheuttaman venyman perusteella. 

Voiman yksikko sovitettaisiin sitten suuruudeltaan sellaiseksi, 

etta kaavassa ~ = km~ k tulisi lukuarvoltaan ykkoseksi. 

Todettakoon viela, etta suunnikaslakiaksiooma sanoo vain, etta 

voima on vektorisuure . Voitaisiin ajatella, etta tama tulos 
-+ seuraa suoraan yhtalosta (2 . 1 . 1), koska siina maaritellaan a par -

tikkelin paikkavektorin toisena aikaderivaattana. Asia on kuiten­

kin mutkikkaampi, ks . esimerkiksi [2.3]. 
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2.2 Kinematiikka 

2.2.1 Yleista 

Tarkeimmat kinematiikan kasitteet ovat partikkelin ~~~~ (engl . 

path), ~§~~~ (engl. position), ~~E~~§ (engl. velocity) ja ~~i0~y ­

~yy~ (engl . acceleration): 

····----~--------- -----~~---,··-------··-~·-·--·----

~p -+ -+ 

y·" As em a r = r ( t) , 

~ Ra~---
-+ -+ 

Nopeus v r (2.2.1) 

-+ -+ -+ Kiihtyvyys a = v r 

------------------·------·---·---

Kuva 2.2.1 Kinematiikan suureita. 

Suureen ( ) derivaattaa ajan t suhteen merkitaan Newtonin kayt­

toonottamalla tavalla (') = d( )/dt. Kuvan 2.2.1 suureiden yksi-
-+ -+ -1 -+ -2 

k o t ova t [ r ] = m, [ v] = m s , [ a ] = m s . 

Karteesisessa suorakulmaisessa xyz-koordinaatistossa saadaan 

~ ----~--r-1-· ~-r---t--]~-r-k--.~-------

zl ---;;-:___ ~ x~ + i{+ zk ~ 
/

,...,. ~=v1+v]+vk 
X y Z 

•--t- . --t- •-+ 
--rrn- = Xl + YJ + zk , --t- y 

/ i J -+ --t- --t- -+ 
a = a l + a J + a k 

X X y Z 
•--t- ·~ •-=+-= Xl + YJ + zk . 

(2.2.2) 

--~~-------- ·----~-------·-----------·--·-·-------~ 

Kuva 2.2.2 Karteesinen suorakulmainen koordinaatisto . 

Nopeuden ja kiihtyvyyden arvot eivat muutu, vaikka partikkelin 

paikkavektori on mitattu origon sijasta mielivaltaisen koordinaa ­

tistossa olevan kiintean pisteen suhteen . Kiintean aineen meka-
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-+ -+ 
niikassa partikkelin radan yhtalo r = r(t) seka nopeus ja kiihty-

vyy s esitetaankin yleensa kaavojen (2.2 . 1) sijasta seuraavasti 

-+o 
r 

•-rn T 

Kuva 2 . 2.3 Siirt yma ~ . 

-+. 
r 

-+ 
u = 

-+ 
v 

-+ 
a = 

-+ o 
r + 

-r u l 
X 

-t-
Ul + 
•. -+ 
u = 
• i 
-+ 
u = 

-+ 
u ( t) ' 

-t -+ 
+ UY J + u k z 

-t -+ 
VJ + wk ' (2. 2 .3) 

·-r . -+ •-+ 
Ul + vj + wk 

.• --t- • --t- • r+ 
Ul + VJ + wk 

Tassa ~ ([~] = m) on partikkelin §~~~~~~ (engl. displacement) 

partikkelille valitun ns . referenssitilan tai alkutilan (viittaus 

ylaviitteella o) suhteen. Alkutilaksi valitaan tavallisesti kap ­

paleen asema hetkella t = 0, kun tarkastelun alaiset kuormitukset 

eivat viela vaikuta kappaleeseen . 

Kuvassa 2 . 2 . 3 esitetylle siirtym~n muutokselle PI?• = 6-;: = 6~ 

kaytetaan myos usein nimitysta siirtyma . Siirtyma - kasitteen 

kulloinenkin merkitys selviaa taten tasmallisesti vasta mainitse­

malla erikseen ko . siirtymaan liittyva alku - ja lopputila . 
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2 . 2 . 2 Jaykan kappaleen liike 

Jaykan kappaleen siirtyman kuvaamiseen kaytetaan mm . kasittei ­

ta translaatio ja rotaatio . 

~E~~~!~~~i2 (engl. translation) eli etenemisliike on jaykan 

kappaleen liiketta, jossa kappaleen suuntautuneisuus ei muutu . 

Kaikki jaykan kappaleen partikkelit saavat translaatiossa saman 

siirtyman . Translaatio - sanalla tarkoitetaan usein paitsi itse 

ko . liiketta myos vastaavaa siirtymaa . Taten jaykan kappaleen 
---T -+ 

yhden mielivaltaisen partikkelin P siirtyma PP' = 6up ilmaisee 

taysin kappaleen translaation . 

EQ~~~~!Q (engl. rotation) eli pyorimisliike eli kiertoliike 

kiintean suoran - ns. rotaatioakselin - ympari on j aykan kappa ­

leen liiketta, jossa talla suoralla olevat partikkelit pysyvat 

paikoillaan . 

Kuvassa 2.2.4 on tarkasteltu rotaatiota pisteen P kautta kulke -

van rotaatioakselin PR ympari. Par ­

tikkeli, joka on alkuasemassa pistees­

sa Q,siirtyy pitkin ympyrankaarta 

(sade = I~Q/Pisina ) loppuasemaan Q' . 

Kasitteella ~~!~~~iiE~~~ (engl. 

Kuva 2.2.4 Rotaatio e. 

angular displacement) tai myos E2~~~ ­

~!Q tarkoitetaan §~~~~~!§i~~~~ (engl. 

directed line segment) 8 ([8] = rad), 

jonka pituus on kiertymiskulman 8 suu ­

ruus ja joka on rotaatioakselin PR 

suuntainen siten, etta suunta on oi­

keakatisen ruuvin etenemissuunnan mu -

kainen. 

Suure 8 ei ole vektori, jonka takia ei ole kaytetty merkintaa 
-+ 
8. Jos esimerkiksi suoritetaan kaksi perattaista rotaatiota pis-

teen P kautta kulkevien erisuuntaisten rotaatioakselien ympari, 

on helppo todeta, etta jaykan kappaleen loppuasema riippuu rotaa ­

tioiden suoritusjarjestyksesUL Tama merkitsee, etta rotaatiot 

eivat toteuta vektorilaskennan summan vaihdantalakia koskevaa 

aksioomaa, joten rotaatioita ei voida pitaa vektoreina, mikali 

vektori maaritellaan kuten matematiikassa yleensa on tapana . 



- - -- ------------ --- ----- ----

2. 2. 4 

(Joissakin esityksiss~ kuten esimerkiksi l~hteess~ [1] rotaati­

ota nimitet~~n vektoriksi . ) 

Voidaan osoittaa, ett~ mit~ .. pienempi~ rotaatiot ovat, sit~ 

v~hernm~n kappaleen loppuasema riippuu rotaatioiden suoritusj~r­

jestyksest~. Infinitesimaalista eli differentiaalista rotaati­

ota voidaankin pit~~ vektorina ja sille tullaan k~ytt~~~n tun­

nusta G. Kuvaa 2 . 2 . 4 tarkastelemalla ei ole vaikea osoittaa ris­

titulon m~~ritelm~~ apuna k~ytt~en, ett~ rotaatiota 8 vastaava 

pisteess~ Q olevan partikkelin infinitesimaalinen eli differenti ­

aalinen siirtym~ saadaan yksinkertaisesta kaavasta 

(2.2.4) 

-+ -+ 
(Kun siirtym~t ovat infinitesimaalisia, vektorin rQ/P tai rQ'/P 

k~yt6ll~ t~ss~ kaavassa ei ole eroa.) ~~rellisen rotaation :yh ­

teydess~ vastaavasta lausekkeesta tulee huomattavasti monimutkai ­

sempi. 

Ns. Chasles•n lauseen mukaan 

- ---·----

J~yk~n kappaleen yleinen 

siirtym~ on samanarvoinen 

kuin siirtym~, joka aikaan­

saadaan suorittamalla ensin 

translaatio ja sitten rotaa­

tio siirtopisteen kautta kul­

kevan suoran ymp~ri. 

Kuva 2.2.5 J~yk~n kappaleen siirtym~. 

Siirtopisteell~ tarkoitetaan j~yk~n kappaleen mielivaltaista par­

tikkelia (kuvassa 2 . 2.5 partikkeli P), jonka avulla translaatio 

ajatellaan konstruoiduksi, siten ett~ ko. partikkeli siirtyy alku­

asemasta (1) loppuasemaan (2) . Translaation 6~P osuus riippuu 

yleens~ siirtopisteen P valinnasta, . mutta vaadittavan rotaation ~ 

suuruus ja suunta on siit~ riippumaton . 
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Chasles'n lause voidaan lausua rnyos rnuodossa, jossa suorite­

taan ensin rotaatio ja sitten translaatio tai rnolernrnat samanaikai ­

sesti. 

Kun tarkastellaan pienta ajan valia, kappaleen liike on vahais­

ta ja erityisesti Chasles'n lauseeseen liittyva vaadittu rotaatio 

S on pieni. Differentiaalisen ajan valin dt yhteydessa se rnuuttuu 
-+ 

tietyksi differentiaaliseksi rotaatioksi a. (Tassa ei ole haluttu 
-+ 

kayttaa usein esiintyvaa merkintaa de. On nimittain huomattava, 

etta yleiseen jaykan kappaleen liikkeeseen ei voida liittaa jon­

kinlaista kappaleen suuntautuneisuutta kuvaavaa vektoria 8 = e(t)' 

siten etta sen differentiaali ajan muutoksen dt johdosta antaisi 

vastaavan differentiaalisen rotaation arvon. Tasoliikkeessa tal­

lainen vektori voidaan kuitenkin maaritella.) Lisaamalla rotaa­

tiosta johtuvaan yleisen partikkelin Q differentiaaliseen siirty­

maan (2.2.4) translaatiosta johtuva differentiaalinen siirtyma 
-+ 

dup saadaan tulos 

(2.2.5) 

Kun siis tunnetaan jaykan kappaleen yhden partikkelin differenti­

aalinen siirtyma ja jaykan kappaleen differentiaalinen kulmasiir­

tyma, jaykan kappaleen jokaisen muun partikkelin differentiaali­

nen siirtyma voidaan laskea kaavan (2.2.5) avulla. Tata kaavaa 

kaytetaan ns. pienten siirtymien teoriassa hyvin yleisesti vastaa ­

vana pienia aarellisia siirtymia koskevana. usein kaytannossa 

esirnerkiksi jonkin koneen alustarakenne voi olla mitoiltaan luok­

kaa muutamia metreja kun taas siirtymat voivat olla luokkaa muu­

tamia millimetreja. Jos alusta voidaan kasitella jaykkana, kaa­

vat (2.2.5) ovat talloin viela aarellisia siirtymia koskevinakin 

erittain tarkkoja. 

Jaykan kappaleen ~~!~~£~E~~~ (engl. angular velocity) 

rads-1 ) rnaaritellaan kullakin hetkella suhteena 

-+ e 
w = lim L1t 

L1t-+0 
= 

-+ e 
dt ' 

-+ -+ 
w ( [w] = 

(2.2 . 6) 
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-+ 
jossa 8 on ajan differentiaalia dt vastaava differentiaalinen 

kulmasiirtyrna . 

Jakamalla yhtalo (2.2 . 5) ajan differentiaalilla dt saadaan 

jaykan kappaleen partikkelien nopeuksia koskeva yleinen tulos 

(2 . 2 . 7) 
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2.2.3 Suhteellinen liike 

Kuvan 2.2.6 esittamat kaksi koordinaatistoa ovat liikkeessa 

toistensa suhteen . Voidaan osoittaa, etta havaitsijoiden I ja R 
-+ -+ 

mittaamien partikkelin P kiihtyvyyksien a ja a valilla on yhteys 
r 

-+ a 

-+ 
a 

-+ 

-+ 
a 

r 

ao 

= 

= 

+--------·-----------

;:r + ;:0 + ~x~~-----~ 
-+ -+ -+ -+ -+ + wx(wxs ) + 2wxvr (2.2.8) 

(d
2t) • .-+ • .-+ • .-+ 

\dt 2· I 
= XI + YJ + ZK 

(d2~) ·rt- • o-t • .-+ 

\dt 2 R 
= Xl + YJ + zk 

(2 :2. 9) 
-+ 

(dr 0 \ •• -+ •• -+ • .-+ 

\dt )I 
x 0I + YOJ + ZK 

(d~) = 
\dt R 

·-+ •+ •+ 
xi + yj + zk 

Kuva 2.2.6 Kaksi koordinaatistoa. 

-+ -+ 
Kaytettyjen tunnusten merkitys lienee ilmeinen. Suure w (wR/I) 

on xyz-koordinaatiston kulmanooeus XYZ-koordinaatiston suhteen. . . -
-+ -+ -+ 

Suure w (wR/I) = (dw/dt )I on vastaava kulmakiihtyvyys. Kaavalla 

(2.2.8) on kayttoa mm., kun liiketta tarkastellaan koordinaatis­

tossa, joka ei ole inertiaalikehys (ks. kohta 2.3.11). 

Huomautettakoon, etta tietyn koordinaatiston maarittely vaatii 

kaytannossa jonkin enemman tai vahemman mieluummin enemman -

jaykan kappaleen olemassaoloa. Kuvan 2 . 2.6 yhteydessa mainittu 

koordinaatiston kulmanopeus tarkoittaa itse asiassa sen jaykan 

kappaleen kulmanopeutta, johon ko . koordinaatisto on ajateltu 

kiinnitetyksi. 
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2.3 Kinetiikka 

2.3.1 YleisUi. 

Tassa kohdassa esitetaan joitakin yleisia kasitteita, joista 

osa kuuluisi itse asiassa kinematiikkaan,mutta jotka on otettu 

tahan lahemmaksi tulevia sovellutuksiaan . 

Partikkelisysteemi. Termi ~~EE~!~ (engl . body, material body) 

on mekaniikassa yleisnimitys tietylle koko ajan ~~~2!~~~-~!~~­

b!~~~~~!~~~ muodostuvalle systeemille . Siis esimerkiksi tiettya 

nestemaaraa pidetaan tassa mielessa kappaleena . Partikkelimal­

lin yhteydessa puhutaan kappaleen sijasta usein E~~~!~~~!!§y~ ­

~§~~!~~~ · Kuvassa 2 . 3.1 (a) on esitetty tassa partikkelisystee-

(a) 

--------------·--------------·---

• ---,. ..... 
I ' , 

I .. i ' 
I ' . ' I \ 

t .. \ 
I a ' \ 

• J \ 

' \ • 1 , 
\ o I 

\ I 
/ 

'- N• / ......... / 

..,. ----

-L
:E\ 

.... , -+ 
/ ' .. v.- R. 

I . -' l l -- -+ 
I ..,..,j~ f. . '\. -+ .......... , ""'- lJ \. 

7: f f .. ~ '\ 
i J l ...... \ 

I. • . \ 
• A \ I J \ 

\ . 
• 

(b) 

-+ 
F. partikkeliin i vaikuttavien ulkoisten voimien resul ­

l 

tantti 

N 
L: 

j=l 
j:fi 

-+ 
f .. = 
lJ 

partikkeliin i vaikuttavien sisaisten voimien 

resultantti 

-+ -+ -+ 
R. F. + f. = partikkeliin i vaikuttavien voimien resul­

l l l 

tantti 

Kuva 2.3 . 1 (a) Partikkelisysteemi . (b) Partikkelisysteemiin vai ­
kuttavia voimia . 
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min numeroinnissa ja kuvassa (b) vaikuttavien voimien merkinnois ­

sa kaytettavia tunnuksia. Jatkossa pelkka summamerkki L tulee 

tarkoittamaan summaa kaikkien systeemin partikkelien yli. 

Partikkelisysteemille johdetuissa lauseissa esiintyy usein 

systeemin ns. ~~§§~~§§~!2 (engl. center of mass) C - kaytetaan 

myos huonompaa nimitysta painopiste - , jonka paikkavektori ori ­

gon suhteen maaritellaan kaavalla 

l 
(2 . 3.1) 

-----
,. __,-- ~ -+ -+ ~ ..... 

mrc = L m.r. ;" . ..... 
I ....... l l ,. 

' I • , \ eli 
0 i c 

If 

I \ 
\ I mxc I m.x. 

e I l l 
\ r. 

l / L ' Gl mv miyi ,/ -' C ( 2. ~- · 1 I ) I 

mzc L m. z. 
l l 

-- ------ --·--- ·----·------------------

Kuva 2.3.2 Massakeskio. 

jossa mi on partikkelin i massa ja 

m = L m. 
l 

systeemin kokonaismassa. 

(2.3.2) 

Rajoitteet ja yleistetyt koordinaatit. Systeemin partikkelit 

eivat ole yleensa taysin vapaita liikkumaan, vaan tietyt kine ­

maattiset ehdot eli side-ehdot eli rajoitusehdot eli E~i2i~~§§~ 

(engl. constraint) vahentavat liikemahdollisuuksia . Vastaavasti 

puhutaan systeemin ns. §i921~§1~-1~~~t§§§~~ (engl. constrained 

motion) . 

Tassa tullaan tarkastelemaan vain ns . ~21Q~Q~i§i~ (engl. 

holonomic) systeeme~ta, joissa rajoitteet ovat sellaisia, etta 

partikkelien asema voidaan esittaa lopuksi muodossa 

-1------- -- ---- -

i = 1,2, . . . ,N (2 . 3 . 3) 

eli 
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(2.3.3') 

Riippumattomia suureita q 1 ,q 2 , . . . ,qn, jotka siis maarittavat 

systeemin aseman, nimitetaan Y!~~§~~~y~~§! _~22E9!~~~~~!~§! 

(engl . generalized coordinate) tai usein myos Y~2~~§~§~§!~§! 

(engl . degree of freedom) . Systeemin vapausasteiden lukumaara 

n on kullekin systeemille ominainen vakio; sen sijaan yleistetyt 

koordinaatit voidaan valita periaatteessa aarettoman monella ta ­

valla . 

Yleistetyt koordinaatit q ovat ajan t funktioita q = q(t), 

mutta aika voi lisaksi esiintya eksplisiittisesti koordinaattien 

lausekkeissa (2 . 3.3); tata tapausta nimitetaan E~2~2~~§~~§~ 

(engl . rheonomic) . Kaytannossa ns . §~§!§E2~2~~~§~ (engl. 

scleronomic) tapaus, jossa eksplisiittinen riippuvuus ajasta t 

haviaa lausekkeista (2 . 3.3) on tavallisempi. 

Etenkin rakenteiden mekaniikassa, jossa partikkelien koordi­

naattien arvot eivat yleensa liiku kovin laajalla alueella, ka­

sitellaan esityksen (2.3 . 3) sijasta siirtymia (vrt . kuva (2 . 2 . 3) 

-+ -+ . I u. ui(ql,q2' ·· .,qn,t) l 
i = 1,2, ••• ,N (2 . 3.4) 

eli 

u. = u i ( q 1 'q 2' · · · 'qn' t) l 

v. = vi ( q 1 'q 2' · · · 'qn' t) l 
(2 . 3 . 4 1

) 

w. = wi(ql,q2' · .. ,qn,t) l 

Jos muoto (2 . 3 . 3) tunnetaan, muoto (2 . 3 . 4) seuraa valittomasti 

- ja kaantaen - , silla esimerkiksi 

-+ -+ 
u i = r i ( q 1 ' q 2 ' · • · ' qn ' t ) 

-+o - r. 
l 

(2 . 3 . 5) 
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Yleistettyja koordinaatteja kaytetaan tavallisimmin jaykkien 

kappaleiden muodostamien systeemien yhteydessa . Koska jaykan 

kappaleen partikkelien lukumaara on aareton, partikkeleita ei 

voida identifioida numeroimalla, vaan tata tarkoitusta varten 

tulee jokaiseen jaykkaan kappaleeseen kiinnittaa sopiva kappa ­

leen mukana liikkuva paikallinen koordinaatisto - esimerkiksi 

koordinaatit a, b ja c - , jolloin tietyt koordinaattien arvot 

identifioivat partikkelin (vrt . Lagrangen esitystapa kohdassa 

3 . 3 . 2 seka esimerkki 2 . 3 . 1) . Esimerkiksi kaava (2 . 3 . 4) kirjoite ­

taan talloin muotoon 

(2 . 3 . 6) 

eli 

v (2 . 3 . 6') 

Usein kuitenkin on tapana jattaa parametrit a, b ja c merkinto ­

jen yksinkertaistamiseksi pois muuttujaluettelosta . 

Mielivaltaisen yleistettyjen koordinaattien avulla kuvatun 

systeemin liikkeen 

. ,q3 / 
ql ql ( t) 

riG 
q2 q2 (t) (2 . 3 . 7) 

q2 q = q n(t) n 
ql 

Kuva 2 . 3 . 3 Konfiguraatioavaruus . 

voidaan ajatella esittavan kuvitellun partikkelin liiketta kuvi ­

tellussa n - dimensioisessa avaruudessa - ns . ~2~f!g~~~~i!2~Y~~~~ -

2~§§~ (engl . configuration space) - , jonka koordina atteja ovat 

q 1 ,q 2 , ... ,qn . Taten yleistettyjen koordinaattien kaytto muuntaa 
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mielivaltaisen systeemin liikkeen tarkastelun muodollisesti yh­

den partikkelin liikkeen tarkasteluksi. 

E s i me r k k i 2 . 3 . 1 Kaksoisheiluri . Kuvan (a) esittama systeemi muodostuu 
kahdesta hoikasta jaykasta sauvasta . Systee­
missa on nivelet pisteissa 0 ja A ja li ike on 
rajoitettu xy - tasoon. Tarkastellaan yleis -

x,u 

Sauva 1 

2 

y,v 

tettyjen koordinaattien valintaa . 
Esimerkiksi ottamalla yleistetyiksi koordi ­

naateiksi kulmat e1 = q1 ja e 2 = q2 kaavojen 
(2.3.6) vastineiksi saadaan kuvaa tarkastele ­
malla (otetaan systeemin alkuasemaksi katko -
vi ivoituksella esitetty asema) 

u = b1sine 1 
,} sauva (a) 

v = b1cose 1 - b1 

u = 1 s i ne 1 + b2sine 2 
} sauva 2 (b) 

v = 1 cose 1 + b2cose 2 - 1 - b2 ' 

jossa 1 on yhta pitkiksi otaksuttujen sauvojen 
pituus seka b1 ja b2 ovat val itut sauvakohtai ­
set paikalliset koordinaatit, jotka identifi­
oivat ko. partikkelin. 

(a) Kyseessa on holonominen skleronominen kah­
den vapausasteen systeemi. Yleistetyik'si 
koordinaateiksi kelpaisivat myos esimerkiksi 

suureet xA ja x8 tai xA ja e 2 . Jos esimerkiksi tuelle 0 annettaisiin 
jakin ajasta eksplisiittisesti riippuva pakkoliike, systeemi muuttuisi 
reonomiseksi. 

Pienten sii rtymien tapauksessa sine~ e ja case~ 1 ja paastaan ylei s­
tettyjen koordinaattien suhteen 1 ineaariseen esitykseen 

u = 
b1e1 ' } sauva 
0 ' 

(c) 
v = 

u = le1 
(d) 

v = 0 . 

Differentiaalisille siirtymille saadaan lausekkeista (a) ja (b) esi ­
tykset 

du b1cose 1-de 1 ,} sauva 1 
dv - b1sine 1-de 1 

(e) 

du 1 cose 1 · de 1 + b 2 co 5 e 2 • de 2 
:} sauva 2 

dv - lsine·de - b2sine 2-de 2 1 1 

(f) 
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Voimien luokittelua . Systeemiin vaikuttavat voimat voidaan jao­

tella mekaniikassa tarkoituksesta riippuen usealla eri tavalla . 

(l) Q!~2~~~~-j~- ~~~~~§~~-~2~~~~ · Systeemin partikkeliin vaikut ­

tavaa voimaa sanotaan ~~§~~~~~§~-~Qi~~~~! (engl . internal force), 

jos sen synnyttaa toinen systeemiin kuuluva partikkeli; muussa 

tapauksessa voima on ~1~2i~§~ (engl . external force) . 

On helppo osoittaa tarkeat yksinkertaiset tulokset (ks . kuva 

2 . 3 . 1 (b)) 

2: 
-+ f. = 0 

l 

-+ -+ 0 I 
(2 . 3 . 8) 

2: ri/A X f. = 
l 

J 

eli sisaisten voirnien resultantti ja momentti mielivaltaisefi pis ­

teen suhteen ovat nollia; ts . sisaisten voimien muodostama voima­

systeemi on ns . ~Q11~~Q~~~§Y§t§§~~ (engl. zero force system). 

Edellisen perusteella saadaan kaavat 

-+ -+ -+ y£-i -+ 

1(2 . 3.9) 

F - 2: R. = 2: F. + = I F. ' l l l 

M -+ -+ -+ -+ -+ 1~- = -+ -+ 
- I ri/A X R. = I ri/A X F. + 2: _! i/A 

X 2: ri/A X F. 
l l l l 

) 

-+ 
eli partikkelisysteemiin vaikuttavien voimien resultantti F on 

yhta suuri kuin ulkoisten voimien resultantti ja voimien moment-
-+ 

ti M mielivaltaisen pisteen suhteen on yhta suuri kuin ulkoisten 

voimien momentti taman pisteen suhteen . 

Esimerkkeina ulkoisista voimista mainittakoon valitun systee­

min ulkopuolisesta massasta johtuvat gravitaatiovoimat ja ulko ­

puolisten partikkelien synnyttarnat kosketusvoimat . Samat esi­

merkkitapaukset patevat myos sisaisina voimina, kun ko . partik­

kelit kuuluvat systeemiin . 

Systeemin voimien jako ulkoisiin ja sisaisiin voimiin on kaik­

kein tarkein voimien luokitteluperuste . Se tulee esille etenkin 

liikemaaran ja liikemaaramomentin periaatteiden yhteydessa . Jat ­

kossa tullaan tar vittaessa merkitsemaan ulkoisiin ja sisaisiin 

voimiin liittyvia suureita viitteilla ext ja int . 
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(2) ~~~~i~i~i~iYi~§i~Y~~~~i_ i~-E~i~ii§Y~~~~i · Kun systeemissa 

esiintyy kinemaattisia rajoitteita, kuhunkin rajoitteeseen tay-

tyy ajatella liittyvaksi tietty f~jQ~~§YQ~~~ (engl. force of 

constraint) eli pakkovoima eli reaktiovoima eli tukireaktio, jo­

ka pakoittaa systeemin liikkeen aina sellaiseksi, etta rajoit ­

teet toteutuvat. Rajoitevoimat poikkeavat systeemin muista voi ­

mista siina suhteessa, etta niiden arvoja ei voida laskea tietyn 

ns. ~Q~§i~i~i~~y~~§~-Y~i§Y9§~ (engl . constitutive equation) 

avulla, vaan ne taytyy maarittaa - mikali yleensa mahdollista ­

partikkelien liike- tai .tasapainoyhtaloista, kun partikkelien 

kiihtyvyydet ja muut systeemiin vaikuttavat voimat ovat selvilla . 

Tassa tullaan nimittamaan muita kuin rajoitevoimia eli siis kons ­

titutiivisia yhteyksia noudattavia voimia lyhyesti ~Q~~i~i~~~~y~­

§~~§~_YQ~!II~~§~. (Nimi tys ei ole yleisessa kaytossa.) 

Vakiopainovoimakentan otaksuman mukainen,massan m omaavaan 

partikkeliin vaikuttava voima mg (g on putoamiskiihtyvyys) on 

yksinkertaisin esimerkki konstitutiivisesta voimasta. Tama voi ­

ma ei riipu lainkaan partikkelin asemasta tai liiketilasta . 

Otetaan toiseksi esimerkiksi kimmoisen massattoman lineaarisen 

iQ~§§g (engl. linear spring) mallin mukaiseksi otaksuttu kahden 

partikkelin valilla vaikuttavan voiman S lauseke 

.----------·---

__-v\~ 
~,.o S 

8 ext k(s-s
0

) ·I (2.3.10) 

Kuva 2 . 3 . 4 Lineaarinen jousi. 

Tassa k ([k] = Nm-
1

) on jousen ns . i2~~!Y~~~Q (engl. spring 

constant) ja s-s0 jousen venyma . Kun partikkelien asemat ovat 

selvilla, venyma ja siis voiman S arvo voidaan aina laskea . Jos 

sen sijaan asetetaan jaykan kappaleen mallin mukainen ehto: etai­

syys on vakio = s 0
, voimaa S ei saada enaa lasketuksi kaavasta 

(2 . 3 . 10). Rajoite voitaisiin ajatella aikaansaaduksi antamalla 

jousivakion arvon lahestya aaretonta, jolloin venyma lahestyy 

nollaa ja kaava (2 . 3 . 10) antaa voimalle s epamaaraisen arvon 00 · 0 . 
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Rajoitevoimat liittyvat aina kaytetyn mallin liioiteltuun 

jaykkyyte en 1 joka ei vastaa todellisuutta . Esimerkiksi tapausta 

jaykka pallo vierii jaykalla alustalla ei ole todellisuudessa 

olemassa 1 vaan pallo painuu tietyn matkan alustaan muuttaen itse ­

kin muotoaan ja alustasta palloon kohdistuva voima muodostuu la­

heisten molekyylien valisista tiettyja konstitutiivisia yhteyksia 

noudattavista voimista . Jaykkien mallien kaytto merkitsee kui ­

tenkin tassa palloon kohdistuvan kosketuskohdassa vaikuttavan 

tuntemattoman rajoitevoiman otaksumista . 

Rajoitevoimien erityisen luonteen vuoksi mekaniikan tehtavis ­

sa syntyvat yhtalot pyritaan yleensa mikali mahdollista muotoi ­

lemaan siten 1 etta tuntemattomat rajoitevoimat eivat esiinny 

niissa. Tama tapahtuu systemaattisesti virtuaalisen tyon peri­

aatteen avulla . 

(3) ~2~§~EY~~~~Y~§~~-j~-~2~~2~§~EY~~!~Y~§~t_Y2~~~~· Systeemin 

partikkeliin vaikuttavaa voimaa sanotaan ~2~~~EY~~!!Y~§~~§!_Y2! ­

~~~§! (engl. conservative force) 1 jos sen systeemiin tekema tyo 

riippuu vain systeemin alku- ja lopputilasta eika systeemin nai­

den tilojen valilla kulkemasta tiesta; muussa tapauksessa voima 

on ~E~~2~§~EY~~~!Y~~~~ (engl . nonconservative) . 
-+ 

Jos voima syntyy ns. voimakentan johdosta 1 voima F on konser -

vatiivinen1 jos on olemassa pelkastaan voiman vaikutuspisteen 
-+ -+ 

paikan r funktio V(r) siten 1 etta 

-Vv , [ (2 . 3.11) 

jossa VV on funktion V gradientti . Funktiota V ([V] = J) nimi-
-+ 

tetaan voiman F E2~~~~~~~~~~~~Eg~~~§! (engl. potential energy) . 

Miinusmerkki kaavassa (2.3.11) ei ole oleellinen 1 mutta on va­

kiintunut kayttoon . Karteesisessa suorakulmaisessa koordinaa­

tistossa kaavan (2.3.11) vastine on 

l F _ av 
~ - - - dX I 

av 
- ay I 

F ~ _ av J 
z az 

(2.3.11') 

Potentiaalienergian lausekkeeseen voidaan lisata mielivaltai -
-+ 

nen vakio ilman 1 etta voiman F arvo muuttuu . Pistetta 1 jossa 
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V:n arvo kiinnitetaan - otetaan tavallisesti arvo nolla - nirni ­

tetaan usein Y~fi~!1~~!§!~~t§! (engl . datum). 

Jos operoidaan rakenteiden rnekaniikassa kaytetyn tavan mukaan 
+ + 

partikkelin paikkavektorin r sijasta partikkelin siirtyman u 

avulla, 

eli 

+ +o + 
r = r + u (2 . 3.12) 

x = x 0 + u , y = y0 + v , 0 z = z + w . (2.3.12') 

+ Potentiaalienergia V(r) on sijoituksen (2.3.12) jalkeen siirtyman 

~ funktio V = V(~) = V(u,v , w). Suureiden x, y ja z roolit kor ­

vautuvat suureilla u, v, w . Esimerkiksi kaavat (2.3.11') saavat 

rnuodon 

av 
dU ' = - 'aV 

av ' F 
z = av 

aw . 1 (2.3.13) 

Yleisimmat konservatiiviset kenttavoirnat ja niiden potentiaa­

lienergian lausekkeet sisaltyvat seuraaviin tapauksiin: 

( 1) 

( 2) 

Kuva 2 . 3 . 5 jatkuu 

+ 
Voirna F on kohtisuorassa kiinteaa tasoa 
vastaan ja voiman skalaariarvo riippuu 
vain (merkilla varustetusta) etaisyydes­
ta h:F = F(h). Potentiaalienergia 

V(h) = -f F(h)dh . . (2.3.14) 

Voiman F vaikutussuora leikkaa kiintean 
suoran kohtisuoraan ja voiman skalaari­
arvo riippuu vain etaisyydesta 
h:F = F(e). Potentiaalienergia 

V(e) = -f F(e)de . (2.3.15) 



( 3) 

2 . 3 . 10 

-+ 
Keskeisvoiman F skalaariarvo r11nnuu 
vain etaisyydesta r : F = F(r) . Potenti ­
aalienergia 

V(r) = -J F(r)dr . (2 . 3 .1 6) 

Kuva 2.3.5 Potentiaalienergian lausekkeita. 

Esiintyvat integraalit tarkoittavat funktioiden F(h), F(e) ja 

F(r) integraalifunktioita . Kun potentiaalienergian lausekkei­

siin sijoitetaan lopuksi tila-nteesta riippuvat yhteydet 

h = h(x,y,z) tai h = h(u,v,w) jne., paastaan niin haluttaessa 

esitykseen V = V(x,y,z) tai V = V(u,v,w) jne . 

Kuvassa 2 . 3 . 6 on esitetty kolmen usein esiintyvan konseryatii ­

visen voiman potentiaalienergian kaavat siirtymien avulla lausut ­

tuina ottaen vertailupisteeksi partikkelin asema alkutilassa . 

(l) 

( 2) 

z I z 
~ w = vakio 

y 

X 

Kuva 2.3.6 jatkuu 

-+ 
Vakiovoima F . Tarkemmin SllS suuhnaltaan 
ja suuruudeltaan vakioarvoisen voiman 
potentiaalienergia 

V = - (F u+F v+F w) 
X y Z 

Keskipakovoima 
-+ -+ -+ -+ 
F = -mw x ( w x r) 

F 2 0 2 0 mw (x +u) R:J mw X 
X 

F 2 0 2 0 = mw (y +v) R:J mw y y 

(2.3.17) 

eli 

(2.3 . 18) 

jossa likimaaraiset muodot liittyvat 
pienten siirtymien teoriaan . Potentiaa­
lienergia 

2 0 l 2 0 l 2 V = - mw (x u+ 2 u +y v+ 2 v ) 

2 0 0 
R:J -mw (x u+y v) (2 . 3 . 19) 



( 3) 

X 

' 
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-+ 
Lineaarinen palautusvoima F tasotapauk -
sessa eli 

(2.3 . 20) 

eli 

{F} = -[k]{u} , (2 . 3 . 20 1
) 

jossa [k] on symmetrinen . Potentiaali ­
energia, 

(2 . 3 . 21) 

Kuva 2 . 3 . 6 Konservatiivisia voimia . 

Lausekkeet saadaan kuvan 2 . 3 . 5 tulosten erikoistapuksina . Ta ­

pauksen (3) yleistys kolmeen dimensioon on ilmeinen . 

Systeemissa vaikuttaa yleensa myos (makroskooppisia) voimia, 

joita ei voida esittaa voimakentan avulla, vaan sen sijaan nama 

voimat voidaan maaritella vain tietyn kappaleen tai kappaleiden 

yhteydessa . Naita ovat mm. rajoitevoimat . Tamantyyppiset voi ­

mat ovat konservatiivisia, jos niiden tekema tyo on aina nolla, 

koska silloin niiden tekema tyo ei selvastikaan riipu systeemin 

kulkemasta tiesta . Rajoitevoimat ovat tavallisesti tassa mie ­

lessa konservatiivisia . Kuitenkin jos rajoitteet ovat ekspli ­

siittisesti ajasta riippuvia - reonominen tapaus - vastaavien 

rajoitevoimien tekeman tyon ei tarvitse havita, joten talloin 

rajoitevoimat ova t epakonservatiivisia . Esimerkki: 

·------·--------

Jaykka kappale B - on tassa 
tarkasteltava kappale - vierii 
tai liukuu pitkin annetussa 
pakkoliikkeessa olevaa jaykkaa 
kappaletta A. Rajoitevoiman N 
kappaleeseen B tekema tyo on 
nollasta eroava paitsi, jos 
kappaleen A liike haviaa. 

Kuva 2 . 3 . 7 Epakonservatiivinen rajoitevoima . 
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Kuvassa 2 .3. 8 on esitetty lisaesimerkkeja epakonservatiivi ­

sista voimista . Ajasta eksplisiittisesti riippuvat voimat ovat 

aina epakonservatiivisia. Nopeudesta riippuvat voimat - kuten 

(1) 

( 2) 

( 3) 

v ._,.. __ 
R ...,...,-

~· 
./ 

/ 

Harmoninen voima 

-+ A -t-
F = FsinWt] . (2 . 3 . 22) 

A 

Voiman amplitudi F ja kulmataajuus 
w ovat vakioita . 

-+ 
Seuraajavoima F (engl. follower 
force, slave force) . Voiman suunta 
yhtyy sauvan akselin suuntaan sauvan 
paan kohdalla . 

Vastusvoima 

R = av tai 2 R = Sv , (2 . 3 . 23) 

Suureet a ja S ovat positiivisia 
kertoimia ja v on partikkelin vauh­
ti. 

Kuva 2.3.8 Epakonservatiivisia voimia. 

esimerkiksi kitka- ja vastusvoimat - ovat melkein aina epakon­

servatiivisia. Ns. ~YEQ§~QQ29!§§1_YQ!ill~i (engl. gyroscopic 

force) [2.4],jotka ovat aina kohtisuorassa liikesuuntaa vastaan, 

ovat ainoita nopeudesta riippuvia konservatiivisia voimia, silla 

niiden tekema tyo haviaa todellisessa liikkeessa. Tavallisin 
-+ -+ 

esimerkki gyroskooppisesta voimasta on Coriolisvoima - 2mw xvr' 

kun toimitaan rotaatiossa olevassa koordinaatistossa . 

Edella on kasitelty lahinna yhteen partikkeliin vaikuttavia 

konservatiivisia tai epakonservatiivisia voimia. Sarna kasittely 

patee luonnollisesti myos partikkelisysteemin kuhunkin partikke­

liin vaikuttavien ulkoisten voimien suhteen. Sisaiset parittain 

esiintyvat voimat vaativat lisatarkastelua . 
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-+ -+ 
Parittaiset sisaiset voimat f .. ja f .. ovat konservatiivisia, 

l] Jl 

jos on olemassa pelkastaan partikkelien i ja j valisen etaisyy-

den s funktio V .. (s) - ns . sisainen potentiaalienergia- siten, 
l] 

etta 

dV .. -] lJ 
~I 

---

s ----\' ..--O J 
s 

(2.3.24) 

----··---

Kuva 2.3.9 Konservatiivinen sisainen voima s. 

jossa S on ko. parittaisten voimien skalaariarvo siten, etta 

positiivinen arvo vastaa "vetoa" . Tama tarkoittaa toisin sanot­

tuna, etta YQ!~~i_QY9i_~Q~§§fY9illYl§i9L_jQ§_YQ!~~-~-Q~_E§1~~§­

~~~~-§i~i§YY9§~_§_!~~~~lQ, silla potentiaalienergia Vij saadaan 

talloin funktion S(s) integraalifunktiona. Merkintojen yksin­

kertaistamiseksi suureita S ja s ei ole varustettu tassa indek­

seilla. Jos suureen s merkki maaritellaan painvastoin kuin 

tassa, kaava (2.3.24) on varustettava vastaavasti miinusmerkilla . 

Jos S on jaykan kappaleen malliin (s = s 0
) liittyva rajoite­

voima, voimat f .. ja £ .. ovat selvasti konservatiivisia, koska 
l] Jl 

niiden yhteensa tekema tyo on aina nolla (ks. esimerkki 2.3.2). 

Kuvassa 2.3.10 on esitetty lineaarisen jousen mallin mukaiseen 

seka gravitaatiovoiman mukaiseen tapaukseen liittyvat sisaisen 

s 
/ext 

k ~ 

// ./sext 

s < 
ext/ 

<II> s 
/ 
s t ex 

Kuva 2 . 3.10 jatkuu 

(1) Lineaarinen jousi. Voima 

S = k(s - s 0
) (2.3.25) 

jossa s - s 0 on jousen venyma ja k 
jousen jousivakio. Sisainen poten­
tiaalienergia 

1 0 2 [- - -- 1 
~ = 2 k(s - s ) . (2.3.26) 

·---·-·----



rn. e 

)/ 
s 
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(2) Kahden partikkelin valinen gravi ­
taatiovoima. Voima 

rn.rn. 
s = y ~, 

2 s 
(2.3.27) 

jossa y on yleinen gravitaatiova­
kio . Sisainen potentiaalienergia 

rn. m. I 
v = -y -1;-2 : (2.3.28) 

Kuva 2.3 . 10 Konservatiivisia sisaisia voimia. 

potentiaalienergian lausekkeet . Vertailutilaksi, jossa potenti ­

aalienergia on nolla, on otettu jousen tapauksessa jousen lepo ­

pituus s 0 
- siis pituus, jossa jousivoirna haviaa- ja gravitaa­

tiovoirnan tapauksessa tila s = oo 

Rakenteiden rnekaniikassa puhutaan sisaisen potentiaaliener­

gian sijasta tavallisesti ~!~2~g§~g!~~~~ tai ~~Q9Q~~~~tQ§§ll§~­

q~~~t~ (engl. strain energy). 

Ns. !!g§~~~!~§~-Y~i~§gg!~ (engl . linear damper), jossa 

_.,.v• 
~__,.. s 
~ ext s 

Kuva 2.3.11 Lineaarinen vairnennin. 

!s ~ . 
cs (2.3 . 29) 

·----·---

ja jossa s = d(s-s0 )/dt on jousen venymanopeus ja c ([c] = Nm- 1s) 

on jousen ns. Y~!~§g~~~y~~i2 (engl . coefficient of viscous 

damping) on esimerkki epakonservatiivisesta sisaisesta voimasta. 

Huomautettakoon, etta tavalliset jousen ja vairnentirnen rnallit 

voidaan ajatella kahden rnassattornan partikkelin systeemeiksi, 
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joissa symbolinen jousen tai manta-sylinterin kuva ilmaisee 

partikkelien valilla vallitsevan vuorovaikutuksen tyypin . Taman 

ajattelun korostamiseksi on tietyt voimat varustettu kuvissa 

viitteella ext (S t = S) . ex 
Konservatiivisia (epakonservatiivisia) voimia ja niihin liit-

tyvia suureita tullaan merkitsemaan tarvittaessa viitteilla c(n) . 

Konser~atiivisilla voimilla on hy6dyllisia ominaisuuksia energia­

periaatteen ja virtuaalisen ty6n periaatteen yhteydessa . 

(4) ~2~2g§§~~§§~-j~_§2§~2~2g§§~~§§~_Y2~~~~ · Se seikka, etta aika 

ajatellaan pysaytetyksi virtuaalisen ty6n periaatteessa, merkit­

see, etta voidaan maaritella konservatiivista voimaa yleisempi 

voimatyyppi - ns . I.!!QDQ9:§§:!2~!2§~ (engl . monogenic) voima [2.5] - , 

jolla on virtuaalisen ty6n periaatteen kannalta samat edulliset 

ominaisuudet kuin konservatiivisella voimalla. 

Ulkoinen voima F(~,t) tai kahden partikkelin i ja j valinen 

sisainen voima S(s,t) on monogeeninen, jos on olemassa funktio 
-+ 

V' (r,t) tai v~ 0 (s,t) siten, etta 
lJ 

tai 

-+ -+ 
F = - 'VV' 

av ~ 0 

s = __2:.]_ as 

(2.3 . 30) 

(2.3.31) 

Voima eroaa siis konservatiivisesta voimasta siina, etta se saa 

riippua eksplisiittisesti ajasta . Funktiota V' nimitetaan tassa 

paremman puutteessa ''ajasta riippuvaksi potentia'alienergiaksi". 

Jos voima ei ole monogeeninen, ·sita nimitetaan tassa §2§I.!!Q!229:§~­

~~§§~§~ (engl. polygenic) [2.5]. Esimerkiksi kaavan (2 . 3 . 22) esit­

tama harmoninen pakkovoima on monogeeninen ja sen ajasta riippu­

van potentiaalienergian lauseke 

/'o. 

V' = - Fsinwt·v (2.3 . 32) 

(5) ~~~~Y~§§~-j~-2~§§~~Y~§§1_Y2~~~~· Tassa nimitetaan voimia, 

joiden tekema virtuaalinen ty6 on nolla systeemin jokaisessa ki ­

nemaattisesti luvallisessa virtuaalisessa siirtymassa, 2~§§~~y~-
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§~~§~; muut voimat ovat ~~~~~Y~§~~ · Samaa jaottelua voidaan 

kayttaa tarvittaessa myos todellisen tyon suhteen. Rajoitevoimat 

ovat tarkeimpia passiivisia voimia . Aktiivisia (passiivisia) 

voimia seka niihin liittyvia suureita tullaan merkitsemaan tar ­

vittaessa viitteilla a(p) . 

(6) ~Qg§!!~§§~_Y2~~~~-j~-~~§~~~~§Y2~~~~ · Partikkeliin vaikutta ­

vaa voimaa nimitetaan tassa ~29§!!~§§~§i_Y2i~~~§~, jos voima syn­

tyy jonkin toisen massan johdosta eli siis voimalla on olemassa 

voiman ja vastavoiman lain mukainen vastavoima . Mekaniikassa on 

usein tapana maaritella puhtaasti laskennallisesti suureita, 

joilla on voiman laatu eli ns . ~~§~~~~§Y2!~!~ (engl. apparent 

force, pseudo force) , jotka eivat siis synny toisen massan johdos ­

ta ja joilla ei ole vastavoimaa. Systeemin kannalta naennaisvoi ­

mat on siis luokiteltava ulkoisiksi voimiksi. Esimerkkina todel ­

lisesta voimasta on gravitaatiovoima ja naennaisvoimasta hitaus ­

voima ja Coriolisvoima. Naennaisvoimia ja niihin liittyvia suu ­

reita tullaan merkitsemaan tarvittaessa viitteella A. Kuitenkin 

erityisesti hitausvoimien yhteydessa kaytetaan viitetta I. 

Taulukossa 2.3 . 1 nakyy viela kertaalleen edella esitetyt voi ­

mien luokittelut varustettuna joillakin huomautuksilla ja havain­

nollistavilla kuvilla. 

Taulukko 2.3 . 1 Eri voimatyyppeja 

Ulkoinen voima Sisainen voima 
,- --· -- ~ 

/ G ...._"'\. 

I "' \ 
\ '~ 
\0 " ...... 0 / ~ .._ ___ ,.., 

Sisaiset voimat eivat 1 
esiinny liikemaaran ja lii­
kemaaramomentin periaat­
teissa. 

-----------r--f--------------+-~-----·-------------------+ 

Konstitutiivi­
nen voima 

Rajoitevoima 

Taulukko 2 . 3.1 jatkuu 

Rajoitevoima syntyy mallin 
liioitellun jaykkyyden 
johdosta. 



Konservatiivi ­
nen voima 

Monogeeninen 
voima 

I Fsinwt 
~L + 
~ 

Aktiivinen 
voima 

Todellinen voi ­
ma 

Epakonservatii ­
vinen voima 

~ Fsinwt 

~ 

Epamonogeeninen 
voima 

2 v 
Bv ~-

~~ 
o-

/ 

Passiivinen 
voima 

Naennaisvoima 

2 . 3 . 17 

Konservatiivisilla voimil 
la on kayttoa energiaperi 
aatteen ja virtuaalisen 
tyon periaatteen yhteydes 
sa . 

Monogeenisilla voimilla on 
kayttoa virtuaalisen tyon 
periaatteen yhteydessa . 

Rajoitevoimat ovat aina 
virtuaalisen tyon suhteen 
passiivisia . Skleronomisel ­
la systeemilla rajoitevoi 
mat ovat myos todellisen 
tyon suhteen passiivisia . 

Naennaisvoimat syntyvat 
laskennallisesti maarit­
telemalla. Niilla ei ole 
vastavoimaa. Systeemin kan ­
nalta ne ovat ulkoisia VOl ­
mia . 
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2.3.2 Liikeyhtalot 

Yleisen systeemin partikkelien !!!~§Y~~~!2~ (engl . equations 

of motion) ovat 

,.,... .............. ......_ 

/ -- ...... I • 
-+ \ 

I 

i~ 
F. \ 

I l l 

l I 
• \ -+ -+ -+ 

(2.3.33) I F. + f. = m.a. ' . I l l l l 
\ f. . ]/ 
\ l 

\ • I i = l,2, ... ,N 
/ 

. 
............. • N 

~---..., 
/ 

Kuva 2.3 . 12 Partikkeliin i vaikuttavat voimat. 

Ulkoinen voima F. on yleisesti funktio ainakin partikkelin i ase-
l 

masta, nopeudesta ja viela eksplisiittisesti 
-+ -+ -+ -+ . 
F = F(r.,v.,t) . Parittaiset sisaiset voimat 

l l 

ajasta: 

f .. ja f .. ovat 
l] J l 

yleisesti funktioita ainakin partikkelien i ja j valisesta etai -

syydesta s, etaisyyden muutosnopeudesta s ja viela eksplisiitti­
-+ 

sesti ajasta. Voima f. on siis yleisesti funktio systeemin kaik­
l 

-+ 
kien partikkelien asemista, nopeuksista ja ajasta: fi = 
-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
fi(r 1 ,r 2 , ... ,rN,v1 ,v2 , ... ,vN,t). Esimerkkina olkoon partikkeli-

systeemiksi kasitetty ristikkorakenne, jossa ristikon massa on 

ajateltu keskitetyksi ristikon nurkkapisteisiin, jolloin ristikon 

kukin sauva ilmaisee aina partikkeliparin, jonka valilla vallit ­

see sisaisia voimia . Sauvojen vaikutus voidaan esittaa likimaa­

rin esimerkiksi lineaaristen jousten ja vaimentimien avulla. 

Jokainen yhtaloista (2.3.33) on vektoriyhtalo, joten kysymyk ­

sessa on 3N:n tavallisen toisen kertaluvun differentiaaliyhtalon 

yhtaloryhma. Ratkaisu ~1 (t), ~ 2 (t), ... , ~N(t) tai ~1 (t), ~2 (t), 
-+ 

... , uN(t) sisaltaa 6N integroimisvakiota, jotka maaraytyvat esi-

merkiksi alkuehdoista ~1 (t0 ), ~1 (t0 ) , •.. , ~N(t0 ), ~N(t0 ) tai 
-+ -+ -+ -+ 
u 1 (t

0
), v 1 (t

0
) , ••• , uN(t), vN(t

0
) ovat annettuja. Ratkaisun loy-

taminen suljetussa muodossa on ymmarrettavasti yleensa mahdoton­

ta . Tavallisesti systeemin liike on tavalla tai toisella sidot ­

tua ja rajoitevoimat muodostavat oman tuntemattomien suureiden 

joukon . 
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~i~~ii!~§§§~ tai ns . ~Y~§!~i~~iii§§§§~ (engl . quasistatic) 

tapauksessa - se on tapauksessa, jossa liike voi riippua ajasta, 
-+ 

mutta liike on niin hidasta, etta termi rna liikeyhtaloissa voi -

daan jattaa muiden termien rinnalla huomiotta - systeemia koske­

vat yhtalot (2 . 3 . 33) muuttuvat ns . i~§~E~!~QYbi~!2!~§! (engl. 

equations of equilibrium) 

i = 1,2, ... ,N . (2 . 3 . 34) 

-+ -+ -+ -+ 
Nama ovat tavallisesti tuntemattomien r 1 , ... ,rN tai u 1 , ... , uN 

suhteen algebrallisia yhtaloita ja siis paljon helpommin ratkais ­

tavissa kuin yhtalot (2 . 3 . 33) . 

Kaikki partikkelimekaniikan tehtavat ratkeavat per iaatteessa 

liikeyhtaloiden (2 . 3 . 33) avulla . Mekaniikassa on kuitenkin ta­

pana operoida useilla lisasuureilla kuten liikemaara, tyo, lii­

ke- energia, virtuaalinen tyo jne . seka naita koskevilla lauseilla 

eli periaatteilla . On syyta korostaa, ettei mitaan uusia aksi ­

oomia oteta enaa kayttoon . Johdettuja ' periaatteita voidaan so ­

veltaa usein edullisesti eri tehtavien ratkaisuissa . Samat tu ­

lokset saataisiin myos aina lahtien liikkeelle perusaksioomista . 

Pe r iaatteiden merkitys on siina, etta tarvittavat manipulaatiot 

on suoritettu valmiiksi yleisessa muodossa, jolloin kasittely eri 

sovellutuksissa lyhenee . 
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2 . 3.3 Liikemaara 

Partikkelisysteemin !!i~§~~~f~ (engl . momentum, linear momentum) 

p ([p] = kgms - 1 ) maaritellaan kaavalla 

-+ 
p L: m.v. 

l l 

Lasketaan systeemin partikkelien liikeyhtalot 

. 
-+ -+ -+ 
F. + f. = m.v. 

l l l l 

yhteen, jolloin saadaan yhtalo 

-+ 
L: F. 

l 

-+ 
L: F. 

l 

+y( 
d 
dt L: 

. 
-+ = L: m.v. 

l l 

-+ 
m.v. 

l l 

(2 . 3.35) 

(2 . 3.36) 

(2.3.37) 

Tama on ns . liikemaaran { taseen \ neriaate (engl. principle of 
------------,------~-~-------

I " ' balance r of 
\ I 

momentum) eli systeemiin vaikuttavien ulkoisten voi -

mien resultantti on yhta suuri kuin systeemin liikemaaran muutos -

nopeus . 

Derivoimalla massakeskion maarittely-yhtalo (2.3.1) ajan suh­

teen havaitaan, etta liikemaaran lauseke voidaan esittaa muodossa 

P ~ m;; c · I ( 2 • 3 • 3 8 I 

Sijoittamalla tama liikemaaran periaatteeseen saadaan ns. ~~~~~­

keskion liikelaki 

(2 . 3 . 39) 

eli systeemin massakeskio liikkuu kuten partikkeli, jonka massa 

on yhta suuri kuin systeemin kokonaismassa ja johon vaikuttaa 

systeemin ulkoisten voimien resultantti. 
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2 . 3.4 Liikemaaramomentti 

Partikkelisysteemin !~~~~~~~E~~~~~~!~ eli kulmaliikemaara 

eli dralli (engl. moment of momentum, angular momentum, saks . 

Drall, m.) L ([L] = kgm2s - 1 ) origon suhteen maaritellaan kaavalla 

+ + + 
L = L: r. xm. v. 

l l l 

Kerrotaan systeemin kunkin partikkelin liikeyhtalo 

+ + 
F. + f . 

l l 

. 
+ 

m.v. 
l l 

(2.3 . 40) 

(2 . 3 . 41) 

+ vasemalta vektorilla r. (ristitulo) ja lasketaan nain saadut yh ­
l 

talot yhteen, jolloin saadaan yhtalo 

+ 
L: r.xF. + 

l l 

+ .,v 
E r fi(f. / i - l 

. 
+ + = L r. xrn. v. 

l l l 

+ + 
r. xm.v. -

l l l 

EJ + . (2.3 . 42) 

Tama on ns. liikemaaramomentin ( taseen ~ periaate (engl. principle 

of { balance ~~)-~~~~~~-~;-~~~~~~~~) -~~z-~;~~~~~~in vaikuttavien 
\ I 

ulkoisten voimien momentti on yhta suuri kuin systeemin kulmalii -

kemaaran muutosnopeus. 

Liikemaaramomentin periaatteessa taytyy siis valita tietty pis­

te-ns. peruspiste eli referenssipiste eli momenttipiste - , jon­

ka suhteen momentti ja liikemaara lasketaan. Yhtalo (2.3.42) 

johdettiin pitaen origoa peruspisteena, mutta on helppo osoittaa, 

etta yhtalo on voimassa edelleen, jos peruspiste on mielivaltai­

nen koordinaatiston suhteen ~!!~!§~_Ei~~§ A, jolloin 

+ 
M = + 

L = + + 
L: r.

1
Axm.v. 

l l l 
(2.3 . 43) 

tai jos peruspiste yhtyy jatkuvasti systeemin ~~~~~~§§~!22~ C, 

jolloin 



-+ -+ -+ 
M = I r./C x F. l . l 

-+ -+ -+ 
L =I r. 1c xm.v. 

l l l 

2 . 3 . 22 

(2 . 3 . 44) 

-+ -+ 
Tarvittaessa M ja L varustetaan peruspistetta kuvaavalla viit -

teella o, A, c jne . 
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2.3.5 Tyo ja energia 

-+ 
Voiman tekema tyo. Partikkeliin vaikuttavan voiman F tekema 

~~ff§~§~!~~~1~~§~_!Y2 (engl. differential work, elementary work) 

dw maaritellaan lausekkeena 

-+ -+ -+ -+ 
F·dr = F•vdt = Pdt , (2 .3.45) 

-+ -+ 
jossa dr vdt on E~~!~~~§1~~ differentiaalinen siirtyma ja 

-+ -+ 
P = F•v (2.3 . 46) 

on ns. teho (engl. power) ([P] = W) eli tehty tyo aikaa kohti. 

Kun partikkeli siirtyy ajan muuttuessa arvosta t 1 arvoon t 2 
-+ 

pisteesta l pisteeseen 2, voiman F tekema ~Y2 (engl. work) W 

([W] = J) maaritellaan tana aikana tehtyjen differentiaalisten 

toiden summana eli 

--·--------------

(2.3.47) 

Kuva 2.3.13 Voiman tekema tyo. 

Tassa ensimmainen muoto on siis viivaintegraali pitkin partikke­

lin rataa ja kaksi jalkimmaista muotoa ovat tavallisia integraa­

leja pitkin aika-akselia. 

Partikkelisysteemiin vaikuttavien voimien tekema differentiaa­

linen tyo maaritellaan summana 

t1w = L: 1fw . 
l 

( 2.3.48 ) 

ja vastaavasti tehty tyo maaritellaan summana 
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(2 .3.4 9) 

jossa indeksit 1 ja 2 viittaavat kullakin partikkelilla ko . radan 

paatepisteisiin. 

Differentiaalinen tyo dw muodostuu siis ulkoisten voimien te ­

kemasta differentiaalisesta tyosta ~Wext ja sisaisten voimien te­

kemasta differentiaalisesta tyosta ~w. t eli 1n 

(2 . 3 . 50) 

jossa 

~w 
-+ -+ 

} 
= L: F. ·dr. ext 1 1 

dwint 
-+ -+ 

Sds = L: f. ·dr. = -L: 
1 1 ij 

(2.3.51) 

Viimeisen kaavan viimeinen muoto johdetaan esimerkissa 2.3.2. 

Vastaavasti partikkelisysteemiin vaikuttavien voimien tekema 

tyo W muodostuu siis ulkoisten voimien tekemasta tyosta W t ja ex 
sisaisten voimien tekemasta tyosta w. t eli 1n 

jossa 

2 t2 
f -+ -+ f -+ -+ w = L: F. ·dr. L: F. •v.dt ext 1 1 1 t 1 1 

1 

t2 t2 

f ( L: 
-+ -+ 

= F . ·v.)dt = f p tdt 1 1 t ex t. 
1 1 

f 2£ . . d:;. 
t2 

wint = L: = L: f £ .. ~.dt 
1 1 1 t 1 1 

1 

t2 
= ( (L: f .. ~.)dt Jt 1 1 

1 

t2 
( p. tdt . 
J t 1n . 

1 

(2.3.52) 

(2.3.53) 
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Naissa kaavoissa on huomattava, etta aikaintegraalimuodoissa ra ­

jat ovat kaikilla partikkeleilla samat, joten summamerkki voidaan 

siirtaa integraalimerkin .sisapuolelle . 

Kokonaisteho muodostuu samoin ulkoisten ja sisaisten voimien 

yhteisesta tehosta eli 

I P ~ P ext + Pint ' I (2 . 3 . 54) 

jossa 

-7 -7 

l 
p = L: F. · v. ext ]_ ]_ 

-7 -7 
-L: Pint = L: f. •v. = Ss . 

]_ ]_ 
ij 

(2 . 3 . 55) 

Viimeisen kaavan viimeinen muoto johdetaan esimerkissa 2 . 3 . 2 . 

Esimerkki 2.3.2 Parittaisten sisaisten vo1m1en tekema tyo . Tarkast e l ­
laan kuvan (a) esittamaa tilan­
netta. 

(a) 

-7 / 

dri/ 

/
~ .......... ~ 

f .. 
lJ 

-7 
r. 

]_ 

-7 
r. 

J 

~ ;~--
~~ s s ?.:7 ·~ ( 

]_ ~ 
-;: ·;· ~~ J ]_ ~ . 

(b) J 

Kuvien (a) ja (b) merkinto­
jen perusteella 

(a) 

josta seuraa differentioimalla 

7 7 
- d

7
r. . dr.

1
. = dr. (b) 

J I J I 

-7 -7 
Voimien f .. ja 

IJ 
f . . yhteensa te ­

J I 

kema tyo trw~~t 
vasti IJ 

saadaan seuraa-

t!W~~t f. . · d~. + 1 .. ·d~. 
IJ I J I J I J 

-7 -7 -7 -7 
- f .. ·dr. + f .. · dr. 

J I I J I J 

1 .. . ( d7: . -d7:. ) 
J I J I 

f .. ·d~·;· . (c) 
J I J I 
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Taman lausekkeen edelleen kehittamiseksi merkitaan viela 

-+ 
se 

-+ 
f .. 

J I 

-+ 
- Se , (d) 

• -+ 
Jossa eon pisteesta pi steeseen j suunna ttu yks i kkovektor i . Lausek-
keesta (c) tulee 

-Sds~·~ - s~ -c!W ~ ~ t 
IJ 

-+ -+ -+ ) - Se·(dse+sde (e) 

eli 

-clw~ ~t 
IJ 

- Sds (f) 

Tuloksen saamisessa on kaytetty hyvaksi sita tunnettua seikkaa, etta it ­
seisarvoltaan vakioavoisen vektorin (kuten e) differentiaal i on kohtisuo ­
rassa vektoria vastaan tai nol la . 

Jakamalla yhtalo (f) ajan differyntiaalilla dt saadaan parittaisten 
voimien f .. ja f .. yhteisen tehon PjJOt lausekkeeksi vastaavasti 

I J I J 

p~~t -s ~ 
IJ 

(g) 

Koska systeemin kaikkien sisaisten vo1m1en yhteensa tekema differenti ­
aalinen tyo-dWint ja samoin niiden yhteinen teho Pint saadaan ilmeisesti ­
ki n a i kaan l askema ll a yhteen ka i kk i en systeem in part i kke l i pari en antamat 
osuudet, voimme kirjoittaa tulokset 

11W. = -l: Sd s 
1 nt .. 

(h) 
IJ 

ja 

. 
P. '"" -z: Ss 

1 nt .. 
( i ) 

IJ 

Merkinta l: tarkoittaa tassa ja jatkossa summaa yli kaikkien partikkelipa -
rien ij (kukin pari vain kerran). Merkintojen keventamiseksi suureita 
S ja s ei ole varustettu indekseilla, mutta tama ei synnyttane sekaannusta. 

Saadut lausekkeet ovat huomattavasti havainnol l isemmat kuin kaavoissa 
(2.3.51) ja (2.3.55) esiintyvat keskimmaiset muodot. 

Havaitaan ensinnakin, etta ~L2§l2!~D-~~l~l~D_!~~~m§_! y§_j~_ oll9~0_!~b2 
~l-rllP~-~22r9lD~~!l2!QQ_~~llDD~2!~· silla partikkel iparien val isten etai­
syyksien muutokset ds ja muutosnopeudet s ovat luonnol l isesti samoja (ne 
ri ippuvat vain systeemin muodon muuttumisesta) mitattuina eri koordinaatis ­
toissa . Sen sijaan ulkoisten voimien tekema tyo ri ippuu selvasti yleensa 
koordinaatiston valinnasta, mikal i koordinaatistot ovat l i ikkeessa toisten ­
sa suhteen. Levossa toistensa suhteen olevissa koordinaatistoissa myos 
ulkoisten voimien tekema tyo ja teho pysyvat samoina. 

Lisaksi voidaan heti todeta, etta j~y~~22~-~~p~~l~~22~_2 l2§l2!~0- ~2l ­
mL~D - !~~~~§_!y§_l~_ Dll9~0~!~bQ_b~Yl~Y~!· koska jaykan kappaleen mall in 
mukaisesti partikkeliparien valiset etaisyydet pysyvat vakioina. Askeinen 
tulos on eras tarkea jaykan kappaleen mallin etu eri sovellutuksissa . 
Toisaalta ymmarretaan, etta jaykan kappaleen mall in kaytto johtaa epa­
real istisi in tuloksi in tapauksissa, joissa sis13isten voimien tekema tyo on 
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todell isuudessa huomattava . Nain kay mm . sysaystehtavissa, joissa kappa ­
leiden kosketuskohtiin synyy kovin suuria jannityksia . 

Liike - energia . Partikkelisysteemin l~~~~=~~~Eg~~ eli kineettinen 

energia (engl . kinetic energy) K ([K] = J) m~~ritell~~n lausek­

keena 

K = 2: K. 
l 

l -+ -+ = -
2 

L: m.v. ·v. 
l l l 

l 
2 2: 

2 m.v. 
l l 

(2 . 3 . 56) 

T~ss~ v. = \~. \ on partikkelin i nopeuden itseisarvo eli ns . 
l l 

Y~~bt~ (engl . speed) . 

Liike - energia on siis ei - negatiivinen suure. Sen arvo on nol­

la vain, jos systeemin kaikkien partikkelien nopeudet h~vi~v~t. 

Liike- energian arvo riippuu koordinaatiston valinnasta, mik~li 

koordinaatistot ovat liikkeess~ toistensa suhteen . 

Liike - energialle voidaan johtaa massakeski6n m~~ritelm~n avul ­

la ns. ~Q~~~g~~-1~~~~§~ (engl . Koenig's theorem) mukainen esitys 

-----.... 

(i:~~~ - ~--\\ 
-+ r o 

r. \ i/C If " \ 
l c I r y,\·c --- ., / 

~ ~-;: '-..... 0 / 

'/}' '?-7TT- C - -- _ - / 

~ }1assakeski6-
Inertiaali - koordinaatisto 
koordinaatisto 

I K 

K = r 

l 2 + K 1 (2 . 3 . 57) = 2 mvc r " 

1 ~ 12 
2 2: mi\ri/C . (2 . 3 . 58) 

---·------~.:. ___ _ ·----·--------- ---- ------

Kuva 2.3.14 Massakeski6koordinaatisto ja Koenigin lause . 

On otettu k~ytt66n ns . ~~~~~~~~~~~~22ES~~~~~~~t2 (engl . center 

of mass frame of reference) . Sill~ tarkoitetaan koordinaatistoa, 

jonka origo yhtyy koko ajan systeemin massakeski66n ja joka liik­

kuu puhtaassa translaatioliikkeess~ ilman rotaatiota inertiaali ­

koordinaatiston suhteen (kuva 2 . 3 . 14) . N~ist~ sanoista seuraavat 

my6s tunnukset kuvan havaitsijoille I ja T. Koeningin lauseen 
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mukaan havaitsijan I mittaama liike-energian K voidaan ajatella 

muodostuvan massakeskion mukana liikkuvan kuvitellun partikkelin, 

jonka massa on yhta suuri kuin systeemin kokonaismassa, liike­

energiasta plus havaitsijan T oman koordinaatistonsa suhteen mit ­

taamasta ns. suhteellisesta liike-energiasta K . 
r 

Esimerkki 2.3.3 Massakeskiokoordinaatisto. Johdetaan Koenigin 1ause ja 
eraita muita massakeskioon 1 iittyvia tu1oksia. 

Kuvan 2.3. 14 perustee1 1a 

(a) 

Kerrotaan tama partikke1 in massa11a m. ja 1asketaan nain saadut yhta1ot 
I yhteen, jo11oin saadaan yhta1o 

-+ -+ -+ 
L m. r. L mi r C + L miri/C I I 

-+ -+ -+ 
L m. r. mr C + L mi r i /C I I 

(b) 

joten kaavan (2.3. 1) perustee1 1a seuraa tu1os 

(c) 

-+ 
Lauseketta L miri/A nimitetaan y1eisesti systeemin ns. !l~~~§rl~~~~l-~Q-
~~~!l~~l (eng1. 1 inear moment) pisteen A suhteen. Tu1os (c) sanoo si is, 
etta P§r!i~~~!i~t~!~~~l~_ !i~~~§rl~~~-~~~~~!!i_~~~~~~~~~i9~-~~b!~~~-~~ 
no11a. 

Derivoima11a yhta1ot (a) ja (c) saadaan vastaavasti yhta1ot 

-+ -+ -+ 
vi = vc + ri/C ' 

Sijoitetaan esitysmuoto (d) 1 i ik e-energian 1ausekkeeseen (2.3.56): 

K -+ -+ 
2 L m. v. ·v. 

I I I 

1 
. . 

L mi (~c+;-i /C)· (~c+;-i /C) 2 

1 -+ 1 
. . 

-+ -+ -+ -+ -+ 
2 L mivc·vc + L mi ri /C ·vc +- L m i r i /C • r i /C 2 

t (L mi)~C.~C + (~C) ·~c 
1 2 1 . ~ 2 
2 m v C + 2 L m i I r i /C I 

Tama on Koenigin 1ause. 

(d) 

(e) 

(f) 
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Todettakoon, etta analogisesti liikemaaran lauseke 

-+ -+ 
p = L: m. v. 

I I 

-+ + // 

L mivC + L:~ i r i/C 

(L: mir~c + 0 

m~c + o (g) 

Tama tul OS ol i es ill a jo kaavana (2 .3. 38). 
Vastaavasti li ikemaaramomentti 

-+L = -+ -+ L: r.xm.v. 
I I I . 

-+ -+ -+ -+ 
L:(rc+ri/C)xmi (vc+ri/C) 

. . 
-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 

L:xrCxmivC + L: rcxmi ri/C + L: ri/CxmivC + L: ri/Cxmiri/C 

(h) 

l<aavojen johdossa on kaytetty hyvaksi skal aari teki jan s i i rtosaantoa seka 
otettu huomioon, etta tc ja Vc ovat summeerauksen suhteen vakioita ja 
voidaan si irtaa summamerkin ulkopuolel le. 

l<aavoil le (g) ja (h) saadaan Koenigin lauseen kanssa analogisia tul ­
kintoja. Havaitsijan T koordinaatistossaan mittaama ns. suhteellinen 
l i ikemaara Pr = L: miii/C on kaavan (e) mukaan nolla. Vastaavasti lausek ­
keen (h) jalkimmaisen termin nahd~an esittavan havaitsijan T mittaamaa 
suhteell ista l iikemaaramomenttia L . 

r 

Tilafunktio. Termodynamiikan sanastoa [2.6] k~ytt~en ty6 W ei ole 

ns. ~~!~!~~~~!2 (engl. state function, dependent state variable) . 

Partikkelisysteemill~ systeemin ns. ~!!~~~~~~~i!~ (engl. 

independent state variable) olisivat yksinkertaisimmillaan esi ­

merkiksi sen partikkelien asemat ja nopeudet . Ne m~~rittav~t 

systeemin ns. t~!~g (engl. state) ja niit~ pideta~n t~ll6in sys­

teemin riippumattomina muuttujina . Tilafunktiot ovat siten tila­

muuttujien funktioita . Esimerkiksi systeemin liike- energia K 

riippuu vain systeemin partikkelien nopeuksista (systeemin partik­

kelien massat ovat kiinnitetyt systeemin valinnalla), joten K on 

tilafunktio. 
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Systeerniin tehty tyo riippuu yleensa systeernin kulkernasta rei ­

tista eika systeernin tilasta, joten tyo ei ole tilasuure . Vas ­

taavasti voirnrne sanoa, etta systeernin liike- energian arvo tietyl ­

la hetkella on se ja se rnutta ernrne, etta systeernin tyon arvo on 

se ja se . 

Tahan liittyy kaytetty rnerkinta 6 W ja nirnitys differentiaali ­

nen tyo (eika tyon differentiaali) , joka korostaa, etta kyseessa 

ei ole yleensa funktion W differentiaali sen argurnenttien diffe­

rentiaalisten rnuutosten johdosta vaan pelkastaan ns. infinitesi ­

rnaalinen lauseke [2 ~ 5] (engl . infinitesimal expression). Joskus 

terrnista ~w nakyy kaytettavan rnyos rnerkintoja ow ja dW seka 

pelkastaan dW. 

Tarkastellaan lisaseli tyksena viela kuvaa 2 . 3.15. Se esittaa 

tiettyyn systeerniin vaikutta­

I~ 

dt 
t 

Kuva 2.3.15 Systeerniin tehty 
tyo ajan funktiona. 

vien voirnien tekernaa tyota· w 
tietysta alkuhetkesta lahtien 

rnitattuna ajan t funktiona. On 

syyta korostaa, etta 2~I~i~~~!~­

~~~~E~~~~§§~-~iE2~-~29~!!~-E~~2-

2~~~2E-~~~~~~i~_2E-~i~~- Mika 
hyvansa partikkelirnekaniikan 

suure voidaan ajatella esitetyk­

si kuvan 2.3.15 tapaan ajan 

funktiona tietyssa tapahturnassa 

eli terrnodynarniikan sanaston rnu -

sessissa 

kaan ~~!~E-~~~~2~§~§§~ eli 2E2-
(engl. change of state, process). Kun edella puhuttiin 

tilarnuuttujista riippurnattornina rnuuttujina, talla tarkoitettiin 

tarkastelua systeernin tilan kannalta. Kuvan 2.3.15 esityksessa 

rnuutos ~W olisi funktion W = W(t) kokonaisdifferentiaali, rnutta 

koska yhteys W = W(t) riippuu prosessin valitsernasta tiesta, yh ­

teys on etukateen tunternaton eika talla tulkinnalla ole kayttoa. 

Mekaanisen energian tase . Kerrotaan systeernin kunkin partikkelin 

liikeyhtalo 

-+ -+ 
F. +f. 

l l 

. 
-+ 

rn.v. 
l l 

(2 . 3 . 59) 
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-+ 
skalaarisesti vektorilla v. ja lasketaan kaikki nain saadut yh­

l 

talot yhteen: 

-+ -+ -+ -+ 
L: F.·v. + L: f.·v. 

l l l l 

Pext + Pint 

EJ K 
~ . 

. 
-+ -+ 

L: m.v. ·v. 
l l l 

-+ -+ 
m.v. ·v. 

l l l 

(2.3.60) 

Tama on ns. §~~Eg~~~-E~E~3~~~ (engl. priciple of energy) eli sys­

teemiin vaikuttavien ulkoisten ja sisaisten voimien yhteinen teho 

on yhta suuri kuin systeemin liike-energian muutosnopeus . 

Kun yhtalo (2.3.60) integroidaan ajan valin (t1 ,t 2) ylitse, 

saadaan yhtalo 

t2 

I K = K(t2) - K(tl) 
tl 

(2.3.61) 

eli systeemiin vaikuttavien ulkoisten ja sisaisten voimien yhteen­

sa tekema tyo on yhta suuri kuin systeemin liike-energian muutos. 

Talla kaavalla - samoin kuin kaavalla (2.3.60)- on useita vaih-, 
toehtoisia nimia kuten tyon ja liike-energian periaate, tyoperi­

aate, energiaperiaate, liike-energian laki ja myos energian peri­

aate. 

Konservatiiviset voimat. Konservatiivisten voimien tekema tyo 

poikkeaa oleellisesti yleisesta tapauksesta. 

Partikkeliin i vaikuttavan ulkoisen konservatiivisen voiman 
-+ 
F. tekema differentiaalinen tyo 

l 

-+ -+ -+ ext d -+ 
F . ·dr. = -'VV. · r. 

l l l l 

eli 

av~xt av~xt av~xt \ 
= -( ';\~ dx . + -...., - dy. + -...., - dz . } 

\ oX. l oY · l oZ . l 
l l l 

(2.3.62) 
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l (2 . 3 . 63) 

Taten konservatiivisen voiman tekema differentiaalinen tyo on yh-
-+ 

ta suuri kuin voiman potentiaalienergian Vi(ri) miinusmerkkinen 

kokonaisdifferentiaali argumentin muutoksen dt. johdosta eika 
l 

vain eras infinitesimaalinen lauseke . 

eli 

Vastaavasti voiman F . tekema tyo 
l 

(2 . 3 . 64) 

(2 . 3 ,. 65) 

Taten konservatiivisen v6iman tekema tyo on yhta suuri kuin voi ­

man potentiaalienergian miinusmerkkinen muutos . 

Jos parittaiset sisaiset voimat f .. ja f .. ovat konservatiivi -
lJ Jl 

sia, niiden tekema differentiaalinen tyo 

eli 

civv~r:t = - Sds 
lJ 

t1w~r:t = 
lJ 

Vastaavasti 

eli 

= -Lw~r:t 
lJ 

dv~r:t 
lJ ds - d-s- (2 . 3 . 66) 

(2.3 . 67) 

(2 . 3 . 68) 

(2 . 3 . 69) 

Kaavojen (2.3 . 67) ja (2 . 3 . 69) sanallinen tulkinta on vastaava 



2.3.33 

kuin ulkoisen voirnan tapauksessa . Huornautettakoon, etta edella 

on tarkasteltu vain sellaisia konservatiivisia voirnia, jotka 

voidaan esittaa voirnakentan avulla . Mutta koska rnuuntyyppisten 

konservatiivisten voirnien (kuten rajoitevoirnien) tekerna tyo on 

nolla, kaavat patevat yleisesti . 

Jos kaikki systeerniin vaikuttavat ulkoiset ja sisaiset voirnat 

ovat konservatiivisia, niiden yhteensa tekerna tyo 

eli 

w = 

v ext 

w t + w. t ex 1n 

2: v~xt 
l 

v = 2: v~r:t . 
int lJ ij 

(2.3.70) 

(2.3.71) 

(2.3.72) 

Suure Vext on systeernin ~1~2i~~~~-~2i~i~~-E2~§~~!§§1i§~§Eg!~ ja 

V. t on systeernin sisaisten voirnien potentiaalienergia eli kirn-ln - - -
~2§~~Egi~ eli ~~QQQU@~~tQ§§ll§~q!~. Kullekin potentiaalienergial -

le V~xt tai v~r:t voidaan valita rnielivaltainen vertailutila, jos -
l lJ 

sa potentiaalienergialla on tietty arvo; esirnerkiksi arvo nolla. 

Jos systeerniin vaikuttavat kaikki voirnat ovat konservatiivi­

sia, systeernia sanotaan ~Q~~§E~~~ii~~~§~§~-~Y§~§§~!~~i· Yleises ­

ta yhtalosta (2.3.61) saadaan talloin ns. ~§~~§~~~§~-~~§Eg~§~ 

~~!1~!§~~-E~Ei~~~§ (engl. principle of conservation of mechanical 

energy) 

~(K+V) = 0 [ (2.3.73) 

eli konservatiivisessa systeernissa ns. ~~~~~~!~~~- §~§Eg!~ 
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K + V (2.3 . 74) 

sailyy. 

Jos vain osa systeernin voirnista on konservatiivisia, yleinen 

yhtalo (2.3 . 61) voidaan kirjoittaa rnuotoon 

wn = f..(K+V) (2 . 3 . 75) 

Tassa Wn on systeerniin vaikuttavien epakonservatiivisten voirnien 

tekerna tyo ja V on systeernin konservatiivisten voirnien potentiaa ­

lienergia . 

Huornautettakoon, etta nirnitys konservatiivinen voirna johtuu 

juuri edella esitetysta tahan kasitteeseen liittyvasta ns . §~! ­

l~i~1~i§~~ (engl . conservation law, conserve = sailoa, sailyt­

taa) (2.3.73). Lisaksi todettakoon, etta kaikenlaatuisia tyohan 

ja energiaan liittyvia kaavoja nirnitetaan usein lyhyesti energia­

yhtaloiksi. Kontinuurnirnekaniikassa eras tallainen yhtalo on ak ­

sioorna, ns. energian taseen periaate . Koska taas tassa kasitel­

lyt energiayhtalot on saatu pelkastaan partikkelirnekaniikan lii­

keyhtaloita rnanipuloirnalla, on kohdan .otsikko varustettu nirnella 

rnekaanisen energian tase . Sana rnekaaninen korostaa sita seikkaa, 

etta rnrn. kasite larnpo ei esiinny lainkaan tassa yhteydessa . 
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2.3 . 6 Hitausvoirna - ajattelu 

Kirjoitetaan systeernin kunkin partikkelin liikeyhtalo 

+ + + 
F. +f. = rn.a. 

]_ ]_ ]_ ]_ 

rnuotoon 

/ 
I 

I 0 

I + I \ F. . ~ F+ 

I ]_ ]_ ...........- . I ,.._ ~--«)"" ]_ 

\ ~ / 
' • f. / ......._ J_· e 

......... _ / 

------~ 

(2 . 3 . 76) 

+ + + I + I 
~-F_i_+_f_i_+_F_1_. __ o_ ,-+ ( 2 • 3 • 7 7) 

-----------~ 

Kuva 2.3 . 16 Partikkeliin i vaikuttavat voirnat . 

jossa naennaisvoirnaa 

+ I 
F. 

]_ 

+ 
- rn . a. 

]_ ]_ 
(2.3.78) 

nirnitetaan partikkeliin i vaikuttavaksi ~!~~~~Y2!~~~§! (engl . 

inertia force) . Yhtaloa (2 . 3 . 77) nirnitetaan usein ~~t~~~Y2~~~E§ ­

~!~~~~§§~~! eli partikkelisysteerni on tasapainotilassa todellis­

ten ulkoisten voirnien, sisaisten voirnien ja kuviteltujen hitaus­

voirnien rnuodostarnan voirnasysteernin alaisena. 

Hitausvoirna- ajattelu palauttaa dynarniikan probleernan rnuodolli ­

sesti statiikan probleernaksi . Koska yhtalot (2.3.77) esittavat 

alkuperaisia differentiaaliyhtaloita (2 . 3 . 76) valepuvussa, hitaus­

voirnaperiaatteen kaytosta voi olla hyotya korkeintaan vallitsevien 

yhtaloiden rnuodostarnisessa,rnutta ei niiden ratkaisernisessa . Mah ­

dollista statiikan tehtavien kasittelyssa kertynytta rutiinia voi­

daan siis hyodyntaa taydentarnalla vain tuttuja kaavoja hitausvoi­

rnien antarnilla osuuksilla . 

Hitausvoirnat esitetaan vapaakappalekuvioissa joskus katkovii ­

voitettuina (vrt . kuva 2 . 3 . 16), jotta ne erottautuisivat todelli ­

sista voirnista. 



2 . 3.36 

Teknillisen mekaniikan kirjallisuudessa hitausvoima - ajattelus­

ta kaytetaan toisinaan myos nimitysta ~~~1~~9~~~!~-E~~ !~~~~ · 

Analyyttisessa mekaniikassa talla tarkoitetaan kuitenkin hieman 

syvallisempaa ajatusta,kuin vain tietyn termin siirtamista yhta­

lon toiselle puolelle ja sen varustamista uudella nimella . 

Todettakoon terminologian suhteen viela seuraavaa. Partikke­

lisysteemin sanotaan statiikassa yleensa olevan ~~~~E~!~Q~!1~~~~ 

tai tasapainossa (engl . in equilibrium), kun systeemin jokainen 

partikkeli on tasapainossa, jolla tarkoitetaan, etta partikkeliin 

vaikuttavien voimien resultantti on nolla . Joissakin maaritel­

missa edelliseen liitetaan viela vaatimus (jatkuvasta) !~EQ~i1~~ ­

~~ (engl. state of rest), jolla tarkoitetaan, etta partikkelin 

nopeudenkin koordinaatiston suhteen tulee havita . Dynaamisissa 

tapauksissa, kun partikkeleilla on nopeuksia, sanontaan tasa ­

painotila ei voida tietenkaan enaa sisallyttaa vaatimuksia jatku­

vasta lepotilasta. 
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2 . 3.7 Virtuaalinen tyo 

Voiman tekema virtuaalinen tyo . Partikkeliin vaikuttavan voiman 

~ tekema ns . Y!E~~~~!1~§~-~y~ (engl . virtual work) ~W ([ ~W] = J) 

maaritellaan lausekkeena 

-+ -+ 
F·or , (2.3.79) 

-+ 
Kuva 2.3.17 Todellinen differentiaalinen siirtyma dr ja virtuaa -
linen siirtyma oi . 

-+ 
jossa or on partikkelin ns . Y!E~~~~!!~§~_§!1E~~~ (engl. virtual 

displacement) . Se on infinitesimaalinen suure, jossa o-merkkia 

kaytetaan d-merkin sijasta ilmaisemaan, etta kyseessa on virtuaa­

linen, oletettu, kuviteltu siirtyma. Virtuaalisen siirtyman aja ­

tellaan tapahtuvan !1~~~-~j~~-~~!~~!~!~· Virtuaalista tyota las­

kettaessa t-2~-~29§!11§§§~_!1!~~§§~§§~-~2~-~j~~-~§~~§!1~-~~~!~Y~ 
Y2!~~L_j2~~-~~1!Y~~~~ -§~~~~~~~~-j~-~~~E~~~§~~~ virtuaalisen siir ­
tyman "tapahtuessa". 

Variaatiolaskenta. Tunnusta o kaytetaan yleisesti ns . Y~E!~~~!2 -

1~~~§~~~~~~ (engl. calculus of variations). Tarkastellaan hieman 

variaatiolaskennan ajattelutapaa partikkelimekaniikkaan sovellet-

X 

;"' X*(t) 
' ,. 

/~/ X (t) 

t t+dt 

Kuva 2.3.18 Differentiointi 
ja variointi. 

t 

tuna . Esittakoon kuvan 2.3.18 kay-

ra x(t) esimerkiksi jonkin partik­

kelin x - koordinaatin riippuvuutta 

ajasta t jossain tapahtumassa. 

Funktio x voi saada kahdenlaatuisia 

muutoksia. Funktion infinitesimaa ­

linen muutos dx (differentiaali) 

johtuu riippumattoman muuttujan t 

muutoksesta dt . Funktion infinite ­

s i maalinen muutos ox (variaatio) 

on sen sijaan muutos, joka syntyy 

siirryttaessa kayralta x(t) toisel-
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le ~~rett6rn~n l~heiselle k~yr~lle x* (t) = x(t) + 8x(t). Variaa­

tiolaskennassa k~sitell~~n j~lkirnrn~isentyyppisi~ rnuutoksia. 

Y§Ei§§!i21~~~~~t~ 8 k~ytet~an erottarnaan rnuutos 8x rnuutoksesta 

dx. Suuretta 8x nirnitet~~n funktion x Y~Ei§§1i2~§i (engl. 

variation) ja uutta funktiota x* nirnitet~~n y~~i2i~~~~i_!~~~ti2~­

si tai vertailufunktioksi tai rnodifioiduksi funktioksi (engl. 

modified function) . Varioidun funktion rnuodostarninen rnerkitsee 

~E~~~!§i~.§~-~§!.§!!.l~§1!i~.§~-~~Yi1~!.1~!!-~2~.§i!~!!-~~2Ei11~~i§1~-Y~~-
1~i1~1~!2~1~~-~~~!!.li~~~§i· Edella kasitelty virtuaalinen siirtyrn~ 

+ + 
8r on siis toisin sanoen paikkavektorin r variaatio. Todettakoon 1 

ett~ staattisessa tapauksessa kuvan 2 . 3.18 k~yr~ x(t) olisi vaaka­

suora viiva. 

Jonkin suureen variaation rnuodostarnista nirnitet~~n varioinnik-

§i~ vrt. differentiaali ja differentiointi. Lausekkeet 1 joissa 

esiintyy suureita 1 joiden arvoja varioidaan 1 rnuuttavat rny6s ·arvo­

jaan ja vastaavia infinitesirnaalisia rnuutoksia nirnitet~~n edelleen 

variaatioiksi. Suorittarnatta johtoa annettakoon seuraava toirnin-

taohje: I~~~ii2~-Y~Ei~~!i2_Y2i9~~~-1§~~.§~_Y§§i~~y~~ti_~~i~-!~~~­

ti2~-~2~2~~i~9i!!.§E.§~!i~§!il_!i§~~~i~2~-~iiEE~~~t12~~~-!!.l~~11~i~~ 
J_L (partikkelirnekaniikassa aika t) ~i!!.§E.§~!i~~!i~-~i_l_Y~§t~~y~ 

t.§E!!.li_£J_l_§~.§!~!!~Y~-~2!!~~§i· 
Otetaan t~st~ esirnerkkin~ jokin funktio f(x(t) 1 y(t) 1 z(t) 1 t) 1 

jossa X 1 y ja z ovat esirnerkiksi tietyn partikkelin koordinaatit. 

Funktion kokonaisdifferentiaali 

df af dx + 
af dy + of dz + 

af dt = ax ay az at (2.3.80) 

ja funktion variaatio 

8f af 8x + of 8y + 
of 8z = ax ay az . (2.3.81) 

Kokonaisdifferentiaali antaa funktion arvon rnuutoksen todellises­

sa liikkeess~ ajan arvon saadessa rnuutoksen dt. Vastaavat paikan 

differentiaalit dx 1 dy ja dz on siis viel~ ajateltava lasketuiksi 

lausekkesta dx = dx/dt·dt jne. Variaatio antaa sit~ vastoin funk­

tion arvon rnuutoksen argurnenttien X 1 y ja z variaatioiden eli 

virtuaalisten rnuutosten 8x 1 8y ja 8z johdosta ajan arvon pysyess~ 

rnuutturnattornana. 
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Varioinnin suhteen patevat differentiaalilaskennasta tutut 

funktioiden summia, tuloja, potenssifunktioita yms . koskevat las ­

kusaannot . Joitakin tavallisimmin tarvittavia kaavoja on esitet ­

ty oheisessa tauluko ssa . 

Taulukko 2.3 . 2 Varioinnin laskusaantoja . 

~---~--------------------;----------------------

( 1) Summan variaatio 

-+-----------·-----------·-+----------------------1 

o(kf) = ko£ ( 2) Vakion siirtosaanto 

--------------------------------------

Tulon variaatio 

--------------------------1---·--·----------

( 4) Potenssifunktion variaatio 

~----------------------·- ---!----------------·----~ 

0 df 
dt 

d (of) 
dt 

oj fdt = f ofdt 

( 5) 

( 6) 

Derivaatan variaatio 

Maaratyn integraalin variaa ­
tio 

Nama laskusaannot patevat vastaavina myos, kun riippumattomia 

muuttujia on enemman kuin yksi. 

Kaavassa (2 . 3.79) virtuaaliselle tyolle on kaytetty merkintaa 

~w sen korostamiseks~ etta kyseessa ei ole funktion W variaatio 

vaan eras infinitesimaalinen lauseke . Selitys talle on vastaava, 

kuin mita esitettiin kohdassa 2 . 3.5 merkinnan dW yhteydessa. 

Koska tyo ei ole yleensa tilafunktio, sen variaatiota ei siis 

voida laskea. Merkintaa oW kaytetaan kyllakin silti melko paljon 

alan kirjallisuudessa. Muita tavallisia tunnuksia ovat mm. o'W, 

oW jaW*. 
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Huomautettakoon viela, etta eras ero todellisen tyon ja virtu­

aalisen tyon kasitteiden valilla nakyy siina, etta todellinen 

aarellinen tyo saadaan summeeraamalla kaikki differentiaalisten 

toiden ~W osuudet yhteen, mutta etta virtuaalisen tyon yhteydes ­

sa vastaavanlaista summeerattua tyokasitetta ei ollenkaan tarvita. 

Virtuaalisen tyon periaate . Kirjoitetaan tyypillinen liikeyhtalo 

muotoon 

-+ -+ -+ 0 F. + f. - m.a. = ' i = 1,2, ... ,N (2.3.82) 
1 1 1 1 

eli muotoihin 

(F. ) + ( f 0 ) m. (a.) 0 
1 X 1 X 1 1 X 

(F. ) + ( f 0 ) m. (a.) 0 (2.3.82') 
1 y 1 y 1 1 y 

(F. ) + (f.) - m. (a.) = 0 • 
1 z 1 z 1 1 z 

Kerrotaan yhtalo (2.3.82) skalaarisesti ~~~!~~~!~~~~~!~~ vekto -
-+ -+ ) +. ( -+ rilla w. = (w.) i + (w. J + w.) k ja lasketaan syntyvat yhtalot 

1 1 X 1 y 1 Z 

yhteen, jolloin saadaan yhtalo 

-+ -+ -+ -+ 
L: ( F . + f . -m . a . ) • w . = 0 • 

1 1 1 1 1 
(2.3.83) 

Vastaava tulos seuraa kertomalla yhtalot (2.3.82') mielivaltaisil­

la skalaareilla (w.) , (w.) ja (w.) ja laskemalla saadut 3N yh-
1 X 1 y 1 Z 

taloa yhteen: 

[ (Fl)x+(fl)x-ml(al)x] (wl)x + [ (Fl)y+(fl)y-ml(al)y] (wl)y + 

+ [(Fl)z+(fl)z-ml(al)z](wl)z + ··· + [(FN)z+(fN)z-mN(aN)z](wN)z 

= 0 . (2.3.83') 

-+ 
Koska vektorit w eli niiden komponentit w , w ja w ovat tay-x y z 

sin mielivaltaisia,yh1~!2_J~~2~~lL_Q~-i~Y~i~-~~~~~~IYQi~~~-Yhi~-

!2~S~~-J~~1~~~l-~~~~§~ · Voidaan nimittain tehda ensin esimerkiksi 

valinta: (w1 )x * 0, muut komponentit = 0, josta seuraa yhtalo 

(Fl)x + (fl)x- ml(al)x = 0 jne . 
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Yhtalon (2.3 . 83) voidaan ajatella esittavan tietynlaista pai­

notettua liikeyhtaloa koko systeemille suureiden 0 toimiessa 
-+ 

painoina. Yhtalon havainnollisuus lisaantyy, jos suureet w va-

litaan siten 1 etta niilla on tietty fysikaalinen merkitys. 

Otetaan 

-+ -+ 
w. = or. 

l l 
(2 . 3 . 84) 

-+ -+ 
jossa orion funktion ri(t) variaatio eli partikkelin i virtuaa -

linen siirtyma. Yhtalo (2 . 3.83) saa muodon 

I F.•or. +I f. ·0~. -I m.~.·O~. = 0 
l l l l l l l 

(2 . 3.85) 

eli 

(2.3 .86) 

eli viela 

-<I W*= 0 • I (2.3.87) 

Tama on ns. Yi!~~~~!!~~E-!Y2E_E~!!~~~~ (engl. principle of virtual 

work) eli systeemiin vaikuttavien voimien yhteensa tekema virtu­

aalinen tyo on nolla jokaisen virtuaalisen siirtymatilan suhteen. 

Yhtaloa (2.3.87) nimitetaan joskus myos virtuaalisten siirtymien 

periaatteeksi. 

Edella systeemiin vaikuttavien voimien tekema virtuaalinen tyo 

~W*koostuu siis ulkoisten voimien tekemasta virtuaalisesta tyosta 

~wext 1 sisaisten voimien tekemasta virtuaalisesta tyosta ~wint ja 

hitausvoimien tekemasta virtuaalisesta tyosta ~WI eli 

1 W*= ~W t + ~W. t + ~WI 1 ex 1n 

jossa 

-+ -+ = I F. · or. 
l l 

-+ -+ 
~w. t = L f.·Or. = 

1n 1 1 

AWI = -~ -+ s-+ ·o [., m. a . • u r . 
l l l 

-I So s 1 

ij 
-+I -+ 

I F.· or. 
l l 

(2.3.88) 

(2.3 . 89) 
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Sisaisten voimien virtuaalisen tyon jalkimmainen lauseke on se 

muoto, jota aina tavallisesti kaytetaan . Se johdetaan esimerkis­

sa 2 . 3 . 4 . 

~ta.§:!!~.§§.§.§~-!~P~~.!s.§§.§.§§; virtuaalisen tyon periaate yksinker ­

taistuu hitausvoimien tekeman virtuaalisen tyon o~ havitessa ja 

saadaan muoto 

(2 . 3 . 90) 

jossa 

~w = ~w t + ~w. t . ex 1n (2.3.91) 

Edella on kaytetty ylaviitetta * muistuttamaan siita, etta 

virtuaalisen tyon periaatetta sovelletaan tassa ja jatkossa :dy­

naamisessa tapauksessa hitausvoima-ajattelua kayttaen. Nain vir ­

tuaalinen tyoyhtalo saadaan elementtimenetelman kannalta sopivaan 

standardimuotoon: jotain yhtalon vasemmalla puolella = 0. 

E5imerkki 2.3 . 4 

(a) 

Parittai5ten 5i5ai5ten voimien tekema virtuaa1inen tyo. 

-+ -+ -+ 
-Se· (o5e+5oe) 

Ka5itte1y on aivan va5taava kuin 
e5imerki55a 2. 3.2 . Taten voidaan 
k i r j 0 i tt a a v a 1 i t t om a 5 t i 1 a u 5 e k k e e t 

(a) 

-+ 
or. I. 

J I 
o~. - o~. 

J I 
(b) 

--ow~ ~ t 
IJ 

f .. ·o~. +f .. ·o~. 
I J I J I J 

-f .. ·o~. + f .. ·o~. 
J I I J I J 

""*" -+ -+ t .. ·(or.-or.) 
J I J I 

-+ -+ 
f .. ·or.

1
. (c) 

J I J I 

-+ 
5e , f .. 

Jl 

-+-+ -+ y 
-So5e·e - S5yvt5 e 

-+ 
= - Se (d) 

(e) 
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eli 

(f) 

-+ Tassa os on partikkel ien i ja j etaisyyden s variaatio variaatioiden or. 
-+ I 

ja orj johdosta eli ns. !::~.!:!~~~ll!::!~!::! - ~~!:ll:''!!~ · 
Kalkkien systeemin sisaisten voimien yhteensa tekema vi rtuaal inen ty6 

saadaan si is kaavasta 

""'wint = - " ss: ·o '-' us . (g) 
ij 

Huomautus l . Virtuaalisen tyon periaatteen johtamistavasta kay 

selvasti ilmi , etta periaatetta sovellettaessa aika on ajateltava 

"jaadytetyksi", silla eihan johdossa tehtyyn matemaattinen mani ­

pulointiin, jolla muodostettiin vallitsevien liikeyhtaloidel) li ­

neaarikombinaatio, liity ajan kulumista . Samoin liikeyhtaloissa 

esiintyvien voimien suuruuksiin ja suuntiin ei saada ajatella mi -

Kuva 2.3 . 19 Kalte ­
valla pinnalla liik­
kuva partikkeli. 

taan virtuaalisesta siirtymasta riippuvia 

muutoksia vaan voimilla taytyy olla tietty 

ko . ajan hetkeen liittyva arvo . Tasta kay­

koon esimerkkina kuvan 2 . 3.19 esittama kit -

kallisella pinnalla painovoiman G alaisena 

liikkuva partikkeli . Vaikka virtuaalinen 

siirtyma otettaisiin sellaiseksi, etta par ­

tikkeli irtoaa alustasta tai painuu sen si -

saan, rajoitevoiman N ja kitkavoiman ~N 

ajatellaan siis sailyttavan ko . ajan het ­

kella saavuttamansa arvot virtuaalista tyo ­

ta laskettaessa . Todellisen tyon suhteen 

tulos olisi aivan toinen. Jos dr olisi esimerkiksi pinnasta ulos ­

pain suunnattu, voimat N ja ~N lakkaisivat heti vaikuttamasta ja 

niiden differentiaalinen tyo haviaisi. 

Joskus puhutaan virtuaalisen tyon periaatteen sijasta virtuaa ­

lisen tehon periaatteesta ja virtuaaliste n siirtymien sijasta 

vastaavasti virtuaalisista nopeuksista. Talloin tulkinta (2 . 3 . 84) 

korvataan tulkinnalla 0i = vrirt jossa vrirt on mielivaltainen 

oletett u, kuviteltu suur e, joll a on nopeuden laatu eli ns. virtu ­

aalinen nopeus . (Voidaan esimerkiksi ottaa V~irt = or/ot, jossa 
l 
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ot on jokin infinitesimaalinen aika; ei mikaan variaatio.) Talla 
-+ . t 

tulkinnalla on se etu, etta suureiden v~ 1r kaytt~ kor ostaa peri ­
l 

aatteen koskevan systeemia tietylla. hetkella, kun ei tarvitse 

puhua virtuaalisten siirtymien "tapahtumisesta" . 

Huomautus 2 . Virtuaalisen tyon periaate tullaan kirjoittamaan 

tarvittaessa jatkossa mukavuussyista my~s muodossa (vrt . kaava 

(2.3.88)) 

"'6W*:: "'W* t + 1i W. t ex 1n 

jossa 

"'w* = L: F'!'·o~ . I ext 1 1 ' 

-+ -+ -+I 
F'!' = F. + F. 

l l l 

0 ' (2 . 3 . 92) 

(2.3 . 93) 

Toisin sanoen ylaviite * muistuttaa siita, etta hitausvoimat on 

merkitty mukaan samaan ulkoisten voimien ryhmaan todellisten ul­

koisten voimien kanssa. 

Rajoitteet ja virtuaalinen siirtyma. Jos systeemin partikkelien 

liike on taysin vapaata, virtuaalisen ty~n periaatteesta ei ole 

paljonkaan hy~tya. Tilanne muuttuu, mikali partikkelien liike on 

sidottua eli kun systeemissa on kinemaattisia rajoitteita kuten 

on tavallista. 

Virtuaaliset siirtymat voidaan valita rajoitteiden kannalta 

kahdella tavalla: 

Kinemaattisesti luvallinen virtuaali­
nen siirtyma (engl. virtual displace­
ments satisfying the constraints) , 

Kinemaattisesti luvaton virtuaalinen 
siirtyma (engl. virtual displacements 
violating the constraints) . 

Kuva 2.3 . 20 Virtuaalisten siirtymien luokittelu . 
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Kinemaattisesti luvallisilla virtuaalisilla siirtymilla tarkoite ­

taan virtuaalisia siirtymia, jotka toteuttavat todellisille dif­

ferentiaalisille siirtymille asetetut rajoitteet. (Kun viela mah ­

dolliset ajan funktiona annetut liikkeet eli ns. pakkoliikkeet 

ajatellaan virtuaalisen tyon periaatteen hengen mukaisesti pysay ­

tetyiksi; aika on jaadytetty . ) Kinemaattisesti luvattomilla vir ­

tuaalisilla siirtymilla tarkoitetaan taas virtuaalisia siirtymia, 

jotka eivat toteuta asetettuja rajoitteita . Kuvaan 2 .3. 20 on piir­

retty symbolisiksi esimerkeiksi kaltevalla kiintealla tasolla liik­

kuvan partikkelin kinemaattisesti luvallinen ja luvaton siirtyma. 

Edelliseen jaotteluun liittyy tarkea lause: 

Rajoitevoimien systeemiin tekema virtuaalinen tyo } 
haviaa systeemin jokaisessa kinemaattisesti luval­
lisessa virtuaalisessa siirtymassa. 

(2.3.94) 

Tama otetaan joissakin esityksissa jopa aksioomaksi (ks. esi­

merkiksi [2.5, s. 76]). Tassa ei tehda nain, vaan tulos todetaan 

aina tarvittaessa paikkansa pitavaksi tapaus tapaukselta. Esimer­

kiksi kuvan 2.3.20 esittamassa tilanteessa nahdaan, etta rajoi­

tevoima N ei tee (tekee) virtuaalista tyota partikkeliin kinemaat ­

tisesti luvallisessa (luvattomassa) virtuaalisessa siirtymassa. 

Tuntemattomat rajoitevoimat pyritaan yleensa eliminoimaan syn­

tyvista liikeyhtaloista. Lauseen (2.3.94) perusteella ymmarre­

taan, etta tama voidaan saada aikaan valitsemalla virtuaaliset 

siirtymat kinemaattisesti luvallisiksi. (Aina nain ei kuitenkaan 

kay. Tavallisin poikkeus liittyy Coulombin kitkalain mukaiseen 

kitkavoimaan ~N. Kitkavoima tekee yleensa nollasta eroavan vir­

tuaalisen tyon ja tata kautta rajoitevoima N ilmestyy epasuorasti 

virtuaaliseen .tyoyhtaloon . ) 

Rajoitevoimien eliminoituminen voidaan selittaa viela toisella 

tavalla seuraavasti. Rajoitevoimat esiintyvat lineaarisina (en­

simmaisessa potenssissa) systeemin partikkelien komponenttiliike ­

yhtaloissa (ks . esimerkki 2.3 . 5, yhtalot (c)). Rajoitevoimien 

eliminoiminen tapahtuisi naita yhtaloita kayttaen kuten matematii­

kassa yleensakin lineaarisia yhtaloryhmia kasiteltaessa: muodoste ­

taan sopivia yhtaloiden lineaarikombinaatioita. Mutta virtuaali­

sen tyon periaatehan johdettiin muodostamalla komponenttiliikeyh-
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taloiden lineaarikombinaatioita . Kinemaattisesti luvallisia vir ­

tuaalisia siirtymia kaytettaessa saadaan juuri halutut kertoimet 

naihin kombinaatioihin . 

Usein kun kirjallisuudessa puhutaan virtuaalista siirtymista, 

niilla tarkoitetaan nimenomaan kinemaattisesti luvallisia siirtymia . 

Kinemaattisesti luvattomia virtuaalisia siirtymia sovelletaan 

taas erityisesti silloin, kun halutaan maarittaa rajoitevoimien 

arvoja . 

Kohdassa 2.3 . 1 esitetylla voimien jaolla aktiivisiin ja pas ­

siivisiin voimiin on merkitysta sikali, etta virtuaalisen tyon las -

kemisvaivaa voidaan vahentaa, kun voidaan jattaa heti a lkuun 

passiivisten voimien osuus pois . Rajoitevoimat ovat tarkein pas­

siivisten voimien ryhma. 

Yleistetyt voimat. Tarkastellaan nyt yleistettyjen koordinaattien 

kayttoa virtuaalisen tyon periaatteen yhteydessa . Rajoitutaan 

holonomiseen tapaukseen, jolloin lahtokohtana voidaan pitaa yhta -

loita (2.3 . 3). 

Varioimalla saadaan 

-+ 
n ar. 

-+ l oq . or. = l: aq. l j=l J 
J 

i = 1,2, . . . ,N (2.3 . 95) 

eli 

ax. 
ox. l: l oq. 

l aq. J 
J 

ay. 
oy. l: 

l oq . = aq. l J 
J 

(2 . 3 . 95 1
) 

az. 
oz. l: 

l oq. 
l aq. J 

J 

Voidaan todeta, etta virtuaaliset siir tymat (2 . 3 . 95) ovat pakosti 

kinemaattisesti luvallisia, koska on sitouduttu esitykseen 

(2 . 3.3), joten yleistettyjen koo r dinaattien arvoja voidaan vaih­

della vapaasti rajoitusehtoja rikkomatta . 
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Lauseketta (2 . 3 . 95) kaytettaessa virtuaalinen tyo (2 . 3 . 88) 

saa muodon 

n 
(2 . 3 . 96) "'W* L: Q:+:oq. I 

j=l J J 

jossa 

Q'l' = Q~xt + Q~nt + 0~ 
J J J -J (2 . 3 . 97) 

ja 

-+ 

Q~xt 
ar. 

-+ l = L: F. . aq. J l 
J 

-+ 

Q~nt 
ar. 

as -+ l = L: f. aq. - L: s aq. J l kl J J 
(2 . 3.98) 

-+ 

Q~ -+I 
ar. 

L: 
l 

= F. aq. . 
J l 

J 

Suureita Qj nimitetaan y~§~~!§!Y!~~!_Y2!~!~~~ (engl. generalized 

force). Tarkea kaava (2.3.96) esittaa siis erasta virtuaalisen 

tyon lauseketta eika sita tule sekoittaa virtuaalisen tyon peri ­

aatteeseen. Kaavaa voidaan pitaa yleistettyjen voimien maaritte ­

lyna. Yleistetylla voimalla ~i tarvitse olla voiman dimensiota, 

silla sen dimensio maaraytyy siita, etta kullakin tulolla Q:+:oq. 
J J 

tulee olla tyon dimensio. Taten jos yleistetty koordinaatti on 

esimerkiksi kulma tai tilavuus, vastaavalla yleistetylla voimalla 

on momentin tai paineen dimensio. 

Toisen kaavan (2.3 . 98) viimeinen muoto seuraa toisesta kaavas ­

ta (2.3.89). (Voidaan kirjoittaa ensin s = s(q1 ,q2 , ... ,qn,t), 
n 

joten OS = j~l (as;aqj) oqj jne. Summaa yli pisteparien on merkit -

ty tunnuksella L: , koska j viittaa nyt yleistettyjen koordinaat­
. kl 

tien numerointiin . ) 

Todettakoon, etta yleistetyt voimat Qext voidaan maarittaa 

usein paitsi kaavaa (2 .3. 98) kayttaen vaihtoehtoisesti (ja havain ­

nollisesti) hahmottelemalla systeemin virtuaalinen siir tyma erik -
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seen kunkin variaation oq. johdosta, maarittamalla kuvion perus ­
J 

teella tehty virtuaalinen tyo owext, jolloin Q~xt = ~wext/oq. 
J J 

maaritelman (2 . 3.96) perusteella (ks . esimerkki 2 . 3 . 6). 

Seuraava askel per ustuu siihen, etta virtuaaliset siirtymat 

ovat mielivaltaisia. Sijoitetaan esitys (2 .3. 96) virtuaaliseen 

tyoyhtaloon (2 . 3.87): 

n 
E 

j=l 
Q>t:oq. 

J J 
0 . (2 .3. 99) 

Yleistetyt koordinaatit ovat riippumattomia ja siten myos niiden 

variaatiot voidaan valita mielivaltaisella tavalla . Yhtalosta 

(2.3.99) saadaan taten yhtalot (asetetaan ensin esimerkiksi 

oql * o, oq2 = oq3 = ... = oqn = 0, josta seuraa Qi = 0 jne . ) 

Q~xt + Q~nt + Q~ = 
J J J 

0 I j = l,2, ... ,n. (2.3 . 100) 

Nama ovat systeemin yleistetyissa koordinaateissa lausutut !~~~~­

htalot. y _____ _ 

~t~~~~~§~§§~-~§E~~~§~§§~ hitausvoimat haviavat . ja saadaan sys­

teemin t~~§E§~~2Yb~~12t 

j l,2, ... ,n. (2.3.101) 

On syyta muistaa, etta yhtalot (2.3 . 100) ja (2 . 3.101) on joh­

dettu soveltaen kinemaattisesti luvallisia virtuaalisia siirtymia . 

Taten passiivisten voimien ja erityisesti siis rajoitevoimien 

osuus voidaan jattaa pois yleistettyja voimia Q~xt ja Q~nt maari -
J J 

tettaessa . 

~~Q~§~~~§_}. Virtuaalista siirtymaa on kasitelty edella partikke-
-+ 

lin paikkavektorin r(t) variaationa. Sarna tulos saadaan myos lah-
-+ 

tien partikkelin siirtymavektorin u(t) variaatiosta silla esityk-
-+ -+o -+ 

sen r. (t) = r. + u. (t) perusteella 
l l l 

-+ -+ 
or. = ou. 

l l 
(2 . 3.102) 
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eli 

ox. = ou. I 
l l 

oy. = ov. 
l l 

(2 . 3 . 102') 

0 z . ow . 
l l 

Kaavojen (2 .3.95 ) tai (2 . 3 . 95') sijasta saadaan vastaavasti lah­

tien kaavoista (2 .3.4) tai (2 . 3 . 4') 

eli 

-+ 

-+ 
ou. 

l 

au. 
l = L: -.... - oq . oq. J 

ou. 
l 

ov. 
l 

Ow. = 
l 

J 

n au. 
L: l oq. 

j=l 
aq.- J 

J 

n av. 
L: 

l oq. 
j=l aq. J 

J 

n aw. 
" l 0 /.., -.... - q . 

. 1 oq. J 
J= J 

(2.3.103) 

(2.3 . 103') 

ja lausekkeet (2.3.98) rnuuttuvat rnerkint6jen suhteen vastaavasti. 

Jos operoidaan siirtyrnien avulla, yleistettyja koordinaatteja voi­

daan tall6in nirnittaa rnyas Y!~i§~~iY~~~~-§~~~i~~~§~ (engl . 

generalized displacement.) 

Huornautus 4. Jaykan kappaleen kinernaattisesti luvalliset virtu-

aaliset siirtyrnat saadaan kaavan (2.2.5) kanssa analogisesta kaa ­

vasta 

(2 . 3.104) 

jossa evirt on jaykan kappaleen virtuaalinen kulrnasiirtyrna . Kine­

rnaattisesti luvallisessa jaykan kappaleen virtuaalisessa siirty­

rnassa kappaleen partikkelien valiset etaisyydet pysyvat rnuutturnat -
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tomina (os = 0) ja siis esimerkiksi keskimmaisen kaavan (2 . 3 . 89) 

perusteella saadaan tulos: ~~y~~~-~~EE~!§~~-~!§~~§1~~-Y2!~~~~ 

1~~§~~-Y~E!~9~!~E.~~-!Y~-2~-~2!1~-j~y~~~-~~PP~! ~~~-~~~~~~~!!i§~~!i 
!~Y~!!~~§~~~-Y!I!~~~!~§~~§~-~~~E!Y~~§§~ · Tama tulos on myos lau ­
seen (2 . 3 . 94) mukainen, koska jaykan kappaleen mallissa sisaiset 

voimat ovat rajoitevoimia . 

Esimerkki 2.3 . 5 Pakkoliikkeessa olevalla kaltevalla tasolla li ikkuva par ­
tikkeli. Tarkastellaan virtuaaliseen 
tyohon li ittyvia kasitteita kuvan (a) 
esittaman eri ttain yksinkertaisen 

Y · 

X 

esimerkin avulla. 
Systeemina on partikkel i, joka 

l iikkuu painovoiman alaisena tasol iik ­
keessa kitkattomalla kalteval la tasol­
la. Kaltevan tason translaatiopakko-
1 i i kkeen i lma isee asema b, joka on 
annettu muodossa 

b = bs i nwt , (a) 

jossa b ja w ovat vakioita. Kyseessa 
(a) on yhden vapausasteen reonominen sys-

teemi . Yleistetyksi koordinaatiksi q 
on valittu tassa partikkelin etaisyys tason ylareunasta . Kaavojen (2.3.3) 
vastineeksi saadaan 

eli 

-+ A -t- -T 
r = (qcosa.+bsinwt)J + (c-qsina.)J 

x = qcos a. + bsinwt 
, } 

y c- qsina. . 

(b) 

( b I) 

Kirjoitetaan ensin liikeyhtalot kuvan (b) vapaakappalekuvion avulla. 
Saadaan 

-+ Nsina. mx 

mY . } ! mq 

(c) 
t Nco sa - mq 

• Kinemaattisist a yhteyksista ( b I) seuraa kaksi kertaa deri -

N~ voimalla 

1: A 2 

, } X = qcosa. - bw s i nwt 
(d) 

(b) y = -qs ina 
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Neljassa yhtalossa (c) ja (d) esiintyy vastaavasti ne lja tu nt ematonta 
x(t), y(t), q(t), N(t) . Eliminoidaan rajoitevoima N kertomalla ensimmai­
nen yhtalo (c ) kertoimella cosa j a toinen yhtalo kertoimella -s ina ja l as­
kemalla syntyvat yhtalot yhteen: 

mgsina = mxcosa- mysina ( e) 

Kun tahan viela sijoitetaan lau se kkeet (d) ja sievennettaan, saadaan lopuk ­
si yhta tuntem_atonta q koskeva diffe re nt iaaliyhtalo 

A 2 
gsina + bw cosasinwt (f) q 

Sen ratkaisu on 

A B 1 . 2 b . q = + t + - gs1na·t - cosas1nwt 
2 

(g) 

lntegroimisvakiot A jaB maaritetaan asetettujen alkuehtojen perusteella. 
Muut tuntemattomat x, y ja N saadaan taman jalkeen helposti yhtaloista 
(b 1

), (d) ja (c) sijoitusten avulla. Todettakoon, etta elementtimenetel­
man terminologian mukaan yhtaloiden (c) ja (d) esittama formulaatio on 
sekamenetelman mukainen (tuntemattomina seka voimia etta s i irtymia) ja 
taas yhtalon (f) esittama probleema on sii rtymamenetelman mukainen (tunte ­
mattomina vain siirtymia). 

Tarkastellaan nyt tehtavaa virtuaal isen tyon per iaatetta hyvaksi kayt­
taen. Kaavan (2.3 . 95) vastine on (1 = f(q,t)) 

-+ 
-+ ar -r -r ( ) or=-- oq = (cosa l-sinaj) oq ' h 

aq 

kun taas todellinen differentiaalinen siirtyma (7: 7:(q,t)) 

-+ -+ 
d7: = !!:. dq + !!:. d t 

aq at 

(co sal-s inaJ)dq + bwcoswt·ldt ( i ) 

Tulosten ero nakyy kuvassa (c) . 

y 

X 

(c) 

Todell isessa l i ikkeessa myo s kalteva taso 
l i i kkuu pakko l i i kkeen johdosta aj ass a dt 
tietyn matkan ja partikke l in sii rtyma dt 
ei ol e yleensa tason suuntainen. Rajoi ­
tevoima Non taten todell isen l i ikkeen 
suhteen akti ivinen, nollast a eroavaa 
tyota tekeva vo ima. Se on s i is myos 
epakonservati ivinen (vrt . kuva 2.3.7). 
S i i rtyman (h) hava i taan sen s i j aan ole ­
van tason suuntaisen ja ra joitevoima N 
on taten vi rt uaa l is en tyon suhteen pas ­
si ivinen, virtu aa l ista tyota tekematon 
voima kuten lau se (2 .3. 94) vaittaa. 
Pakkol iikkeen osuus haviaa, koska aika 
on ajateltu jaadytetyks i. 

Pa rtikke l in kiihtyvyys on kaavojen 
(d) muka i sest i 
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-+ • • A 2 7 •• 7 
a= (qcos a- bw s inwt )l - qs inaJ. (j) 

Muodostetaan kaavan (2.3.100) mukainen 1 iikeyhta1o . Y1eistet yt voimat 
ovat (ks. kaavat (2 .3 . 98)) 

-+ 
Qext = F.~ 

aq 

- [ Ns i-na l +( Ncosa-mg) J] · (co sal -s i naJ ) 

Nsinacosa- Ncos as in a + mg s ina 

mgsina 

0 ' ( k) 
-+ 

-+ I Cl r 
F • - = 

Clq 

-+ 
-+ Cl r - rna· -

Cl q 

• • A 2 7 •• 7 -T 
m[(qco sa- bw sinwt) 1 -qsina j]·(cosa l-s inaJ) 

. • • 2 {' 2 • • 2 
- m(qcos a-ow cosasinwt+qsin a ) 

00 A 2 
-m(q-bw cosas inwt) . 

U1koisista voimist a syntyvaa y1eistettya voimaa Qext 1askettaessa oli s i 
voitu ki rjoittaa suoraan Qext = ta·a1/aq, jossa Fa= - mgj . Tassa ha1uttiin 
ku it enk in nayttaa, kuinka virtuaalinen siirtyma hoitaa automaattisesti ra ­
joitevoiman N e1 iminoimisen (vrt . yhta1oid en (c) manipu1ointi ede11a) . 
Liikeyhta1o (2.3.100) on siis 

•• A 2 
Q*:: mgsina- m(q - bw cosasinwt) = 0, ( 1 ) 

josta saadaan sieventama11a uude staan ede 11a toise1 1a tava11a johdettu yh ­
ta1o (f). 

Es imerkki 2.3.6 Kahden jaykan kappaleen systeemi. Tarkaste1 laan esimer­
kissa 2.3.1 esitettya systeemia. Nive1 e t 0 ja A ovat kitkattomia . Voima t 
G vaikuttavat sauvojen keskipisteisssa. Voimien suunnat s ai lyvat systeemin 
asemasta ri ippumatt a. Sauvojen pituudet ovat 1. Maaritetaan systeemin ta­
sa painoa sema virtuaa1is en tyon periaatt een avu1la. 

Systeemin ainoat akti iviset voimat ovat u1koiset voima t 

-+ 7 
F 1 = GJ , 

-+ 7 
F 2 = GJ , 

-+ 7 
F = HI 

3 
(a ) 

Voimien vaikutuspisteiden 1, 2 j a 3 s iirtyma t ovat kaavojen (a) ja (b) , 
esimerkki 2.3 . 1 pe rustee 1la 



(a) 

3 
2: 

i=l 

-+ 
au. 

I 
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1 3 -+ 
+ (1cos8 1+ 2 cose 2- 2 1 )j , (b) 

G
3 

(1sin8
1
+1sine

2
)i + 

+ (1cos8
1
+1cose 2-2 1)J 

Y1eistetyt voimat ova t kaavojen (2 .3. 98) 
mukaisesti (ks . myos huomautus 3) 

l 

-G t sine 1 - G1sine
1 

+ H1cose
1 

- l G1sine + H1cose
1 2 1 

3 
L F. Qext = 

2 
i=l 

I 

Gj.(o) + 

0 - G ~ sine 2 + H1cose 2 

i G1sine 2 + H1cose 2 . 

Tasapainoyhta1ot (2 . 3 . 101) ovat 

(c) 
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Q1 - t G lsi n8 1 + Hlcos8 1 0 

} Q2 = - ~ Glsins 2 + Hlcoss 2 0 

(d) 

ja n i i den ratkaisu on 

s, 
2H = arctan 3G , 2H 

s 2 = arctan G (e) 

Tasta esimerkista kay selvasti i lmi virtuaal isen tyon periaatteen kayt­
tokelpoisuus, kun ajatellaan vaihtoehtoista tapaa johtaa tasapainoyhtalot 
muodostamal la ensin kummal lekin kappaleel le vapaakappalekuviot ja naista 
tarvittavat yhtalot. Talloin tuntemattomat nivelvoimat tulisivat mukaan 
ja ne taytyisi erikseen el iminoida jatkossa . 

Toisaalta yhtalot (d) voidaan tulkita fysikaalisesti seuraavasti . Jal ­
kimmainen yhtalo esittaa selvastikin sauvaan 2 vaikuttavien voimien moment ­
titasapainoa nivelen A suhteen ja edell inen yhtalo taas sauvojen 1 ja 2 
muodostamaan systeemi in vaikuttavien voimien momenttitasapainoa nivelen 0 
suhteen. Synnyttamalla yhtalot nain ol isi si is myos paasty suoraan eroon 
rajoitevoimista ilman virtuaal isen tyon periaatetta. 

Yhtaloiden (d) muodostamisessa ei ole asetettu rajoituksia si i rtymien 
suuruudel le. Yhtalot ovat taten ns . suurten si irtymien teorian mukaisia 
ja epalineaarisia yleistettyjen siirtymien q1 = s 1, q2 = 82 suhteen. Pien ­
ten siirtymien teoria syntyy tassa ottamalla sinS~ 8 ja cos8 ~ 1, jolloin 
yhtalot (d) saavat lineaarisen muodon 

Q1 
3 + HI 0 

} 
- 2 Gl8 1 

Q2 
1 + HI 0 - 2 Gl8 2 

(f) 

eli 

[G ~OJt} 
0 2 G s 2 

{:} 
Vastaava ra tka i su on 

2 H 2 .t!_ 81 = 3G"' 8 = 2 G (g) 

Linearisoinnin suorittamisen suhteen on oltava varovainen, silla suori­
tuspaikka voi vaikuttaa lopputulokseen . Jos esimerkiksi jo esitys (b) l i­
nearisoitaisiin, saataisiin 

-+ l ~ 
u1 ~ 2 811 

-+ 
u2 ~ (181+ ~ 82)i (h) 

-+ 
(181+1 82 )1 . u3 ~ 
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Tama johtaisi aivan vi rheell isi in tuloksi in, koska sita varioitaessa 
voimien G virtuaal inen tyo haviaisi kokonaan formulaatiosta . Konsistentin 
tuloksen saamiseksi ol i s i kaavoiss a (b) kaytettava kehitelmia sinS~ s , 
cosS ~ 1 - s2;2, jolloin 

~ l 7 l 2 l 2)-t u2 ~ (1S 1+ ~ s 2) t + ( - 2 s 1- 4 e2 J 

~ -t l 2 l 2-t 
u 3 ~ (1s 1+1s 2)t + ( - 2 s 1- 2 s 2)J 

ja saadaan kaavojen (f) mukaiset yleistetyt voimat . 
Kuvissa (b) ja (c) on esitetty graafi sesti variaatioita as 1 * 0 ja 

( i ) 

082 * 0 vastaavat virtuaaliset siirtymat . Kuvista voidaan paatella niiden 
vieressa esitetyt tulokset: 

au 1 
1 
2 coss 1 • 08 1 

.~\ f G 
X 

av, - l sinS • 08 ' ~ 2 1 1 
s au 1 

1 ",~tas au 2 lcoss 1 • os 1 ~ 1 
\ \,, ! (j) 

"' G av 2 - Is inS • 08 

P''--,;8~ 1 1 

~ ly 

82 H ou3 1 cos s 1 • 08
1 ' ~~ 

~ 

au3 ov
3 

- lsins ·aS 
' 1 1 

(b) 

au, 0 

av 1 0 
' 

c;u 2 
l 
2 coss 2 ·08 2 

- l sinS • 08 
( k) 

av
3 = 2 2 2 

au3 lcoss 2· as 2 

av4 - lsi nS 2• 08 2 
(c) 

Vastaavat ulkoisten voimien tekemien vi rtuaal isten toiden lausekkeet ovat 
s i is 



2 . 3.56 

[G( - ~ sine 1)+G(-lsine 1)+Hlcose 1]os 1 

{G·O+G( - ~ sine 2)+Hlcose 2] 8e 2 . } ( l ) 

Naista saadaan maaritelman (2 .3 . 99) perusteel la taas kaavojen (c) mukaiset 
lausekkeet. 

Monogeenisten voimien tekema virtuaa1inen tyo. Jos u1koinen voi ­
-+ 

rna F. on monogeeninen, sen tekema virtuaa1inen tyo 
l 

'Ow~xt = F. · 8; . l l l (2 . 3 . 105) 

. ~ ,ext f k . ,ext( -+ t) . . . -+ . ]Ossa uV. on un t1on V. r., var1aat1o argument1n r. varl -l l l l 
aation o~i johdosta. 

Jos parittaiset sisaiset voimat f .. ja f .. ovat monogeenisia, 
l] J l 

niiden tekema virtuaa1inen tyo 

~w~r:t = -sos = 
l] 

3V~ ~nt 
lJ as= -ov~~nt 
d s l] 

(2 . 3 . 106) 

jossa oV~~nt on funktion v~~nt(s,t) variaatio argumentin s vari-
lJ l] 

aation as johdosta. 

On huomattava, etta virtuaa1isten siirtymien kasitteen mukai­

sesti aika on pidetty vakiona, jo11oin on saatu kaavat (2.3.105) 

ja (2.3 . 106). Vastaavia tode11isen differentiaa1isen tyon 1au­

sekkeita kuin (2 .3.63 ) ja (2.3 . 67) ei voida johtaa funktioista 

v~ext ja v~~nt, koska tode11isessa 1iikkeessa aika saa myos 1isa-
l l] 

yksen dt. Ta11oin esimerkiksi V~ext:n differentiaa1iin dV~ext 
l l 

tu1isi mukaan termi (3V~ext/3t)dt, joka ei esita tehtya tyota . 
l 

Maarite11aan vastaavasti kuin kaavoissa (2.3 . 72) systeemin 

ajasta riippuva potentiaa1ienergia.v' (r1 ,r 2 , ... ,rN,t) summana 

t t · 1 · . · t V , ext . V, 1n t M . . . po en 1aa 1energ 101s a . J a . . . onogeen1sten volffilen 
l l] 

tekema virtuaa1inen tyo saadaan nyt muodossa 

I t w = -ov• , I (2 . 3 . 107) 

· ~v· f kt' v'( -+ -+ -+ t) ]ossa u on un 1on r 1 ,r 2 , ... ,rN' variaatio argumenttien 
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-+ -+ -+ 
r 1 ,r 2 , ... ,rN variaatioiden johdosta eika vain eras infinitesi -

maa1inen 1auseke. 

Jos y1eistetyt koordinaatit ovat kaytettavissa, V' : sta tu1ee 

kaavojen (2 . 3 . 3) kautta y1eistettyjen koordinaattien ja ajan 

funktio 

(2 . 3 . 108) 

Kaavan (2 . 3 . 107) oikea puo1i voidaan esittaa variaatioiden oq 

avu11a, jo11oin saadaan 

ow n CJV' 
L: oq. 

. 1 CJq. J 
J= J 

(2 . 3 . 109) 

Vertaama11a tata y1eistettyjen voimien maaritte1ykaavaan (2 t 3.g6) 

nahdaan, etta monogeenisia voimia vastaavat y1eistetyt voimat 

saadaan kaavoista 

j = 1,2, ... ,n . (2.3.110) 

Konservatiivisten voimien tekema virtuaa1inen tyo. Koska konser ­

vatiivinen voima on monogeenisen voiman erikoistapaus siten, etta 

eksp1isiittinen riippuvuus ajasta haviaa, kaavojen (2.3.107) ... 

(2.3 . 110) vastineet tu1evat o1emaan 

Ow ~ -ov , j (2 . 3 . 111) 

(2 . 3 . 112) 

n CJV 
L: - oq. 

. 1 ()q. J 
J= J 

(2 . 3 . 113) 

j = 1,2, •.• ,n . (2 . 3 . 114) 

Loppuhuomautuksia. On syyta korostaa virtuaa1isen tyon periaat ­

teen tarkeaa asemaa mekaniikassa . Jatkossa kasite1tavat Lagrangen 
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yhtalot, Hamiltonin periaate ja potentiaalienergian stationaari­

suuden per iaate ovat kaikki virtuaalisen t yon periaatteen eriasui-

sia esityksia . Y~~~~~~1~~~~-iY~Yhi~1~-Q~_Y§!~-~~§~~~!§§§~l-Y~§l 

~~~~~~ · Koska virtuaaliset siirtymat ovat mielivaltaisia, tyoyh­

talosta voidaankin johtaa useita - systeemin vapausasteiden lu ­

kumaaraa vastaava maara - riippumatt0mia yhtaloita . Sen sijaan 

todelliseen tyohon liittyva systeemin tyoyhtalo on todella vain 

yksi yhtalo, koska siina siirtymat voidaan "valita" vain yhdella 

tavalla: todellista tapahtumaa vastaaviksi . 
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2.3 . 8 Lagrangen yhtalot 

Dynaamisessa tapauksessa virtuaalisen tyon periaatteella joh­

detut liikeyhtalot (2.3 . 100) kirjoitettuina muodossa Q~xt + Q~nt= 
J J 

-Q~ eli viela muodossa 
J 

-+ ar . 
-+ l 

Q. = L: m.r.• -"' -
J l l 0 qj 

j = l,2, . .. ,n (2 . 3 . 115) 

vaativat kiihtyvyyksien ~- laskemista kaavoista (2 . 3 . 3): ~ - = 
l l 

-+ ri(q1 ,q 2 , ... ,qn,t). Tama voi olla melko hankala tehtava, jos 

lausekkeet (2 .3.3 ) ovat monimutkaisia. Yhtaloita (2 . 3 . 115) nimi­

tetaan ~~gE~~g§~_yb~~1~~~~~, kun niiden oikeat puolet on muunnettu 

seuraavasti: 

eli 

Q. = 
J 

-+ 
N .. ar. 

-+ l 
L: m.r.•-.,-

i=l l l oq j 

. 
-+ N {d _;_ ar i 

L: dt(m.r. ·-.-) 
. l l l "' 1= oq. 

~ {~ _a_(-!-
1. =l dt "' 2 oq. 

J 

J 

-+ -+ 
m.r. •r. ) 

l l l 

d 
dt 

a N 
--( L: 

1 -+ -+ a N 1 -+ -+ 
-
2 

m . v . • v . ) - ~- ( L: 
2 

m . v . • v . ) 
aq. i=l 

J 

aK 
aq . 

J 

l l l oq .. l l l l 
J l= 

j = l,2, ... ,n . 

(2.3 .116) 

(2 . 3.117) 
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Tassa on kaytetty toisen ja kolmannen rivin valilla apuna oikeak -

si todennettavissa olevia kaavoja 

. . 
-+ -+ -+ -+ 

Clr. Clr. 
d Clr. () r. 

l l l l (2 . 3 . 118) ()q. = 
dt Clq. = aq:- . 

()q. J 
J 

J J 

Lagrangen yhtaloissa (2 . 3.117) systeemin liike-energian K lausek ­

keen K = ~ 1/2 m.~.-~. muodostamiseksi tarvitaan enaa vain nopeuk­
l l l 

sien 

-+ -+ . n Clr. Clr. 
-+ -+ l . l v = r. = ~ ()q. q. + at i = l 1 2 1 •• • 1 N 

l j=l J 
J 

(2 . 3 . 119) 

lausekkeet. Toisaalta K:n suhteen joudutaan vie1a suorittamaan 

kaavan (2.3.117) esittamat lisaoperaatiot. Yleisesti K tulee 

o1emaan muotoa 

(2.3.120) 

. 
Suureita q. nimitetaan yleistetyiksi nopeuksiksi. 

J 
Jos systeemissa on monogeenisia tai konservatiivisia voimia 1 

niita vastaavat yleistetyt voimat voidaan 1askea niin haluttaessa 

myos systeemin potentiaalienergian V' tai V avu1la kaavoista 

(2.3.110) tai (2.3.114) ja Lagrangen yhta1ot saavat muodon 

- ------ - -----. 
d ()L ()L = dt -.-- aq-:- I 

()q. J 
J 

Qr: 
J 

j = l 1 2 1 ••• 1 n 1 (2.3.121) 

jossa 

L = K - V' (= K - V) (2.3 . 122) 

on ns. 1~~E~~g§~-!~~~~!Q ja Qj on epamonogeenisista (epakonserva­

tiivisista) voimista muodostuva yleistetty voima. Muoto (2.3.121) 

nahdaan oikeaksi 1 koska V' (V) ei ole yleistettyjen nopeuksien 

funktio. Jos kaikki systeemin voimat ovat monogeenisia (konserva­

tiivisia)1 yhtaloiden (2 . 3 . 121) vasemmat puo1et haviavat . 
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Esimerkki 2 . 3.7 Tasoristikko . Muodostetaan kuvassa (a) esitetyn nivel ­
nurkkaisen tasoristikon 1 i ike ­
yhtalot Lagrangen yhtaloiden 

(a) 

(b) 

X 

~j 
Alkuti ~~ .... .// 

X 

0 s 

1 

avull a . 
Ristikon sauvat otaksutaan 

kimmoisiksi . Sauvojen kimmo -
kerroin on E ja poikki leik ­
kauksen pinta - ala A= A pait ­
si vi nossa olevi lla sauBoi lla, 
joilla A= 12A . Siirtymakom -

. 0 
ponent1t u 1, v1, u

2
, v2, uV 

v
3 

otaksutaan pien1ksi ristikon 
m1ttoihin verrattuna. Otaksu-
taan, etta alkuti lassa, jossa 
ulkoista voimaa F1(t) = - Fj ei 
ole ja jossa si i rtymakomponen ­
tit ovat nol 1 ia, sauvavoimat 
ovat myos noll ia . Otaksutaan 
viela ristikon massa keskite -
tyksi nurkki in pistemassoiksi 
mi. Ristikon nurkkiin vaikut-
tava t 1 i saks i muotoa t? = -ci ~i 
olevat vaimennusvoimat, jossa 
Ci on vakio. Taten ristikosta 
on muodostettu viiden partikke­
lin partikkelisysteemimalli, 
jossa tiettyjen partikkel iparien 
valilla vallitsee sisaisia voi ­
mia . 

Johdetaan ensin kuvassa (b) 
esitetylle yleiselle nurkkia i 
ja j yhdistavalle sauvalle sau ­
van venyman ~s lauseke funktio ­
na siirtymakomponenteista Ui, 
v!, Uj, vj: Ku~ rajoi t~taan 
p 1 en ten s 1 1 r t ym 1 en t eo r 1 a a n , 
~s:n lauseke voidaan korvata 
likimain s:n differentiaalilla. 
Kuvasta saadaan sauvan pituu ­
deks i s = so+~s mi e 1 iva 1 ta i ses-
sa asemassa 

2 2 2 s = [(x.-x.) + (y.-y.) ] 
J I J I 

(a) 

ja s i is 

~s ~ ~s I ~x. + ~s I ~x. + ~s I + ~s I ~y. 
oX. I a X. J oy . a YJ· O J 

I 0 J 0 I 0 

x . -x. 

1 

x . -x. j 
- J I ~X. + _L ___ I ~X. 

S 0 I S 0 J 

y . -y . I y . - y ., 
__ J ___ I ~y + J I ~ • 

s o i s o YJ 

0 0 
- cosa u. + cosa u. 

I J 
. 0 . 0 

Sl na v. + s1na v. 
I J 
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= cosa0 ( - u.+u.) + sina0 ( - v.+v.) . 
I J I J 

(b) 

Merkinta ()I viittaa siihen, etta ko. suure ()on laskettava alkutilassa . 
Kimmoteorign mukaan sauvavoiman S lauseke on 

s EA 1'1s 
0 

s 
(c) 

jossa Son s11s maaritelty positiiviseksi, kun sauvassa on vetoa . Sauvan 
muodonmuutosenergian eli kimmoenergian laskemiseksi havaitaan, etta yhta­
lon (c) voidaan ajatel la esittavan jousivakion k = EA/s0 omaavan jousen 
jousivoiman lauseketta, joten kaavojen (2 . 3 . 25) ja (2 . 3 . 26) perusteella 

vint 
i j 

- EA [cos~o(-u.+u.) + . o( )]2 "' s1na - v.+v. 
2 SO I J 1 j 

Koko systeemin muodonmuutosenergian laskeminen tapahtuu kolmannella 
kaavalla (2 . 3.72): 

v. 
1 nt 

(d) 

(e) 

mutta summaan otetaan nyt tietenkin mukaan vain ne pisteparit, joiden va­
li lla vall itsee sisiiisia voimia; tois in sanoen sauvojen yhdi stamat piste ­
parit eli ristikon seitseman sauvaa. Laskemisen helpottamiseksi kaavan 
(d) kaytossa tarvi ttavat 

sauva 
j EA so cosa0 . 0 s 1 na, 

4 2 EA 
0 

a 0 

2 EA 
0 

a 0 

5 3 EA a 0 
0 (f) 

2 3 EA 
0 

a 0 1 

5 2 /2EA 
0 

/2a 1/12 -1 ;/2 

3 /2EA /2a 1 ;12 - 1/12 
0 

4 3 /2EA 
0 

12a 1//2 -1/12 

suureet on keratty oheiseen taulukkoon, j onka avulla saadaan 

vint 
1 EA { 
- ~ [1 (-O+u ) 
2 a 2 

+ 0 ] 2 + 

+[1 (-u
2
+u

1
) + 0 ]2 + 

+[ 1 ( - O+u
3

) + 0 ] 2 + 

+[ 0 
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121 1 2 + - [- ( - O+u ) - - · ( - 0 +v ) ] + 
1212 2 12 2 

121 1 2 + - [- ( - u +u ) (-v3+v1)] + 
/2 /2 3 1 12 

121 1 
( - O+v3)]2} + - [- ( - O+u ) + -

1212 3 12 
(g) 

josta tulee kehittamalla 

v. 
1 nt 

(h) 

Nurkassa 1 vaikuttava kuormitus F muuttuu suuruudeltaan annetulla taval­
la ajan funktiona (esim . F = Fsinwt), mutta sai lyttaa suuntansa . Tal loin 
F:lla on ajasta ri ippuva potentiaal ienergia (vrt. kaava (2 . 3 . 2)) 

V' ext F(t)v
1 

Vaimennusvoimat 

( i ) 

(j) 

ovat epamonogeenisia ja niista syntyvat yleistetyt voimat Q~ ovat ensimmais ­
ta kaavaa (2.3.98) (ks. myos huomautus 3, s. 2 . 3.49) sovelt-kmalla 

-+ 
d Clu. Clu. Clv. 

Q~ (c. u. I 

Clq ~) 2:: F.··-'= -2:: -Cl- +c. v. 
J I Cl q. I I q. I I 

J J J 
( k) 

l<u n otetaan viela huomioon, etta q 1 = u 1 ' q2 v 1 ' jne . s aadaan 

Qn . 
Qn = . 

= -c1 u1 ' -c1v1 j ne . 1 2 ( l ) 

Systeemin li ike-energia 

( m) 

Li ikeyhtalot saadaan esimerkiksi kaavojen (2 . 3 . 121) avulla, joissa 

L = I< - V' = K - V. t - V 1 

1 n ext 
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(n) 

Ensimmainen yhtalo tulee olemaan 

(o) 

eli 

Muut yhtalot muodostetaan vastaavasti ja koko yhtaloryhma tulee olemaan 
seuraava: 

0 0 0 0 0 
.. 

0 0 0 
. 

m1 u1 c1 0 0 u1 
0 m1 0 0 

.. 
0 0 v1 0 c1 0 0 0 0 v1 .. . 

0 0 m2 0 0 0 u2 + 
0 0 c2 0 0 0 u2 + .. . 

0 0 0 m2 0 0 v2 0 0 0 c2 0 0 v2 .. . 
0 0 0 0 m3 0 u3 0 0 0 0 c3 0 u3 
0 0 0 0 0 m3 v3 0 0 0 0 0 c3 v3 

3 1 0 
1 1 

0 - -- -1 2 2 u1 2 2 

1 1 
0 0 

1 1 -F ( t) -- 2 v1 2 2 2 

EA -1 0 5 1 
0 0 0 

0 2 2 u2 
(q) +-a 

1 3 0 0 2 2 0 -1 v2 0 

1 1 
0 0 2 0 0 2 2 u3 

1 1 
0 -1 0 2 0 2 2 v3 

Tarkastellaan tehtavaa viela matriisimerkintojen kannalta . Jos kirjoi­
tetaan {q} = [q 1,q 2, . . . ,q ]T ja {Qn} = [Q~,Q~, ... ,Qn]T, Lagrangen yhtalot 
(2.3. 121) voidaan esittaanmuodossa n 

{Qn} = ~ ~ aL ( r) 
dt . • - a{q} ' 

d {q} 

kun kaytetaan liitteessa L.2 esitettyja merkintatapoja. Tassa on kasitelty 
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teht~v~~. jossa kimmoe nergian Vint lauseke (h) on yl e istettyj en koordinaat ­
tien nel iomuoto, ulkoisten voimien (ajasta ri ippuvan) potentiaalienergian 
V~xt lauseke (i) on yleistett yj en koordinaattien l in eaar in en muoto ja l i i­
ke-e ne rgian K lauseke (m) on yleis te ttyjen nopeuksi e n nel iomuoto . T~ten 
voidaan kirjoittaa 

V' 
ext 

1 T · 2 {q} [K]{q} 

T 
-{R} {q } 

1 • T • K =- {q} [M]{q} . 
2 

Yht~loiden (r) termej~ lasketta essa saadaan 

Cll 

ClV 3V' 
3 L _ 31V + ~ _ i n t + ext 

- Cl{q} = %[qT Cl{q} - Cl{q} Cl{q} 

= [K]{q} - {R} . 

T~ten p~~dyt~~n ensin yht~loihin 

{Qn} = [M]{ci} + [K]{q} - {R} , 

(s) 

( t) 

(u) 

joista saadaan viel~ pystyvektorin {Qn} lauseke huomioonotta e n yht~losys ­
teemi (q) matri is i muodossa: 

[M]{q} + [C]{q} + [K]{q} = {R} (v) 

T~m~ on l ineaarinen vakiokertoiminen tavall inen differentiaaliyht~loryhm~, 
Janka ratkaisemiseksi on viel~ annettava {q}ja {~} alkuhetkell~. 

Todettakoon, ett~ kun kontinuumia analysoidaan sii rtym~formulaatiota 
k~ytt~en diskreetein menetelmin, siirtymille otetaan usein es itys 

{u(x,y,z)} 
3X 1 

~ [N(x,y,z)]{a(t)} 
3xn nx1 

( w) 

Esimerkiksi Fourier kehitelmiss~ matri is in [N] alkiot ovat s1n1- ja kosini­
funktioita ja pystyvektorin {a} alkiot viel~ m~~r~~m~ttomi~ kertoimia . 
Elementtimenetelm~ss~ vastaavia termej~ nimitet~~n muotofunktioiksi ja sol­
mumuuttujiksi . Joka tapauksessa esitys (w) merkitsee, ett~ kontinuumi 
(~~rettom~n manta vapausastetta) on muunnettu likim~~r~iseksi malliksi, 
jolla on n vapausastetta . Suureet {a} ovat mallin yleistettyj~ koordinaat ­
teja. Mallin liike- ja mahdolliset potentiaalienergiat voidaan lausua 
yleistettyjen koordinaattien ja yleistettyjen nopeuksien avulla . Lineaa -
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risessa probleemassa saadaan kaavojen (s) mukaiset esitykset, joissa mas ­
samatri isi · [M] ei ol e enaa yleensa . diagonaal inen. Edell isen perusteella 
ymmarretaan, etta esimerkiksi elemenitimenetelmaan 1 iittyvat diskreetit 
yhtalot void aan johtaa ni in haluttaessa i lman mitaan erityista uutta teo ­
riaa klassill isten Lagrangen yhtaloiden erikoistapauksena . 

Esimerkiksi kaava (e) taas viittaa siihen, kuinka tietyt termit synty ­
vat summeeraamalla eri osuuksista ja ymmarretaan kuinka Lagrangen yhtalot 
voitaisiin synnyttaa myos elementtimenetelman tyyppisella kokoamisproses­
silla. Tama kaikki perustuu luonnollisesti siihen yksinkertaiseen tosia ­
siaan, etta vi rtuaal inen tyo on summeerautuva suure: Koko systeemi in vai ­
kuttavien voimien tekema virtuaal inen tyo on summa systeemin osiin vaikut­
tavien voimien tekemista vi rtuaal ista toista . Kaikki fysi ikan suureet 
eivat ole summeerautuvia . Esimerkiksi vakiolampotilassa olevan kappaleen 
lampotila ei ole sen osien lampotilojen summa. 

Li ikeyhtaloita (q) johdettaessa nurkkien 4 ja 5 yhtalot jatetti in ki r­
joittamatta, koska liike ali estetty naissa nurkissa . Kun yhtaloiden (q) 
ratkaisu on selvi lla, tuntemattomat tuki reaktiot .(rajoitevoimat) saadaan 
tarvittaessa nurkkien 4 ja 5 liikeyhtaloista (tarkemmin tasapainoyhtalois­
ta), koska muut vaikuttavat voimat ovat nyt tunnettuja. 
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2 . 3.9 Hami1tonin periaate 

Virtuaa1isen tyon periaatteen 1ahtokohtana o1i yhta1o (2 . 3 . 83), 

jossa painoi11e w. otettiin tu1kinta w. ~ or. . Tarkaste1ussa ra-
l l l 

joituttiin tiettyyn kiinteaan ajan hetkeen . Mikaan ei esta otta-

masta painoja ajan funktioiksi : w. = w. (t) . Kun yhta1o (2 . 3 . 83) 
l l 

integroidaan puo1ittain ajan suhteen ajan va1in (t1 ,t 2 ) y1itse, 
-+ -+ 7:: 

saadaan ede11een yhta1o (R1 =F. + L.) 
l l 

t2 

J 
-+ -+ -+ 

[ Z:: ( R . - m . a . ) · w . ] d t = 0 , 
t l l l l 

1 

(2.3 . 123) 

. -+ 
]ossa suureet w. (t) ovat taysin mie1iva1taisia . Kun otetaan taas 

l 

tu1kinta ~. (t) = o?. (t)' saadaan yksityiskohtaisemmin 
l l 

t2 .. 

f 
-+ -+ -+ -+ 

( Z::R. ·or. - Z::m. r. ·or.) dt 
t l l l l l 

1 

Kuva 2 . 3.21 Partikke1in tode1-
1inen ja varioitu rata. 

0 . (2 . 3.124) 

Partikke1in i tode11isen radan 

r. ( t) 1i saksi kuvi te11aan siis' 
l 

etta partikke1i o1isi voinut 

ku1kea pitkin varioitua rataa 

~i(t) + o~i (t)' joka ajate11aan 

Hami1tonin periaatteessa se11ai-

seksi, etta Y§E!2!~~-E~~§_Yb~YY 

~29~11!§~~~-~§~§§~-~j§~-0~~~!11~ 
t 1 ja t 2 (kuva 2.3 . 21), toisin 

sanoen va1itaan 

-+ -+ 
or(t2) = 0. 

(2.3.125) 
t2 .. 

Termeja ft m.r. ·o;.dt voidaan muuntaa osittaisintegroinni11a seu-
1 l l l 

raavasti (ks. kohta L.2.2) 

t 

f 

2 .. 
-+ -+ 

- m.r. •or.dt = 
l l l 

t1 

t2 . 

I 
-+ -+ 

- m.r.•or. 
l l l 

t1 

t 

J 
2 . . 

-+ -+ + m.r. · or. , 
l l l 

t1 

(2 . 3 . 126) 
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jossa on kayt~tty 
-+ 

hyvaksi taulukon 2 . 3 . 2 saantoa (5): d/dt(8r.) = 
l 

-+ -+ 
8 ( dr . I d t) = 8 r . . 

l l 
Lisaksi saadaan taulukon 2.3 . 2 saantoja (2) ja 

(3) soveltamalla 

. . 
-+ -+ 

m.r. •Or. = 
l l l 

. . 
i' (! -+ -+ 
u 

2 
m.r.•r.) = 

l l l 
8K. 

l 
(2 . 3.127) 

Kun otetaan huomioon, etta sijoitustermit lausekkeessa (2 . 3 . 126) 

haviavat ehtojen (2 . 3.125) perusteella, yhtalo (2.3 . 124) saa muo­

don 

t2 

f (8K+L:R. ·8~.)dt 
t l l 

1 

0 • 

Jos systeemin voimat monogeenisia (konservatiivisia), 

-+ -+ 
_ LR . •Cr. = 

l l 

0 , 

-8v' {= -8v) 

(2.3.128) 

(2.3.129) 

(2.3.130) 

jossa L on Lagrangen funktio (2.3.122). Hamiltonin periaatteen 

mukaan systeemin todellinen liike tapahtuu siten, etta funktio-
t 

naali ft2Ldt saa stationaarisen arvon luvallisten funktioiden 
-+ 1 
r. (t) joukossa. Luvallisten funktioiden tulee toteuttaa asetetut 

l 

kinemaattiset ehdot ja saada todellisia ratoja vastaavat arvot 

hetkilla t 1 ja t 2 . 

Kun kaytetaan yleistettyja koordinaatteja, stationaarisuusehto 

antaa Lagrangen yhtalot Eulerin yhtaloina. 

Jos systeemin kaikki voimat eivat ole monogeenisia (konserva­

tiivisia), Hamiltonin periaatetta ei voida enaa esittaa puhtaana 

variaatioperiaatteena, vaan se saa muodon 

(2.3 . 131) 
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jossa ~Wn on systeemin epamonogeenisten (epakonservatiivisten) 

voimien tekema virtuaalinen tyo . 

Koska dynamiikan probleemat ovat ajan suhteen etenemis- eika 

reuna - arvotehtavia, Hamiltonin per iaatteen vaatimus var ioidun 

radan yhtymisesta tulevaisuudessa hetkella t 2 todelliseen rataan 

on fysikaalisesti luonnoton. Se ei kuitenkaan esta kaytannossa 

periaatteen soveltamista . 

Termien funktionaali, stationaarinen arvo, luvallinen argument ­

tifunktio ja Eulerin yhtalot merkityksien suhteen viitataan kohdan 

4.10 huomautukseen l. 
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2.3 . 10 Virtuaalinen tyo statiikassa 

Virtuaalisen tyon periaate esiintyy etenkin statiikassa eri 

lahteissa niin moninaisissa muodoissa, etta naita on syyta kasi­

tella hieman myos tassa . 

Virtuaalinen tyoyhtalo (2 . 3 . 90): ~w = o eli ybtalo 

~~w!: · o (2 . 3.132) 

voidaan lausua yhtalon (2.3 . 87) erikoistapauksena ensinnakin seu­

raavasti: Tasapainotilassa olevaan systeemiin vaikuttavien (todel ­

listen) voimien tekema virtuaalinen tyo on nolla jokaisen virtu­

aalisen siirtymatilan subteen. 

Lause voidaan muotoilla myos kaanteisena: Jos systeemiin yai ­

kuttavien (todellisten) voimien tekema virtuaalinen tyo on nolla 

jokaisen virtuaalisen siirtymatilan subteen, systeemi on tasapai­

notilassa. 

-+ 
w. 

l 

Tama tulos seuraa vastaavasti kuin mita on esitetty painojen 

ybteydessa s. 2.3.40. Askeiset tulokset voidaan ybdistaa yb-

deksi lauseeksi: 

Systeemi on tasapainotilassa, jos ja vain jos sys-) 
teemiin vaikuttavien voimien tekema virtuaalinen J 
tyo on nolla jokaisen virtuaalisen siirtymatilan 
suhteen. 

(2.3.133) 

Huomattakoon, etta tama ei tarkasti ottaen sano viela mitaan 

systeemin lepotilasta. Esimerkiksi vaakasuoralla kitkattomalla 

tasolla vakionopeudella liikkuva partikkeli on systeemi, joka 

toteuttaa lauseen (2.3.133). 

Tavallisimmin operoidaan vain kinemaattisesti luvallisten vir­

tuaalisten siirtymien avulla . Talloin passiivisten voimien teke­

ma virtuaalinen tyo ~wP = 0 ja jaljelle jaa aktiivisten voimien 

tekema virtuaalinen tyo ~wa . Koska rajoitevoimat ovat tarkein 

passiivisten voimien rybma, lause (2.3.133) muuntuu muotoon 

Systeemi on tasapainotilassa, jos ja vain jos 
systeemiin vaikuttavien konstitutiivisten voi­
mien tekema virtuaalinen tyo on nolla jokaisen 
kinemaattisesti luvallisten virtuaalisen siir­
tymatilan subteen. 

l (2 . 3 . 134) 
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Tama on se virtuaalisen tyon periaatteen muoto, jota kaytan­

nossa no r maalisti sovelletaan . Todettakoon, etta termi konstitu­

tiivinen voima r ajoitevoiman vastakohtana on taman kirjoittajan 

ehdotus . Tavanomaisia englanninkielisia vastaavia termeja ovat 

applied force, impressed force, effective force . Mielestani ne 

eivat ole erityisen osuvia, koska ne antavat vaikutelman annetus ­

ta ulkoisesta voimasta ja esimerkiksi sisainen jousivoima tulisi 

kuitenkin olemaan "applied force" . 

Usein yhtalo (2 . 3.132) esiintyy kirjallisuudessa muodossa 

~W t = ~W. t ja sanotaan, etta tasapainotilassa ulkoisten ja ex ln 
sisaisten voimien tekemat virtuaaliset tyot ovat yhta suuria . 

Talloin sisaisille voimille on kaytetty eri maaritelmaa kuin 

tassa esityksessa . Muoto ~w t + ~W. t = 0 on johdonmukaisempi . ex . ln 
Statiikassa virtuaalisen tyon periaatetta sovelletaan usein 

viela siten, etta systeemin sisaiset voimat (kontinuumissa ]anni­

tyskentta) valitaan tarkoituksella todellisista poikkeaviksi . 

Staattisesti maaraamattomalle rakenteelle voidaan esittaa useita 

(= staattisen maaraamattomyyden lukumaara; kontinuumilla aareton 

maara) riippumattomia sisaisten voimien jakautumia, jotka muodos ­

tavat tasapainosysteemin annettujen ulkoisten voimien kanssa . 

Tallaisia sisaisia voimasysteemeita nimitetaan tavallisesti 

~t~~tt~~~~i~-1~Y3~1~~~~§! (engl. statically admissible) . Systee­

min sisaisten voimien kullo~stenkin konstitutiivisten yhteyksien 

johdosta on aina vain tie·tty staattisesti luvallinen voimasystee­

mi todellisuutta vastaava. Virtuaalisen tyon periaatteen johta ­

mistavan muistaen ymmarretaan, etta virtuaalinen tyoyhtalo voi ­

daan kirjoittaa mielivaltaiselle voimasysteemille, mikali se on 

vain tasapainosysteemi . Tama ajattelu on lahtokohtana ns . virtu ­

aalisten voimien periaatteessa ja siita erikoistapauksena saadus ­

sa ns. komplementaarisen energian stationaarisuuden periaatteessa, 

joihin ei kuitenkaan puututa sen enempaa tassa. 

Askeiseen ajatteluun perustuu myos ns . yksikkovoimamenettely 

(engl. unit dummy load method) systeemin eri pisteiden lineaarisen 

teorian mukaisten siirtymien maarittamiseksi, kun systeemin muodon­

muutokset tunnetaan . Virtuaaliset siirtymat ja muodonmuutokset 

ajatellaan todellisten pienten siirtymien ja muodonmuutosten mu ­

kaisiksi . Halutussa siirtymakomponentin maarittamiseksi asete-
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taan ko. pisteeseen ko . suuntaan vaikuttamaan yksikon suuruinen 

ulkoinen voima . Maaritetaan mika hyvansa taman voiman kanssa 

staattisesti luvallinen sisainen voimasysteemi . Se voidaan vali ­

ta esimerkiksi tekemalla systeemi ensin staattisesti maaratyksi 

ja maarittamalla tata vastaava voimajakautuma . Yhtalossa (2.3 . 132) 

voidaan nyt laskea ~W. t ja ~W t tulee taas olemaan yksinkertai -ln ex 
sesti yksi kertaa tuntematon siirtyma, joten siirtyma ratkeaa heti 

tyoyhtalosta. 

Konservatiivisten systeemien yhteydessa virtuaalisen tyon pe­

riaate (2.3 . 134) voidaan muuntaa potentiaalienergian kasitteen 

avulla lausuttuun muotoon. 

Jos systeemi on konservatiivinen, kaavan (2.3 . 111) mukaisesti 

~W = - ov ja virtuaalisen tyon periaate (2 . 3.134) saa muodon 

ov (2.3 ~ 135) 

eli konservatiivinen systeemi on tasapainotilassa, jos ja vain jos 

sen potentiaalienergialla on stationaarinen arvo. 

Yhtaloa (2.3. 13 5) nimitetaan yleensa E2~~~~i~~!i~~~Egi~~-~~~­

~~~~~~E~~~~9~~-E~E~~~!!~~~§~ (engl. principle of stationary 

potential energy) . Se on siis erikoistapaus virtuaalisen tyon 

periaatteesta, kun systeemi.n voimat ovat konservatiivisia. Yhta­

lon johtamistavasta seuraa, etta funktio v taytyy tassa ajatella 

aseman (tai siirtymien) funktioksi ja siirtymien variaatioiden 

tulee olla kinemaattisesti luvallisia. 

Virtuaalisen tyon tai potentiaalienergian stationaarisuuden 

periaate ei sano viela mitaan tasapainotilan luonteesta. Voidaan 

osoittaa [2.l,s.l94 ... 196], etta 

~onservatiivisen systeemin tasapainoasema on _sta- } 
biili, jos ja vain jos potentiaalienergialla on 
minimiarvo. 

(2.3.136) 

Tata . tulosta nimitetaan E~~~~~~~~!~~~~Eg~~~-~~~~~~~-E~E~~~~~~~~§~ 
(engl . principle of minimum potential energy) . Tasapainoaseman 

taas sanotaan yleensa olevan §~~~~~!~ (engl. stable), jos pienet 

hairiot eivat poikkeuta systeemia kauaksi tasapainoasemastaan 

(tassa tasapainoasema = pysyva lepotila- asema) . Muutoin tasapai ­

noasema on ~2~~~~9~~!~ (engl. unstable) . 



2 . 3 . 73 

Lauseen (2 . 3 . 136) johto perustuu siihen, etta konservatiivisen 

systeemin mekaaninen energia K+V sai1yy (kaava (2.3 . 73)) ja etta 

systeemin 1iike- energia K on ei- negatiivinen suure . 

Kun kaytetaan y1eistettyja koordinaatteja, V = V(q1 ,q2 , ... ,qn) 

ja variaatio 

ov = 
n av 
2: -- oq. 

j=1 ()qj J 
(2 . 3.137) 

Koska variaation oV tu1ee havita tasapainoti1assa ja koska vari­

aatiot oq. ovat mie1iva1taisia, saadaan tasapainoehdot 
J 

av 
()q. 

J 
= 0 , j = 1,2, ... ,n. (2.3 . 138) 

Toisaa1ta sama tu1os saadaan suoraan tasapainoyhta1oista (2.3.101) 

ottamal1a huomioon y1eistettyjen voimien lausekkeet (2.3.114) kon­

servatiivisessa tapauksessa. Samoin voidaan yhta1ot (2.3.138) 

ajate11a vie1a Lagrangen yhta1oiden erikoistapauksiksi staattises­

sa (K = 0) ja konservatiivisessa tapauksessa. 

Esimerkki 2.3.8 

0 

y 

(a) 

Kahden jaykan kappal een systeemi. Kas i tellaan es imerki n 
2.3.6 esittama tehtava potentiaali­
energian stationaarisuuden periaat­
teen avull a. 

X 

Koska voimat G ja H (kuva (a)) ovat 
suunnaltaan ja suuruudeltaan vakioar­
voisia, ni iden potentiaalienergia 

= -Gv
1 

- Gv
2 

- Hu
3

• (a) 

Tassa on sovellettu lausekkeita 
(2.3. 17). Kitkaa ei oteta huomioon, 
joten systeemi on konservati ivinen ja 
l isaksi sisaisten voimien potentiaal i ­
energia Vinton nol la. Taten systee­
min kokonaispotentiaalienergia on lau­
sekkeen (a) mukainen . 

Si i rrytaan viela kayttamaan yleis­
tettyja koordi naatteja (tai si i rtymi a) 
e1 ja e2, jolloin saadaan lausekkeiden 



1 

2 . 3 . 74 

(a) ja (b), esimerkki 2. 3.1 avu11a 

(b) 

Tasapainoyhta1oiksi (2.3 . 138) saadaan 

(c) 

av 1 
as,:: G 2 sins 1 + G1sins 1 - H1coss 1 = 0, 

- G ~ sins 2 - H1coss 2 = 0 . 

Nama ovat vastaavat kuin vi rtuaa1 isen tyon periaatteen avu11a aikaisemmin 
johdetut yhta1ot (d), esimerkki 2.3 . 6. 

Vastaavan ratkaisun 

2H 
s 1 = arctan 3G , 2H 

s 2 = arctan G (d) 

maarittaman tasapainoaseman mahdo11isen stabi i 1 iuden toteamiseksi 1auseke 
(b) o1 isi ens in kehitettava Tay1o r in sarjaksi toisen asteen termit mukaan 
ottaen kehityskeskuksena arvot (d) . Mahdo11inen minimiarvo o1isi sitten 
paate1tavissa taman kehite1man avu11a. 
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2 . 3.11 Suhteellinen liike 

-+ 
Liikelaissa esiintyva kiihtyvyys a on inertiaalikoordinaatis-

ton eli inertiaalikehyksen suhteen mitattu kiihtyvyyden arvo. 

Ns. astronominen koordinaatisto, jonka origo on aurinkokunnan 

massakeski6ssa ja jonka akselit ovat suunnatut kiintotahtiin, on 

suurella .tarkkuudella inertiaalikehys . Tekniikassa voidaan myas 

maahan kiinnitettya koordinaatistoa pitaa yleensa riittavalla 

tarkkuudella inertiaalikehyksena, mutta tietyissa ilmi6issa on 

otettava huomioon maan py6rimisliikkeesta oman akselinsa seka 

auringon ympari johtuvat korjaustermit . Esimerkkina tasta mainit ­

takoon laajojen ilma- tai vesimassojen virtaukset (Coriolisvoiman 

vaikutus) . 

usein on myas hy6dyllista kasitella tiettya liiketta tarkoituk­

sella ei- inertiaalikehyksessa . Esimerkiksi py6rivan turbiinin 

siiven varahtelyja tutkittaessa vo~daan koordinaatisto kiinnitt~a 

turbiinin akseliin, jolloin siiven liike taman suhteen muodostuu 

vain pienehk6ista siiven kimmoisista muodonmuutoksista johtuvista 

termeista eika rajusta rotaatiosta. 

Johdetaan liikelain ei- inertiaalikehyksessa saama muoto . Par­

tikkelisysteemin tyypillisessa liikeyhtal6ssa 

:F. + 1. = 
l l 

-+ m.a. 
l l 

(2 . 3.139) 

kiihtyvyys ~. 
l 

-+ = r. on inertiaalikehyksessa mitattu ns . inertiaa­
l 

likiihtyvyys ja F. on systeemin ulkopuolisen massan johdosta syn-
l 

tyva ns. todellinen ulkoinen voima. Tarkastellaan kuvaa 2 . 2 . 6 

pitaen XYZ - koordinaatistoa inertiaalikehyksena. Kaava (2.2 . 8) 

antaa tall6in inertiaalikiihtyvyyden ~ ja ei- inertiaalikehykses-
-+ sa xyz mitatun ns. suhteellisen kiihtyvyyden ar valisen yhteyden : 

. 
-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
a.= (a.) + a 0 + wxs

1
. + wx (wxs.) + 2wx(v.) 

1 1 r 1 1 r (2 . 3 . 140) 

Sijoittamalla lauseke (2 . 3.140) yhtal66n (2 . 3 . 139) nahdaan, etta 

se voidaan kirjoittaa myas muotoon 

.. - -~·---;] 
-+ -+A ~ -+ 
F. + F. + t . = m. (a.) , 

1 1 1 1 1 r 
_. ... _ ~ ------- _ ... ---

(2 . 3 . 141) 
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jossa on kaytetty lyhennysmerkintaa 

. 
~A ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
F . = - ffi l' a Q - ffi . W X S • - ffi . W X ( W X S , ) - 2m , W X ( V • ) 1 l l l l l l l r (2 . 3.142) 

jolle on annettu nimi ~~~~~~~~~~~~~ (engl. apparent force, pseudo 

force) . Kaavan (2 . 3.141) tulkinta on seuraava : Jos liikeyhtalo 

kirjoitetaan siten, etta inertiaalikiihtyvyyden sijasta siina 

esiintyy suhteellinen kiihtyvyys, todellisiin voirniin on lisat ­

tava naennaisvoirna F~ . 
l 

Naennaisvoirna on kuviteltu voirna siina rnielessa, etta silla ei 

ole voirnan ja vastavoirnan lain edellyttarnaa vastavoirnaa. Termis­

ta -mi~x (~ x ~i) kaytetaan nimitysta ~§~~~p~~2~2!~~ (engl. centrifu­

gal force) ja terrnista -2m.~x ~. nirnitysta Coriolisvoirna . Havait -
l lr -------------

sijan kannalta naennaisvoirna voi tuntua hyvinkin "todellise~ta", 

koska han ei pysty huornaamaan fysiologisesti eroa sille, aiheut ­

taako tietyn voirnan toinen rnassa tai kehyksen liike. Tasta kay 

esirnerkkina keskipakovoirnan vaikutus havaitsijaan, joka on kiin­

nittanyt koordinaatistonsa liikkuvaan ajoneuvoon. 

Kaikki edella johdetut yleiset lauseet ja periaatteet on saatu 

rnanipuloirnalla liikeyhtaloita (2.3.139) eri tavoin. Taten vas­

taavat periaatteet saadaan rnyos aivan sarnoin ei-inertiaalikehyk­

sessa toirnittaessa taydentarnalla todelliset voirnat seka niihin 

liittyvat terrnit naennaisvoirnilla ja niiden antarnilla osuuksilla . 

Systeernin kannalta naennaisvoirnat on luokiteltava ulkoisiksi voi ­

rniksi, koska niilla ei ole systeernin sisalla vastavoirnia. Niilla 

ei ole kyllakaan vastavoimia systeemin ulkopuolellakaan, josta 

juuri seurasi nirnitys naennaisvoirna. 

Kohdassa 2.3.6 esitetyt hitausvoirnat ovat rnyos laskennallises ­

ti rnaariteltyja naennaisvoirnia . Ne saatiin vain hiernan erilaisel ­

la ajattelutavalla, koska ne synnytettiin toirnirnalla koko ajan 

inertiaalikehyksessa. Yhden partikkelin liiketta tarkasteltaessa 

voidaan valita ei- inertiaalikoordinaatisto, jonka origo liikkuu 

koko ajan partikkelin rnukana. Talloin partikkeli on pysyvassa 

lepotilassa ko. liikkuvan koordinaatiston suhteen ja kaavassa 
~ ~ ~ ~ ~ ~ . ~A ~ ~r 

(2 . 3 . 142) a 0 = a, s = u, vr = u, Joten F = - rna 0 = F . 

Todettakoon viela, etta rnyos yhtaloon (2.3 . 141) voidaan sovel ­

taa viela lisaksi hitausvoirna - ajattelua siirtarnalla terrni rn. (~.) 
l l r 
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merkkia vaihtaen yhtalon vasemmalle puolelle ja nimittamalla 

sita esimerkiksi suhteelliseksi hitausvoimaksi . 

Esimerkki 2. 3. 9 Maan pyorimisl i ikkeen vaikutus . Tarkastellaan maahan 
kiinnit etyn koordinaatiston 
vaatimien naennaisvoimien lau ­
sekkeita. z 

(a) 

Kuva (a) esittaa koordinaa ­
tistojen val intaa. lnertiaal i ­
koordinaatiston XYZ origo on 
maan keskipisteessa . Z- aksel i 
kulkee pohjoisnavan kautta ja 
osoittaa pohjantahteen . X- ja 
Y- akselit ovat samoin suunnatut 
kiintotahti in ja XY-taso kulk ee 
s i is koko aj an pai vantasaaj an 
kautta. (Tassa tarkastelussa 
kasitellaan vain maan pyorimis -
1 i iketta oman aksel insa ympari 
ja jatetaan maan l i ike auri ngon 
ympari huomioonottamatta . ) Le­
veysasteen arvoa A vastaava pai ­
kallinen, maahan ki innitetty 
koordinaatisto on val ittu siten, 
etta sen origo on maanpinnassa, 
x-aksel i osoittaa itaan, y-ak-
sel i pohjoiseen ja z- akseli 
ylospain. 

Maa j a s i is myos 
-+ -+ 

law~ (2nrad/vrk)K 
si ihen ki innitetty xyz-a ksel i pyorivat kulmanopeudel­

XYZ - koordinaatiston suhteen. Tarkempi arvo on kir-
jall isuuden mukaan 

-+ - 5 rad -+ 
w ~ 7 29·1 0 - K 

' s 
(a) 

ja lisaksi patee suurella tarkkuudella 

(b) 

koska maan pyorimisliikkeen tiedetaan hidastuvan hyvin hitaasti. 
Maa ajatellaan ensimmaisena approksimaationa pallosymmetriseksi pallok­

si jonka ulkosade 110 1 = r 0 ~ 6370 km . Kuvasta (a) havaitaan, etta tal loin 
l i ikkuvan koordinaat1ston o r igon paikkavektori 

(c) 

Origo suorittaa tasaista ympyral i iketta (sade = r 0cosA) Z- aksel in ympari. 
Vastaava ki ihtyvyyden itseisarvo l!ol = w2r 0co sA , jossa w = 1~1 ja jossa 
itse ki ihtyvyysvekto r i ~O osoittaa Z-aksel i in pain ja leikkaa sen kohti­
suoraan. Ei ole vaikea osoittaa, etta tama kiihtyvyys voidaan kirjoittaa 
muotoon 
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Yleisen naennaisvoiman lausekkeen (2.3.142) perusteella saadaan siis 
tassa tyypilliselle partikkelille (kuva (a)) tulos 

-+ -+ -+ -+ -+ - mw x (w x r) - 2mwxv . 
r 

(e) 

Coriolisvoima -2m~x~ vaikuttaa vain, mikali partikkel i on I iikkeessa 
maanpinnan suhteen . Ke~kipakovoima -m~x (~x1) vaikuttaa myos maanpinnan 
suhteen levossa olevaan partikkel i in. (Tassa on kaytetty nimitysta keski­
pakovoima eri termista kuin kaavan (2 . 3.142) yhteydessa . Nyt si l Ia on tar­
koitettu partikkel in kayravi ivai seen l i ikkeeseen l i ittyvana termia massa 
kertaa keskeiski ihtyvyys mi inusmerkkisenl. Kumpiakin nimen keskipakovoima 
tulkintoja esiintyy kirjall isuudessa . ) 

Kuvassa (b) nakyy partikkel in P kautta kulkeva meridiaanitaso. Keskipa -

-+ t z 
w '-...1( 

I 

(b) 

kovoima on tassa tasossa, se on 
kohtisuorassa Z-aksel ia vastaan 
ja vaikuttaa siita poispain. Kes­
kipakovoima on esitetty kuvassa 
li ioiteltuna, silla sen maksimiar ­
vo maanpinnal Ia (joka vall itsee 
paivantasaajalla) on vain n. 0,35 % 
maan vetovoiman eli gravitaatio­
voiman mg 1 itseisarvosta. Maan 
vetovoiman ja keskipakovoiman 

-+ (-+ ) l . . -mwx wxr resu tantt1 on ns. pal -
novoima mg. Juuri tama voima ei ­
ka tarkasti ottaen vetovoima mi­
tataan kappaleen punnityksessa . 
Luotiviiva osoittaa painovoiman 
suuntaan ja levossa olevan nesteen 
vapaa pinta asettuu kohtisuoraan 
painovoimaa vastaan. 

Keskipakovoima on kaavan (2.3.18) 
perusteella konservatiivinen ja 
koska gravitaatiovoima on tunnetus­
ti (ks . kaava (2.3 . 28)) samoin kon­

s e rvatiivinen, myos painovoima on konservati ivinen . Keskipakovoiman vaiku­
tus tulee automaattisesti mukaan laskelmiin, kun vain kaytetaan tarvittaes ­
sa paikal l ista putoamiskiihtyvyyden g arvoa . Lisaksi paikall inen pystysuora 
suunta maaritellaan tarkasti ottaen luonnoll isesti kuvan (b) esittamasta 
z -a k s e l i n s u u n n a s t a po i k e ten l u o t i n u o r a n s u u n n a n a v u l l a . 

Li ikkeessa olevaa partikkel ia kasiteltaessa on otettava l isaksi huomioon 
Corio] isvoiman vaikutus. Kuvan (b) avulla voidaan paatel Ia, etta kulmano­
peus 

1 
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-+ -t -+ -t . -+ 
w = W J + w k = WCOSAJ + WSinAk . y z (f) 

Kun viel~ merklt~~n 

-+ -t- -t -+ 
v v I + v J + v k r X y z 

(g) 

saadaan 

-t- -t k I J 
-+ -+ - 2mw xv -2m 0 WCOSA wsi nA r 

v v v 
X y z 

-2mw[(cosA•V - sinA•V )l + sinA•V J- COSA•V k] . 
Z y X X 

(h) 

Kun tarkastellaan vaakal i ikett~, v 
z 0, ja Coriol isvoiman vaakakomponent -

ti on 

2mwsinA(v l-v J) . 
y X 

( i ) 

T~m~ voima vaikuttaa pohjoisella (etel~isell~) pal lonpuol iskolla 1 iikesuun­
taan katsottuna oikeal le (vasemmalle) p~in . 

Coriol isvoiman arvo on yleens~ h~vi~v~n pieni painovoimaan verrattuna. 
Esimerkiksi kun pa r tikkelin vauhti maa npinnan suhteen on 100 km/h, Corio-
1 isvoiman maksimiarvo on n. 0,04 % painovoimasta . Meteorologiassa ja 
oseanografiassa Coriolisvoimalla on kuitenkin ol ee ll in en merk itys, koska 
se on paine -e rojen aiheuttamien vaakavoimien kanssa us e in samaa suuruus­
luokkaa ja se n vaikutus n~kyy siten voimakkaana syntyvien virtauksien 
k~ytt~ytymisess~. 
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3 . 1 . 1 

3 YLEINEN KONTINUUMIMEKANIIKKA 

3.1 Yleista 

Ns . jatkuvan aineen mekaniikka eli ~Q~~~~~~~~~~~~~~~~~~ jae­

taan tarkasteltavan kappaleen aineen olomuodon perusteella kuvan 

3 . 1 . 1 mukaisesti ~!~~!~~~-~~~~~~-~~~~~~~~~~~~ (engl . solid 

mechanics) ja ~~~!~~~~~~~~~~~~~ (engl . fluid mechanics) eli nes­

teiden mekaniikkaan . Tassa yhteydessa ~~§~~~!!~ (engl . fluid) 

Gnuumimekaniikka ] 

l . l 
~~- K-i-i.:tean aine:::--1 r_ Nestem_ekaniikka-__ 1 -_ 

mekaniikka _ __j L~ _j 

Kuv~ 3.1.1 Kontinuumimekaniikan paajako . 

tarkoitetaan paitsi ns. "Y~E~!.!?-~~~!~2_.!!~§~~~!:~ (engl. liquid) 

myos ~~~~~~~~~~§!§::_ .!!~~!~!!.§. eli ~~i:!~~~ (engl . gas) . Yleisnimen 

fluid suomenkieliseksi vastineeksi on ehdotettu mm. termia fluidi, 

mutta tassa tullaan kuitenkin kayttamaan edelleen sanontaa neste . 

Mekaniikan kannalta aineen luokittelu joko kiinteaksi aineeksi 

TlDC ·_ 1
7
' 

. ,-('I~ I 

...... -
T 

Nesteessa ei voi esiintya leikkaus ­

jannityksia T ilman nollasta eroa -. 
via liukumanopeuksia y ; kiinteass~ 

aineessa voi . 

- -----------------------

Kuva 3 . 1 . 2 Kiintean aineen ja nesteen ero . 

tai nesteeksi tapahtuu tavallisesti kuvan . 3 . 1 . 2 esittamalla perus ­

teella . Taten siis leikkausjannitykset haviavat jatkuvassa lepo ­

tilassa olevassa nesteessa, silla siina kaikki muodonmuutosnopeus­

komponentit = 0 . Rajatapauksissa sama aine voi olla kaytannon 
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kannalta eri tilanteissa kiinteaa ainetta tai nestetta riippuen 

tarkasteltavasta aikavalista ja kaytetysta mittaustarkkuudesta . 

Esimerkiksi piki kayttaytyy suur ten muodonmuutosnopeuksien yhtey­

dessa kuten kiintea aine hajoten hauraasti vasaran iskun johdos­

ta, mutta toisaalta se valuu oman painonsa vaikutuksesta astian 

sivussa olevasta reiasta ulos. pitkan aikavalin kuluessa . Meka ­

niikan haaraa, joka liikkuu kiintean aineen mekaniikan ja neste ­

mekaniikan valimaastossa nimitetaan ~§2!2g~~~§~ (engl . rheology) . 

Esimerkiksi betonin, puun ja muovien seka korkeissa lampotiloissa 

olevien metallien pitkaaikaiskayttaytyminen liittyy laheisesti 

reologiaan. Eras reologian alue on ns. y~§~2~~~2~§~~§- eli 

viskoelastisuusteoria . 

Varsinaisen nesteen ja kaasun mekaaninen ero ilmenee niiden 

kokoonpuristuvuudessa (kuva 3.1 . 3) . 

l Neste 

Varsinainen neste · ------------------------------------
on vahaisessa maarin kokoon­
puristuvaa eli vaaditaan 
suuri paineen muutos neste ­
alkion tilavuuden muuttami -
seksi. 

~-------------~-------J 

Kaasu 

on helposti kokoonpuristtivaa 
eli pieni paineen muutos 
riittaa nestealkion tilavuu ­
den muuttamiseksi . 

~·--J 
Kuva 3 . 1 . 3 Varsinaisen nesteen ja kaasun ero . 

Vaikka kontinuumimekaniikan peruslait ovat kontinuumin aineomi­

naisuuksista riippumattomia, lopulliset vallitsevat yhtalot tule ­

vat olemaan yleensa huomattavan erilaisia kiintean aineen mekanii ­

kassa ja nestemekaniikassa . Ero syntyy paitsi kiintean aineen ja 

nesteen erilaisista konstitutiivisista yhteyksista myos ennen 

kaikkea siita, etta kiintean aineen kinematiikassa kaytetaan yleen­

sa ns. ~~g~~~g~D-~~~~y~~~E~~ ja nesteen kinematiikassa taas yleensa 

ns . ~~!~~~D-~§~~Y§!~E~~ · 
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3.2 Kontinuumimekaniikan aksioomat 

Kontinuumimekaniikan yhtaloita johdettiin aiemmin kasittele­

malla mielivaltaista kontinuumin differentiaalista massa - alkiota 

dm partikkelimekaniikan avulla. Nykyaan on tavallisempaa, etta 

kontinuumimekaniikan perustaksi esitetaan joukko aksioomia, jois ­

ta sitten johdetaan tarvittavat yhtalot. Tassa esityksessa tar ­

vittavat kontinuumimekaniikan aksioomat eli peruslait ovat: 

(l) ~~~~~~-~~~!~~~~~-E~E~~~~~ (engl. principle of conservation 

of mass) . Kappaleen massa 

m = vakio (3 .2. 1) 

eli 

m = 0 • (3.2.2) 

(2) ~~~~~~~~E~~-1~~~~~-E~E~~~!~ (engl. principle of balance of 

momentum). Kappaleeseen vaikuttavien ulkoisten voimien resultant­

ti F on yhta suuri kuin kappaleen liikemaaran p muutosnopeus eli 

(3.2.3) 

(3) ~~~~~~~~E~9~~E!~E_!~~~~E-2~E~~~!~ (engl. principle of balance 
of moment of momentum) . Kappaleeseen vaikuttavien ulkoisten voi-

-+ 
mien momentti M kiintean pisteen suhteen on yhta suuri kuin kappa-

leen saman kiintean pisteen suhteen .lasketun liikemaaramomentin L 
muutosnopeus eli 

(3.2.4) 

(4) ~~~~2~~~-~~~~~~-r~~~~~!~ (engl . principle of balance of energy). 

Kappaleeseen vaikuttavien ulkoisten voimien tekema tyo W t plus 
ex 

kappaleen saama lampo WQ on yhta suuri kuin kappaleen liike-ener -

gian K ja sisaenergian E muutos eli 
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(3 . 2 . 5) 

eli 

(3 . 2 . 6) 

Naiden lisaksi on olemassa mm. ~~E~~2~~~ -~~§Y~~-2~~~~~~~ 

(engl. principle of entropy growth) seka joukko konstitutiivisia 

yhteyksia koskevia periaatteita. Lait (2), (3) ja (4) patevat 

vain inertiaalikehyksessa, joten jos niita sovelletaan mielival ­

taisessa koordinaatistossa, kohdassa 2.3 . 11 esitettyjen naennais ­

voimien antamat termit on otettava mukaan. Periaatteet (2) ja (3) 

ovat olleet jo esilla ~ohdassa 2 . 3 partikkelimekaniikan aksioo ­

meista johdettuina lauseina . Niita nimitetaan joskus myos ~~l~~!~ 

~~§!~~!§~~~~ - i~ -~~~~~~~~ -!~~~§!· Tassa ne siis otetaan kaantaen 
aksioo~iksi. Ttiysin yleisessa muodossaan yhtalon (3.2.5) tai 

(3.2 . 6) vasen puoli on taydennettava muilla mahdollisilla kappa ­

leen ulkopuoleltaan saamillaan energia- tai teho - osuuksilla; esi­

merkiksi sahkoenergian osuus. Periaate (4) kulkee myos nimella 

energian haviattomyyden laki tai ~~~~~qy~~~~~~~~ -~~~~~~~~~~-E~~ ­

.~~~~E~ (engl. the first law of thermodynamics). Aksioomien yksi­

tyiskohtiin palataan tarkemmin myohemmin. 

Aksioomat ovat voimassa mielivaltaisesta aineesta olevalle 

kappaleelle ja ovat taten perustana seka kiintean aineen mekanii ­

kassa etta nestemekaniikassa . Koska aksioomissa puhutaan kappa­

leesta, ne on siis muotoiltu koskemaan ns. §~!i~!E~~-§Y§!~~~~§ 

eli koko ajan samoista partikkeleista muodostunutta kokonaisuutta; 

vrt . kohta 3.4.2. 

Peruslait koskevat aarellisen kokoisia kappaleita (ei partik ­

keleita) ja nain ollen niista kustakin saadaan johdettua yhtalo, 

jota nimitetaan ko. lain integraalimuodoksi tai ~§I~!!~~~~§~ -~~2 -

~2~§~ (engl . integral form, finite form, global form) . Tiettyjen 

matemaattisten manipulaatioiden avulla kustakin aarellisesta muo ­

dosta saadaan lisaksi jokaista kontinuumin alkiota koskeva ko. 

lain differentiaaliyhtalomuoto eli E~~~~1!~~~~-~~2E2 (engl. local 

form) . Paikallinen muoto voidaan myos johtaa vaihtoehtoisella 
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taval1a sove1tamal1a perus1akeja suoraan differentiaa1iseen kon ­

tinuumia1kioon. Tassa esityksessa tu11aan keskittymaan paika11i ­

siin muotoihin. 

01isi tietenkin loogista pitaa esimerkiksi aksioomia (1), (2) 

ja (3) myos partikke1imekaniikan perustana, jo11oin tultaisiin 

toimeen vain yhde11a aksioomajouko11a . Huomattakoon, etta esi ­

merkiksi voiman ja vastavoiman laki (tietyssa y1eisemmassa muo­

dossa kuin yhtalona (2.1.2)) voidaan johtaa aksioomien (2) ja (3) 

seurauksena. Nayttaakin si1ta, etta myos a1keismekaniikan esi ­

tykset a1kavat siirtya yha enenevassa maarin kohti tassa 1uvussa 

mainittujen aksioomien kayttoa . Niin kauan kuin kou1ufysiikan 

opetuksessa vie1a operoidaan 1ahinna Newtonin 1aei11a, sa11itta ­

koon kuitenkin pedagogisista syista ti1anne, jossa partikke1ime ­

kaniikassa on pehmeana 1askuna omat aksioomansa. 
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3 . 3 Kinematiikka 

3 . 3.1 Yleista 

Kuten edella on jo todettu, kiintean aineen mekaniikassa kay ­

tetaan yleensa Lagrangen esitystapaa ja nestemekaniikassa Eulerin 

esitystapaa . Nama esitykset poikkeavat riippumattomien muuttu­

jien valinnan suhteen oleellisesti toisistaan ja tahan liittyvien 

seikkojen omaksuminen on jatkon ymmartamisen kannalta ratkaisevaa . 

Kontinuumimekaniikan kinematiikka eroaa partikkelimekaniikan 

kinematiikasta siina, etta erillisten partikkelien liikkeen sijas ­

ta tarkastellaankin aarettoman tiheassa sijaitsevien partikkelien 

liikkeita. Tama merkitsee riippumattomien muuttujien lukumaaran 

kasvua arvosta yksi (aika) arvoon nelja (kolme paikkakoordi~aat­

tia plus aika) . 

Huomautettakoon, etta kontinuumimekaniikassa partikkelikasit ­

teella tarkoitetaan kuitenkin eri asiaa kuin partikkelimekaniikan 

partikkelilla, jolla ajateltiin olevan tietty massa, vaikkei ko­

koa. Kontinuumin partikkeliin ei voida ajatella liitetyksi aarel ­

lista massaa, koska massatiheys olisi talloin aareton. Partikke­

lilla tarkoitetaan nimenomaan kappaleen ~~~~E~~~~~~~ (engl. 

material point) eli kontinuumialkiota eli ns. fysikaalista pis ­

tetta erotuksena avaruuden pisteesta eli ns . ~E~~~~~!~E~~~~~~~~ 

(engl. spatial point) . Kukin kontinuumialkio sisaltaa viela -

ollakseen kaytannossa mielekkaasti maariteltavissa - suunnattoman 

maaran toisenlaisia "partikkeleita", ts. molekyyleja. Kappale 

muodostuu koko ajan samoista partikkeleista. Tata korostettaessa 

sanotaan, etta kyseessa on §g!j~~~~-~Y~!~~~~ (engl . closed system). 

Kappaleen liikkuessa sen partikkelien koordinaattien arvot muuttu ­

vat. 
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3.3.2 Lagrangen esitystapa 

Yleista. ~~9!~~9~~~~§i~Y§!~Y~§§§ eli ns . aineellisessa esitysta­

vassa (engl . Lagrangian description, material description)riippu-

mattomina muuttujina ovat ns . ~~~~~QQ!9i~~~!it (engl . material 

coordinate) eli Lagrangen .koordinaatit a, b, c ja aika t. Suu­

reet a, b ja c ovat kappaleen partikkelin koordinaatit kappaleel ­

le valitussa alku - eli ~~!§~§~~~i~§§~~§§~ (engl . reference 

configuration) (kuva 3.3.1). Viittaus referenssitilan suureisiin 

Referenssi ­
asema 

a,x 

Kuva 3.3.1 Kappaleen liike. 

tapahtuu tassa tarvittaessa 

ylaviitteella o . Useimmiten 

referenssiasemaksi otetaan kap­

paleen asema hetkella t = 0. 

Yhteys 

+ + +o l r = r (r , t) (3.3.1) 

tai 

x = x (a,b,c,t) 

y y(a,b,c,t) (3.3.2) 

z = z (a,b,c,t) 

antaa kappaleen aseman mielivaltaisella ajan hetkella. Esitys 
-+ -+ 

(3.3.1) vastaa partikkelimekaniikan esitysta ri = ri(t). Koska 

kuitenkin kontinuumissa on aareton maara partikkeleita, niita ei 

voida identifioida kaytannossa varustamalla ne numeroilla. Sen 

sijaan partikkelin identifioivat tietyt arvot a, b ja c. Kaavat 

siis sanovat, etta partikkelilla, jolla oli referenssiasemassa 

koordinaatit a, b . ja c, on ajan .hetkella t koordinaatit x, y ja z. 

Ainederivaatta . Tarkastellaan mielivaltaista Lagrangen esitysta­

van mukaista paikan ja ajan funktiota f(~0 ,t). Esimerkkina voisi 

olla vaikka kontinuumin tiheys p(~0 ,t). Funktion f arvon muutos 

on (kaytetaan tassa karteesista suorakulmaista koordinaatistoa, 

jolloin f = f(a,b,c,t)) 
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df of da + af db + af de + af dt aa ab ac at (3 . 3 . 3) 

riippumattomien muuttujien a, b, c ja t muutosten da, db, de ja 

dt johdosta . Mekaniikassa ollaan kiinnostuneita aina tietyn ai­

nealkion kokemista muutoksista. Esimerkiksi tietyn ainealkion 

saamasta tiheyden muutoksesta voidaan paatella tata ainealkiota 

koskevan konstitutiivisen yhteyden perusteella vastaava paineen 

muutos . Taten muutosta laskettaessa on tarkasteltava tiettya 

partikkelia ja pidettava a, b ja c kiinteina eli siis asetettava 

kaavassa (3.3.3) 

da = 0 , db = 0 , de = 0 . (3.3 . 4) 

Jakamalla yhtalo (3.3 . 3) viela puolittain ajan differentiaalilla 

dt ja merkitsemalla lisaksi d -+ D saadaan funktion f muutosnopeu ­

den lauseke 

f = ~~ ~ ~(.- [ (3 . 3.5) 

Termia D( )/Dt = ( nimitetaan ns . aineelliseksi aikaderivaatak-----------------------------
si tai viela lyhyemmin ~~~~9~E~~~~~~~§~ (engl. material time 

derivative, material derivative, total derivative, substantial 

derivative, derivative following the particle ym.). Kuten esite ­

tyt nimitykset antavat ymmartaa, t~~-9~E~~~~1~~-~~~~~~-~~~~-t~§ ­

tY~-~~~~~!~~Q~-i~~~-§~!j~~~~-§Y~!~~~~L-~Q~~~~~~-jQ~~~~-~§~§~ 

~~~!2Q~_i1~~-§Y§1~~~~!~l_!~~!!Y~§~-~~~~~~~-~~~~Q§~QE~~9§~· 

Sanoin lausuttuna f~~~~~2~-~!~~9§E~Y~~~1~-§~~9~~~-~~g~~~g§~ 

§§!~Y~§§§§~-f~~~~!2~_2§~11~~§9§I!Y~~i~~~~-~j~~- §~~~§§~· Tulos 

on voimassa .myos vektori - tai tensoriarvoiselle funktiolle. Ope­

raattorimuodossa s~adaan kaava 

D 
Dt 

a 
at · (3.3.6) 

Kaavan (3.3.5) avulla on helppo osoittaa, etta ainederivaatalle 

patevat tavanomaiset derivointilaskusaannot kuten D(f1+f 2)/Dt = 
Df1/Dt + Df 2/Dt, D(f1 f 2)/Dt = Df1/Dt·f 2 + f 1 ·Df2/Dt jne . 

Huomautettakoon, etta useissa kontinuumimekaniikkaa kasittele ­

vissa teoksissa ainederivaatalle kaytetaan myos pelkkaa tunnusta 
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d/dt. Kuitenkin tama tavanomainen yhden muuttujan funktioiden 

derivoimistunnus sovellettuna usean muuttujan funktioon saattaa 

aiheuttaa sekaannusta. Taten etenkin Eulerin esityksessa eri­

koistunnuksen D/Dt (joskus myos D/dt) kaytto on hyvin yleista, 

joten tassakin tullaan toimimaan taman kaytannon mukaisesti. 

Huomautettakoon lisaksi, etta tavanomaisen lyhennysmerkinnan 

(') = d( )/dt sijasta kaytetaan nyt merkintaa ( ) · = D( )/Dt. 

Merkintatapa ( ) ei ole kovin yleisesti kaytossa . Silla halu-

taan tassa kuitenkin korostaa eroa merkintaan ('), joka on varat­

tu pelkastaan yhden muuttujan (ajan t) funktioiden yhteydessa 

kaytettavaksi. 

Siirtyma, nopeus ja kiihtyvyys. Tietyn partikkelin rata saadaan 

yhteydesta (3.3.1) tai (3.3.2) pitamalla ~0 eli a, b ja c kiintei-

na ja antamalla vain ajan t muuttua. 

man ~ ainederivaattana eli 

-+ Taten nopeus v saadaan ase -

- "J -+ -+ -Jo.O 
_ Dr a r (r , t) 
- Dt at · 

, ____ _ (3.3.7) 

Todettakoon viela, etta kaavojen (3.3.2) tunnukset a, b, c ja 

x, y, z voisivat tarkoittaa mita hyvansa koordinaatteja, jotka 

maarittaisivat kappaleen partikkelien asemat. Jatkossa niilla 

tarkoitetaan kuitenkin karteesisia suorakulmaisia koordinaatteja 

siten, etta vastaavasti a- ja x-akseli jne. yhtyvat, kuten on jo 

esitetty kuvassa 3.3.1. Kun vastaavat yksikkokantavektorit ovat 
-t -t . -+ 
1, J Ja k, saadaan siis lausekkeet 

ja 

-+o 
r 

-t -t -+ 
a1 + bJ + ck 

-+ -t ( -t -+ r = x(a,b,c,t)l + y a,b,c,t)J + z(a,b,c,t)k . 

(3.3.8) 

(3.3.9) 

Koska kantavektorit ovat ajan suhteen muuttumattomia, nopeudelle 

saadaan myos esitys 

-+ •-t •-t ·-+ ax -t + ay -t +~ k 
} 

v = X l + y J + z k = at l rrJ at I 

(3.3.7') 
-t -t -+ 

= v l + VbJ + v k a c 



jossa siis va' vb ja vc ovat nopeuden skalaarikomponentit a - (x - ) 

akselille jne. 
-+ 

~~~~EYYYY~ a saadaan taas nopeuden ainederivaattana eli 

tai viela 

-+ 
Dv 
Dt = 

-+ -+o av(r ,t) 
at (3 . 3.10) 

(3.3.10') 

Tavallisesti esitykset (3 . 3.1) tai (3.3.2) kirjoitetaan muotoi-

hin 

tai 

-+ 
r 

-+o -+ -+o 
r + u(r ,t) 

x a + u (a,b,c,t) a 

y = b + ub(a,b,c,t) 

z = c + u (a,b,c,t) c . 

joissa vektori 

(3.3.11) 

(3.3.12) 

(3.3.13) 

on siirtyma. Koska vektorin ~0 ainederivaatta haviaa - ~0 ei 

riipu ajasta- nopeudelle ja kiihtyvyydelle saadaan siis myos 

esitykset 

E -+ -+ -+o 

= __ D_u __ =a _u ___ (_r ___ ,~t~)~ Dt at (3 . 3 . 14) 

tai 
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-+ . -+ au dUb au •-t- . -+ a -t- -t- c -+ 
v = u i + UbJ + u k = at l + J + at k a c at 

(3 . 3 . 14') 
-+ -t -+ 

= v i + VbJ + v k a c 

seka 

-l 2-+ 2-+ -+o -+ -+ .. D u = a u(r ,q_ a u 
- Dt 2 at 2 (3 . 3 . 15) 

- -

tai 

a 2u 2 
a 

2
u -+ .. -t •• -+. u··k a -+ a ub -+ c -+ 

a = u l + UbJ + 
at

2 i + 
at

2 j + 
at 2 k a c 

(3 . 3 . 15 1
) 

-t-
+ 

-t-
+ k = a l abJ a a c 

Muodonmuutos. Tarkastellaan referenssitilassa olevan differenti­

aalisen ainealkion muodon muutoksia eli deformaatiota liikkeen 

johdosta. Esitysta (3.3.1) tai (3 . 3.11) tai viela suorakulmaista 

karteesista koordinaatistoa kaytettaessa esitysta 

(3 . 3.16) 

voidaan ajatella kuvauksena, joka kuvaa referenssialueen V0 pis­

teet alueen V pisteiksi. Kaksi mielivaltaista referenssitilassa 

olevaa aarettoman laheista partikkelia P0 ja Q0 kuvautuvat alueen 

V pisteiksi P ja Q (kuva 3.3.2) . Kun pisteen Q0 paikkavektori 

pisteen P0 suhteen on referenssitilassa 

(3.3.17) 

on pisteen Q paikkavektori pisteen P suhteen kokonaisdifferenti­

aali 

d -+r a~ a~ a~ = aa da + ab db + ac de (2 . 3 . 18) 



-+ 
kde 

-t­lda 

elz 

R 

Kuva 3.3.2 Ainealkion liike . 

eli 

dx ax da + ax db + ax de = (lb ()a ae 

aua au 
(1+ a db + = --)da + at) ()a 

dy = Cly da + Cly db + 
Cly de ()a (lb ae 

Club 
da (1+ 

Club 
= + a1))db + ()a 

dz Clz da + 
az db + 

Clz de aa (lb ac 

au au e da e db + (1+ a a + Clb-

au a de I (le 

Club 
de a-c- I 

au e --)de Cle 

On huomattava 1 etta tass a tarkastellaan 

3 .3 . 7 

Q 

(3 . 3 . 18') 

vain funktion -+ alkutilan r 

paikasta riippuvaa muuttumista tietylla hetkella tl joten r:n dif ­

ferentiaalia laskettaessa otetaan dt = 0 . 

Tarkastellaan edellisen erikoistapauksena referenssitilan dif ­

ferentiaalisen suorakulmaisen ainealkion vektoriaalisten sarmien 
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-+ -+ -+ -+ ida, jdb ja kdc liiketta . Ne kuvautuvat vektoreiksi (a r/ aa) da 
-+ (a~;ab) db 

-+ -+ -+ 
G da, = Gbdb ja (ar;ac)dc = G de, jossa siis on kay-a c 
tetty lyhennysmerkintoja 

-+ au aub au c; ar (l+ a)--r -t c k - a-a- -- l + - - J + aa a a a a a 

-+ au a ub --r au 
-+ ar a --r c -+ 
Gb - ab = ab l + (l+ at)) J + ab k (3 . 3 . 19) 

-+ au aub au -+ ar a --r -t _£)k G - = ac- l + at) J + (l+ c ac ac 

Vektorit Ga, Gb ja Gc eivat ole yleensa kohtisuorassa toisiaan 

vastaan eivatka yksikkovektoreita paitsi jaykan kappaleen lijk­

keessa. Referenssitilan alkio muuttuu siis suuntaissarmion muo­

toiseksi alkioksi. 

Pyritaan johtamaan viiva - alkioiden pituuden muutoksia ja viiva­

alkioiden valisten kulmien muutoksia kuvaavia yhteyksia. Referens­

sitilan viiva - alkion P0 Q0 pituuden nelio on kaavan (3.3.17) perus­

teella 

(3.3.20) 

~ . 
Deformoituneen tilan viiva- alkion PQ ell 

-+ 
dr (3.3.21) 

pituuden nelio on 

(ds) 2 = 

+ G dcda + G bdcdb + G dcdc , ca c cc (3.3 .22 ) 

jossa kaytetyt lyhennysmerkinnat ovat 

G = G •G aa a a 
-+ -+ 

G = G • G ba a b jne . (3 . 3 . 23) 



Kun kaytetaan matriisimerkintoja 

d~o ~ {dr0
} 

T = [da db de] 

-+ A {dr} [dx T dr = dy dz] ' 

~ 
0 j [ I] l 

0 

Gaa Gab Gae 

[G] = Gba Gbb Gbe 

kaavat (3.3.20) ja (3 . 3 . 22) saavat muodot (neliomuotoja) 

2 T ( d s) = { dr} { dr} 

{dr
0

}T[I]{dr
0

} , } 

= {dr0 }T[G]{dr0
} 
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( 3 . 3 . 24) 

(3 . 3.25) 

[G] on gE~~~i~-9~!2E~~~~i9~~~Eii~i · Jalkimmaisen kaavan (3 . 3.25) 
2 -+o +-+ -+ o +-+ yleinen muoto on (ds) = dr ·G·dr , jossa G on ns . Greenin defor -

maatiotensori (engl. Green deformation tensor) . 

Tarkastellaan termin G geometrista merkitysta. Viiva-alkion a a 
P0 R0 pituudet alkutilassa ja muodonmuutoksen jalkeen ovat vastaa -

vasti 

2 = (da) , (ds) 2 G (da) 2 
a a 

Taten suhteellinen pituudenmuutos 

;c;- - l . 
a a 

Suureiden Gbb ja Gee tulkinta saadaan analogisesti. 

(3.3 . 26) 

(3 . 3 . 27) 

Seuraavaksi tarkastellaan viiva - alkioita P0 R0 ja P0 S0
, jotka 

ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan ennen muodonmuutosta . Kun 

alkioiden PR ja PS valista kulmaa muodonmuutoksen jalkeen merki -
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taan suureella n/2 - ¢ab (¢ab on siis suoran kulman pienenemista 

osoittava kulma), saadaan 

(3 . 3.28) 

eli 

(3 . 3.29) 

jot en 

(3.3.30) 

Tama antaa Gab:n geometrisen merkityksen. Suureiden Gb ja G c . ca 
merkitys saadaan analogisesti. 

Deformaatiomatriisin [G] kuusi riippumatonta alkiota maaritta­

vat siis taydellisesti vaaristyneen suuntaissarmion geometrian. 

Varsinaiset muodonmuutos- eli venymakomponenti t gEaa, g~ab, .•. 

maaritellaan matriisin [g E ) alkioina~ jossa 

( 3 • 3 • 31.) 

Vertaaminen kaavoihin (3 . 3 . 25) osoittaa, etta 

(3.3.32) 

~ E]:n alkioiksi saadaan kaavojen (3.3.19) avulla 

au 1 [ au 2 Club 2 au 2] g E a 
( Cla a) ( Cl a c) aa + 2 + (--) + a a a a 

Club 1 [ au 2 Club 2 au 2] g (-~) ( Clb c) Ebb ab +- + (al)) + 2 Clb 

au 
+! 

au 2 Club 2 au 2 
gE c 

[ (ac a) ( ace) ] = + (--) + cc Clc 2 Clc 
(3 . 3 . 33) 

1 Club au au au Club Club au au 
gE = g E c a a c c 

= 2 (-- + TI) + ab ac- + a1) - - + ab a-c) be cb (lc Clc 
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g E = g E 1 au au au dU dUb dUb dU au c ~+ a ~+ c c = 2 (aa + ac- dC- -- + dC- --) ca ac dC a a a a a a 

gE = g E 1 dU dUb au au dUb dUb au au a a a c c = 2 (at + aa- + ab- + at + aa- --) ab ba a a a a ab 

Suurei ta g E aa, g Eab' jne. ( [ g Eaa] = 1) nimi tetaan Green-Lagrangen 

tai ~~gE~~g§~~~~E~l!1~!~~~-~~~~~~~~E2~§~~~!~§~. Venymakomponen­
tit ovat siis Lagrangen esityksessa siirtymien suhteen epalineaa­

risia. 

Kaavan (3.3.31) yleinen muoto on (ds) 2- (ds0
)

2 = 2d~0 .g1:·d~0 , 
jossa gt+on ns. Green- Lagrangen tai Lagrangen aarellinen venymaten­

sori (engl. Lagrangian finite-strain tensor). 

Kaavoista (3.3.32) seuraa 

jne . (3.3.34) 

Jos venymakomponenti t ova t pienia (g E , gE b, . . . < < 1) , kaavois ta aa a 
(3.3.27) ja (3.3.30) saadaan likimaaraiset lausekkeet 

I 
(3.3.35) 

cp ab = 

Taten ns. Ei§~!§~-~~~3~~~~!~~!~~-~~~!~~~§~ (engl. small 

deformation theory) termit gE , g s. b ja gE esittavat alkuaan a-, aa n cc 
b- ja c-akselien suuntaisten viiva-alkioiden suhteellisia pituu-

denmuutoksia eli ns. Y§~~!~ (engl. normal strain, unit extension) 

Termi t 2gE b' 2gEb ja 2gs taas esi ttavat alkuaan kohtisuorassa a c ca 
toisiaan vastaan olleiden viiva-alkioiden valisia kulmanmuutoksia; 

ns. !~~~~~~~ eli leikkausmuodonmuutoksia (engl. shearing strain). 

On huomattava, etta (paikalliset) muodonmuutokset voivat pysya 

pienina vaikka kappale saisi melko suuriakin siirtymia ja muodon­

muutoksia kokonaisuutena (vrt. kellon jousen siirtymat kelloa ve­

dettaessa) . Insinoorirakenteissa muodonmuutoksia voidaan pitaa 

useimmiten pienina. Esimerkiksi terakselle venymat :S 1/1000, jot­

ta pysyttaisiin kimmoisella alueella. 
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Ns . ~~i!~!!§~~~~~!~~!§~-!~!-E~~~!~~-~~~~!~~~~-!~2~~~~~~ 
(engl . small displacement theory) lausekkeisiin (3 . 3.33) jatetaan 

mukaan vain lineaariset termit ja usein kaytetaan merkintoja 

au aub au a 
+ 

c E = a a Ybc = Ycb ac 31) a 

aub au au c 
+ 

a (3 . 3 . 36) Eb = 31) Yea = Yac = ac a a 

au au aub c a 
+ Eb = ac Yab = Yba = ab- aa-

------
Samoin itse suureista gE · , gE b. , jne . kaytetaan monasti kirjalli­aa a 
suudessa merkintoja E , y b/2, jne. Suureet (3 . 3 . 36) ovat a a 
~~g~~~g§~-~~!~~~!§~~~~~!~~§!_~§~~~~2~E2~§~!~i (engl . Lagrangian 
infinitesimal strain component). Kaavat (3 . 3.36) saadaan kaavois -

ta (3.3.38) otaksumalla, etta kaikki derivaatat au ; aa, au /ab, a a 
jne.<< l, jolloin derivaattojen tulot voidaan j a ttaa itse deri -

vaattojen rinnalla pienina suureina pois. 

Suureita E , yb jne . nimitetaan joskus myos insinoorivenyma-a c 
komponenteiksi, koska niita kaytetaan paljon teknillisessa kirjal -

lisuudessa . Liukumat y tulee jakaa kakkosella, jotta termit esit ­

taisivat tensorin komponentteja . 

~~2~~~!~~-!· Englanninkielisten kinematiikan termien kuten 

displacement, d eflection, deformation, strain, stretch, unit ex ­

tension, shearing strain suomenkielisten sopivien vastineiden loy­

taminen ei ole aina helppoa. Terminologia ei ole taysin vakiintu ­

nut. Tassa on pyritty seuraavaan kaytantoon. 

Displacement = siirtyma lahinna vektorimielessa . 

Deflection = taipuma tai siirtyma lahinna skalaarimielessa. 

Deformation, strain = deformaatio, muodonmuutos yleisena kap-

paleen muodon muuttumista kuvaavana tarkoin maarittelematta jaa­

vana kasitteena. 

Deformation (tensor, component) = deformaatio (tensori, kompo -
2 + o *-+ + o . nentti) tasmallisemmin lausekkeeseen (ds) = dr G dr ta1 vas-

taavaan liitettyna kasitteena. 

Strain (tensor, component) = muodonmuutos tai venyma (tensori, 
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komponentti) tasmallisemmin lausekkeeseen (ds) 2 - (ds0
)

2 = 

2d;o. 9t:d~0 tai vastaavaan liitettyna kasitteena . Tassa tullaan 

useimmiten kayttamaan lyhyempaa venyma - sanaa . Sen haittapuolena 

on mielikuva pelkasta pituuden muutoksesta . Termi yleistetty 

venyma kuten yleistetty voima olisi kuvaavampi mutta turhan pitka. 

Tavallisin suomenkielinen termi tassa yhteydessa lienee muodon ­

muutos. 

Stretch= venytys ds/ds 0
• 

Unit extension= suhteellinen pituudenmuutos, venyma (ds- ds0
)/ 

0 ds . Voitaisiin myos ehdottaa termin normaalijannitys analogi -

sena vastineena termia normaalivenyma? 

Shearing strain = leikkausmuodonmuutos, liukuma, liukukulma y . 

Voitaisiin myos ehdottaa termin leikkausjannitys analogisena vasti ­

neena termia leikkausvenyma? 

Infinitesimaalinen venyma ja rotaatio. Insinoorivenymat ilmesty­

vat kuvaan myos seuraavan,. edellisesta poikkeavan kasittelyn yh ­

teydessa, joka antaa lisavalaistusta aikaisempiin kaavoihin. 

Q 

Kuva 3 . 3 . 3 Suhteellinen siirtyma 
dli liioiteltuna. 

-+ -+ -+ 
-+ au au au 

du = aa da + ab db + ac de 

eli 

eli 

Tarkastellaan tietylla 

hetkella kahta aarettoman 

laheista ainepistetta P ja 

Q, jotka ovat sijainneet 

referenssitilassa pisteissa 

p0 ja Q0 (kuva 3 . 3 . 3). Vas­

taavat siirtymat ovat ~ ja 
-+ -+ 
u+du . Partikkelin Q suh-

teellinen siirtyma d~ pis ­

teen P suhteen saadaan ko ­

konaisdifferentiaalina 

(3.3.37) 

(3.3.37') 
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dU dU ()u 
du a a a da a aa 81) Cle 

dub 
dUb ()ub dUb 

db (3.3.37") a a ab ac-
au Clue au 

du e e de e ~ ab Cle 

Matriisia [8u/8r
0

] voidaan nimittaa ~~~~~~~g~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~· 
Sen tensorivastine on vektorin ~ gradientti ~V ([3.1, s. 130]). On 

huomattava, etta tassa kohdassa tarkaste11aan vain siirtymakentan 

paikasta riippuvaa muuttumista, joten vektorin ~ differentiaa1ia 

1askettaessa otetaan dt = 0. 

Jaetaan matriisi [Clu/8r0
] symmetriseen ja antisymmetriseen 

osaan: 

0 [Clu/Clr ] [E:] + [8] , 

[ E:] 1 o o T 
- 2 ([ au/() r ] + [ au/() r ] ) 

dU 1 Clua a 
a-a- -(-- + 2 Clb 

1 dUb au dUb a 

dUb 
--) 
Cla 

-(- + 2 ()a ab) ail 

1 Clue au 1 Clue dUb a -(-- + --) 2(a1) + --) 2 aa Cle Cle 

E: E: ab E: a a ae 

= E:ba Ebb E:be 

E: E: eb E: ea ee 

1 1 E: 2 Yab 2 Yae a 

1 1 = 2 Yba E:b 2 Ybe 

1 1 
2 Yea 2 yeb E: e 

[ e J 
1 o o T 

- 2 ([Clu/ar ]-[au/ar ] ) 

(3.3.38) 

1 Clua dU e 
2(ac-- + --) ()a 

1 dUb dU e 
2(-ac + at)) 

dU e 
Cle 

(3 . 3.39) 

l 



0 

l Club Clu a -(-- --) 
2 Cl a Clb 

Clu l Clue a - (-- - - ) 2 Cla Clc 

8 a a 

8ba 

8 ca 

0 

8 c 

-8 
b 

8 ab 

8bb 

8 cb 

-8 c 

0 

8 ac 

8bc 

8 cc 

0 

3 .3. 15 

l Clua Club l Clua Clu c -(-- - aa) 2(ac- - --) 
2 Cl b Cla 

l Club Clu 
0 c 

2(ac 31)) 

l Clue Club 
0 -(-- - --) 2 Clb Clc 

(3 . 3.40) 

Matriiseja [ E] ja [8] voidaan nimittaa vastaavasti ~~!~~~~~§~~~~-

1~§~~§~-Y~~~~~~~E~~§~~§! ja ~~f~~~~~§~~~!~§~~§~_EQ~~~~~Q~~~E~~-
+-+ -+;±;- -+-+ 0 ~ 

§~~~~ · Niiden tensorivastineet ovat E = l/2• (uv+Vu) Ja 8 = 
-++- -+-+ 

l/2•(uV-Vu) [3.l,s;. l3l]. 

Antisymmetrisessa matriisissa [8] on vain kolme riippumatonta 

alkiota. Taten siihen voidaan assosioida eras vektori, ns . 

~~!~~~~~§~~~~!~~~~-EQ~~~~~Q (engl . infinitesimal rotation vector) 

([ e ] = l = rad) 

(3 . 3 .4 1) 

ottamalla (eras valinta) 

l ClUe ClUb 
ea = -e bc 8cb = 2(31) - --) 

ClC 

l Clua ClU c 
eb = -e ca = 8ac 2(ac - aa) (3.3 . 41') 

l ClUb ClU a 
ec = -e = 8ba 2(aa as-) ab 
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Nama merkinnat vastaavat kaavoihin (3 . 3 . 40) liittyvia maaritelmia . 

Palataan hetkeksi jaykan kappaleen kinematiikkaan . Differenti ­

aalisten siirtymien tapauksessa jaykan kappaleen mielivaltaisen 

partikkelin differentiaalinen siirtyma saadaan kaavasta (2 .2. 5): 
-+ -+ -;t -+ 

duQ = dup + tJXrQ/P• Tama patee likikaavana myos pienille aarel -

lisille siirtymille ~Q ja ~p ja rotaatioille e. Jos otetaan siir ­

topiste P origoon, jaykan kappaleen pienta liiketta vastaava siir ­

tymakentta voidaan esittaa muodossa 

-+ -+o -+ -z -+o 
u(r ,t) = uo(t) + tJ(t)xr . (3 . 3.42) 

-+ -+ 
Muodostamalla lauseke vxu saadaan (samaan tapaan kuin esimerkiksi 

lahteeSSa [3 • 21 S. 48]) tUlOS VX ~ = ie eli 

-+ l -+ -+ 
8 2 vxu (3.3 . 43) 

eli 

8 l -r -t- k l [ Clue Club 7 = 2 l J = 2 (as- -)l + a a 

a a a au au -+ a c) . 
a a ()b ac + (ac a-a- J + 

Club aua -+1 
u ub u (a-a- - ab) k J. a c 

(3.3 . 43') 

Taten jaykan kappaleen infinitesimaalisessa liikkeessa siirtyma­

kentan roottorin puolikas antaa jaykan kappaleen infinitesimaali ­

sen rotaation. Tama tulos on sikali tarkea, etta sita voidaan 

kayttaa myos muotoaan muuttavien kappaleiden yhteydessa ~~~~~ti~-

!~~~~~-~~~§~~~~-E~~i~~~~~~~2~~~~~~~~-~~~~~~-~~!~~~t~~~~~~~~~~~ 
~~~~~~~2~~~~2~~, joka tulee siis olemaan yleensa paikasta riippu­

va painvastoin kuin jaykan kappaleen tapauksessa . 

Lausekkeiden (3 . 3.41') ja (3 . 3.43') vertailu selittaa taten 

kaavassa (3.3.41) esiintyvalle vektorille annetun nimityksen . 
-+ -+ 

Sovelletaan viela kaavaa (2.2.5) jalleen muodossa: uQ =up+ 

Gx~Q/P kuvan 3.3.3 esittamaan tilanteeseen ja otetaan siten 
-+ -+ -+ o · ll · d rQ/P -+ r = dr , JO o1n saa aan tulos 

Qo/Po 



3 . 3 . 17 

-+ exd~0 
-+ -+ -+ -t-du = i j k (8bde-8 edb) l + 

8 8b 
-t-

8 + ( 8 da -8 de) J + a e e a 

da db de 
-+ 

+( 8adb- 8bda)k (3 . 3.44) 

eli vieUi 

du 0 -8 8b da a e 

dub 8 0 -8 db e a (3 .3. 44') 

du - 8 8 0 de e b a 

Vertaaillalla kaavoja (3 . 3.40) ja (3 . 3 . 44') voidaan todeta seu ­

raavaa . Jos kappale liikkuisi kuten jaykka kappale, suhteelli -

nen siirtyma olisi kaavan (3 . 3.44') illukainen eli {du} = [8]{dr0
} . 

Taten taydellisen lausekkeen {du} = [ou/or0 ]{dr0
} = [E]{dr0

} + 

[8]{dr0
} osuuden [ E]{dr0

} taytyy esittaa alkion illuodon illuuttuillises­

ta johtuvia terilleja . Matriisin [ E] alkioiden fysikaalinen illerki­

tys on ollut esilla jo edella ja kuten silloin todettiin, alkiot 

liittyivat todella illuodon illuutoksiin. 

Huoillautettakoon, etta vaikka kaavan (3 . 3 . 38) esittailla jako on 

aina suoritettavissa, illatriisien [E] ja [8] alkioiden fysikaalinen 

illielekkyys haviaa suurten siirtymien yhteydessa . 

Laskeillalla voidaan osoittaa, etta aarelliset venymat ovat esi ­

tettavissa pienten venymien ja rotaatioiden lausekkeiden avulla 

seuraavasti 

l 3 
g E . · = E . . + -

2 
I ( E . +8 . ) ( E . +8 . ) . 

lJ lJ ill=l illl illl ill] ill] 
(3 . 3 . 45) 

Tassa on siirrytty lyhyyden vuoksi indeksiillerkintoihin a ~ l, 

b ~ 2, e ~ 3 . 

Ns . taipuisten kappaleiden (engl . fexible body) kuten laattojen 

ja palkkien suurten siirtymien yhteydessa venymat ovat usein pie ­

nia verrattuina rotaatioihin. Lausekkeita (3 . 3 . 45) voidaan talloin 

approksiilloida illuodossa 

l 3 
g E. , R;j E .. + -

2 
I 8 .8 . 

lJ lJ ill=l illl ill] 
(3 . 3 . 46) 
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Jos viela rotaatioitakin voidaan pitaa pienina, paadytaan lopuksi 

pienten siirtymien teorian mukaiseen esitykseen 

gE .. ~ E .. 
lJ lJ (3 . 3 . 47) 

Huomautus 2 . Lagrangen esitystavassa operaattori 

~ = 7 a + ~ a + +k a 
v l aa J ab ac . (3 . 3 . 48) 

Toisin sanoen derivoinnit suoritetaan luonnollisesti Lagrangen 

esityksen riippumattomien paikkakoordinaattien a, b ja c suhteen . 

Tarvittaessa tata voitaisiin korostaa merkitsemalla esimerkiksi 
+ 
'Vro· 

Eulerin esitystavassa taas vastaavasti operaattori 

~ = 1 a + +J. a + k a 
v ax ay az . (3 . 3.49) 

Toisin sanoen derivoinnit suoritetaan Eulerin esityksen riippu-

· mattomien paikkakoordinaattien x , y ja z suhteen . 

tata voitaisiin korostaa merkitsemalla esimerkiksi 

Lahteessa [3.l]esiintyva merkinta V tarkoittaa, 

ri kohdistuukin edellaan olevaan suureeseen . 

Tarvittaessa 
+ 
IJr. 

etta operaatto-

Esimerkki 3.3.1 Tasoliike . Tarkastellaan edella esitettyjen kaavojen 
saamia muotoja havainnoll isemman kuvan 
saamiseksi tasoli ikkeessa. 

(a) 

b,y 

~ ~-------a,x 

Tasoliikkeessa tietyn tason, ns . liike­
tason, normaaleilla olevat partikkel it 
l i ikkuvat identtisesti ja l i iketason suun­
ta i sest i . Jos l i i ketaso otetaan xy- tasoks i 
(kuva (a)), saadaan s i is ua = Ua (a, b), Ub = 
ub(a,b) ja Uc = 0. 

Aarel listen venymakomponenttien lausek­
keiden (3 . 3.33) nollasta eroavat termit 
ovat 

au 
a 

a a 
1 [ au 2 aub 2] 

+ - (-a) + (-) 
2 aa aa 

(a) 
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J 
Pienten venym~komponenttien (3 . 3.36) nol lasta eroavat termi t ovat 

au 
a 

E: E a aa ()a 

Club 
(b) ab 

J 
1 

au Club 

2 (aba + - ) 
Cla 

y ab 
-- = E 

2 ab 

Ainoa nollasta eroava rotaatio (3.3 . 41 •) on 

(c) 

joten rotaatiovektori on tasol i ikkeess~ kohtisuorassa li iketasoa vastaan . 
Kaavat (3 . 3 . 45) antavat 

(d) 

Sijoittamal la n~ihin lausekkeet (b) ja (c) pa~dyt~~n takaisin kaavoihin (a). 
Kuvi ssa (b) ja (c) on pyritty havainnoll istamaan termien 9saa• 9sbb• 9s ab 

ja 8c fysikaalisia tulkintoja. Kuvan (c) ja kaavan (c) perusteella havai ­
taan, ett~ rotaatio 8c voidaan ajatella kahden alkuaan toisiaan vastaan 
kohtisuorassa ol lei den ainejanojen rotaatioiden keskiarvoksi. 

(b) 
a 
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b r --- ·--· _, 
I I 

i 
I I -+ 

I I u -
I 1...---1 ____ , 

Lc:--".::-:::. ~ - - -1 

Po L 
( c) a 

Tarkastellaan viela yksityiskohtaisesti esimerkkitapausta, jossa li ike 
on annettu yhtaloiden 

x = a + ab , y b + a.a , (e) 

kautta, joissa a(t) ja S(t) ovat tunnettuja ajan funktioita (a(O) = 0, 
S(O) = 0), joista l isaa myohemmin. Maaritetaan syntyva nopeus-, ki ihtyvyys­
ja muodonmuutosjakautuma. 

Siirtymakomponentit ovat si is 

u = a(t)b , 
a u = S(t)a 

b 

ja kaavoja (3.3 . 14) ja (3.3. 15') soveltamalla saadaan nopeuskomponentit 

v 
a v = b 

seka kiihtyvyyskomponentit 

a 
a 

ab , 

au b • 
-=Sa at 

(f) 

(g) 

(h) 

Otetaan jatkossa yksinkertaisuuden vuoksi tapaus B = 2a, jol loin kaavois­
ta (g) nahdaan kunkin partikkelin nopeusvektorin suunnan pysyvan vakiona 
a:sta riippumatta (vb/va = 2a/b), joten partikkel in radat ovat suoria. Ku ­
vassa (d) on esitetty kaavojen (e) avul la laskettu, alkuti lassa nel ion muo­
toisen alueen muuttuminen suunnikkaaksi hetkel la, jolloin funktiolla a on 
arvo 1/4 . Suure Lon valittu mielivaltainen referenssipituus. Funktion a 
tasmall ista muotoa ei ole tassa tarpeen esittaa. 

Kuvan (d) esittamassa tapauksessa saadaan 

E 
a 

E a a 

au 
a a-a= 0' 1 



8 c 

b/L 

2 

(d) 

1 -(S-a) 
2 

·-r·-·---r--·---
1 2 a/L 

Aarell iset venymakomponentit (d) ovat 

1 r 2 3 1 2] 
0 + 2 l 0 + (8 + '8") 

1 
8 = 0' 125 

3 
8' 

3 . 3.21 

( i ) 

(j) 

Todell isiksi a- ja b-aksel in suuntai sten ainejanojen suhteell i siksi pituu­
denmuutoksiksi (ds-ds0 )/ds0 saadaan kuvan (d) avul la laskemal la arvot 0,118 
ja 0,0308. Todel linen l iukukulma ~ab ~ 0,709, kun taas 2 Eab= 0,750. Ta­
ten aarel 1 isten venymakomponenttien arvojen nahdaan olevan melko lahel la 
vastaavia todellisia arvoja nainkin suurten muodonmuutosten tapauksessa. 
(Kyseessa eivat ole virheet, koska teoria ei edellytakaan taydell ista vas­
taavuutta paitsi pienten muodonmuutosten yhteydessa.) lnfinitesimaalisten 
venymakomponenttien lausekkeiden epareal istisuus nakyy sen sijaan tassa 
selvasti . 

Tilavuusintegraalin ainederivaatta. Mekaniikassa joudutaan laske­

maan paikan ja ajan funktioiden muutosnopeuksien lisaksi myos tiet-
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tyjen tilavuusintegraalien muutosnopeuksia. Itse asiassa aksi ­

oomat (3 . 2 . 1) ... (3 . 2.6) koskevat aarellisia kappaleita ja aksi ­

oomissa esiintyvat tietyt suureet kuten massa, liikemaara, liike ­

energia jne . esitetaan tilavuusintegraaleina . 

Kun Lagrangen esityksessa tehtavan matemaattisena maarittely­

alueena on kappaleen eli suljetun systeemin referenssitilassa 

varaama avaruuden osa, integroimisalue ei riipu kappaleen liik­

keesta ja tyypillinen integraali on siis muotoa 

I(t) = f f(? 0 ,t)dV0 = f f(a,b,c,t)dadbdc , 
vo vo 

(3 . 3 . 50) 

jossa integraalimerkissa voidaan kayttaa tunnusta V0 viittaamaan 

siihen, etta integroimisalue on kiintea eika riipu ajasta . Esi ­

merkkina mainittakoon kappaleen kokonaismassa m(t) = ~J(?0 ,t) · 

J(?0 ,t)dV0
, jossa p kontinuumin tiheys ja J kuvaukseen (3 . 3 . 2) 

liittyva Jacobin determinantti, joihin palataan tarkemmin myo ­

hemmin. 

Kun ajatellaan vaadittava integrointi paikan suhteen suorite­

tuksi kullakin ajan hetkella, integraalista nahdaan tulevan pel ­

kastaan ajan funktio, I= I(t) . Taten yhden muuttujan funktion 

I tavanomainen derivaatta I = di/dt on tassa samalla kappaleeseen 

liittyvan suureen I kappaleen kokemana mitattu muutosnopeus eli 

ns. aineellinen aikaderivaatta eli lyhyemmin ainederivaatta ja 

siis patee 

r·::: DI 
Dt 

di 
I - dt . (3.3 .5 1) 

Lausekkeen (3 . 3.50) derivoiminen muuttujan t suhteen kulkee 

matematiikassa nimella maaratyn integraalin derivoiminen paramet­

rin suhteen [ 3. 3, s. 29] (Suuretta t voidaan nimitt.:ia ti:issa paramet­

riksi siina mielessa, etta se ei ole integroimismuuttuja kuten a, 

b ja c . ) • 

Tarkastellaan ensin yksidimensioista tapausta ja maarattya in­

tegraalia 

a2 
I(t) = f f(a,t)da . 

al 
(3 . 3 . 52) 



f(a,t+ ll t) 

f (a, t) 

a 

Kuva 3 . 3 . 4 Integraali I pinta -
alana. 
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Integraalin arvon muuttumista 

t : n muuttuessa on havainnol ­

listettu kuvassa 3 . 3 . 4 . Tun ­

netusti patee 

a2 

~t = f ~~ da . 
al 

(3 . 3 . 53) 

eli derivoiminen saadaan koh ­

distaa suoraan integrandiin . 

Koska se taas on myos paikan 

a funktio, taytyy nyt kuiten­

kin kayttaa osittaisderivaattamerkkia . 

Palataan integraaliin (3 . 3 . 50) . Sen suhteen patee vastaavas­

ti tulos 

(3 . 3 . 54) 

Ottaen viela huomioon kaavat (3 . 3 . 51) voidaan taten kirjoittaa 

yleisesti Lagrangen esityksessa 

I 
DI 

- Dt 
di 
dt (3 . 3 . 55) 

Kaa va patee vastaavana myos vektori - tai tensoriarvois e lle funk ­

tiolle f . Termi 8f/8t on jalleen kirjoitettavissa niin haluttaes ­

sa myos muodoissa f tai Df/Dt . Integraalimerkkiin liitetty tun­

nus V0 voidaan usein jattaa pois ilman sekaannusta, koska jo tun ­

nus dV0 osoittaa tavallaan, mista integroimisalueesta on kyse . 

~~Qm~~i~§_l· Edellisesta selviaa, etta aksioomissa esiintyrreet 

merkinnat ( ) · olisi voitu kirjoittaa yhta hyvin myos muodoissa 

("), koska ko . suureet ovat pelkastaan ajan funktioita . Ainede­

rivaatan merkin kaytto on ehka kuitenkin paikallaan korostamassa 

suljetun systeemin kasitetta . 
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3 . 3 . 3 Eulerin esitystapa 

Yleista . ~~!§~~~-~§i~Y§~~~~§§~ eli ns . spatiaalisessa esitysta­

vassa (engl . Eulerian description, spatial description) riippu -

mattomina muuttujina ovat ns . ~p~~i~~!~~QQ~~~~~~~~t (engl . spatial 

coordinate) eli Eulerin koor dinaatit x , y, z ja aika t . Suureet 

x, y, z ovat avaruuden pisteessa P hetkella t sijaitsevan partik-

a, x 

Kuva 3.3.5 Kappaleen liike. 

kelin koordinaatit (kuva 3.3.5). 

Ajatellaan yhteydet (3 . 3.1) 

tai (3 . 3 . 2) kaannetyiksi, jol­

loin saadaan esitykset 

-+- o -+-o -+-r = r (r,t) (3 . 3 . 56) 

tai 

a= a(x,y,z,t) 

b = b(x,y,z,t) (3.3 . 56') 

c = c(x,y,z,t) 

Nama ilmaisevat kappaleen liik­

keen muodossa: Partikkelilla, jonka koordinaatit ovat x, y ja z 

hetkella t, on ollut referenssiasemassa koordinaatit a, b, c . 

Eulerin esitystapa poikkeaa taysin partikkelimekaniikan ajat­

telusta, jossa huomio kiinnitettiin kunkin partikkelin rataan. 

Lagrangen esitysta voidaan sen sijaan pitaa partikkelimekaniikan 

esityksen suorana yleistyksena kontinuumiin ja talta pohjolta 

Lagrangen esitys onkin paljon helpommin omaksuttavissa kuin Eule­

rin esitys. Matemaattisessa mielessa ero nakyy myos siina, etta 

Lagrangen esityksessa tehtavan maarittelyalue on koko ajan refe­

renssiaseman alue V0
, kun taas Eulerin esityksessa maarittelyalu­

eena on tietty (tavallisesti) kiintea avaruuden osa, ns. ~Q~E~2!-

1~~!~~' jonka lapi kontinuumi virtaa . 

Eulerin esityksen yhteydessa kaytetaan usein jonkin suureen 

jakautumasta alueessa nimitysta ~§~~E~ (engl . field); esimerkiksi 

nopeuskentta . Samaa nimitystapaa kaytetaan kylla joskus myos 

Lagrangen esitykses s a kin. 
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Nopeus . Tavallisesti Eulerin esityksen lahtokohtana on kuitenkin 
-r 

yhteyksien (3 . 3 . 56) sijasta ~2E~~9§~ v eli ns . nopeuskentan esi -

tys 

eli 

-r 
v -r -r r v(r,t~ 

v (x,y,z,t) 
X 

vy(x,y,z,t) 

jolloin siis 

-r -r 7 -r 
v = v i + v J + v k 

X y Z 

(3 . 3 . 57) 

(3 . 3 . 57') 

(3 . 3.57' ') 

Nopeuskentta saadaan periaatteessa selville mittaamalla tietylla 

hetkella kussakin avaruuden pisteessa siina silla hetkella sijait­

sevan kontinuumin partikkelin nopeus. 

Lahteessa [3.4, s. 189] on annettu kaavojen (3.3 . 57) ja (3 . 2 . 3) 

eroa kuvaava vertaus: Tarkastellaan ajoneuvojen virtaa yksisuun­

taisella kadulla, jolla on ohituskielto . Eulerin esitys vastaa 

havaintoja, joita liikennepoliisi tekee raportoidessaan ohikulke ­

vien ajoneuvojen nopeuksia tietyilla kohdin . Lagrangen esitys 

taas vastaa havaintoja, joita ajajat tekevat raportoidessaan ete­

nemistaan kadulla. 

Nopeuskenttaan liittyen puhutaan virta - , rata - ja juovavii ­

voista. 

Virtaviiva (engl. stream line) on .viiva, jonka kuhunkin pistee-

seen kuuluva nopeusvektori sivuaa tata viivaa . Tama on vektori­

analyysissa yleiseen vektorikenttaan liittyvan ns . kenttaviivaka­

sitteen sovellutus nopeuskenttaan nahden [3.2, s. 37]. 

E~t~Y~~y~ (engl . path line) eli ratakayra on tietyn ainepartik ­

kelin kulkema rata . Kuva 3 . 3 . 6 pyrkii selittamaan virta - ja rata­

viivan valista e r oa. 
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Pisteen P kautta kulkeva vir ­
taviiva hetkella t

1 

Pisteessa P hetkella t 1 ol ­
leen partikkelin ratav1iva 

Kuva 3 . 3.6 Virtaviiva ja rataviiva . 

~~2Y~Y~~y~ (engl. streak line) on viiva, jonka muodostavat 

tietylla hetkella tietyn kiintean pisteen kautta aikaisemmin kul ­

keneet partikkelit. 

Juovaviiva voidaan ajatella aikaansaaduksi paastamalla ainee ­

seen ko . pisteen kautta jatkuvasti variainetta . Virtaviivoja 

voidaan havainnollistaa ajattelemalla aineeseen sijoitetuksi sin­

ne tanne "varitettyja" partikkeleita . Tietylla hetkella otetussa 

valokuvassa kukin varitetty partikkeli nakyy lyhyena viivana, jon­

ka (todellinen, ei projisoitu) pituus on verrannollinen valotus­

aikaan ja p~rtikkelin vauhtiin ja jonka suunta ilmaisee partikke­

lin nopeusvektorin suunnan . Nain syntyvan kuvan avulla voidaan 

sitten hahmotella eri virtaviivojen kulku (kuva 3 . 3 . 7). Ottamalla 

Virtaviiva 

Kuva 3 . 3 . 7 Virtaviivoja . 

taas samaan kuvaan useita perattai ­

sia valotuksia saadaan hahmoteltua 

eri rataviivoja . 

Tietyn umpinaisen kayran jokai ­

sen pisteen kautta kulkevat virta­

viivat maarittavat pinnan (kuva 

3.3.8), jota nimitetaan Y~E~~p~~ -

~§~~! (engl . stream tube). Virta­

putkea, jonka poikkileikkauspinta­

ala on infinitesimaalinen, nimite ­

taan joskus Y!E~~~~~~~~~~~ (engl . stream filament) . Virtaputken 

maaritelman perusteella putken pinnan lapi ei tapahdu aineen vir ­

tausta, koska aineen nopeus on pinnan jokaisessa pisteessa pinnan 

suuntainen. 



Virtaputki 

Kuva 3 . 3.8 Virtaputki . 
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Ns . EY~YY~~~~ eli stationaari­

sessa Y~E~~~~~~~~~ (engl . steady 

flow) muuttuja t haviaa esitykses ­

ta (3 . 3 . 57) ja tietyn pisteen kaut­

ta kulkevat virta - , rata- ja juo­

vaviivat yhtyvat painvastoin kuin 

yleensa epastationaarisessa tapauk­

sessa . Samoin tietyn umpinaisen 

kayran maarittama virtaputki ei 

muuta asemaansa ajan muuttuessa 

pysyva ss~ virtaukses sa ~ 

Kun turbulenttisen virtauksen yhteydessa puhutaan virtaviivois­

ta, virtaputkista jne . , nailla k~sitteilla tarkoitetaan tavalli ­

sesti keskimaaraiseen nopeuteen ~ liittyvia suureita . 

Kirjallisuudessa virtausnopeuden karteesisille suorakulm~isil­

le komponenteille kaytetaan hyvin yleisesti tunnuksia v = u, 
X 

Ainederivaatta . Tarkastellaan mielivaltaista Eulerin esitystavan 

mukaista paikan ja ajan funktiota f(~,t) . Esimerkkina voisi olla 

vaikka kontinuumin tiheys p(t,t) . Funktion f arvon muutos on 

(kaytetaan tassa karteesista suorakulmaista koordinaatistoa, jol ­

loin f = f(x,y,z,t)) 

df = a£ dx + a£ d + ~ dz + a£ dt 
ax ay y az at (3 . 3 . 58) 

riippumattomien muuttujien x, y, z ja t muutosten dx, dy, dz ja 

dt johdosta. Kun tarkastellaan tiettya ainealkiota, sen ajassa 

dt saamat siirtymakomponentit ovat 

dx = v dt , 
X 

dz = v dt . z (3 . 3 . 59) 

Sijoittamalla nama lausekkeeseen (3 . 3 . 58) ja jakamalla yhtalo vie ­

la puolittain ajan differentiaalilla dt seka merkitsemalla lisak­

si d + D saadaan funktion f muutosnopeuden lauseke 

Df 
Dt (3 . 3 . 60) 
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Tama on juuri tietyn partikkelin mukana kulkevan havaitsijan mit ­

taama aikaderivaatta eli siis jo kohdassa 3 .3 . 2 maaritelty ns. 

~!~~g~E!Y~~~~~' joka saa nyt vain Eulerin esityksessa eri ulko­

naon - monimutkaisemman - kuin Lagrangen esityksessa . Ainederi­

vaatan lauseke voidaan kirjoittaa viela tiiviimpaan koordinaatis ­

tosta riippumattomaan y!~!§~~~-~~2~22~ 

f 
Df 

- Dt 

tai operaattoreilla esitettyyn muotoon 

D 
Dt 

a -+ -+ 
= at + v·V 

koska tassa 

-:;.-v -t -t -+ (t = (V l+V J+V k) • 
X y Z 

a + a = v ax v - + 
X y a y 

a -+. a -+ 

ax +J ay 
+k 

a 
vz E . 

(3 . 3 . 61) 

(3 . 3 . 62) 

a E) 

(3.3.63) 

Termia afjat nimitetaan !Q~~~!!~~~~! muutosnopeudeksi (engl. 

local rate of change) ja termia 1!·Vf ~2~Y~~~!!Y!~~~~! muutosnopeu­

deksi (engl. convective rate of change; convective = virtaava, 

johtuva). Edellinen haviaa pysyvassa virtauksessa ja jalkimmai­

nen ainakin kohdissa, joissa nopeus on nolla tai alueissa, joissa 

suureen f arvo ei riipu paikasta . 

Kaavat (3.3.60), (3.3.61) ja (3.3 . 62) ovat voimassa myos vek ­

tori- tai tensoriarvoiselle funktiolle. Talloin kuitenkin ylei­

sessa tapauksessa konvektiivisen termin on ajateltava olevan muo-
-+ -+-+ -+ ;Z, ++ -+-+ 

dossa v·9f tai v•vf, joissa 9f on toisen kertaluvun tensori (vek-
-+~+ 

torin gradientti) ja 9 f kolmannen kertaluvun tensori (tensorin 

gradientti) [3.1, s. 57]. Jos toimitaan vain karteesisessa suora ­

kulmaisessa koordinaatistossa, konvektiivinen termi saadaan kui-
-+ -+ 

tenkin kirjoittaa edelleen yksinkertaisempaan muotoon (v•9) ( ) = 
v lJ.__J_ + v ~-( _) + v ~ 

X ax y ay y a z 
Ei ole myoskaan vaikea todistaa esimerkiksi kaavan (3 . 3 . 60) 

avulla, etta ainederivaatalle patevat tavanomaiset derivoimislas­

kusaannot kuten D(f 1+f 2)/Dt = Df1 /Dt + Df 2/Dt, D(f 1 f 2)/dt = 
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Esimerkki 3.3 . 2 Ainederivaatta. Pyritaan havainnollistamaan Eulerin esi­
tyksen ainederivaatan kasitetta lahteessa [3.5, s . 73] esitettya esimerkkia 
seu rat en . 

Olkoon tarkasteltava suure f(x,y,t) vaikkapa tietyssa joessa esi intyva 
kalojen konsentraatio ([f] = kg/m3), joka si is riippuu seka paikasta etta 
ajasta . Havaitsija on veneessa ja mittaa konsentraatiota suoraan alapuo ­
leltaan. Otetaan kolme eri tapausta: 
(1) Vene on kiinnitetty paikoilleen laituriin, 
(2) Vene 1 i ikkuu joessa moottorin kuljettamana, 
(3) Vene 1 ipuu virran mukana . 

Havaitsija ottaa naytteita vedesta ja saa arvot f ja f+~f vastaavasti 
ajan hetkilla t ja t+~t. Taten saatu muutosnopeus on periaatteessa 
df/dt = 1 im~t 0 ~f/~t . 

Funktion t+Rokonaisdifferentiaal i 

af af af df = - dt + - dx + - dy 
at ax ay 

(a) 

(1) EnsimmHisessa tapauksessa havaitsijan asema ei muutu, joten dx = dy = 0 
ja suureen f arvon muutosnopeudel le saadaan lausekkeesta (a) differentiaa -
1 i 1 1 a d t j a kama 11 a a rvo 

1df af 
Cit= at (b) 

+b b-t- b-t-
(2) Olkoon veneen nopeus vb = v 1 + v J · Ajan muutoksen dt aikana havait -
s i j a s i i rtyy maa rat dx = v d t j~ dy = Yv~dt . Tat en muutosnopeudeks i saa ­
daan lausekkeesta (a) diff~rentiaal il la dt jakamal la arvo 

2df af b af b af ---+v +v dt - at x ax y ay (c) 

(3) Kolmannessa tapauksessa veneen ja havaitsijan nopeus ~ = v T + v Jon 
sama kuin ymparoivan nesteen. Edell isen perusteel la voidaan h~ti kifjoit ­
taa tulos 

Saadut kolme muutosnopeuden 
poikkeavat yleensa toisistaan . 
kemaa muutosnopeutta, joten se 
vaatta f. = Df/Dt. 

(d) 

arvoa tietyssa paikassa tietyl la hetkella 
Lauseke (d) kuvaa tietyn nestealkion ko­

on juuri mekani ikassa tarvittava ainederi -

Kiihtyvyys . Ainealkion kiihtyvyys saadaan nopeuden ainederivaat­

tana, koska kiihtyvyyshan kuvaa juuri tietyn ainealkion kokemaa 

nopeuden muutosnopeutta. Taten kaavan (3 . 3 . 61) perusteella kiih-



tyvyys 

eli 

a 
X 

a 
y 

a z 

-+ -+· 
a = v 

v z 

= 

= 

-+ 
Dv 
Dt 

Dv X 
Dt 

Dv _ _y__ 
Dt 

Dv z 
Dt 

3 . 3 . 30 

-+ I av -+ -+-+ = - + v•'Vv at (3 . 3 . 64) 

av av av avX X X + X + = at+ v ax v v X y ay z az 

av av av av y v _ _y__ + v _____:j_ + v _____5_ (3.3 . 64') a:t + X ax y ay z az 

av av av av 
= z + v --~ + v z + v z 
~ X ax y ay Z az-

Kiihtyvyyden yhteydessa puhutaan vastaavasti ~2~~~~~§§§~~ ja 

~2~Y~~~~~y~~~~~~ kiihtyvyydesta . Kuva 3.3.9 havainnollistaa nai­

den termien merkitysta. Kyseessa on virtaus poikkileikkauspinta­

alaltaan virtaussuunnassa pienenevassa uomassa. Virtausnopeus 

A ~ B - ·- --~---- ·-

Kuva 3.3.9 Kapeneva uoma. 

tietylla hetkella pisteessa B on 

ainakin kokoonpuristumattomalla nes­

teella suurempi kuin pisteessa A, 

koska poikkileikkauspinta-ala pis -

teessa B on pienempi kuin pisteessa 

A. Taten nopeuden gradientti VV on 

nollasta eroava valilla AB ja siis 

samoin konvektiivinen ~iih~YYYY§_Q~ 

~2~~~~~~-§E2~Y~_EY~YY~~~~-Y!It~~~­
§~~~~~~~· Epastationaarisessa virtauksessa myos lokaalinen kiih-

tyvyys antaa oman lisansa . 

Kiihtyvyyden lausekkeiden (3.3.15) ja (3 . 3 . 64) vertailu osoit-

taa niiden valilla vallitsevan oleellisen eron. ~~~~~~~§~-§~~­

~y~~~~~~ on mukana ~~~~~~-~~~~~~E~~~~~~~ ja lauseke on ~~~~~~E~­

nen ~:n suhteen . ~~!~E~~-~~~~y~~~~~~ on mukana vain ~~~~~~~~~~ 
~~~~~~E~~~~!~~ ja lauseke on ~E~!~~~~~E~~§~ (konvektiivinen osa 

-+ 
on kvadraattinen) v:n suhteen . Muodon (3.3 . 64) epalineaarisuus 

on turbulenssin ohella nestemekaniikan matemaattisten vaikeuksien 

paalahde . 
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Deformaationopeus ja kulmanopeus . Kun Eulerin esityksen lahto­

kohtana on nopeuskentta, muodonmuutosten tarkastelu tulee hanka­

laksi. Koska nesteiden tavanomaisissa konstitutiivisissa yhteyk­

sissa ei kuitenkaan tarvita itse muodonmuutoksia, vaan niiden 

muutosnopeuksia, keskitytaankin jatkossa vain viimeksimainittui­

hin. Kasittely on pitkalti vastaava kuin kohdassa 3 . 3 . 2 esitetty 

osuus ·infinitesimaalinen venyma ja rotaatio . 

Tarkastellaan tietylla hetkella kahta aarettoman laheista ava ­

ruuden pistetta P ja Q, joissa olevien partikkelien nopeudet ovat 

Kuva 3.3.10 Suhteellinen 
-+ 

nopeus dv liioiteltuna. 

eli 

av av av 
dv X X X 

X ax ay az 

av avy av 
dv y _x 

y ax--- ay az 

av av
2 

av 
dv z z 

z ax--- ay- a-z-

. -+ . -+ -+ ( 0) vastaavastl v ]a v+dv kuva 3 . 3 . 1 . 

Pisteessa Q olevan partikkelin suh­

teellinen nopeus d~ pisteessa P ole­

van partikkelin suhteen saadaan ko ­

konaisdifferentiaalina 

-+ -+ -+ 

d-+ - av dx + av d + av dz 
v - ax ay y a z 

(3 . 3.65) 

eli 

{dv} = [ av ;a r] { dr} (3 .3.65 ') 

r dy (3 .3.65 '') 

ldz 

Matriisia [ av;ar ] voidaan nimittaa ~QE~~§9E~~!~9~~!m~~E!!§!~§!· 

Sen tensorivastine on vektorin ~ gradientti ~9 [3.1, s . l46]. On 

huomattava, etta tassa kohdassa tarkastellaan vain nopeuskentan 

paikasta riippuvaa muuttumista, joten vektorin ~ differentiaalia 

laskettaessa otetaan dt = 0 . 

Jaetaan matriisi [ av/ar] symmetriseen ja antisymmetriseen 

osaan: 

[ av/ar] = [d] + [w] , (3 . 3 . 66) 
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[ d] 1 T 
= 2([av;ar]+[av;ar] ) 

av 1 avx av 1 avX av X + __y) + __ z) ax 2(-ay ax 2(32 ax 

1 av av av av av 
+ ~) y l(__y + z - (__y a-y- ay-) 2 dX ay 2 d z 

1 avz av av av av 
+ ~) !( _ _ z + d z y) 

z 
2(ax az 2 ay 32-

d dxy d XX xz 

= dyx dyy dyz (3 .3. 67) 

dzx dzy dzz 

d 1 1 
X 2 gxy 2 gxz 

1 d 1 
= 2 gyx 2 gyz y 

1 1 d 2 gzx 2 gzy z 

[ w] 1 T 
= 2 ( [ av/ar] -[ av/ar] ) 

1 ClVX av 1 avx av 
0 y z 

2(--ay- ax) 2(az- - -) ax 

1 avy av 1 av avz X 
2(--ax- - --) 0 --(-Y - ay-) ay 2 dZ 

1 avz av 1 av z av X - __y) 0 2(--ax- - -) 2(ay dZ az 

w w w XX xy xz 

w wyy wyz (3 .3. 68) yx 

w w w zx zy zz 

0 -w wy z 

= w 0 -w z X 

-w w 0 y X 
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Matriiseja [d] ja [w] voidaan nimittaa vastaavasti 9~f2E~~~~!Q~2-

E~~§~~~E!!§~~§! ja EY2E~~~~~~!~§~~§~ tai kulmanopeusmatriisiksi. 
0 0 d 0 0 ++ I (-++- -+-+) 0 ++ I -++- -+-+ N11 en tensor1vast1neet ovat d = 1 2• vV+Vv Ja w = 1 2• (vV-Vv) 

[3.1, s.l47]. Englanninkieliset termit ovat vastaavasti rate of 

deformation tensor tai velocity strain seka spin tensor tai 

vorticity tensor. 

Matriisin [d] alkioita d , d jne . tai seuraavia termeja 
XX Xy 

d 
X 

d y 

d z 

= 

Clv 
X 

ax 

Clv __;z_ 
Cly 

Clv z 
az-

gyz = gzy 

gzx gxz 

gxy = gyx 

---

ClV Clv 
_x + z 

= (lz (ly 

Clv Clv __ z + X (3.3.69) = 
Clx Clz 

Clv Clvy X + = ay- Clx 

voidaan nimittaa 9§!2~~~~~~2~2E~~~~2~PQ~~~~~~~~~ tai lyhyemmin 

deformaationopeuksiksi (engl. rate of deformation components.) 

Tunnusten d ja g ([d] = [g] = s-1 ) sijasta kirjallisuudessa kay­

tetaan usein tunnuksia E ja y, jotka ovat tassa kuitenkin jo va­

rattu venymakomponenttien merkeiksi. 

Voidaan osoittaa [3.1, s.l48], etta termin (ds) 2 = d~·d~ aine-
0 D 2 -+~-+ 

der1vaatta saa muodon Dt(ds) = 2dr•d•dr. Tata pidetaan perusta-

na termin deformaationopeus kaytolle. Tensorin ~komponenteista 
kaytetaan kylla usein myos nimityksia muodonmuutosnopeus tai ve­

nymanopeus. 

Nama jalkimmaiset nimitykset ovat perusteltavissa seuraavasti. 

Deformaationopeudet (3.3.69) ovat ulkonaoltaan taysin analogisia 

Lagrangen pienten venymien (3.3.36) kanssa. Ottamalla jalkimmais­

ten ainederivaatat saadaan 

E a = 

jne. 

DE a 
Dt 

ClE a 
=at 

au a 
()a 

ClV a 
()a 

(3.3.70) 
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Jos siirtymat ovat pienia kuten on aina asianlaita jos ote-

taan pieni ajan vali ja valitaan tarkastelun alkuhetki kulloin­

kin referenssitilaksi - voidaan asettaa likimain a = x, b = y 

ja c = z, jolloin vertailu lausekkeisiin (3 . 3 . 69) johtaa yhteyk­

siin 

d 
. 

E: ~ Ybc ~ gyz a · X 

. 
d 

. 
(3 . 3 . 71) E: b ~ Yea ~ gzx y 

. 
d E: ~ Yab ~ gxy . c z 

Saadaan fysikaaliset tulkinnat deformaationopeuskomponenteille. 

Termit d , d ja d esittavat x-, y- ja z - akselien suuntaisten 
X y Z 

aine-alkioiden suhteellisten pituudenmuutosten muutosnopeuk~ia . 

Termit g jne. esittavat taas y- ja z-akselien jne. suuntaisten yz 
ainealkioiden valisten kulmanmuutosten muutosnopeuksia. Huomau -

tettakoon viela, etta itse lausekkeet (3 . 3.69) ovat taysin yleis ­

patevat ilman mitaan siirtymia koskevia rajoituksia. 

Antisymmetrisessa matriisissa [w) on vain kolme riippumatonta 

alkiota. Taten siihen voidaan assosioida eras vektori, ns. kul -
-+ -1 

~~!!.9:!2~~~ (engl . angular velocity) ( [ w] = rad s ) 

-+ -t w w l 
X 

ottamalla 

w 
X 

w y 

w z 

-w 

= -w 

+ w 
-T 

YJ 

(siis 

= w yz 

= w zx 

+ w k z 

eras valinta) 

l dVZ dV 
= 2(ay - _y) 

zy ()z 

l dVX ClV z 
= 2(az - ax-) xz 

l ClV ClV 
= - (_y - _x) 

2 dX Cly 

(3 . 3 . 72) 

(3.3 . 72') 

Nama merkinnat vastaavat kaavoihin (3 . 3 . 68) liittyvia maaritelmia. 

Palataan hetkeksi jaykan kappaleen kinematiikkaan. Jaykan kap­

paleen mukaisessa liikkeessa mielivaltaisen partikkelin nopeus 
-+ -+ -+ 

saadaan kaavasta (2.2 . 7): v
0 

= vp + wxrQ/P' Jos otetaan siirto-
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piste P origoon, jaykan kappaleen liiketta vastaava nopeuskentta 

voidaan esittaa muodossa 

~ ~ ~ ~ ~ 

v(r,t) = v 0 (t) + w(t)xr . (3 . 3 . 73) 

~ ~ ~ ~ ~ 

Muodostamalla lauseke Vxv saadaan [3.2, s. 48] tulos Vxv = 2w eli 

~ 1+~ w = ~ vxv . (3 . 3 . 74) 

eli 

~ l l av av --r ~ k z y)-r w 2 l J = [ (ay- -- l + 2 az 

a a a av av 
ax ay az +(~ z ~ 

ax)J + az 

v v vz av av ~ 
X y +(_y ~)k] 

ax ay (3.3 . 74') 

Taten jaykan kappaleen liikkeessa nopeuskentan roottorin puolikas 

antaa jaykan kappaleen kulmanopeuden. Tama tulos on sikali tar­

kea, etta sita kaytetaan myos muotoaan muuttavien kappaleiden yh-

teydessa ~~~~~~~§1~~~~-~~~~~~i~-E~~~~~~~~-~2~~~~~~~~~-~!~~2~ 
~~!~~~2~§~~, joka tulee siis olemaan yleensa paikasta riippuva 

painvastoin kuin jaykan kappaleen tapauksessa. 

Lausekkeiden (3.3.72') ja (3.3.74') vertailu selittaa taten 

kaavassa (3.3 . 72) esiintyvalle vektorille annetun nimityksen . 

e li 

Sovelletaan viela jaykan kappaleen liikkeen kaavaa (2.2.7) 

~ 

dv = 
~ ~ 

wxdr 

viela 

--r 
l 

w 

kuvan 3.3.9 esittamaan tilanteeseen ja otetaan 

jolloin saadaan tulos 

"* ~ ~ 

J k = (w dz-w dy) i + y z 

~ w w +(w dx-w dz)J + 
X y z Z X 

dx dy dz +(wxdy-wydx)k . (3 . 3 . 75) 
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dvx 0 - w z w y dx 

dv = w 0 - w dy (3 .3. 75') y z X 

dv - w w 0 dz z y X 

Vertaamalla kaavoja (3.3 . 68) ja (3 . 3 . 75') voidaan todeta seu­

raavaa . Jos kappale liikkuisi kuten jaykka kappale, suhteellinen 

nopeus olisi kaavan (3 . 3.75') mukainen eli {dv} = [w]{dr} . Taten 

taydellisen lausekkeen {dv} = [av/ar]{dr} = [d]{dr} + [w]{dr} 

osuuden [d]{dr} taytyy esittaa alkion muodon muuttumisesta johtu­

via termeja. Matriisin [d] alkioiden fysikaalinen merkitys on 

ollut esilla jo edella ja kuten silloin todettiin, alkiot liitty­

vat todella muodon muutoksiin. 
-+ 

Nestemekaniikan kirjallisuudessa operoidaan usein suureen w 

sijasta suureen 2~ avulla ja sita nimitetaan pyorteisyydeksi tai 
-+ 

EY~~~~~~~~~E~~~! (engl . vorticity). Joskus myos itse suuretta w 
-+ 

nimitetaan pyorrevektoriksi . Kun kulmanopeus w haviaa tietyssa 

alueessa eli kun 

(3.3 . 76) 

eli 

av av 
0 , X z ---az ax (3.3.76') 

av av _y X 

ax ay 
0 , 

virtauksen sanotaan olevan EY~E~~~~~~~~ (engl . irrotational). 

Johdetaan viela eras kiihtyvyyden yleinen lauseke, joka osoit­

tautuu jatkossa hyodylliseksi . Tarkastellaan ensin vain kiihty­

vyyden x-komponenttia 

a 
X 

avx avx av av 
= + + -~ + V X ar- vx ax- vy ay z az- (3 . 3.77) 



--- - ------------------------------------------~---------------------------------------------~ 

av avz 
Lisataan ja vahennetaan termi vy axy seka termi v

2 
ax-

a 
X 

+ v z 

dV 
X --- v 

az z 

av z 
ax 

av z -)v ax z 

3.3.37 

(3.3 . 77') 

Ottamalla kayttoon kulmanopeusvektorin komponenttien merkinnat 

(3.3.71') saadaan siis 

a 
X 

a z 

(3.3. 78) 

jossa kaksi jalkimmaista lauseketta voidaan johtaa aivan analogi­

sesti. Kaavojen vektoriesityksen havaitaan olevan 

-+ v -+ -+ 
2 1 + IJ 2 + 2wxv . (3.3.79) 

Tulos johdettiin karteesisen suorakulmaisen koordinaatiston avul­

la, mutta se patee silti yleisesti koordinaatistosta riippumatta. 

Merkinta v tarkoittaa virtausvauhtia tai yhta hyvin myos skalaa­

rista virtausnopeutta. 

Esimerkki 3.3.3 Tasoliike. Tarkastellaan uudestaan esimerkissa 3.3.1 
Lagrangen esitystaval la annettua tasol i iketta 

x = a + a ( t) b , y = b + S(t)a (a) 
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nyt kuitenkin kayttaen Eulerin esitysta . 
Yhteydet (a) ovat ni in yksinkertaiset, etta ne pystytaan kaantamaan -

painvastoin kuin yleensa - eksplisiittisesti ratkaisemalla ko . lineaarinen 
yhtaloryhma . Saadaan Eulerin esitys 

a = 1-as (x - ay) ' 
1 

b = -- (y- Sx) 
1 -aS 

(b) 

Esimerkis sa 3.3 . 1 johdetti in nopeuden ja ki ihtyvyyden komponenttien lausek­
keet 

ja 

v 
a 

a a 

~b Sa 

a = 'sa 
b 

Sijoittamalla naihin yhteydet (b) paastaan Eulerin esityksen nopeus - ja 
ki ihtyvyyskomponentteihin 

ja 

v = _a_ (y - sx) 
x 1- as ' 

a 
X 1 ~a, S ( y- Sx) ' 

v s 
1-as (x -ay) y 

·s 
1-aS (x-ay) 

(c) 

(d) 

(e) 

(f) 

Ki ihtyvyys saadaan vaihtoehtoisesti myos nopeuskentasta (e) soveltamalla 
kaavoja (3 . 3. 64 1

) . Esimerkiksi 

3v 3v 3v 
X X X a - - +v - -+v X 3t X 3X y 3y 

.. 
1~aS (y-Sx) 1~aS (-Sx) 

. 
+ 1~af3 (y - Sx) 1~af3 (-S) + 1~aS (x-ay) 1~aS ' (g) 

josta tulee kehittamal la lopuksi kaavan (f) mukainen tulos . 
Nollasta eroavat deromaationopeuskomponentit (3 . 3 . 69) ovat 

3v . 3v . 

) 
d X aS d _ y = aS - - = -

' - 1 -aS ' X 3x 1-aS y 3y 

3v 3v . . . . (h) 

~ + ____'i = a S a+S 
gxy = - - + -- = 1- as 3y 3x 1- as 1- as 

Pi en ten s i i rtymi en teor ian muka i nen til anne saadaan, kun a ja S « 1. Kaavo ­
jen (3 . 3 . 71) havaitaan pitavan paikkansa . Es 'imerkiksi sa oli identtisesti 
nolla, joten s ~ = 0 . Toisaalta kun a~ 0 ja S ~ 0, on myos kaavan (h) 
d x ~ 0 • E s i me r k i k s i y a b. = • a+ S , jot en Ya b = a+~ . To i sa a 1 t a k u n a ~ 0 j a 
S ~ 0, kaavan (h) 9xy ~ a+f3 . 
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Kulmanopeuden ainoa nollasta eroava komponentti 

y/L 

2 

2 x/L 

(a) 

w z 
1 3v 3v 
- (-Y... - _x) 
2 3x 3y 

(3-a 
2 1-as ' 

( i ) 

joten pyorrevektori on kohtisuoras ­
sa 1 i iketasoa vastaan . Nain on 
aina tasoliikkeessa . 

Kuvassa (a) on esitetty kaavojen 
(b) avulla laskettu (S = 2a) t a l-kas ­
teltavalla hetkella (a= 1/4) ne ­
lion muotoisen ainealueen sijainti 
alkutilassa; katkovi ivoitettu suun­
ni kas . 

Tilavuusintegraalin ainederivaatta. Eulerin esityksessa joudutaan 

laskernaan tyyppia 

I (t) = J f cr, t) ctv = 

v (t) 
f f(x,y,z,t)dxdydz 

v (t) 
(3.3.80) 

olevien tilavuusintegraalien rnuutosnopeuksia . Esirnerkkina rnainit ­

takoon kappaleen kokonaisrnassa rn = J p (~,t)dV. Integroirnisalueen 
v (t) 

tunnukseen V on rnerkitty argurnentiksi aika t rnuistuttarnaan siita, 

etta kappaleen liikkeen johdosta sen tayttarna avaruuden osa V(t) 

rnuuttuu jatkuvasti. Kun ajatellaan vaadittava integrointi paikan 

suhteen suoritetuksi .kullakin ajan hetkella, integraalista nahdaan 

tulevan pelkastaan ajan funktio, I= I(t). Taten yhden rnuuttujan . 
funktion I tavanornainen derivaatta I ~ di/dt on tassa sarnalla kap-

paleeseen liittyvan suureen I kappaleen kokernana rnitattu rnuutosno­

peus eli ns. aineellinen aikaderivaatta tai lyhyernrnin ainederi­

vaatta ja siis patee jalleen 

I 
DI · _ di 
Dt = I dt • (3 . 3.81) 

Kasittely on nyt hankalarnpi kuin Lagrangen esityksen yhteydessa, 

koska integroirnisalue ei ole ajan suhteen vakio . 
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Derivaatan laskemisessa on kysymys matematiikasta tutun, usein 

ns . ~§!~~~~!~~-§~~~~§~ nimell~ kulkevan kaavan yleistyksest~ kol­

meen dimensioon. Tarkastellaan ensin m~~r~tty~ integraalia 

x
2 

(t) 

I(t) = f f( x ,t)dx 
x 1 (t) 

(3 . 3.82) 

jossa I on parametr in t funktio paitsi sen johdosta, ett~ t esiin ­

tyy integroitavassa myos 
f ----r- f (x,t+llt) 

----- ~ t-/ --- -"'\' -r- '~, ' ..,..,- - , ·~ ' " ·' ' 1 
' ' "- . . / r' '1 

·, I (t+llt) "-.I 

xl (t) j 

x1 (t+llt) 

I(t) I 
l 
'I 1- ·' • 

f (x, t) 

X 

Kuva 3.3.11 Integraali I pinta ­
alana. 

x=x 
2 

koska integroimisrajat x 1 
ja x 2 ovat t:n funktioita . 

Integraalin arvon muuttumis­

ta t:n muuttuessa on havain ­

nollistettu kuvassa 3 . 3.11 . 

Leibnitzin s~~nnon mukaan 

[3.3, s. 30] 

X 

di = J 
2

a f dt at dx + 
xl 

(3.3.83) 

Jos parametri t tulkitaan ajaksi, termit dx 2/dt 

esitt~v~t rajojen siirtymisnopeuksia . Kohdassa L . 2.4 on esitetty 

hieman yleisempi Leibnitzin s~~nnon muoto . 

Siirryt~~n takaisin integraalin (3 . 3 . 80) k~sittelyyn. Kappale 

on esitetty kuvassa 3 . 3 . 12 kahdella l~hekk~isell~ ajan hetkell~ . 

Valitaan avaruudesta tietty umpinaisen pinnan rajaama alue CV, ns . 

~2~~E2!!~~!~~ (engl . ~ontrol ~olume), joka Q~§~~~~-~~§§~ valitun 

koordinaatiston suhteen ~!~~~§~~§~ · Kontrollialueen reunapintaa 

CS nimitet~~n ~Q~~E2!!~P~~~~~§~ (engl . ~ontrol ~urface) . Valitaan 

tarkasteltava suljettu systeemi eli kappale siten, ett~ se muodos ­

tuu hetkell~ t kontrollialueessa olevasta kappaleesta. Hetkell~ 

t+llt osa kappaleen pa r tikkeleista on poistunut kontrollialueesta 
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Kappaleen r euna hetkella t 

Kappaleen reuna hetkella 
t+ L'I t 

Virtaviivoja 

·-·-----------------------------+ 

Kuva 3 . 3 . 12 Kappaleen liike . 

(alue 2) ja alueeseen on saapunut kappaleen ulkopuolisia pa r tikke­

leita (alue 1) . Derivaatan maaritelman per usteell a ja kuvaa 

3 . 3 . 12 tarkastelemalla saadaan 

di = lim dt L'l t -+ 0 

= lim 
L'l t-+0 

+ lim 
L'lt-+ 0 

- lim 
L'l t -+ 0 

[ (I2+1 CV- Il)t+L'It - (I2+1 CV- Il)t] 
L'lt 

(ICV)t+ L'I t - (ICV)t 
L'lt 

/ 

(I2) t+L'I t - 9-2) t 
L'lt 

_, 
(Il) t+ L'I t - ,(l-f) t 

L'l t 

I Kontrollialueen yli otetun 

integraalin rev= fcvfdV 

muutosnopeus 

f lf dV 
cvat 

Kontrollialueesta poistuva 

suureen I virta 

Kontrollialueeseen saapuva 

suureen I virta 

(3 . 3 . 84) Nettovi r ta ulos alueesta 

f v nfdS 
cs 
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jossa esiintyvien merkintojen sisalto lienee selva . Jos luotetaan 

hakasuluissa anne ttuihin tulkinto ihin, on siis saatu tulos (vrt . 

kaava (3 . 3 . 83)) 

d f fdV = dt f ~~ dV + f vnfdS (3 . 3 . 85) 

v (t) cv cs 

Pintaintegraalitermin mer kityksen selvittamiseksi tarkastellaan 

kuvaa 3 . 3 . 13, jossa nakyy kont r ollipinnan pinta - alkio dS ja pinnan 

ulkoinen yksikkonormaalivektor i ~ ­
Ajassa dt pinta- alkion lapi virrannut 

v dt 
n 

Kuva 3.3 . 13 Vinopohjainen 
sylinter i . 

aine muodostaa vinopohjaisen sylinte- · 

rin, jonka pohjan pinta- ala on dS ja 
-+ -+ 

korkeus n •vdt vndt . Suure 

-+ -+ 
v = n•v 

n 
-+ -+ 
v•n (3 . 3 . 86) 

on nopeuden ~2E~~~!~~2~E2~§~~~~ tai 

lyhyemmin ns. normaalinopeus (engl . 

normal velocity) . Taten sylinterin 

tilavuus dV = vndtdS ja pinta- alkion lapi virranneen suureen I 

maara on fdV = fv dtdS . Koko pinnan lapi ajassa dt virrannut suu -
n 

reen I maara on siis f vnfdS ja tama jaettuna kuluneella ajalla cs 
dt on ns . suureen I Y~Ei~ tai vuo (engl . flow rate, flow,flux ) 

(yksikko [I]s - 1 ) 

f v n f dS ( 3 . 3 . 8 7 ) 

cs 

kontrollipinnan lapi alueesta ulos . Jos virtausta tapahtuu alueen 

sisaan, v = ~ .~ on negatiivinen, jote n lauseke (3 . 3 . 87) kuvaa ns . n . 
nettovirtaa alueesta ulosp ain . Termia v f (y ksikko [I]s- lm- 2) 

n 
voidaan nimittaa ko . suureen I y~~E~~-~~h§Y9§~§~ (engl . flow r ate 

density) ko . pinnalla . 

Jatetaan jatkossa kaavasta (3 . 3 . 85) integroimisalueita kuvaa ­

vat tunnukset yksinker t a isuuden vuoksi pois . On saatu tarkea kaa­

va, ns . E~Y~2!9e~~-~~1j~~~§!~~~~ (engl . Reynolds transport theo rem) 

(muoto l) 



I 
DI 

- Dt 
dl 
dt 

d 
dt f fdV = f af dV + f n v fdS 

n 
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(3 . 3 . 88) 

joka antaa siis Eulerin esityksessa tarvittavrtn tilavuusintegraa ­

lin ainederivaatan lausekkeen . Pintaintegraali esiintyy usein 

mm. seuraavissa samanarvoisissa muodoissa : 

f ~ · ~fds = J ds·~f 

f (n v +n v +n v )fdS . 
X X y y Z Z 

(3.3.89) 

Soveltamalla yleistettya Gaussin lausetta (kaava (L . 2.9'), 
-+ 

f -+ vf) kaavan (3.3.88) pintaintegraalin (3.3.89) muuntamiseksi 

tilavuusintegraaliksi saadaan B~YnQl~~in_ l~ll~§ muodossa (muoto 2) 

--- ·-

I ~t f fdV = ~t f f af -+ -+ 1 fdV = [at + IJ • (vf) ] dV , 

J 

(3.3.88') 

fr~ + 
a (vxf) a (v yf) a(vzf)l 

+ ---- + (lz .JdV . l at ax ay 

Usein ainederivaatta lasketaan integraalista fpfdV, jossa 

p(~,t) on tiheys ja f(~,t) on jokin suure massaa kohti. Kaavat 

(3.3.88) ... (3.3.88') patevat tietenkin edelleen (f-+ pf), mutta 

eras hyvin yksinkertainen muoto saadaan soveltamalla kaavaa 

(3.3.88') ja tulon derivoimissaantoa: 

Q__ f pfdV J[d i~f) 
a(v pf) a (v pf) Cl (vzpf) l 

+ X + + az Jdv dt ax ay 

J[p 
~+ (lf ~!. + ~+ = v p- + vyp vzp at X dX Cly az 

+ f ap + f 
a (vxp) a (vyp) 

+ f 
Cl(vzp)l 

IT Clx + f ay az jdV 

f{ fa£ + v ~+ af + v af l + = Pln vy ay X ax z azJ 

(3 . 3 . 90) 
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Jalkimmainen hakasulkulauseke haviaa myohemmin esitettavan massan 

sailymisen periaatteesta johtuvan ns . jatkuvuusyhtalon johdosta . 

Funktion ainederivaatan lausekkeen (3 . 3 . 10) perusteella saadaan 

siis tulos, B~Y02!~~~~-!~~~~ (muoto 3) 

D 
fpfdV 

d 
JpfdV r p 

Df dV l Dt = dt = I 

) Dt 

(3 . 3 . 88") 

J a£ 3f a£ ~)dV = p (at +vx ax +v +v 
Y ay z az 

Muistisaanto: Ajatellaan, etta kaava saadaan muodollisesti siir ­

tamalla operaattori D/Dt integraalimerkin sisapuolelle ja otetaan 

huomioon, etta termin pdV = dm derivaatta on massan sailymisen 

periaatteen johdosta nolla . 

Todettakoon viela, etta esitetyt Reynoldsin lauseen eri muodot 

patevat myos vektori - tai tensoriarvoiselle funktiolle f . 

Kaavaa (3.3.88) sovelletaan yleis f en periaatteiden aarellisia 

muotoja kaytettaessa, koska talloin pyritaan siihen, etta lausek ­

keissa esiintyisi mahdollisuuksien mukaan vain alueen reunalta 

kertyvia termeja, jotka ovat yleensa kohtuullisen helppoja arvi ­

oida tai mitata . Pysyvassa virtauksessa tilavuusintegraali 

fof/3t dV haviaa . Yleisten periaatteiden paikallisia muotoja 

johdettaessa sovelletaan .taas kaavoja (3.3 . 88') ja (3 . 3 . 88' '), 

joissa ei esiinny pintaintegraaliosuuksia . 

Tilavuusintegraalin ainederivaattojen lausekkeet ja Reynoldsin 

lauseen eri muodot esiintyvat kirjallisuudessa niin moninaisissa 

asuissa, etta on syyta olla hyvin tarkkana niita sovellettaessa. 

Eras sekaannusta aiheuttava piirre on, etta usein jo pelkalla 

merkinnalla d/dt tarkoitetaan ainederivaattaa. Mika hyvansa ti­

lavuusintegraali -olipa sitten kyseessa kiintea tai liikkuva 

alueen reuna - kun on integroimisen jalkeen korkeintaan ajan 

funktio . Merkinnan D/Dt kayton etuna on, etta se ilmoittaa meil­

le heti, etta vastaavan integroimisalueen reunan tulee olla sul ­

jetun systeemin reuna eli kappaleen reuna eli viela ns. ~!~~E!~­

~~ (engl. material surface). Ainepinta tarkoittaa koko ajan sa ­

moista kontinuumipartikkeleista muodostuvaa pintaa (vrt. kuva 

3 . 4.5) . Ainepinnan rajoittamasta alueesta voidaan vastaavasti 
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k~ytt~~ nimityst~ ~!~~t!!~Y~~§ (engl. material volume). 
-+ -+ -+ -+ 

On syyt~ korostaa, ett~ suure v = n•v = v•n kaavassa (3.3.88) 
n 

tarkoittaa kontrollialueessa ko. hetkell~ olevan aineen virtaus-

nopeuden normaalikomponenttia kontrollipinnan kohdalla; ei siis 

suinkaan itse kontrollipinnan nopeutta. Kontrollipintahan ole ­

tetaan t~ss~ esityksess~ yleens~ kiinte~ksi. Esimerkiss~ 3.3.4 

selostetaan liikkuvan kontrollialueen k~ytto~. 

Esimerkki 3.3.4 Li ikkuva kontrol l ialue. Joskus on tarpeen ottaa kayttoon 
myos l i ikkuva kontroll ialue. Johdetaan kaavan (3.3.88) vastine tallaises ­
sa tapauksessa. 

Kuvan 3.3.12 sijasta saadaan tassa kuvan (a) esittama asetelma. Kappa­
le ja kontroll ialue laheisil la hetkilla t ja t+6t on esitetty pi irroksen 

CS(t+M) 

S(t) l_ 
/ 

/ ....... 
I ' CV(t) { " V(t) \ 

CV(t+6t) \ 
\ 

V(t+M) \ 
\ I 
' / (a) ' ......... 

........... -------
selvyyden sailyttamiseksi vastaavasti erillaan toisistaan. Kontrollialu­
een l i ike val itaan sopivalla taval la tilanteesta ri ippuen. 

Pidetaan yhtaloa (3.3.85): 

~t J fdV J if dV + J vnfdS 3t 
v ( t) CV cs 

(a) 

lahtokohtana. s i ita saadaan val ittomasti tulokset 

~t J fdV J if dV + J vnfdS () t 
V(t) i c\ v { c' s 

I I I I 

(b) 

d 
J fdV J if dV J w fdS dt 

+ () t n (c) 

cv ( t) cv cs 
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Kaava (b) eli yhtalo (3.3.88) on vain yhtalo (a) uudestaan kirjoitettuna, 
kun on otettu huomioon, etta V(t) on ainepinnan S(t) rajoittama alue, jo­
ten kyseessa on ainederivaatta. Kaava (c) taas saadaan yhtalo s ta (a) kay ­
mal la lapi sen johto ja huomaamal la, etta voimme tehda muutokset V(t) 7 

CV(t), S(t) 7 CS(t) ja vn 7 wn. Suure w
0 

on ~2~!r2lllPl~~~~ - ~l l r!~~l~~2 -
p~~~ - Pl~~~~ - ~2~~~~ll~ - ~~~~~~~~~· Tata kasitetta on selostettu tarkemmin 
kohdassa 6.7. Kaavan (c) vasemmalla puolella oleva derivaatta tarkoittaa 
siis koko ajan kontrollialueen yli otetun integraalin fcv('t)fdV - joka on 
pelkastaan ajan funktio, mutta joka ei si is yleensa kuvaa mitaan suljetun 
systeemin suuretta pain vastoin kuin integraal i fv(t)fdV - muutosnopeut ­
ta. Tunnukset CV ja CS ilman merkittya ri ippuvuutta ajasta korostavat 
taas sita, etta vastaavat integraalit lasketaan aina tietylla hetkella. 
Viela tarkemmin si is CV ja CS ovat alueiden CV(t) ja CS(t) tarkasteltaval ­
la hetkella maarittamat alueet. Kaavassa (b) voidaan tunnukset C jattaa 
yhta hyvin pois (ks. kuva (a)), johon viittaa niiden sulkuihin asettaminen. 
Useinhan integraal imerkkien yhteyteen ei merkita kirjal 1 isuudessa mitaan 
integroimisalueen tunnusta, koska otaksutaan alueen ilmenevan yhteydesta. 

El iminoimalla yhtaloista (b) ja (c) integraal i alueen CV yl i saadaan 
B~t~Qlg~l~ -~~ll~!~~l~~~~~~ - !~t~l~_tl~l~~~ -~~2!2 (muoto 4) 

~t f fdV = ~t f fdV + j (vn -wn)fdS 

v(t) cv(t) r c ~ s 
\ I 

(d) 

Tama on muodon (3.3.88) yleisty s tapaukseen, jossa myos kontroll ialue on 
liikkuva. Suure 

v - w n n 
(e) 

on virtauksen ns. ~~b!~~lll~~~-~2~~~~ll~2P~~~ (engl. relative normal flow 
velocity). Se tarkoittaa siis kontrollipinnalla 11 istuvan 11 havaitsijan 
mittaamaa normaal in suuntaista nesteen nopeutta kontroll ipinnan suhteen. 
Havaitaan, etta jos kontrol 1 ialue on ki intea, wn = 0 ja derivointimerkki 
d/dt voidaan si irtaa integraal imerkin sisapuolel le: d(JfdV)/dt = J( af/ 8t)dV. 
Tal loin joudutaan si is takaisin kaavaan (b). 

Modifioidaan kaavaa (c) viela eraaseen kohdassa 5.7.5 tarvittavaan muo -
toon. Kirjoitetaan w v - (v -w), jolloin saadaan ensin yhtalo n n n n 

fdV J ~: dV + j vnfdS - J (vn -wn)fdS (f) 

cv cs cs 

Taman jalkeen muunnetaan ensimmainen pintaintegraal i yleistetyn Gaussin 
lauseen avulla tilavuusintegraaliksi samoin kuin tehtiin muotoa (3.3.88 1

) 

johdettaessa. Saadaan yhtalo 

f[ 
af 7 7 ] at+ 'V•(vf) dV 

cv 
~t f fdV 

CV(t) 
f 

(v -w )fdS 
n n 

cs 

(g) 
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Yhteenveto . Taulukossa 3 . 3 . 1 on esitetty lopuksi yhteenveto 

Lagrangen ja Eulerin esitystapojen mukaisista kinematiikan tar ­

keimmista kaavoista. 

Lisaksi taulukoissa 3.3.2 ja 3.3.3 on edelleen esitetty erai ­

ta kaavoja jatkoa varten matriisimerkintoja kayttaen . 

Merkinnoissa kuten [ a ] on pyritty mnemotekniseen esitykseen . 
£ u 

Taten tunnus a viittaa siihen, etta kyseessa on osittaisderivaat-

taoperaattori. Oikeanpuoleinen alaviite u osoittaa, etta ope ­

raattor i kohdistuu suureeseen, jonka tunnus on u. Vasemmanpuo ­

leinen alaviite taas osoittaa, etta tulokseksi saadaan suure, 

jonka tunnus on s. 

Operaattorimatriisien kayton yhteydessa on muistettava noudat ­

taa tiettya varovaisuutta matriisilaskusaantojen kuten tulon 

transponoinnin ja kertomisjarjestyksen suorituksen suhteen, jot­

teivat operointien kohteena olevat suureet joutuisi vaariin paik­

koihin. 

Taulukoita 3.3.2 ja 3 . 3.3 vertaamalla havaitaan mm., etta 

Eulerin esityksen nopeusgradienttimatriisi voidaan ilmaista myos 

muodossa 

ja siis konvektiivinen kiihtyvyys 

av 
[ar]{v} 

( 3. 3. 90) 

( 3. 3. 91) 
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Taulukko 3.3.1 Lagrangen ja Eulerin esitystapojen kinematiikkaa. 

Lagrangen esitystapa 

Lagrangen esitystavassa 

riippumattomina muuttujina 

ovat ainekoordinaatit ~0 

(eli a, b, c) ja aika t. 

Tama esitys on tavallisin 

kiintean aineen mekanii­

kassa. Tehtavan matemaat­

tisena maarittelyalueena on 

paikan suhteen referenssi­

alue v0
• Kappaleen liike: 

r = ~(r0,t). 

Funktion f(r0 ,t) ainederivaatta 

f Of 
-Dt: 

a,x 

Tilavuusintegraalin I(t) = J f(~0 ,t)dV0 
vo vaatta 

I DI di d J fdV
0 J 1!_ dVo - Dt dt Cit at 

yO yO 

I 
I 

(1) 

ainederi-

(2) 

Eulerin esitystapa 

Eulerin esitystavassa riip­

pumattomina muuttujina ovat 

spatiaalikoordinaatit ; (eli 

x,y,z) ja aika t. Tama esi­

tys on tavallisin nestemeka­

niikassa. Tehtavan matemaat­

tisena maarittelyalueena on 

paikan suhteen kontrollialue 

V:ssa. Kappaleen 1iike pe­

riaatteessa: r 0 = ~0 (r,t). 

Funktion f(r,t) ainederivaatta 

a£ ) 
az • 

(1') 

Ti1avuusintegraalin I (t) = J. f(r,t>dv ainederi-

vaatta V(t) 

I DI di d 
Jvfdv - Dt= dt dt 

J ~! dV + I 
J ~~ dV + J 

a (v f) + __ x __ + 
ax J u~ 

gt J pfdV = Jpg~ dV 

a(vzf)J __ a_z_ dV. 

(2') 

I (3') 

(4') 

Ylla o1evat kaavat patevat myos vektori- tai tensoriarvoiselle funktio1le f. 

Partikke1in rata (r0 on kiintea, t muuttuu) 

... 
+ u 

Siirtymakentta (tai r) 

... 
u 

l 
on Lagrangen esityksen 1ahtokohtana. 

Tau1ukko 3.3.1 jatkuu 

(5) 

(6) 

Ei yksinkertaista esitysta. Periaatteessa rat­

kaistavissa differentiaa1iyhta1osta 

... 
Dr 
Dt 

(5') 

jossa ~ on annettu. 

Ei yksinkertaista esitysta 



Tau1ukko 3.3.1 Jatkoa 

Lagrangen esitystapa 

Nopeus 

+ ..... ..... 
v = r = u 

= aua ~ aub ~ auc + 
~l.+~J+~k, 

= vat + vb) + vck 

Kiihtyvyys 

aa = a2ua/at2 • ·.~ 
ab = a 2u~at2 

, 

at: = a
2
uc/at

2 

Venymakomponentit (Green-Lagrange) 

-q----~ aua + 1 ( aua 2 aub 2 au0 2] 
e:aa- aa 2 <aa-> + <aa-> + <aa-l ' 

Infinitesimaaliset rotaatiokomponentit 

1 auc 
9a = 2 <w-

1 aua 
9 b = 2 <rc -

1 aub 
9 c = 2 <aa-

aub 
ac->. 
au

0 
~), 

au a 
w> 

(7) 

(8) 

(9) 

(11) 

Infinitesimaaliset "insinoori"venymakomponentit 

aub 
Eb = ab' 

au c 
Ec = a<: , 

aub auc 
Ybc = Ycb = ac + as- ' 

au
0 

aua 
=aa-+ac-, (12) 
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Eu1erin esitystapa 

Nopeuskentt~ 

) (7') 

on Eu1erin esityksen lahtokohtana. 

Kiihtyvyys 

+ ) 
av 
az ' 

(8') 

~ az , (9') 

Ei yksinkertaista esityst~ 

Kulmanopeuskomponentit 

Oeformaationopeuskomponentit 

= avx 
dx ax- ' 
=~ dy ay ' 

avz 
dz = az- • 

= ~ avz 
az + ay • 
avz av 

= ax- + 3z X ' 

= avx + ~ 
ay ax 

(11') 

(12') 

Jotta Lagrangen ja Eu1erin esitysten v~1inen ero tulisi selvasti esi1le, on kaytetty eri tunnuksia 

ainekoordinaatei11e a, b, c ja spatiaa1ikoordinaateille x, y, z. Kun toimitaan vain jommankumman 

koordinaatiston avul1a, k~yteta~n usein seuraavia tunnuksia 

a + x , b + y , c + z 

u + w c 

vx + u , vy + v , vz + w 

dx + e:x ' gyz + Yyz ' ••• 
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Taulukko 3 . 3 .2 Kinematiikan kaavoja matriisimerkinnoin . 

Lagrangen esitystapa 

Nopeus - siirtyma 

{v} 
(l 

= Clt{u} 

{u} = [ua ub u ]T - c 

{v} - [va vb v ]T 
c 

Kiihtyvyys-siirtyma 

{a} 

Venyma-siirtyma (infini­

tesimaalinen) 

a -
-- 0 0 (la 

0 
(l 

0 (lb 

0 0 
(l 
ac 

[ E (l U] - (l (l 
0 - (lb Clc 

~ 0 
a Clc Cla 

(l (l 
Clb fi 0 

-

Eulerin esitystapa 

Kiihtyvyys- nopeus 

{a} [ av 1 {v} 
Clr 

{ } [ V ]
T 

v _ vx vy z 

{a} 

[ Clv] 
ar 

_ [a a a ]T 
X y Z 

'av Clv Clv 
-

X X X 

Clx ay- az 
Clvy ClV ClV _x _y 

- (lx ay (lz 

Clv av Clv z z z 
ax- Cly az 
~ -

Deformaationopeus - nopeus 

{d} = [dClv]{v} 

{ d} - [d d d 
X y z 

gyz gzx gxy] 

'a -

Clx 0 0 

0 
(l 

0 Cly 

0 0 
(l 
-

[dClv] = Clz 
- (l (l 

0 a-z Cly 
(l 

0 
(l 

- Clx Clz 
(l (l OJ -ay- Clx 
~ 

T 



Taulukko 3.3.3 Operaattoreiden matriisivastineita. 

Lagrangen esitystapa Eulerin esitystapa 

Operaattoreiden 

~ 7 1_ + ~ a k a 
v = 1 aa J ab + ac v = r _a_ + --+J. a + k a 

ax ay az 

matriisivastineet ovat 

{\7} { \7} - [1_ 1_ l_]T 
- ax ay az 

Ja yhteys ilmaisee, kummasta tapauksesta on kysymys. 

Skalaarin f ainederivaatta 

f 
at = at• f 

Vektorin f ainederivaatan matriisivastineet ovat 

. a 
{f} = at{f} ' {f.} a = 8t{f} + 

3.3.51 

+ ({\l}{f}T)T{v} ' 

a 
a-t{f} 

at atb at T a c = [at at at] 

joissa 

a --{f} 
at 

at at at T 
= r ~ _ __:t_ atz] Lat at 
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3 . 4 . 1 

3.4 Kinetiikan y1eiset perusteet 

3 . 4 . 1 Y1eista 

Tassa tu11aan ta r kaste1emaan kohdassa 3 . 2 esitettyjen aksioo ­

mien yksityiskohtia . Sama11a esite11aan tiettyja kasitteita, 

joita tarvitaan aksioomien yhteydessa. Tarkaste1u suoritetaan 

1ahinna Eu1erin esitystavan mukaisesti . 

Todettakoon, etta partikke1imekaniikassa saadut useat 1ausek­

keet voidaan muuntaa kontinuumi11e pateviksi kuvassa 3 . 4 . 1 esite­

tyi11a muodo11isi11a aske1i11a. Tyypi11ista partikke1ia i (mas ­

sa = m.) vastaa tyypi11inen kontinuumia1kio P (massa = dm = pdV). 
l _________ __;. ____ . ____________________ , 

Partikke1isysteemi 

.---- ..... .,.. --/ ...... 
/ . ' 

I • • "\ 
I \ 
\ . \ 
\ m. \ 

' • o l I 

• 

'...... i I 

m. 
l 

. / 
........ ..__ .-/ 

L: m.( ). 
l l 

Kontinuumi 

dm =. pdV 

f ( ) dm = f p ( ) dV 

Kuva 3.4.1 Partikke1isysteemin ja kontinuumin vastinsuureita . 

Summeerausta vastaa integrointi. Suure p on kontinuumin tiheys 

(ks. kohta 3.4.2) . Mekaniikassa kaytossa o1eva11a symbo1ise11a 

merkinna11a f( )dm (usein myos L:( )dm) tarkoitetaan sanoin 1au­

suttuna suureen ( ) integraa1ia y1i kappa1een ~assan . Kaytannos­

sa integraa1i 1asketaan kuitenkin ti1avuusintegraa1ina fp( )dV 

kappa1een ko . hetke11a tayttaman avaruuden osan V y1i. Esimerkiksi 

kontinuumin 1iikemaaran 1auseke p = fpVdV saadaan kuvan merkinto­

jen perustee11a partikke1isysteemia koskevasta 1ausekkeesta 



+ + A + 
p = L:m . v . ( ( ) = v) • 

l l 

3 . 4 . 2 

Kont inuumin yhteydessa tulee esiintymaan lisaksi kappaleen 

reunapinnan yli otettuja integraaleja (esimerkiksi pintavoimien 

vaikutus) , joita vastaavia termeja ei esiinny partikkelisystee­

meissa . 
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3 . 4.2 Massan sailyminen 

Makroskooppinen ja mikroskooppinen tarkastelutapa. Tarkastellaan 

aluksi tiheyden maaritelmaa . 

~!g~y~ (engl. density) p ([p] = kgm-
3

) eli ns. ~~~§~~~~~y~ 
(engl. mass density) tietyssa pisteessa 

Kuva 3.4.2 Massa 6m ja 
tilavuus 6V. 

p (kuva 3 . 4 . 2) tietylla hetkella maari­

tellaan periaatteessa raja-arvona 

(3.4.1) 

Tassa 6V on pienen, pistetta P ymparoi ­

van kappaleen tilavuus ja 6m sen massa. 

Tilavuuden annetaan kutistua maari~el­

massa (3.4.1) kohti nollaa siten, etta 

P pysyy koko ajan 6V:n sisalla. 

Maaritelmaa (3.4.1) tarkastelemalla saadaan havainnnollinen 

esimerkki kontinuumimekaniikassa kaytetyn ns. !!_l~~!:2§~22EI?~~~~ 

(makroskooppinen = paljain silmin nakyva) tarkastelutavan, joka 

ei ota huomioon aineen sisaista rakennetta (molekyylit, atomit, 

elektronit, ytimet jne.) ja ns. ~i~E2§~22EP~§~~ tarkastelutavan, 

joka ottaa sen huomioon, valille. Yksinkertaistetaan tassa ja 

jatkossa mikroskooppista tarkastelua ajattelemalla, etta aine 

muodostuu massapisteista, jotka noudattavat partikkelimekaniikan 

aksioomia ja joita nimitetaan jatkossa hiukkasiksi. Ajatellaan, 

I 

I 
I 
I 
I 

. I 

6V c 

Kuva 3.4 . 3 Kriittinen tilavuus 
6V . c 

6V 

etta suureet 6m ja 6V voitai-

siin mitata mikroskooppisella 

tarkastelulla. Tulos olisi ku ­

van 3.4.3 esittaman tyyppinen. 

Tilavuus 6V sisaltaa yleensa 

suunnattoman maaran molekyyle ­

ja. Esimerkiksi yksi kuutio ­

millimetri ilmaa sisaltaa nor­

maaliolosuhteissa 2,7.1016 mo­

lekyylia. Tasta johtuen suhde 

6m/6V ei riipu 6V:sta kun 6V 

on riittavan pieni. Jos kui -



3 . 4 . 4 

tenkin ajatellaan 6V:n lahestyvan rajatta nollaa, saavutetaan 

lopulta tilanne, jossa yksittaisen molekyylin poisjatto tai mu ­

kaanotto 6m : ssa alkaa vaikuttaa suhteen arvoon . Jos siis halu­

taan liittaa pisteeseen P tietty tiheyden p arvo, raja- arvoa ei 

saadakaan vieda arvoon 0 asti, vaan on pysahdyttava johonkin 

enemman tai vahemman pieneen kriittiseen tilavuuteen 6V . Vas -e 
taava patee muidenkin makroskooppisten kasitteiden kuten nopeus, 

jannitys, lampotila yms . suhteen . 

Kontinuumimekaniikan jatkuva ainemalli voi ilmeisesti osoit­

tautua epakelvoksi approksimaatioksi niissa harvinaisissa tapauk­

sissa, joissa kriittista tilavuutta ei voida enaa pitaa jossain 

mielessa pienena. Esimerkkina mainittakoon kaasun virtaus h yvin 

pienesta aukosta. 

Todettakoon lisaksi seuraavaa. Ajattelemalla tiheyden t~i 

yleensa makroskooppisesti maariteltyjen suureiden maarittamista 

kaytannossa mittaamalla, ymmarretaan, etta todellisuudessa voi­

daankin saada selville vain tiettyja keskimaaraisia arvoja eika 

tarkkoja kuviteltuja pisteettaisia arvoja. 

Klassillinen mekaniikka kasittelee kontinuumia makroskooppi­

sesti. Siirtymalla aina valilla mikroskooppiseen tarkasteluun 

saadaan lisavalaistusta tiettyihin kasitteihin. 

Massan sailymisen . periaate. Todettakoon, etta massan sailymisen 

periaate on luonteeltaan puhtaasti kinemaattinen, vaikka aihetta 

kasi tellaankin va.s ta tass a. Kappaleen kokonaismassa (kuva 3. 4 . 4) 

dm= pdV 

6) 

Kuva 3.4 . 4 Kontinuu ­
mikappale. 

m J dm = J pdV . (3.4.2) 

Massan sailymisen periaatteen (3.2.2) pe­

rusteella m = 0 eli 

+--~-t_f_pdV ~ o ·I (3 . 4.3) 

Yhtalo koskee suljettua systeemia . 

Tarkastellaan tahan liittyen kappaleen 

reunaa s kahdella perattaisella ajan hetkella t ja t+6t mikros -

kooppiselta kannalta (kuva 3 . 4 . 5). Kappaleen hiukkasia on kuvattu 



Kappaleen reuna 
hetkella t 

Kappaleen .reunq. 
hetkella t+At 

/ 
s (t+6t) 

Kuva 3 . 4.5 Kontinuumialkion liike. 

3.4 . 5 

tummilla pisteilla ja ympa ­

riston hiukkasia pienilla 

ympyroilla . Systeemi on 

ajateltu maaritellyksi het ­

kella t umpinaisen reunapin ­

nan S(t) avulla . Kappaleen 

reunan S(t+6t) hetkella t+6t 

maarittelevat periaatteessa 

reunalla hetkella t olleiden 

pienten - suunnattoman maaran 

hiukkasia sisaltavien - aine­

alkioiden massakeskioiden uu ­

det asemat ja makroskooppi ­

selta kannalta voidaan _sanoa, 

etta kappaleen reuna muodos ­

tuu koko ajan samoista kontinuumialkioista . Kuitenkin ainakin 

nesteiden yhteydessa hiukkasten kesken tapahtuu satunnaisliikkeen 

johdosta sekoittumista ja makroskooppisesti maaritellyn reunapin ­

nan S(t+6t) sisapuolelle on tullut ympariston hiukkasia ja taas 

ulkopuolelle on siirtynyt systeemin hiukkasia. Mikroskooppinen 

tarkastelu osoittaa siis, etta tarkasti ottaen aikaisemmin monas­

ti korostettua suljetun systeemin kasitetta ei pystyta toteutta ­

maan. Makroskooppiselta kannalta tama kasite on kuitenkin ole ­

massa ainakin kohtuullisen lyhyella aikavalilla, joka antaa mah ­

dollisuuden johtaa kullakin hetkella patevia tiettyja differenti ­

aaliyhtaloita. Hiukkasten vaellus rajapinnan lapi tulee huomioon­

otetuksi tietyilla makroskooppisilla kasitteilla kuten kineetti ­

nen jannitys (ks. kohta 3.4.3). 
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3 . 4 . 3 Liikemaaran tase 

Ulkoiset voimat . Kontinuumikappaleeseen B (kuva 3 . 4 . 6) vaikutta ­

vat ulkoiset voimat muodostuvat 

B 
dS 

_v3 / 
s .,...,"" 

Kuva 3 . 4 . 6 Kontinuumikappalee­
seen vaikuttavat ulkoiset 
voima t. 

~~~~~~2~~~~~~ (engl. mass forces) 

ja E1~~~~2~~~§~~ (engl . surface 

forces) . 

Massavoimat vaikuttavat kappa­

leen massa- alkioihin ja syntyvat 

kappaleen ulkopuolisen massan ke­

hittamien ns . kaukovaikutusvoi-

~~§~ (engl . action~at-a-distance -

force) kuten gravitaatiovoimien 

aiheuttamina . Massavoimaa massaa 

kohti merkitaan tassa tunnuksella 
-+ ~ -1 
b ([b) = Nkg ) ja taas tilavuut -

ta kohti tunnuksella f ( [ f] = Nm - 3 ). 

Taten yhteyden dm = pdV perusteella yhtalosta bdm = fdV seuraa 

tulos 

-+ 
pb . (3 . 4.4) 

-+ -t -t -+ 
Suureen b(x,y,z,t) = b 1 + b J + b k arvo tietyssa pisteessa P 

X y Z 

tietylla hetkella maaritellaan periaatteessa kaavalla 

-+ 
+b 11F 

= lim pf.:.V = 
1'-:.V-+0 

-+ 
dF 
pdV . 

Maaritelman sisalto on vastaava kuin kaavassa (3 . 4 . 1) . 

(3.4.5) 

->­
Suure t,f' 

on tilavuuden 1'-:.V sisalla olevaan massaan vaikuttavien kappaleen B 

ulkoisten voimien resultantti. Maaritelmaan voidaan liittaa vas ­

taava mikroskooppinen kritiikki kuin kohdassa 3.4.2 . 

Todettakoon, etta tilavuuden t,V sisalla olevaan massaan vaikut ­

tava kappaleen B ulkoinen voimasysteemi voidaan periaatteessa re ­

dusoida tuttuun tapaan pisteen P suhteen resultantiksi t,F ja mo -
-+ 

mentiksi 1'-:.M. Tavanomaisessa kontinuumimekaniikassa ja myos 
-+ 

t,M/(pt,V)= tassa jatkossa 

0. 
tehdaan postulaatti eli otaksuma Alim 

u V-+ 0 
Eraissa teorioissa joudutaan kasittelemaan edellisesta poike-

ten myos ns . jakautuneita massavoimapareja (engl . distributed body 

couples) . 
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MassavoL~ien asemasta puhutaan myos ~~~~~~YQ~~~~~~ ja ~Q~~~ ­

~~~~~~!~ (engl . force field) ja sen voimakkuudesta eli ~~~~~~~ -
-+ -+ 

teetista b tai f . Massavoiman sijasta kaytetaan viela nimityksia 

!:~!~Y~~~Y2!~§: (engl. volume force) tai ~~EE~!~YQ~~§; (engl. body force). 

Koska kappalevoimat ovat verrannollisia nimenomaan tietyssa koh -
-+ 

dassa .olevaan massaan eika tilavuuteen, on b tavallaan perusta-

vampaa laat.ua oleva suure kuin f . Rakenteiden mekaniikassa ope -
-+ 

roidaan tavallisesti suureen f avulla (Siksi, etta tiheytta 

voidaan pitaa siella lineaarisessa teoriassa vakiona kullekin ai -
-+ 

nealkiolle . ) ja nestemekaniikassa suureen b avulla. 

Tavallisin massavoima on maan painovoima, jolloin b -+ 
g, jossa 

-+ 
g on putoamiskiihtyvyys. Vanhemmassa kirjallisuudessa suureesta 

111 = IPql = pg kaytetaan talloin usein nimitysta ominaispaino 

(tavallinen tunnus on y). Nykyisten ohjeiden [3.6] mukaan tama 

nimitys on vaara, koska suosituksena on: suure/massa = omina'issuu-
-+ 

re. Taman ohjeen mukaan esimerkiksi suure b olisi ominaismassa-
-+ 

voima. Termista f voidaan myos kayttaa nimitysta massavoiman ti-

lavuusintensiteetti. 

Laskemalla yhteen kappaleen massa-alkioihin vaikuttavat massa­

voimat kappaleeseen vaikuttavien ulkoisten massavoimien resultant-

ti 
-+ 
Fv (V ~ volume) saadaan 

-+ 

f bdm = J Fv = 

f pb dV! = 
X 

eli lausekkeesta 

-+ 
fdV 

-+ 
pbdV 

+ f -T 
pbydVJ 

f dv'* y J 

siis lausekkeesta 

+ f pb dVk z 

-+ 
f dVk z 

(3.4.6) 

(3.4.6') 

Pintavoimista kaytetaan usein myos nimitysta ~Q~~~~~~~Q~~§:!: 

(engl. contact force) . Ne esittavat kappaleen ympariston eli 

kappaleen viereisen kappaleen vaikutusta kappaleeseen pintojen 

kosketuksen johdosta; esimerkiksi nesteen paine kappaleeseen. 

Pintavoimaa pinta - alaa kohti eli pintavoiman intensiteettia mer-



kitaan tassa tunnuksella t ([t] 

tava voima on talloin tdS. 

-2 = Nrn ) • 
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Pinta - alkioon dS vaikut -

7 7 7 7 

Suureen t = t i + t j + t k muita nimityksia ovat j~~~~~y~y~~-
x y z 

~2~! (engl. stress vector) t a i ~E~~~!Q (engl . traction = veto, 

vetaminen) . ~ata jalkimmaista termia kaytetaan englanninkielises­

sa kirjallisuudessa etenkin silloin, kun tarkastellaan valitun 

kappaleen reunapintaa eika vain jotain kappaleen sisalta otettua 
7 

pintaa . Tassa tullaan kayttamaan suureesta t useimmiten nimitys -

ta traktio. 

Kappaleeseen vaikuttavien ulkoisten pintavoimien resultantti 

Fs (S A surface) saadaan siis lausekkeesta 

7 

f 
7 

) 
Fs tdS 

(3 . 4.7) 

f 
+ 

+ f 
7 

f 
7 

t dS i t dS' + t dSk . 
X y J z 

Jannitys. Tassa kohdassa kasitellaan traktiovektorin ja jannityk­

sen kasitteita askeista perusteellisimmin. 

~~~~~!Y~ (engl. stress) on yleisena kasitteena tensoriarvoinen 

paikan ja ajan funktio~ =~(~,t), jonka komponentit saavat aina 

kussakin koordinaatistossa tietyt arvot. Jatkossa tullaan toimi­

maan lahinna karteesisen suorakulmaisen koordinaatiston ja siina 

esiintyvien jannityskomponenttien avulla. Lagrangen esitystavassa 

joudutaan operoimaan suurten siirtymien teorian yhteydessa mo­

nimutkaisilla jannityskasitteilla kuten esimerkiksi Piola ­

Kirchhoffin 2. lajin jannitys. Eulerin esitystavassa toimitaan 

yksinkertaisemman suureen, ns. Eulerin jannityksen (usein kayte~ 

taan myos nimitysta Cauchyn jannitys) avulla. Pelkalla nimityk­

sella jannitys tarkoitetaankin yleensa ja jatkossa juuri Eulerin 

jannitysta. Tavanomaisessa pienten siirtymien teoriaa sovelta­

vassa kiintean aineen mekaniikassa kasitellaan samoin Eulerin 

jannityksia. 

Kontinuumikappaleen B tietyn pisteen P kautta asetettuun vek­

toriaaliseen pinta-alkioon dS tietylla hetkella liittyva jannitys-
7 

vektori t maaritellaan periaatteessa seuraavasti . Ajatellaan 

kappale B jaetuksi kahteen osaan B1 ja B2 pisteen P kautta kulke ­

van silean pinnan, jonka normaali pisteessa P yhtyy pinta- alkioon 
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I 

(a) (b) 
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Kuva 3.4.7 (a) Kontinuumikappaleen jako kahteen osaan. (b) Pin­
nan osa 6S ja siihen liittyva voimasysteemi 6F, 6M . 

-+ 
liittyvan yksikk6normaalivektorin n suuntaan (kuva 3.4.7 (a)"), 

avulla. Olkoon B1 se kappale, jonka ulkoinen yksikk6normaalivek-
-+ 

tori pisteessa P on n. Kappaleesta B2 tulevien kosketusvoimien 

vaikutus kappaleeseen B1 pistetta P ympar6ivan pinnan osan ~S 

kautta voidaan esittaa pisteen P suhteen redusoituna voimasystee-
-+ -+ 

mina, jonka resultantti on 6F ja momentti 6M (kuva 3.4.7 (b)). 
-+ -+ 

Pinta-alkioon dS liittyva traktio eli jannitysvektori t maaritel-

laan periaatteessa kaavalla 

-+ 
-+ 6F 
t = lim 68 6S-+0 

-+ 
dF 

= dS (3.4.8) 

Kontinuumimekaniikan eras postulaatti on, etta tama raja - arvo ei 

riipu siita, miten pisteen P ymparilla oleva pinnan osa 6S kutis ­

tuu kohti nollaa, eika siita, miten kappaleen jakava pinta on 

valittu, kunhan vain sen normaali pisteessa P on sovitun mukainen. 

Tavanomainen kontinuumimekaniikassa tehty lisapostulaatti on 
-+ -+ 

lim 6M/6S = 0. Eraissa teorioissa joudutaan kasittelemaan edel -
6S-+ O 
lisesta poiketen my6s ns. voimaparijannityksia (engl. couple 

stress) . Pinta - alkioon dS vaikuttava voimasysteemi on siis tavan­

omaisessa teoriassa pelkka resultantti tdS . 

Korostettakoon, etta jannitysvektor i t(x,y,z,t), joka antaa tie-
-+ 

tyn pisteen kautta asetettuun pinta- alkioon dS vaikuttavan voiman 
-+ 
tdS, riippuu paitsi ko . pisteen koordinaateista ja mahdollisesti 



-+ 
Kuva 3 . 4.8 Vektori t riippuu 

-+ 
vektorista n. 

3 . 4.10 

Kuva 3.4.9 Normaalijannitys 0 
ja leikkausjannitys T. 

ajasta myos pinta-alkion suunnasta eli siis pinta-alkion ulkoises-
-+ -+ ~ -+ 

ta yksikkonormaalivektorista n = n i + n J + n k (kuva 3.4.8). 
X y Z 

Tata riippuvuutta kuvataan usein kirjoittamalla jannitysvek~orin 

tunnus muotoon t(n). 

Kuvassa 3.4.9 on esitetty jannitysvektorin t jako ns. ~~r~~~~~­

j~~E~~y~~§§~ (engl. normal stress) 0 ja ns. 1~~~~~~~i~EE~~y~~§§~ 

(engl. shearing stress) T. Jos kasitellaan vastaavia vektorikom-
-+ -+ 

ponentteja 0 ja T, saadaan 

-+ -+ -+ 
t = 0 + T • (3.4.9) 

Kuva 3.4.10 liittyy jannitysten esittamiseen karteesisessa 

suorakulmaisessa xyz-koordinaatistossa. Kuvan (a) merkinnat t(x), 

(a) 

-+ ( y) 
t 

Kuva 3.4.10 (a) Kolmeen pinta-alkion suuntaan liittyvat jannitys ­
vektorit. (b) Jannityskomponentit. 
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+(y) +(z) . 
t ja t tarko1ttavat jannitysvektoreita tietyssa pisteessa, 

-+ ' ' kun pinta - alkion normaali n yhtyy x-, y - J a z-akse lie n poslt ii-

visiin suuntiin . Kuvan esitt~a suo r akulmainen sarmio on siis 

ajatel tava aarettoman piene ksi . Kuv an (b) mer kintoja kayttaen 
--r --r+ naiden jannitysvektoreiden esity s lJk- kannassa on 

-+ (x) -t- -T -+ t 0 l + T xyJ + T k 
X x z 

-+ (y) -t-
+ 

-T k (3 . 4 . 10) t T l 0 YJ + T yx yz 

-+ ( z) ! + -t- -+ t T T zyJ + 0 k zx z 

Suureita 0 , T jne . nimitetaan jannitystensorin komponenteiksi x xy 
tai lyhyemmin i§;:Q:Q~~y~~2!!!E2~~:Q!~~~§i: (engl . stress componen~ ) . 

Kuten edella, 0:t ovat ns . normaalijannityskomponentteja ja T: t 

leikkausjannityskomponentteja . Jannityskomponentit maaritellaan 

(yleensa) positiivisiksi, kun ne vaikuttavat kuvassa (b) esitet-

X 

Kuva 3 . 4 . 11 Kaksidi ­
mensioinen tapaus . 

tyihin koordinaattiakselien positiivisiin 

suuntiin . sarmion vastakkaisilla tahkoil -

la ei esitetty kuvassa - joiden ul -

koiset normaalit osoittavat koordinaatti­

akselien negatiivisiin suuntiin, jannitys­

komponenttien positiiviset suunnat ovat 

vastakkaiset kuvassa esitetyille suunnil ­

le . Kuva 3 . 4.11 osoittaa tata kaksidimen ­

sioisessa tapauksessa . Huomautettakoon, 

ettei ole tapana operoida suureiden 0 , - x 
T jne . avulla . - x - y 

Edelliseen liittyy laheisesti tulos 

l t ( - n) = -+ (n) - t . I (3 . 4 . 11) 

Kuva 3 . 4 . 12 Jannitysvektorin suunnan muuttuminen . 
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jonka mukaan j~nnitysvektori vaihtaa suuntansa, kun ko . pistee­

seen liittyv~n pinta -alkion ulkoinen normaali vaihtaa suuntaan­

sa. Kaava voidaan johtaa soveltamalla liikem~~r~n taseen peri ­

aatetta kuvan 3.4.12 esittarn~~n aineliuskaan antaen paksuuden h 

l~hesty~ nollaa . Tulos (3 . 4.11) on tavallaan partikkelimekanii­

kan voiman ja vastavoiman lain vastine kontinuumille. 

Soveltamalla samoin liikem~~r~n taseen periaatetta kuvan 

3 . 4 . 13 esitt~m~~n differentiaaliseen tetraedriin voidaan johtaa 

vektoriyht~l6 (ks. kohta 5.4) 

t = n t(x) + n t(y) + n t(z) 
X y Z 

(3 . 4.12) 

eli ottaen huomioon esitykset (3 . 4 . 10) skalaariyhtal6t 

t n o + n T + n T 
X X X y yx z zx 

t n T + n o + n T y X xy y y z zy 

t = n T + n T + n z 0 z z X XZ y yz 

Kuva 3.4 . 13 Differentiaaliseen tet ­
raedrialkioon vaikuttavat voimat . 

(3 . 4 . 13) 

Kaavat (3.4.13) ilmai ­

sevat ns. tE~~~iQ=i~~~~­

ty~yg!~Y9~~· Jos siis 

tietyss~ pisteess~ tunne ­

taan j~nnityskomponentit 

o , T jne., mielivaltai-x xy 
seen suuntaan ko. pisteen 

kautta asetettuun pinta­

alkioon liittyv~ j~nnitys ­

vektori voidaan aina las ­

kea n~iden kaavojen avul­

la. Usein kaavoja sovel­

letaan k~~nteisesti kappa­

leen reunalla: Traktio on 

annettu, jolloin kaavat 

antavat tietyt reunalla 

vallitsevia j~nnityskom ­

ponentteja koskevat reu­

naehdot. Korostettakoon, 
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etta kaavat patevat seka liikkeessa etta lepotilassa olevalle 

mielivaltaiselle kontinuumille . 

Traktio- jannitysyhteyden yleinen koordinaatistosta riippumaton 

esitysmuoto on 

(3 . 4 . 14) 

Voidaan osoittaa, etta soveltamalla liikemaaramomentin taseen 

periaatetta kuvan 3.4.10 esittamaan differentiaaliseen suorakul ­

maiseen sarmioon, saadaan lopuksi ns. ~~~~~y~_!!_!~~~~!~~~ (Cauchy 

v. 1827) eli ns. parittaisten leikkausjannityskomponenttien yhta­

suuruutta koskevat yhtalot 

T yz = T T zy zx = T xz T xy (3 . 4.15) 

Koordinaatistosta riippumaton yleisempi tulos sanoo, etta janni-
0 ++ 0 tystensor1 a on symmetr1nen. 

Yhteenvetona edella esitetysta voidaan siis todeta, etta ns. 

jannitystilan tietyssa pisteessa maarittavat kuusi riippumatonta 

suuretta: a , a , a ja esimerkiksi T , T ja T . Kappaleessa x y z yz zx xy 
vallitseva ns. jannitystilakentta taas maaraytyy ko. suureiden 

avulla, kun ne ajatellaan paikan ja ajan funktioiksi. 

Etenkin nestemekaniikassa ja plastisuusteorian yhteydessa on 

tapana esittaa jannitystila seuraavasti. Kirjoitetaan normaali­

jannityskomponentit muotoon 

a = -p + a* 
X X 

a = -p + a* y y 

jossa suure 

a 
z -p + a* z 

(3.4.16) 

(3.4.17) 

on ns. keskimaarainen normaalijannitys miinusmerkkisena eli ns. 

E~~~~ · (Paine maaritellaan termodynamiikan keinoin joskus edel­

lisesta poikkeavalla tavalla.) Suureita a*, a*, a*, T , T , x y z yz zx 
Tyx nimitetaan ~~~~~~!~~j~~~~~Y§~~~E2~~~~§it~~ (engl . deviatoric 

stress component; deviate= poiketa). Laskemalla yhtalot (3.4.16) 
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yhteen saadaan yleinen deviaat ionorrnaalijannityskornponentteja kos ­

keva t ulos 

a* + a* + a* 0 . 
X y Z 

Deviaatiojannityskomponenttien havitessa 

a 
X 

a = a = - p 
y z T yz T = T = 0 zx x y 

ja kaavat (3 . 4 . 13) antavat tulokset 

t = - n p , 
X X 

t = - n p y y t = - n p z z 

eli 

+ + 
t = - np 

(3 . 4 . 18) 

(3 . 4 . 19) 

(3 . 4 .2 0) 

( 3 . 4 .20') 

Jannitystilaa (3 . 4.19), jossa deviaatiojannityskomponentit havia­

vat, nimitetaan !~2~E22EE!~~~~!' pallomaiseksi tai joskus hydros ­

taattiseksi i~~E!~Y~~!~~~~!; viirneinen nirnitys ei ole suositeltava. 

Isotrooppisessa tapauksessa jannitysvektori on siis aina kohtisuo­

rassa pinta- alkiotaan vastaan ja sen suuruus tietyssa pisteessa 

ei riipu pinta - alkion suunnasta . 

Huomautus 1. Kuvassa 3.1.2 esitetysta nesteen maaritelmasta seu -

raa, etta jatkuvassa lepotilassa olevassa nesteessa ei voi esiin­

tya leikkausjannityksia, koska kaikki liukumanopeudet ovat tal­

loin taatusti nollia. Samoin kohdassa 5.1 esitellyn ideaalines ­

teen tapauksessa otaksutaan, etta leikkausjannityksia ei voi 

esiintya vaikka neste on liikkeessa. 

Tarkastellaan nyt yleisesti, mita leikkausjannitysten puuttu­

misesta seuraa. Mihin hyvansa kappaleen pinta - alkioon vaikutta ­

va jannitysvektori t on siis pinta-alkion normaalin ~ suuntainen 

ja voidaan kirjoittaa alustavasti t = -p ~, jossa p on tassa n n 
viela mahdollisesti pinta - alkion suunnasta riippuva kerroin. 

Myos x - , y - ja z-akseleita vastaan kohtisuorassa oleville pinta­

alkioille voidaan vastaavasti kirjoittaa t(x) = - p i, t(y) = -p j 
X V 

t(z) = - p
2
k, jossa kertoimet px' py ja p

2 
ovat viela tuntematto: 

mia. Yleinen yhtalO (3.4.12) saa siis muodon - p (n i+n 1+n kl = n x y z 
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n (-p 1) + n (-p j) + n (-p k). 
X X y y Z Z 

kolme skalaaritulosta: p = p , x n 
akselien suunnat voidaan valita 

3.4.15 

Tasta vektoriyhtalosta saadaan 

Py = Pn' P 2 = Pn· Koordinaatti ­

mielivaltaisesti. Taten traktion 

kerroin tietyssa pisteessa ei riipu pinta - alkion suunnasta ja 

voidaan kirjoittaa kaavan (3.4.20) mukaisesti t = -p~, jossa ker ­

rointa p nimitetaan paineeksi. Viela toisin sanoen: ~2~-t~!tt! 

!~!tt~~~i~~~!~Yt~~~ -h~Y!~Y~~ tietyssa pisteessa, ~Y2~ -g~y!~~~!2 -

j~~~!~Y~~~~-h~Y!~Y~~ ja kyseessa on isotrooppinen jannitystila. 

Voidaan karkeasti sanoa, etta aineilla on rasitusten alaisena 

pyrkimys valua kohti isotrooppista jannitystilaa. Onneksi kui­

tenkin kiinteat aineet pystyvat ottamaan vastaan kohtuullisia 

ei-isotrooppisia jannitystiloja ilman muodonmuutosnopeuksia, kos ­

ka muuten pysyvat rakenteet eivat olisi mahdollisia. 

Pyritaan viela tarkaste1emaan jannityksen fysikaa1ista taustaa . 

Siirtyma11a mikroskooppiseen ajatt e1uun ymmarretaan, etta kappa -

1eet eivat tode11isuudessa koskaan varsinaisesti kosketa toisiaan . 

Kuva 3 . 4 . 14 (a) esittaa kappa1eide n B1 ja B2 va1ista rajapintaa s . 

Rajapinnan viereiset naapur ihiukkaset vaikuttavat toisiinsa tie ­

tyi11a voimi11a; tata on kuvattu symbo1isesti jousi11a . Hiukkas­

ten va1iset voimat pienevat hyvin nopeasti niiden etaisyyden kas-

vaessa, joten kappa1eiden B1 ja B2 vuorovaikutus tapahtuu siis 

aarimmaisen ohuen materiaa1ikerroksen valitykse11a.. Tama vuoro -
-+ 

vaikutus esitetaan makr oskooppisesti termi 11a tdS, jossa voidaan 

kuvan 3 . 4 . 14 (b) mukaisesti ajate11a, etta voiman tds vaikutus 

on samanar voinen hiukkaste n va1isten, a1uee11 a dS vaikuttavien 

voimien vaikutuksen kanssa . 

------------------------------------
B1 B2 
~I 0 
I~ 0 • ~<> 

~ ~ 
0 

0 

f) 0 
I 
~ 00 

Its• 
-+ 
tdS 

(a) s (b) s 
-------------------------------------------------------~ 

Kuva 3 . 4 . 14 Kahden kappa1een rajapinta . 



3.4.16 

Esitetty jannityksen syntymistapa kuvannee kohtuullisesti to ­

tuutta kun aine on kiinteassa olomuodossa, jolloin aineen molekyy­

lit ovat lahella toisiaan ja niiden liike on rajoitettua . Nimite ­

taan nain syntyvaa jannitysta ~Qh~~~~Qi~~E~~Y~§~~§~ · 

Kun aine on kaasumaisessa o1omuodossa, ti1anne on aivan eri1al­

nen, kuten on tuttua kineettisesta kaasuteoriasta. Kaytetaan 

jannityksen syntymisen se1ittamisessa mukae11en 1ahteessa [3.7, 

s. 9] esitettya vertausta, jota nimitetaan tassa 1~~~~y~~~~~~~!Q­

g!~~~!· Kuva 3.4.15 esittaa y1haa1ta katsottuna kahta yhdensuun­

taisi11a raitei11a kitkattomasti 1iikkuvaa junanvaunua. Vaunun 2 

B2 2 

-~~OO'l~ v . 
-- l2AC:..o-2 ..<:. f~- 2 

s ---!· 0 ___ ,_;;0 ___ _ 

- [· -; ~ ~ t • ~ =:- v 
--. e\ 4)0 8 -- l 

Kuva 3.4.15 Junanvaunuanalogia. 

nopeus v 2 on suurempi kuin vaunun 

l nopeus v 1 . Vaunuissa olevat 

henkilot huvittelevat heittelemal -

la pienia esineita suoraan ~astak ­

kaisen vaunun avoimista ikkunois ­

ta sisaan, jolloin esineet lopuksi 

tormaavat vaunujen seinamiin . Vau ­

nujen liiketta tarkastelee ulkopuo ­

linen havaitsija, joka ei pysty 

huonon nakokykynsa vuoksi lainkaan 

havaitsemaan ko . pienia esineita . Vaunun 2 esineilla on keski ­

maarin suurempi nopeus ja siis myos suur empi liikemaara vaunujen 

liikesuunnassa kuin vaunun 1 esinei1la . Vaunusta 2 vaunuun 1 

siirtyvat esineet lisaavat tormatessaan v aunun seinamiin vaunun 1 

nopeutta ja vastaavast i vaunun 2 nopeus pyrkii pienenemaan tor­

maysten johdosta . U1kopuolinen havaitsija paattelee tasta kayt ­

taytymisesta, e tta .vaunut vaikuttavat .toinen toisiinsa tietylla 

voimalla eli vaunujen vali1la esiintyy kitkaa . Vaunuissa olevat 

henkilot havaitsevat pienten esine iden liikkeen ja selittavat 

vaunujen kayttaytymisen syyn toisin . Syyna on liikemaaran siir­

tyminen pinnan S lapi . Jos vaunut liikkuvat samalla nopeudella, 

liikemaara n (netto - )siirtymine n katoaa ja samoin myos ulkopuolisen 

havaitsijan mittaama kitka. Tassakin tapauksessa ulkopuolinen 

havaitsija toteaa vaunujen vaikuttavan edelleen kiskoihin tietyil ­

la poikittaisilla voimilla, joten siis hanen mielestaan vaunujen 

taytyy vaikuttaa toisiinsa poispaintyontavillavoimilla . Vaunuis -
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sa olevat henkilot nakevat saman ilmion selityksena esineiden tor ­

maykset seinamiin . Kun esitetyssa vertauksessa korvataan piene t 

esineet molekyyleilla, junanvaunut pinna n S laheisilla s~uril la 

molekyylijoukoilla ja ulkopuolinen havaisija kontinuumimekaniikan 

soveltajalla, paastaan lahelle kineettisessa kaasuteoriassa kay­

tettya jannitysten syntymisen selittamistapaa . Kaytetaan tassa 

hiukkasten vaeltamisen johdosta syntyvasta jannityksesta nimitys -

ta ~~~~~~~~~~E_i~~~~~Y~ · 
Yleisessa tapauksessa kokonaisjannitys muodostuu yhteensa ko-

heesiojannityksesta ja kineettisesta jannityksesta . 

Liikemaaran taseen periaate . Kontinuumiin vaikuttavien ulkoiste n 

voimien resultantti on siis 

-+ -+ -+ 
F = FV + FS (3 . 4.21) 

-+ -+ 
jossa massavoimien resultantti FV ja pintavoimien resultantti F8 
saadaan kaavojen (3 . 4 . 6) ja (3 . 4 . 7) avulla. 

Kappaleen liikemaara p maar itellaan lauseketta (2.3 . 35) vastaa­

valla kaavalla 

p = f ~dm = f 
(3 . 4 . 22) 

-+ 
pvdV 

Liikemaaran taseen periaate ((3 . 2 . 3): F = p.) voidaan kirjoit­

taa taten muotoon 

D j -+ Dt pvdV . (3 . 4 . 23) 

Huomautus 2. Myos partikkelimekaniikan kaavat (2.3.38) ja 

(2.3.39) patevat sellaisinaan kontinuumille. Tama havaitaan kir ­

joittamalla ensin massakeskion maaritelman (2 . 3.1) vastine konti ­

nuumille: 

m~ = f c 
-+ 

prdV . (3 . 4 . 24) 
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Derivoidaan tama yhtalo sitten puolittain ajan suhteen (ainederi­

vaatta) . vasen puoli on (m~c). == ;rf'_,..:;c + m:;; == mtc . Oike a puoli 

(j p~dV) · == f p-;:· dV == f ptdv == p. (Tassa on sovellettu kaavaa 

(3 . 3. ) , jossa f ~ r .) Nain on saatu tulos (2 . 3 . 38) . Kaava 
-+ • / / -+ -+ • -+ • 

(2.3 . 39) seuraa nyt helposti, koska (mvc) = ~ vc + mvc = mvc = 



3 . 4 . 19 

3 . 4 . 4 Liikemaaramomentin tase 

Kontinuumiin vaikuttavien u1koisten voimien momentti M koostuu 

massavoimien momentista MV ja 
7 

pintavoimien momentista M8 : 

(3 . 4 . 25) 

jossa (ks . kuva 3 . 4 . 16) 

~ = rxbdm J 7 + 
J 

7 + 
prxbdV 

(3 . 4 .2 6) 

tai 

Kuva 3 . 4 . 16 Kontinuumikappa1e . Mv f ;xfdV (3 . 4 ~ 26') 

ja 

(3.4.27) 

Tassa on otettu origo peruspisteeksi . 

Liikemaaramomentti L maarite11aan 1auseketta (2 . 3 . 40) vastaa­

va11a kaava11a 

(3 . 4 . 28) 

Liikemaaramomentin taseen periaate ((3 .2. 4): M = L') voidaan 

kirjoittaa taten muotoon 

·----- - - - ----·· -] 
7 7 D 7 7 

V + f rxtdS = Dt J prxvdV . 

--------~------ ..... ~-_..... .. 

(3.4.29) 

~~2~~~~~~-l~ Yhta1on (3 . 4 . 29) esitysmuoto, kun peruspisteena on 

muu kiintea piste kuin origo, on i1meinen. Massakeskion maarite1 -

maa (3 . 4.23) ja yhta1oa (3 . 4 . 24) hyvaksikayttaen voidaan osoittaa, 
7 7• 

etta yhta1o M = L patee ja11een myos, kun peruspisteena on mas -

sakeskio . 
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3.4.5 Energian tase 

Yleista. Edelliset kolme aksioomaa olivat kasitteellisesti help-

poja partikkelimekaniikassa saatujen tulosten johdosta. Energian 

taseen periaate vaatii enemman kasittelya, jotta siina esiintyvi­

en suureiden merkitys selviaisi . 

Yhtalossa (3.2.6) esiintyvat termit Pext' PQ' K ja E ovat vas­

taavasti kappaleeseen vaikuttavien ulkoisten voimien teho, kappa ­

leen ymparistostaan saama lampoteho, kappaleen liike- energia ja 

kappaleen sisaenergia. Kasitellaan naita termeja kutakin erik-

seen . 

Ulkoisten voimien teho . Ulkoisten voimien teho P t koostuu mas-
V sex 

savoimien tehosta P ja pintavoimien tehosta P t" Siis ext e x 

p 
ext 

= Pv + Ps 
ext ext (3 . 4 . 30) 

jossa 

dV _ B dS) 

J z ------~--~~. + 

----· s '-\, tdS 

/ y 
X 

Kuva 3.4.17 Kontinuumi­
kappale. 

ja 

tai 

= Jt·~dS , l 
= J(t v +tv +tv )dS . 

X X y y Z Z 

= Jb · ~dm = Jpb · ~dV, l 
= Jp(b v +b v +b v )dV 

X X y y Z Z 

Pv = J1 · ~dv ex t 

(3.4.31) 

f (£ v +f v +f v )dV 
X X y y Z Z 

(3 . 4.31') 

(3.4 . 32) 

Naiden lausekkeiden muodostuminen ymmarretaan ensimmaisen kaavan 

(2 . 3 . 55) ja kuvan 3 . 4 . 17 perusteella . 
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Liike- energia . Kappaleen liike- energia K maaritellaan lauseketta 

(2 . 3 . 56) vastaavalla kaavalla 

K l J+ + l J + + l 
fpv

2
dv = 2 v •vdm = 2 pv •vdV 2 ' 

(3 . 4 . 33) 
l f 2 2 2 = 2 p(v +v +v )dV . 

X y Z 

Taten kysymyksessa on kappaleen makroskooppisesti mitattu liike­

energia, joka ei ota huomioon hiukkasten satunnaisliikkeeseen 

liittyvaa osuutta. 

Lampoteho . Soveltamalla energian ja liikemaarien taseiden peri­

aatteita pieneen kontinuumikappaleeseen (kuten kuvassa 3.4 . 13 

esitetty kappale) ja antamalla kappaleen koon kutistua kohti nol ­

laa voidaan osoittaa [3.8, s. 24], etta voidaan maaritella ns . 

1~£>9~~2~§:~~2!:1 (engl. heat flux vector) q ([q] = W/m
2
), jolla on 

seuraava ominaisuus . Lampovuovektori on suure, jonka avulla mie­

livaltaisen kontinuumissa (tai sen pinnalla) olevan pinta - alkion 

dS kautta kulkevan J:~P9~i-!:E~~-~i-b§:Y§ (engl . density of heat flow 

+ 

rl ri 
\i dS z 

y 

X 

Kuva 3.4.18 Lampovuo ­
vektori q. 

rate) qn ([qn] = W/m
2

) pinta- alkion 
+ 

yksikkonormaalivektorin n osoittamal -

le puolelle saadaan kaavasta (ks . 

kuva 3 . 4 . 18) 

+ + 
n • q (3 . 4 . 34) 

eli 

q = n q + n q + n q . (3 . 4 . 34') 
n X X y y Z Z 

Suuree t ~ ja q ovat keskenaan vast~avassa suhte~ssa kuin janni­
n 

tystensori ja jannitysvektori (vrt . kaava (3 . 4 . 14)). Pinta - alkion 

dS kautta kulkeva differentiaalinen lampovirta dPQ = 
tyn kappaleen reunojensa kautta saama ns . !~£>~~~!:~~ 

ho (engl. heat flow rate) PQ ([PQ] = W) on taten 

PQ = - fqndS = - J~ · qdS . 

q dS ja tie­
n 

eli lampote-

(3 . 4 . 35) 
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Kaavassa esiintyva miinusmerkki selittyy siita, etta tassa ja 

jatkossa PQ maaritellaan kappaleen ~~~~~~~ lampovirtana ja taas 
-+ 
n on maaritelty kappaleen pinnasta ulospain suunnattuna ulkoisena 

yksikkonormaalivektorina . 

On syyta korostaa, etta kaava (3 . 4 . 34) kuvaa lampovirran ti ­

heytta mitattuna ko. pinta - alkioon liittyvan ~!~~2i~~~~ 

(ks. kohta 3.3.3) suhteen. Ts . tulee ajatella, etta kuviteltu 

ilmiota mittaava havaitsija liikkuu ko . pinta-alkioon liittyvan 

ainepinnan mukana ja tarkastelee lammonsiirtymista taman suhteen . 

Kuten on fysiikasta tuttua, tallainen lammonsiirtyminen voi ta ­

pahtua J2Q~~~~!!~ (engl. ~onduction) ja §~~§~!§~~!!~ (engl . 

~adiation) ja siis yhteensa 

-+ -+c -+r 
q = q + q ' 

jossa ylaindeksien merkitys on ilmeinen . 

Fysiikassa tavallisesti kolmantena lammonsiirtomuotona mainit ­

tu ~~!j§!!~~~£§~ tai konvektio (engl . convection) liittyy aineen 

makroskooppisesta liikkeesta johtuvaan energian siirtymiseen pai­

kasta toiseen aineen mukana ja kysymyksessa on aivan eri asia 

kuin kaavasta (3 . 4 . 36) . Kuljettuminen tulee automaattisesti mu ­

kaan lopullisiin yhtaloihin nopeuden ~ yhteydessa esiintyvien 

termien kautta . 

Johtumiseen liittyva tavanomainen konstitutiivinen yhteys on 

Fourierin lammonjohtumislaki . Sateilyn tapauksessa ei voida 

esittaa mitaan yksinkertaisia konstitutiivisia yhteyksia . Kysy­

myksessa on monimutkainen ilmio, jossa tietysta alkiosta emittoi ­

tuva sateily levitessaan absorboituu muihin alkioihin, joista se 

taas emittoituu jne . Tavallisesti sateily voidaan kuitenkin jat­

taa huomioon ottamatta kontinuumin sisalla. Poikkeuksiakin on: 

esimerkiksi korkeassa lampotilassa olevan lasimassan kasittely 

tai auringon sateilyn vaikutus vesistojen pintakerroksissa . 

Usein sateilyn vaikutus pyritaan esittamaan likimaaraisesti il ­

man vektorin qr kayttoa eraanlaisena sisaenergian lahdetermina 

(ks . kohta 5 . 6). Mikroskooppiselta kannalta sateilyn vaikutusta 

voidaan yrittaa havainnollistaa fotonitulkinnalla: Kappaleen ulko ­

puolelta saapuvat fotonit sysivat kappaleen hiukkasia ja muutta­

vat taten kappaleen sisaenergian arvoa. 
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Sisaenergia . Kappaleen tilaan liitetaan suure E ([E] = J), ns . 

§~~~~~~!9~~ tai sisainen energia (engl. internal energy) . Sita 

on pyritty selittamaan esimerkissa 3 . 4.1. Sisaenergia muodostuu 

hiukkasten makroskooppisesti nakymattomien energiamuotojen sum­

masta: molekyylien satunnaisliikkeen liike-energia, molekyylien 

valisten voimien potentiaalienergiat ym . hiukkasten vastaavat 

osuudet. 

Kun sisaenergiaa massalla jaettuna eli ns. Q~~~~~§§~§~~~~Eg~~~ 

(engl . specific internal energy) merkitaan tunnuksella e ([e] = 
J/kg-1 ), kappaleen sisaenergia saadaan lausekkeena 

E Jedm = JpedV. (3.4.37) 

E ja e ovat tilasuureita . Riippuu konstitutiivisen mallin moni -

mutkaisuudesta, mista kaikista muuttujista niiden ajatellaan riip­

puvan. 

~nergian taseen periaate ((3 . 2.6): Pext + PQ = K +E) voidaan 

nyt kirjoittaa edella esitettyjen lausekkeiden avulla muotoon 

f 
-+ -+ 

pb•vdV + J
-+ -+ J-+ -+ t•vdS - n•qdS 

(3.4.38) 

Ajattelemalla tama yhtalo integroiduksi puolittain tietyn ajan 

valin yli saadaan tarvittaessa aksiooman (4) muoto (3 .2. 5) . 

Esimerkki 3. 4.1 Mikroskooppinen ja makroskooppinen tyo ja energia [3.9, 
s. 313]. 

Tarkastel laan kontinuumia 
muodostuvana mikrosysteemina 
koskevia energiakasitteita. 
pisella tarkastelulla saadut 
laM jam. 

kohdassa 3.4.2 esitetyl la tavalla hiukkasista 
ja yritetaan nain havainnoll istaa kontinuumia 
Varustetaan makroskooppisella ja mikroskoop ­
suureet tarvittaessa ~astaavasti ylavi itteel -

Kuva (a) esittaa kontinuumia ja sen ainealkiota 11 suure nnettuna 11 java­
rustettuna omalla massakeskiokoordinaatistollaan (vrt. kuva 2. 3 . 14) . 

Ainea lkion massakeskion nopeus tF on massakeskion maaritelman (2 . 3. 1) 
perusteella (derivoidaan yhtalo kerran) 

(a) 



,---

(a) 
...... . :.._ . 

._. -- --
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jossa 2: mi = dm, on ilmeisesti lahinna 
sama kuin alkiolle makro skoo ppisella 
mi ttauksell a saat u nopeus "t = "tM . l<.aa ­
va (a) kuvaa tavallaan mikroskooppisen 
tarkkail ijan maarittelemaa keskimaarais­
ta suodatettua (eng 1 • f i 1 ter i ng) nopeut ­
ta . Makroskooppinen tarkkail ija nakee 
rajoitetun erottamiskykynsa johdosta sa­
man ainemaaran 1 i ikkeesta vain pelkas ­
taan taman suodatetun arvon. 

Ainealkion mikroskooppinen 1 i ike­
energia on l<.oenigin lauseen (2 . 3.57) 
avulla esitettyna 

dl<.m 1 ( m) 2 + dl<.m 2 dm vc r 

1 2 dl<.m - dmv + 2 r 

di<.M + dl<.m ' r (b) 

jossa dl<.m on s11s alkion massakeskion 
suhteen ~itattu suhteellinen 1 iike-ener ­

gia. lntegroimalla yhtalo (b) puolittain yli kontinuumin aine -a lkioiden 
saadaan tulos 

(c) 

Mikroskooppisesti ja makroskoop~isesti mitatut kappaleen li ike- energiat 
eivat si is ole yhta suuria. (1<. 2:. I<M, koska JK~ 2. 0.) Kun mekani ikassa 
puhutaan kappaleen liike-energiasta, silla tarkoitetaan juuri makroskoop ­
pista arvoa. Makroskooppisesti levossa olevalla kappaleella KM = 0, mutta 
kappaleella voi silti olla runsaasti mikroskooppista liike-energiaa termin 
fdl<.~ johdosta. Makroskooppiset lampotilamittaukset voivat antaa tietoa 
termista fdK~ . 

Ulkoisten kenttavoimien eli massavoimien teho ja tyo tulevat olemaan 
samoja laskettuina makroskooppisesti ja mik ­
roskooppisesti . Ainealkioon vaikuttavan ul ­
koisen voiman dF = bdm makroskooppinen teho 
(kuva (b)) -+ 

bdm 

(b) 

~ --~ ..... ;.; . ..... 

,"'. ~· ·~ ·. \ bm. I ' • I ........ -~h. I 
I , • • \ 
i • f • • .. \ 

\ • • C - • I 
\ . . ~ . I 
,· • • • . I 

\,. , . ,_, 
' . . / .... - -··· 

-+ -+ 
bdm•v (d) 

Kun otaksutaan, ett a kenttavoimakkuus b on 
likimain vakio pienen alkion alueella, mik­
roskooppinen teho (vrt. esimerkki 2.3 . 3) 

. 
dPm = 2: ~."t~ = 2: F .. "tmc + 2: F. ·~;c ext I I I I I . 

-+ -+m -+ -+m 
2: bmi·vc + 2: bmi •ri/C 

b(2: mi) ·~ + b~-.-f7;; 
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-+ -+ 
= bdm•v (e) 

m M .m lntegrointi antaa siis kenttavoimi lle tuloksen Pext = Pext eli myos wext = 
w~xt · 

Sen sijaan kappaleen reunal la vaikuttavien ulkoisten voimien makroskoop -
pinen ja mikroskooppinen teho ja tyo tulevat poikkeamaan toisistaan . Pin ­
tavoi .mien (kuva (c)) makroskooppinen teho 

t·vdS . f
-+ -+ 

Si i rtymal la mikroskooppiseen 

(d) 

(f) 

tarkasteluun (kuva (d)) havaitaan, etta kappa­
leen pinnan laheiset kappaleen ulkopuol iset 
hiukkaset voivat tehda tyota kappaleen hiuk ­
kasiin, vaikka kappaleen reuna ol isi makros­
kooppisessa mielessa l iikkumatta . Tata tyo­
ta, jota ei voida mitata muodossa makroskoop ­
pinen voima kertaa makroskooppinen si irtyma, 
nimitetaan kappaleen saamaksi lammoksi W . 
(Tarkemmin askeinen kuvailu liittyisi l . a~in ­
na lammon johtumi seen. Satei lyn osuus tul i­
si esittaa massattomien hiukkasten, fotoni ­
en, tormayksina kappaleen hiukkasiin.) Ta­
ten kappaleen reunal la vaikuttaville voimil -
1 •• wm wM w · pm pM e patee ext= ext + Q tal ext= ext+ 
PQ, jossa PQ on kappaleen saama lampo aikaa 
kohti eli ns. lampoteho. Taten massavoimil le 
ja pintavoimille saadaan si is yhteisesti tu­
los 

Wm = WM W + Q • ext ext 
(g) 

Yleensa ollaan sita mielta, etta luonto 
on mikroskooppisella tasolla konservati ivi ­

nen. (Ajatellaan esimerkkina eristetyssa sailiossa olevaa kaasua. Jos 
kaasumolekyylien valilla olisi kitkaa, molekyylien liike hidastuisi ja 
lopuksi molekyylit lepaisivat sailion pohjalla~) Taten mikroskooppisilla 
sisaisilla voimil la on potentiaal ienergia vrQt ja mikroskooppisten sisais­
ten voimien tietyssa prosessissa tekema tyo ~vrt . kaava (2 . 3. 69)) 

vt; nt = -L1V~ nt (h) 

Yleiselle partikkel isysteemil le johdettu energiaperiaate (2 . 3. 61) on taman 
esimerkin merkinnoin 

( i ) 

Kun tahan sijoitetaan tulokset (c), (g) ja (h), saadaan yhtalo 

wM + w -
ext Q (j) 
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eli 

jos sa suu retta 

E = v~ t + Jl<.m 1n r 

voidaan nimitt~~ systeemin ns . sis~iseksi energiaksi. l<.un kaavasta (k) 
poi stetaan yl~vi itteet, saadaan aksiooma (3.2.5) . 

(k) 

( 1 ) 

Askeist~ esityst~ ei voida tietenk~~n pit~~ min~~n eksaktina johtona. 
l<.uitenkin se osoittaa, ett~ energian taseen periaate on tietyll~ tavalla 
ilmentym~ partikkel isysteemin energiaperiaatteesta. Makroskooppinen havait ­
SIJa ei vain pysty havaitsemaan sen tiettyj~ termej~ vastaavasti kuin mik­
roskooppinen havaitsija ja t~m~n vuoksi energiaperiaate t~ytyy lausua uudel-
1 a tava 11 a. 

Sis~isen energian n~hda~n olevan riippumaton valitusta inertiaalikoordi­
naatistosta. Ensinn~kin kukin termi dl<.~ = .lz:milti/Ci 2 pysyy arvoltaan 
muuttumattomana valittiinpa alkion massakes~iokoordinaatiston suuntautunei­
suus miten hyv~ns~. Toiseksi esimerkiss~ 2.3.2 osoitettiin, ett~ sis~isten 
voimien tyo ja siis myos niiden potentiaalienergia on koordinaatistosta 
riippumaton. T~ten sana sis~inen on osuva t~ss~ yhteydess~, koska sis~inen 
energia on jotain pelk~st~~n ko. kappaleeseen 1 i ittyv~~ p~in vastoin kuin 
esimerkiksi suureet Wext ja 1<., joiden arvot ri ippuvat val itusta inertiaali­
koordinaatistosta. 

Ainealkion mikroskooppinen 1 iikem~~r~ on esimerkin 2. 3. 3 kaavan (g) pe­
rusteella 

d+m d ~m = dm~v = d~pM p = mvc 

T~ten kappaleen mikroskooppinen 1 iikem~~r~ pm on yht~ suuri kuin makroskoop­
p i nen 1 i i kem~~ r~ pM. T~m~ se 1 itt~~ os i tta in 1 i i kem~~r~n peri a at teen i dent­
tiset muodot partikkeli- ja kontinuumimekani ikassa. Energiaperiaatteeseen 
1 iittyv~t yhteydet tul ivat mutkikkaammiksi, koska l<.m * I<.M ja wm * wM. 

Termodynamiikkaa. Energiayhtalo on aihe, jota kasitellaan etenkin 

termodynamiikan tai ns. lampoopin alaan kuuluvassa kirjallisuudes­

sa. Kuitenkin energiayhtalo on valttamatonta ottaa mukaan myos 

vahankin tasmallisesti konstruoituun kontinuumimekaniikan teoriaan. 

Kontinuumiteoriaa, jossa lampotila-, lampo- ja entropiakasitteilla 

on oleellinen sija, nimitetaan nykyaan usein termomekaniikaksi 

(engl. thermomechanics). On ilmeista, etta termomekaniikka tulee 

muodostumaan tulevaisuudessa yha tarkeammaksi osaksi yleista me­

kaniikkaa. [2.6, s. vJ: "Kontinuumimekaniikka ja termodynamiikka 

ovat erottamattomat: yleiseen kontinuumimekaniikan teoriaan sisal­

tyy aina termodynamiikka ja kaantaen" ·. 
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Tavanomaiset termodynamiikan ja lampoopin alkeisesitykset ovat 

usein niin rajoittuneita, ett~ niist~ saa v~~ristyneen kuvan val ­

litsevista peruslaeista . [2.6, s. 56] : "Termodynamiikan kohteena 

on pitk~~n ollut - ja melko koko kirjallisuus pit~~ edelleen koh­

teenaan - ~~rellinen ainem~~r~, tavallisesti kaasu, ja sit~ sa ­

nomatta sa~nnonmukaisesti otaksutaan, ett~ tila on sama l~peens~ 

koko alueessa . Mekaniikassa tam~ l~hestymistapa merkitsisi, ett~ 

tarkasteltaisiin vain homogeenisia muodonmuutos- ja j~nnitystilo­

ja . Tam~ est~isi ratkaisemasta jopa kaikkein yksinkertaisimpia 

lujuusopin teht~vi~ : esimerkiksi taivutetussa tai v~~nnetyss~ 

sauvassa muodonmuutos ja j~nnitys ovat paikan funktioita . " 

T~ten termodynamiikka pit~~ k~sitell~ kontinuumimekaniikan yh­

teydess~ kentt~teoriana (engl . field theory) eli siis siten, ett~ 

ko . suureita kuten l~mpotilaa, ominaissis~energ~aa jne . pidet~~n 

paikan ja ajan funktioina vastaavasti kuten esimerkiksi siirtymi~ 

ja nopeuksia . 

Tarkastellaan kohdassa 2 . 3.5 k~siteltyj~ tilafunktiok~sitett~ 

lis~~ nyt kontinuumimekaniikan kannalta . 

Lampoopissa termodynaamisia prosesseja tarkastellaan yleens~ 

systeemiss~, joka muodostuu ~~rellisess~ s~ilioss~ olevasta kaa ­

sum~~r~st~, jonka tilaa kontrolloidaan siirtam~ll~ yhden sein~ ­

m~n muodostavaa mant~~ ja antamalla s y steemin saada tai luovuttaa 

lampo~. (Usein operoidaan lis~ksi suureen p sijasta ns . ominais­

tilavuuden (engl . specific volume) V/m = 1/p avulla.) Kontinuumi ­

mekaniikassa voidaan ajatella, ett~ kukin pieni erillinen aineal ­

kio vastaa liikkuessaan ja muotoaan muuttaessaankin em . systeemi~; 

ts . otaksutaan, ett~ ainealkion alueella vallitsee riitt~vall~ 

tarkkuudella ns . termodynaaminen tasapainotila siten, ett~ ~~rel ­

liselle systeemille tasapainotilassa mitatut riippuvuudet p~tev~t 

samanlaisina ainealkiollekin . T~st~ menettelytavasta k~ytet~~n 

joskus nimityst~ 1~~~~1~§~~-!~§~P~~~~~-E2§!~1~~!!~ (engl . 
postulation of local equilibrium) . 

Yleisemmin tilamuuttujina esiintyy muitakin kinemaattisia suu­

reita kuin tiheys . Nait~ voivat olla esimer kiksi venym~komponen­

tit ~ ja vaikka deformaationopeudet ar. Kemiallisessa seoksessa 

t ilamuuttujina voisivat olla lis~ksi seoskomponenttien konsent­

raatiot jne. Kukin aineen konstitutiivisia yhteyksi~ mallitet­

taessa valitaan tietyt tilamuuttujat riippumattomiksi muuttujiksi 
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ja loput tililluuuttujat ajatellaan naiden funktoiksi . 

Esimerkiksi tavanomaisten nesteiden yhteydessa otaksutaan etta 

riittaa, kun vain kaksi tilamuuttujaa valitaan riippumattomiksi 

(esimer kiksi tiheys p ja termodynaaminen lampotila T) . Ainetta, 

jonka suhteen voidaan tehda riittavalla tarkkuudella em . otaksu-

ma, nimitetaan joskus y~~~~~~E~~~~~~§~-~~~~9~E~E~~~~~~~~~-~~~§§~­

si (engl . simple compressible substance) [3 .. 10, s. 80 ] . Tata ta ­

pausta tullaan kasittelemaan jatkossa eraanlaisena mallitapaukse­

na sen yksinkertaisuuden vuoksi . Huomautettakoon viela, etta 

kontinuumimekaniikan lopulliset riippumattomat muuttujat ovat 

paikkakoordinaatit x, y, z ja aika t (jos Eulerin esitys) . Kun 

edella puhuttiin riippumattomista muuttujista - esimerkiksi paine 

p = p(p,T) - , oli kysymys naista suureista jonkin konstitutiivi­

sen yhteyden kannalta . Mutta koska esimerkiksi p = p(x,y,z,t), 

T = T(x,y,z,t), on siis lopuksi myos p = p(x,y,z,t) . 

Kerrattakoon tavanomaisimpien termodynaamisten prosessien eli 

tilanmuutosten yhteydessa kaytettyja nimityksia . 

Isoterminen prosessi (engl . isothermal process): systeemin 

lampotila ei muutu prosessissa . 

Isobaar inen prosessi (engl . isobaric process) : systeemin pai-­

ne ei muutu prosessissa. 

Isokoor inen prosessi (eng 1 . isochor ic process) : systeemin ti­

lavuus (tiheys) ei muutu prosessissa . 

Adiabaattinen prosessi (engl . adiabatic process) : systeemi ei 

saa lampoa ulkopuoleltaan prosessissa. 

Isentrooppinen prosessi (engl. isentropic process) : systeemin 

entropia ei muutu prosessissa . 

Kontinuumimekaniikassa naita termeja tulee siis soveltaa erik­

seen systeemiin = kukin ainealkio . Todellisuudessa johonkin il­

mioon liittyvat prosessien tapahtumistavat ovat tavallisesti etu ­

kateen tuntemattomia ja ne maaraytyvat periaatteessa osana rat­

kaisua . Ylla esitetyt prosessit esiintyvat kuitenkin usein puh­

taina sopivissa koejarjestelyissa aineiden ominaisuuksia mitat ­

taessa . Joskus esimerkiksi termilla isoterminen tarkoitetaankin 

vain, etta lampotila on sama prosessin alussa ja lopussa . 

~~2~~~~~§~~ Termodynamiikan ensimmainen paasaanto esitetaan lam­

poopissa usein muodossa 
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(3.4 . 39) 

tai 

ctwext + cfwQ = dE . (3 . 4 . 39') 

Talloin on kuitenkin itse asiassa kyseessa pelkan termostatiikan 

sovellutus yhtaloon (3 . 2 . 5) . On tarkasteltu prosessia, jossa 

systeemi on alku- ja lopputilassa tasapainotilassa, jolloin sys­

teemin makroskooppinen liike-energia on nolla alussa ja lopussa 

ja siis myos ~K = 0 . Vaihtoehtoisesti kaava (3 .4.3 9) patee myos 

hyvin hitaasti tapahtuvissa prosesseissa, joissa koko ajan K ~ 0 . 

Jos kasitellaan kaasua, jossa otaksutaan vallitsevan isotroop-
-+ -+ 

pisen jannitystilan, traktio t = - np kaavan (3 . 4.20') perusteella . 

Taten pintavoimien tekema differentiaalinen tyo on kaavan (3 .4.32 ) 

avulla lausuttuna 

~ s s (-+ -+ f-+ -+ 
uWext = Pextdt = (Jt·vdS)dt = t•vdtdS 

(3 .4. 40) 

Tassa on siis viela otaksuttu, etta paine on vakio paikan suhteen 

kappaleen pinnalla. Suure dV on kappaleen tilavuuden muutos. 

Tulos ymmarretaan kuvaa 3.3.13 tarkastelemalla. 

Kaava (3.4.40) esittaa tavanomaisinta lampoopin kirjoissa 

esiintyvaa systeemin saaman differentiaalisen tyon muotoa . Esi­

merkiksi isobaarisessa prosessissa saadaan taten w8 t = -p~V, ex 
jossa ~V on kappaleen tilavuuden muutos. 
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4 KIINTEAN AINEEN MEKANIIKKA 

4 . 1 Yleista 

Lagrangen esityksessa kinematiikan ta r kastelu tulee yksinkertai ­

seksi, mutta sen sijaan kineettisten yhteyksien kasittely on suur­

ten siirtymien yhteydessa monimutkaista . Eulerin esityksessa ti ­

lanne on painvastainen ja etenkin kineettiset yhteydet ovat melko 

helposti johdettavissa . Taman vuoksi yleisia aksioomia esiteltiin 

kohdassa 3 . 4 lahinna Eulerin esityksen kannalta . 

Nestemekaniikassa ollaan yleensa kiinnostuneita virtauksen laa ­

dusta - nopeusjakautuma, painejakautuma, jne . - tietyssa avaruu ­

den osassa eika niinkaan tiettyjen partikkelien liikkeeh historias ­

ta . Kiintean aineen mekaniikassa tilanne on yleensa toinen ; tiet ­

tyjen partikkelien liike on tarkea tuntea; esimerkiksi mika on pal ­

kin keskipisteen siirtyma jne. Tama antaa eraan selityksen eri­

laisten esitystapojen kaytolle . 

Joskus kiintean aineen mekaniikassakin kaytetaan Eulerin esitys­

ta, esimerkiksi suurten plastisten muodonmuutosten kasittelyssa . 

Samoin kaantaen nesteiden yhteydessa voidaan toisinaan kayttaa 

Lagrangen esitysta, esimerkiksi kun siirtymat ovat pienia tai kun 

on tarpeen seurata tietyn ainepinnan liiketta . On olemassa myos 

esitystapoja, jotka ovat valimuotoja Lagrangen ja Eulerin esityk­

sista [4.1] . 

Tassa luvussa pidetaan siis pohjana Lagrangen esitysta ja se­

lostetaan yleisten aksioomien siina saamia yksityiskohtaisia muo ­

toja . Lisaksi kasitellaan esimerkkitapauksena lineaarisesti kim ­

moisen ainemallin yhteydessa syntyvia yleisten yhtaloiden erityis ­

versioita . 

Kiintean aineen mekaniikan tarkeimpia teknillisia sovellutuk­

sia ovat kappaleisiin syntyvien siirtymien ja jannitysten maarit­

taminen . Jos ne kasvavat liian suuriksi, kappaleen - esimerkiksi 

tietyn rakenteen - kayttokelpoisuus vaarantuu . 

Lyhyesti sanottuna kohdan 3.2 aksioomat (1), (2) ja (3) ku ­

vaavat puhtaasti mekaanisia ilmioita ja vasta aksioomassa (4) on 

mukana termodynamiikkaa eli ns . termisia (engl . thermal) - lampo ­

tilaan, lampoon jne. liittyvia - ilmioita . Yleisessa termomeka -
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niikan probleemassa aksioomista (l) ... (4) syntyv~t yht~l6t ovat 

kytkettyj~ ja ne on ratkaistava kaikki samanaikaisesti, mik~ tekee 

k~sittelyn vaikeaksi . Kuitenkin on tapauksia, joissa kytkent~ me ­

kaanisten ja termisten ilmi6iden v~l~ll~ on niin heikko, ett~ ne 

voidaan k~sitell~ erillisina, jolloin laskelmat helpottuvat rat ­

kaisevasti . N~in on laita melkein aina rakenteiden mekaniikassa . 

Esimerkiksi lamp6j~nnitysten teoriassa lasketaan ensin aksioomas ­

ta (4) johdetun ns . lamm6njohtumistehtavan avulla lamp6tilajakautu ­

ma rakenteessa . Taman jalkeen suoritetaan erillinen jannitysana­

lyysi tavanomaiseen tapaan ottaen vain huomioon lamp6tilajakautu­

masta johtuvat alkumuodonmuutokset . 

Syntyvat probleemat voidaan luokitella monella eri tavalla . 

Tutkittavan kappaleen muodon ja kuormitustavan perusteella kappa ­

leista kaytetaan rakenteiden yhteydessa mm . kuvassa 4 . 1 . 1 nakyvi~ 

nimityksia. Tavanomaisten otaksumien jalkeen tarvitaan sauv~ra­

kenteissa yksi riippumaton paikkakoordinaatti, pintarakenteissa 

kaksi koordinaattia ja massiivisissa eli kolmidimensioisissa ra­

kenteissa yleensa kaikki kolme paikkakoordinaattia . Tasomuodonmuu ­

tostapauksessa seka py6rahdyssymmetrisesti kuormitetun py6rahdys ­

kappaleen tapauksessa tullaan toimeen kahden paikkakoordinaatin 

avulla . Tassa esityksessa selostetaan lahinna vain yleisessa kol -

Sauvarakenteet 

JS(Y'i ~ 
l l n ,A; 4 1. 

"" '"" 

Ristikko Palkki Keha 

Pintarakenteet 

t5 L w-? 
~-- ;)), ' 

Levy Laatta ' Kuori 

Kuva 4 . 1 . 1 jatkuu 
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Massiiviset rakenteet 

Esimerkkeja Erikoistapauksia 

Tunneli Pato 
Tasomuodon­
muutos 

Kuva 4 . 1.1 Jako kappaleen muodon mukaan. 

@ 
I 

Pyorahdys­
kappale 

midimensioisessa tapauksessa syntyvia yhtaloita. Itse asiassa 

yhtaloiden synnyttaminen erikoistapauksissa ei ole kovin vaikeaa 

etenkaan, jos perustana on virtuaalisen tyon periaate tai jdkin 

vastaavantyyppinen formulaatio, jolloin vallitsevia differentiaa­

liyhtaloita ei tarvitse kirjoittaa periaatteessa lainkaan nakyviin. 

Joitakin erikoistapauksia on esitetty kuitenkin kohdassa 6.1. 

Toinen mahdollinen jakoperuste liittyy kappaleen liiketilaan. 

Joskus kaytetaan nimityksia ~~~!i2~~~Ei~~~ (engl. stationary) eli 

EY~YY~ (engl. steady) ja ~E~~!~!i2~~~Ei~~~ (engl. nonstationary) 

eli EE~~~i~~!!i (engl. transient) tila sen mukaan, onko kappaleen 

tila ajan suhteen muuttumaton vai ei. Tavallisemmin puhutaan ra­

kenteiden yhteydessa kuitenkin vastaavasti ~!~~!!i~~~!~ ja ~y~~~­

~~~~~!~ -!~P~~~§~§~~· Dynaamisella probleemalla tarkoitetaan 

yleensa lisaksi sita, etta hitausvoimat on otettava tehtavassa 

huomioon. Jos hitausvoimat voidaan jattaa huomioonottamatta epa­

stationaarisessa tapauksessa, kaytetaan usein nimitysta ~y~~~~­

E~~!~~E§~ tapaus. 

Kolmas jakoperuste liittyy syntyvien yhtaloiden matemaattiseen 

muotoon; jaetaan probleemat [4.2] E~~~E~i~2=L-~~!~~~~~EY2~ ja ~E§~~­

~~~!~b!~Yii~ (engl. equilibrium, eigenvalue, propagation problem) . 

Naista ovat kimmoisessa kappaleessa esimerkkeina vastaavasti jan­

nitys- ja siirtymatilan maarittaminen pysyvien kuormien alaisena, 

hoikan .kappaleen stabiiliustarkastelu tai vapaasti varahtelevan 

kappaleen ominaismuotojen ja ominaistaajuuksien maarittaminen se ­

ka kappaleen jannitys- ja siirtymatilan maarittaminen nopeasti 

ajan mukana muuttuvien kuormien alaisena. Luokittelu on siis 
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osittain sama kuin edellisessa kohdassa esitetty . 

Matemaattisessa mielessa oleellinen seikka tehtavan vaikeuden 

kannalta on kuitenkin kysymys syntyvien yhtaloiden lineaarisuu­

desta tai epalineaarisuudesta . Epalineaarisuus voi s yntya kah­

desta eri syysta . Jos jannitys- venymayhteys ei noudata ns . li­

neaarista yleistettya Hooken lakia (tai yleisemmin mika hyvansa 

konstitutiivinen riippuvuus ei ole lineaarinen), puhutaan fy~~­

~~~l~~~~~~-~E~!~~~~~E~~~~~~~~~ (engl . physical nonlinearity) . 

Esimerkiksi ns . kimmoplastisesta aineesta oleva rakenne on taten 

fysikaalisesti epalineaarinen . Kun kappaleen siirtymat ovat niin 

suuria, etta kappaleen liike- tai tasapaino - yms . yhtaloita muo­

dostettaessa on otettava huomioon kappaleen muuttunut geometria, 

puhutaan g§Q~§~E~~~~t~-~P~!~~~~~E~~~~~~~!~ (engl . geometrical 

nonlinearity). Yleisessa tapauksessa kummatkin epalineaarisuuden 

syyt ovat mukana. Taulukossa 4 . 1.1 on pyritty havainnollistamaan 

geometrisen lineaarisuuden ja epalineaarisuuden eroja. 

On helppo ymmartaa, etta suurten siirtymien kasittely johtaa 

pakosta hyvin monimutkaisiin yhtaloihin. Onneksi suuri osa kiin­

tean aineen mekaniikan tehtavista on kuitenkin sellaisia, joissa 

Taulukko 4.1.1 Jako liikkeen suuruuden mukaan. 

Geometrinen lineaarisuus 

Pienten eli infinitesimaalisten 
siirtymien teoria (engl . small 
displacement theory) . Tilanne 
siirtymat liioiteltuna: 

c,~ 

b,y 
a,x 

Taulukko 4 . 4 . 1 jatkuu 

Huomautuksia 

Muodonmuutoksien t ja siirty­
mien ~ valinen riippuvuus on 
lineaarinen: 

Siirtymat ovat niin pien1a, 
etta kappaleen liike - , ta ­
sapaino - yms. yhtalot voi ­
daan ajatella muodostetuiksi 
kappaleen alkuperaisen geomet­
rian suhteen . Muodonrnuutos­
komponentit Ea < < 1, .. . 



Geometrinen epalineaarisuus 

Suurten siirtymien teoria 
(engl. large displacement 
theory). Esimerkkeja: 

Kuroutuminen vetokokeessa 

Kumijousen puristuminen 

Sauvan nurjahdus 

4 . 1. 5 

Huomautuksia 

Muodonmuutosten g~ ja siirty­
mien u valinen riippuvuus on 
epalineaarinen: 

au 1[ au 2 
gs == ~ + - ( -~) + 

aa aa 2 aa 

Kappaleen liike - , tasapaino -
yms . yhtaloita muodostet -
taessa kappaleen uusi muuttu­
nut geometria on otettava 
huomioon. Tarkea erikoista­
paus on etenkin ns. taipuisi ­
en kappaleiden yhteydessa 

- usein pateva suurten siirty­
mien mutta pienten muodonmuu ­
tosten teoria. Vrt. nurjah­
dus. 

siirtymia voidaan pitaa pienina. Kaytannon rakenteissahan ei voi­

da yleensa sallia kovin suuria siirtymia ilman kayttokelpoisuuden 

menetysta. Pienten siirtymien teoriassa ero Lagrangen ja Eulerin 

esitystapojen valilla katoaa. 

Huomautus 1. Suurten siirtymien yhteydessa syntyvien muodonmuu-

tosten ei luonnollisestikaan tarvitse olla aina vastaavasti suuria; 

otetaan esimerkiksi vaikka junanvaunun liike. 
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4.2 Kiinteiden aineiden konstitutiivisia yhteyksia 

Y1eista . Eri aineet kayttaytyvat mekaanisten rasitusten ja lampo ­

tilamuutosten alaisina eri tavoin. Taman laskennolliseksi esitta­

miseksi tarvitaan kunkin aineen fysikaalisia ominaisuuksia kuvaa ­

via tunnuslukuja seka naiden riippuvuuksia toisistaan eli ns . 

konstitutiivisia yhteyksia . 

Tassa yhteydessa keskitytaan pienen ainealkion (suljettu sys ­

teemi) tietyissa prosesseissa kokemiin muutoksiin ja yleensa ei 

tule nakyviin, onko kyseessa Lagrangen vai Eulerin esitystapa . 

Taten monet nyt esitettavat kasitteet ovat kaytossa vastaavina 

myos nesteille eika niita enaa valttamatta toisteta kohdassa 5 . 2 . 

Paitsi konstitutiivisia yhteyksia tassa kohdin esitellaan lisaksi 

aiheeseen liittyvaa standardisoitua terminologiaa [3.6]. 

On ymmarrettavaa, etta eri materi a alien - metalli, muovi, beto ­

ni, puu, elainkudos, kallio, hiekka, savi jne .- konstitutiiviseen 

mallittamiseen ei voida antaa mitaan yksinkertaisia yleispatevia 

ohjeita . Numeeristen ratkaisumenetelmien kehittyminen on johtanut 

tilanteeseen, jossa hyvinkin hienostuneita malleja voidaan raken­

taa sisaan algoritmeihin; mallien tulisi vain olla realistisia . 

Aikaisemmin kasilaskentamenetelmia kaytettaessa mutkikkaiden mal ­

lien kayttoon ei luonnollisestikaan ollut mahdollisuuksia . Nyky­

aan tehdaan paljon konstitutiiviseen teoriaan liittyvaa kehitys­

tyota, koska alue on tullut erittain tarkeaksi . Tassa esityksessa 

rajoitutaan kuvaamaan lahinna kahta esimerkkitapausta : kiintean 

aineen yhteydessa lineaarisesti kimmoisen aineen malli ja nesteen 

yhteydessa Newtonin nesteen malli . 

Tiheys . Aineen ~!~~Y§ p ([p] = kgm - 3 ) saadaan suhteena 

m 
p v 1 (4 . 2.1) 

jossa m ([m] = kg) on tietyn ainemaaran massa ja V ([V] = m3 ) on 

vastaava tilavuus . Kaava .on ki r joitettu otaksuen aineen tila 

vakioksi koko alueessa V. Jos nain ei ole, kaav a on tarkennetta­

va maaritelman (3 . 4.1} mukaiseksi e li paikallinen tiheys p = dm/dV . 

Tassa kohdassa kaytetaan kuitenkin mukavuussyista kaavan (4 . 2.1) 
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merkintoja ymmartaen samalla, etta jos tila ei ole vakio paikan 

suhteen, m ja Von tulkittava differentiaalisiksi suureiksi. 

Nain menetellen valtytaan kompelon merkinnan d(dV) (tilavuusal­

kion differentiaalinen muutos) kaytolta ja voidaan kirjoittaa 

sen sijasta pelkastaan dV (nyt eri asia kuin kaavassa (3.4.1) 

esiintyva dV) . Koska tietyn ainealkion massa on massan sailymi­

sen periaatteen johdosta vakio, tiheyden muutos voi siis tapahtua 

kaavan (4.2.1) perusteella ainoastaan ainealkioon liittyvan tila­

vuuden muutoksen johdosta . 

Kokoonpuristuvuus ja lampolaajeneminen . Olkoon tiettyyn ainemaa­

raan 11ittyvan tilavuuden v jonkin prosessin johdosta saama diffe­

rentiaalinen muutos dV . Ns . §~0t§§l1~~§~ _t!l~Y~~9§~~~~tQ§ 

1 mdp d (~) - 2 
dV _ _ P_ p dp 
v m m p (4 . 2.2) 

p p 

jossa on sovellettu tiheyden maaritelmaa (4.2.1) ja otettu huomi ­

oon, etta m on vakio. Taten suhteellinen tilavuudenmuutos dV/V 

on yhta suuri kuin miinusmerkkinen suhteellinen tiheydenmuutos 

dp/p. 

Aineen ns . ~Q~QQ~P~E~§~~y~~§ (engl . compressibility) K ([K] = 
Pa-l) maaritellaan kaavalla 

dV _ dp = 
v p 

Kdp , (4 . 2 . 3) 

jossa miinusmerkki on mukana, jotta kokoonpuristuvuudelle saatai­

siin positiivinen arvo, silla paineen positiivinen muutos dp ai ­

heuttaa yleensa tilavuuden pienenemisen eli dV on negatiivinen. 

Mita suurempi arvo K:lla on, sita helpommin aine siis puristuu 

kokoon . Kokoonpuristuvuuden kaanteisarvoa nimitetaan E~f~§t~Y~~§­

~§EtQ~~§~§~ (engl. bulk modulus) tai myos tilavuuskimmokertoimek­

si K ([K] = Pa). Siis 

K 
1 (4 . 2.4) -
K 

ja kaava (4 . 2 . 3) saa vaihtoehtoisen muodon 



dp _ K dV K dp 
v - p 

4.2.3 

(4 . 2.5) 

Aineen ns. i~!~Y~~~~~-1~~E~i!!~~~ff2~~ (engl. cubic expansion 
coefficient) y ([y] = K-l) maaritellaan kaavalla 

~v - - d: = ydT . (4 . 2.6) 

Vastaavasti aineen ns . E!i~~~~~-!~~E~i~!~~~EE2~~ (engl. linear 

expansion coefficient) a ([a] = K-l) maaritellaan kaavalla 

dl = adT , 1 (4.2.7) 

jossa 1 on tietyn ainejanan pituus alkutilassa ja dl ainejanan 

pituuden muutos. Yleisessa tapauksessa a riippuu ainejanan suun­

nasta. Isotrooppisella aineella 

y = 3a • (4.2.8) 

On syyta korostaa, etta kaikki kaavojen (4.2.3) ... (4.2.8) maa­

rittelemien kertoimien arvot riippuvat prosessista, joka tulee 

periaatteessa aina lisaksi mainita samoin kuin mita suureita on 

pidettava riippumattomina muuttujina. Kertoimien arvot riippuvat 

nimittain yleensa myos riippumattomien muuttujien arvoista. 

Naita seikkoja kasitellaan enemman kohdassa 5.2. 

Jannitys - venyma. Mekaniikan kannalta kaikkein tarkeimpia konsti ­

tutiivisia yhteyksia ovat ns. jannitys - venymayhteydet, jotka si ­

tovat jannityskomponentit ja venymakomponentit jollakin tavoin 

toisiinsa. (Yleisemmin siis j anni tykset pyri taan lausumaan 

riippumattomien tilamuuttujien funktioina.) Eras tapa havainnol­

listaa asiaa on lahtea liikkeelle ns . f§2!2g~~~§i~-~~!!~~§i~· 

Kuva 4.2.1 esittaa kolmea reologista perusmallia eli reologista 

elementtia. Suure cr symbolisoi malliin vaikuttavaa voimaa ja E: 

voiman vaikutuspisteen siirtymaa. Hooken malli kuvaa aineen kim­

moista, palautuvaa kayttaytymista. Newtonin malli kuvaa aineen 

viskoosia, nestemaista kayttaytymista. Saint- Venantin malli ku­

vaa aineen plastista kayttaytymista; jannitykset eivat voi ylit­

taa tiettyja arvoja . 
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t Jousi 

~~ 0 
~ € 

0 

0 = ks 

(a) Hooke 

f Nestesylinteri 

t-fr--
0 = CE 

(b) Newton . 
€ 

Kitkaelementti 0 
~ b 

E = 0' l0l ~ s ~ . . 
s E * 0, 0 = ssgns 

. 
€ 

(c) Saint-Venant s 

Kuva 4 . 2.1 (a) Hooken, (b) Newtonin, (c) Saint-Venantin reologi­
nen malli . 

Yhdistelemalla perusmalleja rinnan ja sarjaan saadaan yha mo­

nimutkaisempia yhdistelmia, jotka pystyvat sopivalla malliparamet ­

rien arvojen valinnoilla approksimoimaan todellisten aineiden 

kayttaytymista yksiaksiaalisessa tapauksessa. Esimerkiksi ns . 

lineaarisen standardiaineen reologinen malli on kuvan 4.2.2 (a) 

mukainen. Jos malliin vaikuttava voima 0 muuttuu ajan mukana 

kuvan (b) esittamalla tavalla, siirtyma s tulee riippumaan ajasta 

kuvan (c) mukaisesti. 

Kontinuumin kayttaytymisesta voi saada mielikuvan ajattelemalla 

kontinuumi muodostuneeksi suuresta maarasta partikkeleita, joiden 

valiset sisaiset voimat ovat kukin monimutkaista reologista mallia 

vastaavia. Ilmeisesti kontinuumin vaste ulkoisten kuormien joh-
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k2 0 E 

~L:- 0 
0 ( t) ------ E (t) 

C E 
2 

(a) (b) t (c) t 

Kuva 4.2.2 Lineaarinen standardiaine. 

dosta tulee olemaan samantyyppinen kuin itse reologisen mallin . 

Tietenkin kontinuumissa tulevat lisaksi mukaan liikkeesta johtu­

vien hitausvoimien vaikutukset. 

On syyta huomata, etta tieto kontinuumin asemasta ja nopeus­

jakautumasta tietylla hetkella ei yleisessa tapauksessa viela 

riita, jotta kontinuumin tila tulevaisuudessa voitaisiin ennus ­

taa, vaan tarvitaan myos tieto kontinuumin historiasta, silla 

yleisessa tapauksessa jannitykset ovat monimutkaisia funktionaa­

leja systeemin historiasta valilla (-oo , t) I Tilanne poikkeaa 

siis oleellisesti klassillisesta partikkelimekaniikasta, jossa 

esimerkiksi planeettasysteemin tila tulevaisuudessa maaraytyy 

taysin, mikali planeettojen asemat ja nopeudet tietylla hetkella 

tunnetaan . 

Tekniikassa kaytetyt tavallisimmat ainemallit ovat ~!~Q!~§~ 

(engl. elastic), £;!;§!~~~~.§~ (engl . plastic) .:, ~~~~Q~!~Qi~§~ (engl . 

viscoelastic) ja ~!§~QE!~~~i~§~ (engl. viscoplastic) aine ja vas ­

taavasti puhutaan kimmo-, plastisuus - , viskokimmoisuus - ja visko­

plastisuusteoriasta . (Monimutkaisempiakin kombinaatioita voidaan 

luonnollisesti esittaa.) Nimet viittaavat siis kaytetyn mallin 

oleellisiin piirteisiin . Kimmoisen aineen reologinen vastine oli ­

si pelkista Hooken elementeista muodostuva systeemi . Kimmoinen 

aine on lujuuslaskelmissa ylivoimaisesti eniten kaytetty malli 

yksinkertaisuutensa vuoksi . Lisaksi se vastaa joillakin aineilla 

kuten teras pienilla jannitysten a r voilla hyvin todellisuutta. 

Tassa rajoitutaan kasittelemaan vain kimmoista ainetta . 

~§~~ig~§!§!li~i~Q~~§~ -~~~§§~ (engl . ideal elastic solid) eli 

ns . ~QQ~§~-~!~§§~ (engl. Hookean solid) jannitysten ajatellaan 

riippuvan vain muodonmuutosten ja lampotilan ~§i~§!l~~!~~~-~E~Q~~ -
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ta. Riippumattomia tilamuuttujia ovat taten esimerkiksi venyma­

tensorin ~ kuusi komponenttia j a lampotila T . Riippuvuus on siis 

symbolisesti muotoa 

} a~ ac;, T) ·I (4 . 2.9) 

Tasmallisemmin otettuna yhteyteen (4 . 2 . 9) tulisi lisaksi merkita 
-+o tunnus r viittaamaan siihen, etta riippuvuuden yksityiskohtai -

nen muoto (ainevakioiden arvot) vaihtelee paikan mukaan epahomo ­

geenisen aineen tapauksessa. 

Tassa rajoitutaan ns. ~~~~~~E~~~~~~-~~~2~~~~-~~~~~~ malliin, 

jolloin yhteyden (4.2.9) erikoistapauksena saadaan matriisimerkin -

toja kayttaen ns . y~~~§~~~~Y-~22~~~-~~~~ (engl . generalized 

Hooke's law) 

I· {a} = [D]{d ,] (4 .2. 10) 

joss a 

{cr} = [a 0b 0 Tbc T 
a c ca 

(4.2.11) 

{E} = [ Ea Eb E Ybc yea c 

ja [D] on 6x6 matriisi, jonka alkiot ovat vakioita { E}:n suhteen. 

Koska yhteydesta (4.2.10) puuttuu eksplisiittinen riippuvuus 

lampotilasta T, on selvaa, etta jannitys-venymamatriisin [D] al ­

kioiden arvot riippuvat periaatteessa prosessista. Kaytannossa 

tavallisimmat prosessit ovat lahella joko isotermista tai adia­

baattista muutosta. Edellinen liittyy tapauksiin, jossa kappa­

letta kuormitetaan hitaasti muuttuvalla tavalla, jolloin muodon­

muutoksiin liittyvat lampotilan muutokset ovat hyvin pienia, kos­

ka ne tasoittuvat lammonjohtumisen kautta pois . Jalkimmainen 

muutos esiintyy laheisesti mm . . kappaleen varahtelyssa. Kaytan­

nossa ainevakioiden riippuvuus prosessista on niin vahainen, etta 

kirjallisuudessa annetaan yleensa vain yhdet arvot mainitsematta 

prosessia. (Ainevakioiden arvot riippuvat kyllakin vallitsevasta 

peruslampotilasta . ) 

Kimmoisen aineen maaritelmaan liitetaan tavallisesti vaatimus 

tietyn venymakomponenttien funktion U0 ({E}) olemassaolosta siten, 



etta 

au0 

T = be a:y- ' be 

eli kohdan L . 2 . l merkintoja kayttaen 

4. 2 . 7 

(4 . 2 . 12') 

(4.2 . 12) 

Suure u0 ([U0
] = Jm-3 ) on muodonmuutosenergia tilavuutta kohti 

eli ns . ~~QgQ~~~~!Q§~~~fgi~1iQ~Y~ (engl . strain energy density) . 

Lineaarisesti kimmoisen aineen tapauksessa muodonmuutosener­

giatiheysfunktion olemassaolosta seuraa, etta kaavan (4 . 2 . 10) mat­

riisin [D) tulee olla symmetrinen . Kun nimittain otetaan funkti ­

oksi u0 neliomuoto 

(4.2 . 13) 

jossa [D) on symmetrinen , havaitaan derivoimalla (vrt. kaava 

(L.2.6)), etta yhteys (4 . 2 . 10) on voimassa . Funktioon U0 palataan 

viela kohdassa 4 . 10 . 

Jannitys - venymamatriisi [D) sisaltaa siis yleisessa tapauksessa 

kun otetaan symmetria huomioon - 6x 6- (6 x6-6)/2 = 36-15 = 21 

riippumatonta ainevakiota . Kirjallisuudessa on esitetty matriisin 

[D) eri erikoistapauksissa saamia muotoja . Niista tavanomaisin 

liittyy isotrooppiseen aineeseen. (!§Q!EQQEE!§§!!~ (engl . 

isotropic) aineella tarkoitetaan, etta ainevakioiden a r vot tietys ­

sa pisteessa eivat riipu lainkaan koordinaattiakselien suuntautu­

neisuudesta . Vastakohta on ~~!~2!EQQEE!~§~ (engl . anisotropic) 

aine. B9~9g~~~i§~~~~ (engl. homogeneous) aineella taas tarkoite ­

taan, etta ainevakioiden arvot eivat riipu paikasta. Vastakohta 

on §E~~Q~Qg§§~!~§~ (engl . nonhomogeneous) aine . Naita kasitteita 

kaytetaan vastaavina muidenkin ominaisuuksien - kuten esimerkik­

si lammonjohtavuus - suhteen . ) Voidaan osoittaa, etta isotroop­

pisella kimmoisella aineella riippumattomia ainevakioita on vain 

kaksi . Ns . !~Q!~22EEi~~~-B29~§~-~~!~ tavanomainen esitysmuoto on 
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0 2GE + A(E + Eb+E ) a a a e 

0b = 2GEb + A(E: + E: b+E: ) a e Tea= Gyea (4.2.14) 

0 = 2G E + A(E + E: b+E: ) e e a e Tab Gyab 

tai kaantaen 

1 \) \) 
E: = 0 0b - 0 a E a E E e 

1 
Ybe = Tbe I G 

1 \) \) 

E:b = 0b - 0 - 0 
E E e E a 

1 (4.2 . 15) Yea = T G ea 

1 \) \) 
E: = 0 - 0 0b I e E e E a E 

1 
y ab = T . G ab 

Tass a E ( [ E] Pa) on ns. ~~~9~~~~Q~~ (engl. Young's modulus) 1 

\) 

G 

( [ \) ] 

( [ G] 

-) on ns. €Q~~~2~~~-~~b9§ (engl. Poisson's ratio) 1 

= Pa) on ns . !~~~~~~~~Q~~ (engl. shear modulus) ja 

A ([A J = Pa) on ns. ~~~~~-E~E~~~E~· (Myos suure G varustettu­

na usein merkinnalla ~ kulkee nimella Lamen parametri.) Kuten 

todettiin 1 aina vain kaksi ainevakiota on riippumatonta ja suu­

reiden E 1 v, G ja A valille voidaan kirjoittaa lahes lukematon 

maara erilaisia yhteyksia kuten esimerkiksi 

G 
E 

2(l+V) 

A = 2Gv 
l-2v · 

) (4 . 2 . 16) 

Matriisi [D] on siis isotrooppisella aineella kaavojen (4.2.14) 

perusteella seuraava 

2G+A A A 0 0 0 

2G+A A 0 0 0 

2G+A 0 0 0 
[ D] = (4 . 2.17) Symmetrinen G 0 0 

G 0 

G 



Esimerkki 4.2.1 

I b 

4 . 2 . 9 

Vakioiden E, v jaG fysikaal inen merkitys. Kuvan (a) pis ­
tevi ivoitus esittaa isotrooppi­
sesta kimmoisesta aineesta olevaa 
suorakulmaisen suuntaissarmion 

0 a ~---------~ 

muotoista kappaletta alkutilas­
saan. Kappaleen sarmien pituu­
det ovat la, lb ja lc. 

(a) 

Kappaleeseen synnytetaan ns. 
yksiaksiaalinen jannitysti la, 

lb( 1-VE:a) jossa esimerkiksi komponentti 

a 

aa * 0 ja kaikki muut jannitys ­
komponentit ovat noll ia. Tal ­
lainen jannitystila syntyy mm. 
sauvamaisissa rakenteissa, kun 
niita rasitetaan sauvan suuntai ­

Kaavojen (4.2.15) perusteella vastaavat 
sesti (esimerkiksi vetokoe). 

suhteelliset venymat ovat 

E a 

ja 1 iukukulmat ovat noll ia. 

-vE 
a 

E 
c 

-vE 
a 

(a) 

Kuvan (a) ehja vi iva esi ttaa kappaleen saamaa vastaavaa uutta muotoa 
1 i ioiteltuna, kun normaal ijannitys aa on positiivinen. Kappaleen sarmien 
uudet mitat ovat siis pienten siirtymien teorian mukaan la(1+Ea), lb(1 -vEa) 
ja lc(1-vEa). Teoreettinen termodynaaminen tarkastelu asettaa kimmokertoi -
men E ja Poissonin suhteen arvoille rajoitukset[3.1, s. 293] E > 0 ja 
-1 < v < 1/2. Edell inen ehto vastaa intuition antamaa kasitysta, silla 
tuntuuhan luonnoll iselta, etta jannitys synnyttaa itsensa kanssa samansuun ­
taisen venyman eika vastakkaissuuntaista . Poissonin suhteen arvon on to­
dettu kokeellisesti olevan valilla 0 < v < 1/2. Aineita, joilla v:n arvo 
olisi negatiivinen, ei siis ole havaittu. Metalleilla tyypillinen v:n 
arvo on luokkaa 0 , 3. 

Kuvassa (b) askeinen kappale on asetettu ns. puhtaan leikkausjanni tysti-

b 

a 

(b) 

lan alaiseksi, jolloin esimerkiksi T =Tab= 
Tba * 0 ja kaikki muut jannityskomponentit 
ovat noll ia. Tallainen jannitystila syntyy 
esimerkiksi (aina paikallisesti) ohutseina­
maisen sylinteriputken vaannossa. Kaavojen 
(4.2.15) perusteella havaitaan, etta liuku-
kulma 

(b) 

ja kaikki muut muodonmuutoskomponentit havi ­
avat. Jalleen termodynami ikka ja myos koke­
mus osoittaa, etta 1 iukukertoimen G arvon 
t u 1 ee o 1 1 a po s i t i i vi n en . 

Jos operoidaan vastaavasti kuin kohdassa 3.4 . 3 deviaatiojanni ­

tyskomponenttien a:, ab, a~, Tbc' Tea' Tab avulla, jolloin 



a a - p + a* a ab = - p + ab , -p + a* c 

ja 

p 
l - - (a +a +a ) 3 a b c 

kaavat (4.2.14) voidaan kirjoittaa seuraavasti 

a* 2G s 2 
G(s + s b+ s ) = 3 a a a c 

a* 2Gs b 
2 

G( s +sb+ s ) = -b 3 a c 

a* 2Gs 2 
G( s + s b+s ) c c 3 a c 

ja 

p = - K( s +s b+ s ) , ·· a c 

jossa kerroin 

E 
3 (l - 2v) 

;\(l+v) 
3v 

'ca = Gy ca 

'ab Gy ab 

4 . 2 . 10 

(4 . 2 . 18) 

(4.2.19) 

(4 . 2 . 20) 

(4 . 2.21) 

(4 . 2 . 22) 

-+ -+ 
Kohdassa 4 . 3 osoitetaan, etta suure EV - s a+ Eb + Ec = V·u 

ns . dilataatio - esittaa ainealkion suhteellista (pienta) tila ­

vuudenmuutosta. Taten kerroin K on juuri kaavassa (4.2 . 5) aikai ­

semmin esiintynyt puristuvuuskerroin kimmoista isotrooppista ai ­

netta koskevana. (Tarkemmin siis kaava (4 . 2 . 21) voidaan ensin 

kirjoittaa muodossa p = - K(V- V0 )/V0 ja koska K on vakio, differen­

tiointi antaa tuloksen dp = - KdV/dV0
.) 

Jotkin aineet kuten esimerkiksi tietyt kumit ja huokosnesteen 

tayttama maapera (nopeiden kuormitusvaihtelujen alaisena) kayttay­

tyvat miltei kokoonpuristumattomina eli niilla sv ~ 0 . Tall6in 

puristuvuuskertoimen K arvo tulee suureksi, koska kaavassa 

(4.2 . 21) kirjoitettuna muodossa p = -Ksv pienetkin dilataation 

EV arvot vaativat vastaavasti suurta paineen arvoa . Joskus kiin­

teillakin aineilla kaytetaan taysin ~2~22~2~~!§~~~~~~2~~~ (engl. 

incompressible) aineen mallia ja asetetaan rajoite EV = 0 . Puris ­

tuvuuskertoimen arvo lahestyy tall6in periaatteessa aaret6nta ja 

kaava p = - Ks v antaa paineelle p epamaaraisen arvon -oo. o (vrt . 
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kohta 2.3.1). Paine on siis nyt rajoitevoima (voima yleistetyssa 

mielessa) . Taysin kokoonpu r istumattoman aineen malli on luonnol ­

lisesti todellisuude n vastainen , koska havaintojen mukaan kaikki 

aineet puristuvat enemman tai vahemman kokoon paineen vaikutuk­

sesta . Kokoonpuristumattoman aineen malli rikkoo todellisuutta 

kuitenkin lievemmin kuin jaykan kappaleen malli, jossa rajoitteet 

ovat {E} = {0} . Kaikki jannityskomponentit tulevat talloin rajoi ­

tevoimiksi, eika niita pystyta edes maarittamaan, joten sisaisten 

jannitysten kasittelyssa jaykan kappaleen malli on kayttokelvoton. 

Kokoonpuristumattoman kimmoisen aineen mallissa sen sijaan myos 

rajoitevoima paine pystytaan maarittamaan tavanomaisten reunaehto ­

jen yhteydessa yksikasitteisesti. 

Kaavoista (4.2 . 22) havaitaan, etta kokoonpuristumattomalla kim­

moisella isotrooppisella aineella v = 1/2 ja ~ + oo. Samoin havai ­

taan kaavojen (4 . 2 . 20) ja (4.2 . 21) avulla, etta vallitsevat 'janni -

tys-venymayhteydet ovat 

a -p + 2GE Tbc = Gybc a a 

ab -p + 2GEb T = Gy ca ca (4.2.23) 

a = -p + 2G E T ab = Gyab c c 

ja paineelle ei ole konstitutiivista lakia. 

Jos kappaleessa on alkutilassa, jonka suhteen siirtymat ja muo ­

donmuutokset mitataan, ~1~~j~~~!tY~§~~ (engl. initial stress) 

a~, ... ja jos kappale saa lisaksi ns . ~1~~~~QSQ~~~~EQ~§~~ eli 

alkuvenymia (engl . initial strain) E0
, ••• muiden syiden kuin jan-a 

nitysten muutosten a - a0
, ••• johdosta, kaava (4.2 . 10) yleiste­a a 

taan muotoon 

(4.2 .2 4) 

jossa { E0
} ja {a0

} ovat alkumuodonmuutoksista ja alkujannityksis­

ta muodostetut pystyvektorit . Esimerkiksi maapera- ja kalliome­

kaniikassa alkujannitysten vaikutus on yleensa huomattava . Alku­

jannitykset ovat syntyneet monimutkaisten geologisten prosessien 

tuloksena ja niiden suuruutta ei tiedeta ilman mittauksia. Taval -
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lisin alkumuodonmuutosten aiheuttaja on lampotilan muutos 6T 

T- T0 alkutilan suhteen . Isotrooppisella aineella talloin 

(4.2 . 25) 

jossa a on pituuden lamp0tilakerr oin (vrt . kaava (4 . 2 . 7) . On huo ­

mattava, etta ~b~~~~232D~~~~Q~~!b!3_i~I~2!i~i~~~-i~§§~-~~22~1~~§­

~~-~IE2!~~~~~§~-~j~i~!!~DL-Y~29~~L-~~~~-~!~~j~DD~iY~i~D-~!~!§~~~ 
2~~Y~D -~~D~~!~~2~-~~2~2~~~~Q~~~~' eika itse kappaleeseen esimer ­

kiksi lampotilan muutoksen johdosta syntyvia lopullisia muodonmuu ­

toksia. 

Lausekkeen (4 . 2 . 24) oikeellisuus ymmarrettaneen seuraavan tar­

kastelun avulla. Kaava (4.2 . 10): {0} = [D]{ £ } ilmaisee jannityk­

sen ja venyman valisen riippuvuuden tavallaan muodossa: {£} on 

syy j a {0} on seuraus. Kaanteinen muoto { £} = [ D] - l { 0} (vrt . 

kaavat (4.2 . 15)) on luontevampi, koska se pitaa jannitysta syyna 

ja venymaa seurauksena. Pidetaanhan rakenteiden mekaniikassakin 

tavallisesti analogisesti voimaa syyna ja siirtymaa seuraksena 

eika kaantaen . Jos ainealkiossa on alkutilassa alkujannityksia, 

venymat aiheutuvat jannitysten muutoksista {0} - {0°} ja siis venyma 

= [DJ - 1 ({0} - { 0 °}) . Jos ainealkio saa lisaksi alkuvenymia { £ 0 } 

esimerkiksi lampotilan muutoksen johdosta, alkion kokonaisvenyma 

on lineaarisessa teoriassa naiden kahden osuuden summa eli 

-1 . 0 0 
{£} = [D] ({0}-{0 }) + { £ } • (4 . 2 . 26) 

Kertomalla tama yhtalo puolittain vasemmalta matriisilla [D] ja 

jarjestelemalla termeja paadytaan yhteyteen (4 . 2 .2 4) . 

Isotrooppisella aineella kaavat (4 . 2 . 14) ja (4 . 2 . 15) laajene­

vat muotoihin 

(4.2 . 27) 

ja 
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1 0 \) 0 \) 
(a - a 0

) 
0 E = (a - a ) - (ab- ab) - + E a E a a E E c c a 

(4 . 2 . 28) 
1 0 

Ybc = (Tbc - Tbc) G 

0 0 0 
Isotropian johdosta on siis otaksuttu, etta ybc Ye a= Yab = 0 . 

Jos kaavassa (4 . 2 . 24) asetetaan a1kujannitykset no11iksi ja 

tarkaste11aan vain 1ampoti1an muutoksesta johtuvia a1kumuodonmuu­

toksia mer kiten 

(4 . 2 . 29) 

jossa pituuden ja 1iukuman 1ampoti1akertoimet on koottu pys~yvek­

toriin 

(4 . 2.30) 

saadaan yhteys 

(4.2.31) 

Tama on tavanomainen ns . yleistetty Q~g~~~~=~~~~~~~ muoto Hooken 

laista [3.1, s. 290] matriisimerkinnoin esitettyna. Se kuvaa ns . 

~~~~~~~~§~~- i§~~2~~~2~~Qf~~~ (engl . linear thermoe1asticity) 

tai 1yhyemmin lampojannitysteorian konstitutiivisia yhteyksia . 

Isotrooppisella aineella voidaan kirjoittaa 

{a} = {m}a , (4 . 2 . 32) 

joss a 

{m} = [1 1 1 0 0 O]T . (4 . 2 . 33) 

Kaava (4.2 . 31) saa talloin muodon 

{a} = [D]({ E} - {m}a(T- T0
)) (4 . 2 . 34) 
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eli yksityiskohtaisemmin 

= 2G[ E -a (T- T0
)] + A[ E + Eb+ E - 3a(T- T0

)] 1 a a c 

(4.2.35) 

Paineelle saadaan lauseke (vrt. kaava (4 . 2 . 21)) 

(4 . 2.36) 

Yhteytt~ (4.2 . 31) sovelletaan Hooken lain (4 . 2 . 10) sijasta 

tapauksissa 1 joissa lampotilan muutosten tiedet~~n olevan oleel ­

lisia; esimerkiksi hoyrykattilan seinamass~ vallitsevien j~nni­

tysten m~~rittaminen . Jos lampotilajakauma T(~0 1 t) otaksutaan 

tunnetuksi (tavallisesti se voidaan nimittain ma~ritta~ erikseen 

lammonjohtumistehtavan avulla) 1 yhteyden (4 . 2 . 31) k~ytto on suo­

raviivaista . Tarkemmassa - harvoin tarvittavassa - tarkastelus ­

sa k~sittely vaikeutuu 1 koska kuormitusten johdosta syntyv~t muo ­

donmuutokset aiheuttavat myos lampotilan muutoksia ja mekaanisen 

ja termisen probleeman valilla esiintyy kytkent~~ . Kaava (4.2.31) 

( tai viela yleisemmin kaava ( 4 . 2. 24 )) on siis talloinkin edelleen 

k~vtett~viss~. Kaavan ainevakiot eivat nyt riipu prosessista; 

vrt . kaavaan (4 . 2 . 10) liittyva teksti . (Ainevakiot voivat kyll~­

kin riippua edelleen alkulampotilasta T0
. ) 

~~2~~~~~~ -!· Edell~ j~nnitys -venymayhteytta on tarkasteltu pien­

ten siirtymien teorian kannalta siten 1 etta esimerkiksi yleiste­

tyss~ Hooken laissa (4 . 2.10) {o} liittyy Eulerin eli Cauchyn jan­

nitykseen ja { E} insinoorivenymaan . Hooken laki voidaan esittaa 

kuitenkin yleisemmin suurten siirtymien teoriaan liittyen (edel ­

leen lineaarisena) muodossa 

(4 . 2 . 37) 

jossa 
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j (4.2.38) 

Pystyvektorit {Po} ja {gE} ovat vastaavasti toisen Piola ­

Kirchhoffin jannitystensorin (ks . kohta 4 . 4 . 2) ja Green- Lagrangen 

venymatensorin matriisivastineita. Todettakoon, etta yleistetyn 

Hooken lain (4.2.10) tai yhteyden (4 . 2 . 37) yleinen koordinaatis ­

tosta riippumaton muoto on yhtalo, jossa jannitys - ja venymaten­

sorin valisen riippuvuuden ilmaisee neljannen kertaluvun tensori 

- matriisin [D] vastine. 

Huomautus 2. Tehdaan eraita matriisimerkintoihin liittyvia huo -

mautuksia. Voisi tuntua luontevalta esittaa toisen kertaluvun 

tensori - kuten venyma ~ - karteesisessa suorakulmaisessa koor­

dinaatistossa aina 3 x3 matriisina [ E] kuten on tehtykin mm. kaa­

voissa (3 . 3.39) . Kuitenkin juuri elementtimenetelmaan liittyvas­

sa kirjallisuudessa (tassa on pyritty noudattamaan mahdollisimman 

pal jon perusteoksen [ 4. 3] merkintoja) on tavallisempaa kirjata ve -· 

nymakomponentit 6xl matriisiksi { E} kuten on esitetty mm. kaavas s a 

(4.2.11). (Jos kyseessa olisi yleinen toisen kertaluvun tensori eika 

symmetrinen ~-tensori, matriisin kooksi tulisi 9 xl.) Syy tahan 

jalkimmaiseen valintaan on lahinna seuraava. Elementtimenetel ­

massa toimitaan jatkuvasti tyon tyyppisten suureiden kuten virtu ­

aalinen tyo, differentiaalinen tyo jne . kanssa . Esimerkiksi jan­

nitysten tekema virtuaalisen tyon lauseke on pienten siirtymien 

teoriassa (vrt. kohta 4.9.1) 

3 3 

f +-+ +-+ 0 f ~wint = - o:8EdV = - 2: 2: 
i=l j=l 

0 
0 . • 8E .. dV 
lJ lJ 

(4.2.39) 

jossa jalkimmainen muoto patee karteesisessa suorakulmaisessa 

koordinaatistossa. (On kaytetty indeksimerkintoja vastaavaan 

tapaan kuin kaavassa (3.3.45) .) Kahden toisen kertaluvun tenso ­

rin muotoa (+-+): () oleva tulo on skalaar i eli nollannen kertalu­

vun tensori eli ns . §~~!~~E~~~!Q (engl. scalar product, double­

dot product) [3 .1, s. 35]. 

Termin EEa . . 8E. . esittaminen 3 x3 matriisien [o] ja [ E] avulla 
lJ lJ 

tulisi kompeloksi . Jos sen sijaan numeroidaan [o]- ja [ E] - mat-

riisien alkiot mielivaltaisessa jarjestyksessa (mutta kummassakin 
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matriisissa vastaavalla tavalla) yhdesta yhdeksaan ja muodoste ­

taan 9xl matriisit {o} ja { E} , kaavan (4 . 2 . 39) sijasta saadaan 

selvasti yksinkertainen lauseke 

(4.2 . 39') 

(Huomautettakoon, etta termi {o}To{ E} on skalaari eli lxl matriisi, 

joten sen arvo ei muutu transponoitaessa . ) Koska [o] - ja [E]-mat­

riisit ovat symmetrisia, riittaa kuitenkin, etta numeroidaan vain 

matriisien kuusi riippumatonta alkiota ja saadaan siis 6x l matrii ­

sit {o} ja { E} . Koska lausekkeen (4 . 2.39) ei-diagonaaliset ten­

sorikomponenttiyhdistelmat kuten o 12 oE 12 ja o 21 oE 21 esiintyvat 

aina kahteen kertaan, taytyy matriisien {o} ja {E} tietyt alkiot 

maaritella valttamatta ei-tensorikomponenteiksi. Tavallisin va­

linta on se, etta {o} :n alkiot otetaan tensorikomponenteiksi, 

jolloin alkioiden o 23 , o 31 ja o12 {E}:n vastinalkiot tulevat ole­

maan 2E 23 , 2E31 ja 2E 12 (vrt . esitys (4 . 2.11) ja (4.2.38)). 

Kaavalla (4.2 . 33) maaritelty apumatriisi {m} tulee esiintymaan 

useissa eri yhteyksissa. Se on lahinna eraanlainen tensorilasken­

nan Kroneckerin deltan o .. vastine. Tietyn toisen kertaluvun 
lJ 

tensorin kuten ~ ns . j~~~! (engl . trace) saadaan karteesisessa 

suorakulmaisessa koordinaatistossa lausekkeena 

+-+ 
tro = 

3 
E 

i==l 
a .. = 
ll 

3 3 
E E 

i==l j==l 
a .. o .. 
lJ lJ 

Matriisimerkinnoin vastaava tulos syntyy kaavan 

+-+ T T tro == {m} {o} == {o} {m} 

(4.2 . 40) 

(4.2 .4 0') 

avulla . Samoin lausekkeen (3.4 . 17) mukainen paine on siis esitet­

tavissa muodossa 

1 +-+ 1 T p == - 3 tro == - 3 { m} { a } • (4.2.41) 

Jannitystilan esitys isotrooppisena paineosana ja deviaatio - osana 

on tensorein muotoa 
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~ = -pi + ~ * ( 4 . 2 . 4 2) 

++ jossa I on yksikkotensori . Matriisein voidaan kirjoittaa vastaa-

vasti esitys 

{cr} = - {p} + {cr*} , (4.2 . 42') 

jossa 

{p} = [p p p 0 0 O]T {m}p 

} (4 . 2 . 43) 

Lampokapasiteetti . Aineen ns. Q~~~~~~~~E~~~E~~~~~~~~~ (engl . 

specific heat capacity) c ([c] = Jkg - lK- l) maaritellaan kaav~lla 

(4 . 2 . 44) 

jossa ~WQ on tietyn ainemaaran saama differentiaalinen lampo, dT 

on vastaava lampotilan muutos ja m ko. ainemaaran massa . Koska 

lampo ei ole tilasuure, differentiaaliselle lammolle on kaytetty 

tunnusta "d.vv
0 

(kirjallisuudessa yleensa d' Q tai dQ) . Suureen c 

arvo r11ppuu prosessista. Kaytossa ovat tavallisimmin isobaari­

seen prosessiin liittyva ns. Q~~~~~~!~~p~~~E~~~~~~~~~-~~~~QE~~ ­

~~~~~~ cp seka isokooriseen prosessiin liittyva ns . Q~~~~~~~~p~­

~~E~~~~~~~~~-~~~~2~~!~~~~£~~~~ (tai siis vakiotiheydessa) cv . 

Kiinteilla aineilla suureen cv tilalle tulee tarkemmin ottaen 

suure c eli ominaislampokapasiteetti vakiomuodonmuutostilassa. 
E 

Lampokapasiteetti esiintyy aineiden sisaenergioiden lausekkeis-

sa lampotilan muutoksiin liittyvissa termeissa. Suureiden cp ja 

cv valista riippuvuutta tarkastellaan kohdassa 5 . 2 . 

Sisaenergia. Otaksutaan kaavan (4 . 2 . 24) mukainen jannitys- venyma­

yhteys siten, etta alkuvenymat johtuvat vain lampotilan muutoksista: 

(4 . 2 . 45) 

(Sarna yhteys seuraa kaavasta (4 . 2 .3 1) taydentamalla sita alkujan­

nityksien osuudella . ) Talloin piente n sii r tymien teoriaan liitty-
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va, +-+ lineaarisesti kimmoisen aineen ominaissisaenergian e = e(E,T) 

lauseke on muotoa 

(4 . 2 .4 6) 

Tassa tunnus 0 viittaa arvoihin alkutilassa ja {a} = 
+-+ +-+ 

{a (o,T)} olo=oo,T=To cE = cE (E,T} jt"=(},T=To . Alaviitteet o ja E 
tarkoittavat, etta lampotilakertoimet liittyvat vakiojannitysti-

laprosessiin ja ominaislampokapasiteetti vakiomuodonmuutosproses ­

siin. Lauseke (4 . 2 . 46) on saatu approksimoimalla vapaan energian 
+-+ 

lauseketta E:n ja T:n suhteen sopivasti katkaistulla Taylorin 

sarjalla vastaavaan tapaan kuin mita on esitetty lahteessa [~.6, 
+-+ 

s. 116]. (Huomautettakoon, etta jos suureita E ja T pidetaan 
+-+ riippumattomina tilamuuttujina, {a} = {a(E,T) }. Koska kuitenkin 

yhteys (4.2.45) eli {o} = {o(t,T) antaa kaannettyna {E} = 

{E(cr,T)} voidaan myos kirjoittaa {a}= {a(d,T)}.) 

Yleensa ei olla kiinnostuneita itse suureesta e vaan sen muu ­

toksista jossain prosessissa. Lausekkeen (4.2 . 46) differentiointi 

antaa ensin (ks. huomautus 3) 

de 

+ c T dT . 
E To 

(4 . 2 . 47) 

Suorittamalla approksimointi T/T0 ~ 1 ja kayttamalla lisaksi hy­

vaksi kaavaa (4.2.45) saadaan lopuksi tulos 

l ({o}+[DJ{a}T)Td{E} + c dT 
0 E 

de (4.2 . 48) 
p 

Jos kyseessa on vakiomuodonmuutosprosessi, d{E} = {0}, ja kaa­

va (4 . 2.48) yksinkertaistuu muotoon 

de = edT , (4 .2. 49) 
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kun viel~ j~tet~~n viite E pais . Esitys (4.2 . 49) on hyvin tavan ­

omainen - myos hieman muotoaan muuttavien kappaleiden yhteydess~ 

kirjallisuudessa esiintyv~ approksimaatio. 

Esimerkki 4.2.2 Ominaissisaenergian muutos. Tarkastellaan kiintealle ai­
neelle ja nesteelle esitettyjen lausekkeiden (4.2.48) ja (5 . 2.35) val ista 
yhteytta. 

lsotrooppiseen ki inteaan aineeseen syntyy isotrooppisen jannitysti ian 
(muodonmuutosti lan) johdosta isotrooppinen muodonmuutostila (jannitystila). 
Tal loin ki intean aineen vasteen tulee ol la samanlainen kuin nesteen, koska 
deviaatiojannitykset haviavat. (l<iintea ainee 11 luulee olevansa 11 neste.) 

lsotrooppisessa jannitys- ja muodonmuutosti lassa 

{a} = -{p} = -{m}p (a) 

ja 

{E} = {m}E , (b) 

jossa Eon suhteellisen venyman arvo (vakio suunnasta riippumatta). Taten 
kaavan (4.2.48) termi 

T T 
{a} d{d = ( -{m}p) {m}dE T -p{m} {m}dE 

l 
l 

-p[l I I 0 0 0] 6 dE 

0 

-p3dE 

0 

(c) 

(On kaytetty hyvaksi yhteytta EV = E + Eb + E = 3E, joten dEV 3dE.) 
Lasketaan seuraavaksi kaavan (4.2~48) termic([D]{a}T)Td{E}. l<immoisuu­

den ja lampolaajenemisen suhteen i sotrooppiselle aineelle saadaan (ks. kaa ­
vat (4.2.17), (4.2.32) ja (4.2.22)) 

[D]{a}T = [D]{m}aT 

t-

2G+A A A 0 0 0 

A 2G+A A 0 0 0 

A A 2G+A 0 0 0 
aT 

0 0 0 G 0 0 0 

0 0 0 0 G 0 0 

0 0 0 0 0 G 0 



T ~Hen term i 

2G+3>.. K 

2G+3>.. K 

2G+3>.. aT 3 
K aT . 

0 0 

0 0 

0 0 

T ( [ D ]{ a}T) { m} dE 

3[1< K K 0 0 O]aT 

l 
1 
1 

0 
0 
0 

Kaava (4.2 . 48) saa si is ensin muodon 

de= 
0 

(-pdEV+31<aTdEV) + cEdT 
p 

Koska viela EV (v- Vo)/Vo ~ - (p-po)/po (k k (4 2 2)) s. aava . . , 

_ie_ 
0 

p 

ja kun merkitaan kaavan (4.2.8) mukaisesti 

y = 3a 

paadytaan lausekkeeseen 

de = (p-TKy) _l_ dp + c dT 
(po)2 E 
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(d) 

(e) 

(f) 

(g) 

(h) 

( i ) 

Tama oh indeksien tarkennusta vaille identtinen lausekkeen (5 . 2.35) kanssa . 

Huomautus 3 . Olkoon esimerkiksi matriisitulon [D) = [A] [B)[C) 

tekijamatriisien alkiot tietyn muuttujan t funktioita. Matriisi ­

tulon maaritelman perusteella voidaan osoittaa, etta derivoinnin, 

differentioinnin ja varioinnin suhteen patevat tavanomaisen nakoi -
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set laskusaannot kuten 

d[A] [B][C] +[A] d.[B] [C] + [A][B] ~lfl 
dt dt dt ' 

d[D] d[A] [B] [C] + [A]d[B] [C] + [A] [B]d[C] (4 . 2 . 50) 

o[D] o[A] [B] [C] + [A] o[B] [C] + [A] [B] o[C] 

Matriisien yhteydessa on lisaksi vain rnuistettava sailyttaa teki ­

joiden keskinainen jarjestys rnuutturnattornana, koska rnatriiseille 

ei pade tulon vaihdantalaki . 

Tarkastellaan erityisesti kohdassa L.2.1 esitettya neliornuotoa 

f = {x}T[A]{x}, jossa [A] on syrnrnetrinen vakiornatriisi . Talloin 

siis 

df = d{x}T[A]{x} + {x}T[A]d{x} 

= 2d{x}T[A]{x} = 2([A]{x})Td{x} = 2{x}T[A]d{x} . (4.2.51) 

Vastaavasti lineaarirnuodolle f = {A}T{x} = {x}T{A}, jossa {A} on 

vakio, saadaan 

(4 . 2 . 52) 

Kaavoja (4 . 2.51) ja (4.2.52) on sovellettu lauseketta (4 .2.4 6) 

differentioitaessa. 

Larnrnonjohtavuus. Ylivoirnaisesti yleisin larnrnonjohturnisen yhtey­

dessa kaytetty konstitutiivinen rnalli on ns. f2~~~~~~~-!~~~jQQ­

t~~~~1~~~ (engl. Fourier law of heat conduction). Siina otaksu­

taan, etta larnrnonjohturniseen liittyva larnpovuovektori (rajoitu­

taan pienten siirtyrnien teoriaan) 

-+c 
q (4.2 .5 3) 

ja larnpotilan gradientti 



-+ 
V'T = aT 

a a 

riippuvat toisistaan lineaarisesti: 

fr ~ -k· (1/T) ·I 
Tassa k on ns . 

{ qc} c 
[ qa 

c c T 
qb qc] 

{1.7} a [a-a a a T 
ab a-c-J 

T 
{V'}T [aT aT ~!J 

aa ab ac 

kayttaen kaavan (4.2.55) vastine on 

Eq~: -~3 
eli 

c K: kab k aT 
qa a a ac a a 

c 
kba kbb kbc 

aT 
qb = ab 

c k kcb k 
aT 

qc ca cc ac 

eli viela 

c -(k aT 
+ kab 

aT + k aT) 
qa a a a a ab ac ac 

c - (k aT 
+ kbb 

aT 
+ kbc 

aT) 
qb ba a a ab ac 

c _ _ ( k aT k aT k ~!) 
qc - ca aa + cb as + cc ac 

4.2 . 22 

(4 . 2 . 54) 

(4 . 2 . 55) 

Matriisimerkintoja 

(4 . 2 . 56) 

(4 . 2.55') 

(4.2 . 55") 

(4.2.55"') 

Termomekaniikan keinoin voidaan osoittaa [2.6, s. 75], etta lammon­

johtavuusmatriisi [k] on ~~§~E~~§~ ja E2~~~~~y~~§~~~-9§~~~~~~~~· 
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vuuksiksi (engl . thermal conductivity) . Lammonjohtavuuksien ar-

vot riippuvat yleensa ainakin vallitsevasta lampotilan arvosta : 

k=k(T). 

Koordinaattiakselien suunnat voidaan valita aina kussakin pis­

teessa vahintaan yhdella tavalla siten, etta lammonjohtavuusmat ­

riisista tulee diagonaalinen: 

[k] = ~a ~b ~J (4 . 2 . 57) 

Vastaavia koordinaattiakselien suuntia nimitetaan lammonjohtavuu­

den paasuunniksi . Patee ka > O, kb > 0, kc > 0 . 

Jos kyseessa on lammonjohtavuudeltaan isotrooppinen aine 

= l,k~ [k] = k[I] ~ 

0 

k 

0 

olipa koordinaattiakselien suunta mika hyvansa. Patee k > 0 . Tal ­

loin kaavat (4 . 2 . 55) ja (4 . 2 . 55''') yksinkertaistuvat muotoihin 

-+c 
q 

eli 

- k{ \l }T 

eli 

c = - k aT 
qa aa ' 

c aT c 
qb = - k ab ' qc - k aT 

ac . 

(4 . 2 . 59) 

(4 . 2 . 59') 

(4 . 2 . 59") 

Lampovuovektorin suunta on talloin samansuuntainen lampotilan voi ­

makkaimman alenemissuunnan kanssa . 

Ainevakioita . Taulukkoon 4 . 2 . 1 on keratty sekalaisista lahteis ­

ta joitakin ainevakioiden summittaisia arvoja . Esimerkiksi lam ­

monjohtavuud e t riippuvat melko voimakkaasti vallitsevasta lampo­

tilasta ja taulukon luvut on esitetty tassa lahinna vain anta -
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ma an kuvaa eri aineiden ominaisuuksie n k e skinai s ist a suht e ista . 

Tau1ukko 4 . 2 . 1 Eraide n kiinte ide n aine ide n ominaisuuk s ia . 

p a cp k E I \) 
I 

I Ain e - 3 - 1 Jkg- 1K - 1 - 1 - 1 kgm K Wm K GPa -

A1umiini 2700 23 • 10 - 6 880 210 70 0,3 

Kupar i 8900 17 . 390 390 80 0,3 

Teras 7800 I 12 · 470 45 210 0,3 

Betoni 2000 14 · 88 0 1,3 30 0,1 2 

Lasi 2500 9 • 750 0,7 60 0, 25 

Korkki 200 1900 0,05 

I Jaa 92 0 50 • 2100 2, 2 
l 



4 . 3 . 1 

4 . 3 Massan sailyminen 

Jatkuvuusyhtalo . Kappaleen massa hetkella t on kaavan ( 3 . 4 . 2) 

c,z 

b,y 

a, x 

Kuva 4 . 3 . 1 Kappaleen liike . 

mukaisesti (kuva 4 . 3 . 1) 

(4 . 3 . 1) 

Lagrangen esityksessa kaikki suureet referoidaan alku- eli refe ­

renssitilan suhteen ja integrointi suoritetaankin kappaleen alku ­

tilassa ottaman kiintean avaruuden osan V0 ylitse . Alkutilassa 

( t = t 0
) 

(4.3 . 2) 

0 jossa p (a,b,c) on siis tiheys alkutilassa (yleensa annettu suu -

re) . Muunnetaan integraali (4 . 3 . 1) matematiikassa esitetylla ta ­

vanomaisella tavalla [3.3, s.Sl] muuttujissa a, b ja c lausutuk­

si integraaliksi . Muunnoksen valittavat yhteydet (3 . 3 . 2) . Saa ­

daan 

m Jv p (x ,y,z,t)dV 

= J p [ x (a , b, c , t) , y (a, b, c , t) , z (a , b, c , t) , t] J d V0 
, 

vo 
(4 . 3 . 3) 



jossa 

J(a,b,c,t) 
a (x, y 1 z) 

- d (a,b,c) - det[::oJ 

ax ax ax 
.a-a ab ac-

- det Cly Cly .§X 
det = Cla (lb Clc 

Clz Clz Clz 
a-a aE ac-

au au au 
1+-~ a a 

(la ab Clc 

Club Club Club 
1+31) (la (lc 

au au au c c 1+____£ 
Cla 31) Clc 

Suure J on ns. Jacobin funktionaalideterminantti. 

4.3.2 

(4.3.4) 

Kaavojen (4 .3.2) ja (4 . 3.3) perusteella (asetetaan m(t0
) = m(t)) 

(4.3.5) 

Koska taman yhtalon tulee patea myos jokaisen alueen v0 osa-alueen 

suhteen, seuraa tasta ainekoordinaat·eissa lausuttu massan sailymi­

sen periaatteen paikallinen muoto eli ns. i~~~~y~~~y~~~b~ (engl. 

equation of continuity, continuity equation) 

(4.3.6) 

Nimitys jatkuvuusyhtalo ei liene erityisen onnistunut, vaikka se 

onkin - ehka lyhyytensa vuoksi - laajasti kaytossa etenkin nes­

temekaniikassa. 

Kaavojen (4.3 .5) ja (4.3.6) valisen askeleen suorittamista on 

syyta tarkastella huolellisemmin erikseen yleisessa muodossa, kos­

ka vastaava ajattelu tulee toistumaan jatkossa yha uudestaan. 

Olkoon kysymyksessa yleinen jotain kappaletta koskeva globaa­

linen muoto 



f 
f(a,b,c,t)dV0 = 0 , 

vo 

4. 3 . 3 

(4.3.7) 

jossa integrandi f on paikan suhteen i~~~~y~ funktio ja voi viela 

riippua ajasta (edella f = p0 
- pJ) . Jos yhti:ilo (4. 3. 7) patee 

jokaisen alueesta V0 valitun osa-alueen 6V0 suhteen eli jos 

(Vaikka jokin tulos J fdV0 = 0 on siis kirjoitettu ensin tietyl -
vo 

le kappaleelle, muistetaan, etta mekaniikan aksioomat patevat mie -

livaltaiselle kappaleelle ja siis myos jokaiselle alkuperaisesta 

kappaleesta valitulle osakappaleelle.) 

f fdV = 0 , 
6V0 

seuraa tasta paikallinen muoto 

f = 0 0 alueessa V . 

(4.3.8) 

(4.3.9) 

Todistus perustuu vastaotaksumaan. Olkoon f nollasta eroava ja 

vaikka positiivinen alueen tietyssa sisapisteessa P. Jatkuvana 

funktiona f on ta11oin positiivinen myos pisteen P tietyssa ympa­

ristossa 6V0
, jolloin yhtalon (4.3.8) vasen puoli tulee positiivi­

seksi. Taten vastaotaksuma on vaara . ja yhtalo (4.3.9) on voimas­

sa. Saatu tulos patee myos vektori- tai tensoriarvoiselle funkti­

olle f. 

Huomautettakoon, etta vastaava askel (Jvf(x,y,z,t)dV = 0 ~ 

f = 0 alueessa V) voidaan luonnol1isesti suorittaa analogisena 

myos Eulerin esityksessa. 

Palataan jatkuvuusyhtalon kasittelyyn. Kaava (4.3.6) on melko 

helppo pitaa mielessa seuraavan vaihtoehtoisen johdon avulla. 

Ainealkion massa dm on vakio eli (vrt. kuva 4.3.1) 

joten saadaan ensin tu1os 

Po 
p 

(4.3.10) 

(4.3.11) 

Matematiikasta taas muistetaan, etta Jacobin funktionaalidetermi-
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nantti 

J (4 . 3 . 12) 

Yhdistamalla tulokset (4 . 3 . 11) ja (4 . 3 . 12) paadytaan yhtaloon 

(4.3 . 6) . 

Koska p0 on vakio ajan suhteen, yhtalosta (4 . 3 . 6) saadaan otta­

rnalla aineellinen aikaderivaatta vaihtoehtoinen, joskus esiintyva 

jatkuvuusyhtalon rnuoto (tassa D/Dt = a;at) 

DDt(pJ) Dp J + p DJ = 0 - Dt Dt (4.3 . 13) 

Suureen J = dV/dV0 venyrnakornponenteissa esitetty lauseke saa ­

daan pienten rnuodonrnuutosten tapauksessa suoraan kuvan 3 . 3.2 avul ­

la. Alkion tilavuus alkutilassa dV0 = dadbdc ja deforrnoituneessa 

tilassa alkion sarrnien pituuksien approksirnaatiot ovat (l+gE )da, a a 
(1+ gEbb) db j a (1 +g Ecc) de. Tilavuus voidaan laskea likirnain pi taen 

suuntaissarrniota suorakulrnaisena: dV = (l+gs . ) (l+g s bb) (l +g E )dadbdc. aa cc 
Jattarnalla pienten suureiden tulot pienina pois saadaan siis lo -

puksi 

J (4.3.13) 

eli 

J (4 . 3.14) 

jossa jalkirnrnainen tulos liittyy pienten siirtyrnien teoriaan . 

Jatkuvuusyhtalo on siis pienten siirtyrnien teoriassa 

0 p = p(l+ E +Eb+E ) a c (4.3.15) 

Toisaalta pienten siirtyrnien teoriassa tehdaan norrnaalisti kaikis­

sa yhtaloissa lisaapproksirnaatio 

0 
p = p (4.3 . 16) 

Kaavaa (4.3.15) tarvitaan silloin lahinna vain ns . kokoonpuristu -
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mattomuusehdon yhteydessa. 

Aineen sanotaan olevan kokoonpuristumatonta, jos ainealkion 
0 tilavuus e i muutu eli sen tiheys on vakio eli p = p • Jatkuvuus -

yhtalosta (4 . 3 . 6) tulee talloin ~Q~QQ~E~E~~~~~~~~~~~~~§b~~ 

(4 . 3 . 17) 

joka saa pienten siirtymien teo r iassa muodon 

(4 . 3 . 18) 

eli 

(4 . 3 . 19) 

eli 

Clu Club Clu 
~ + + c 
()a ab Clc 0 . (4 . 3 . 19') 

Matriisimerkintoja kayttaen kaavojen (4 . 3 . 18) ja (4 . 3 . 19) vasti­

neet ovat 

0 

ja 

0 . 

~~Q~~~~~~~~ Edella esiintynyt suure 

eli 

T {m} { c} 

-+ -+ 
1/ • u 

(4 . 3 . 18') 

(4.3 . 19") 

(4 . 3.20) 

on ns . suhteellinen tilavuudenmuutos eli dilataatio (engl . volume 



strain, dilatation = laajenemine n) pienten siir tymie n tapauksessa . 

SilUi. ens innakin kaavojen (4 . 3 . 1 2 ) j a , (4 . 3 . 11) per ust e ella suh­

teellisen tilavuudenmuutoksen EV lause ke on yleisesti muotoa 

dV- dV0 dV = 
0 

- l= E.-- 1 
p 

J - 1 . (4 . 3 . 21) 

Koska taas J : n lauseke on pienten siirtymien yhteydessa kaavan 

(4 . 3 . 14) mukainen, paadytaan siis kaavaan (4 . 3 . 20) . . 
Dilataation Ev muutosnopeus EV = DEv/Dt voidaan esittaa mm . 

muodoissa (vrt . kaavat (4 . 3 . 21) 

DJ 
Dt 

J D p 
p Dt . (4 . 3 . 22) 
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4.4 Liikemaaran tase 

4.4.1 Pienet siirtymat 

cauchyn 1iikeyhta1ot.. Taman esityksen yhteydessa on syyta tarkas­

te11a samanaikaisesti kohtaa 5.4. Liikemaaran taseen periaate saa­

tetiin kohdassa 3.4 Eu1erin esitystapaa vastaavaan muotoon 

( pbdV + ( tdS = gt ( p~dV . 
JV(t) JS(t) JV(t) 

(4.4.1) 

Kun rajoitutaan pieniin siirtymiin, kappa1een deformoitunut geo-

metria ei poikkea sanottavasti a1kuti1an geometriasta (kuva 4.4.1) 

ja siis V(t) ~ V0
, S(t) ~ S0 seka 1i­

/.. 4 o#- ~.;,::...... 0 
I S,S 

\ ~ ' l -+o/ S'· .. ":.-... 1 7 u ......,...,_':';:.~-·~/: 

/ ---
/ b,y 

a,x 

Kuva 4.4.1 Pienet Sllr­
tymat 1iioite1tuina. 

saksi p ~ p0 ku11ekin a1kio11e. (Ja1-

kimmainen yhteys ymmarretaan kaavan 

(4.3.15) perustee11a. Koska sa' Eb ja 

s < < 1, massavoimaa ja 1iikemaaraa c 
1askettaessa ei tehda suurta virhetta 

vaikka asetetaankin p 0 = p • ) Sarno in 

patee ku11ekin a1kio11e x ~ a, y ~ b 

ja z ~c. Taten yhta1o (4.4.1) voidaan 

1ausua va1ittomasti 1ikimaaraisesti 

myos Lagrangen esitystava11a muodossa 

(4.4.2) 

Tassa siis integrandeissa o1evat suureet on ajate1tava nyt muut­

tujien a, b, c ja t funktioiksi (tosin tiheys on nyt vain paikan 

funktio: p0 = p0 (a,b,c)) ja 1isaksi D/Dt = ajat. 

Johdetaan g1obaa1ia yhta1oa (4.4.2) vastaava paika11inen muo­

to. Kasitte1y on tyypi11isesti aina saman1ainen. Ensin muunne­

taan yhta1on termit niin tarvittaessa siten, etta ne kaikki esit­

tavat integraa1eja saman a1ueen y1i. Taman ja1keen paika11inen 

muoto syntyy suoraan integrandeissa o1evia termeja koskevana yh­

ta1ona vastaava11a paatte1y11a, joka esitettiin kohdassa 4.3. 

Kun siirtymat ovat pienia, voidaan Lagrangen esityksessakin 
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toimia riittavalla tarkkuudella Eulerin jannityksen avulla. Ta­

ten kaikki kohdassa 3 . 4 esitetyt jannityksiin liittyvat kaavat 

voidaan ajatella kirjoitetuiksi tassa uudelleen siten, etta tun­

nukset x, y ja z korvataan vain tunnuksilla a, b ja c. Nain ol ­

len pintaintegraali 

(4.4 . 3) 

On sovellettu traktio - jannitysyhteytta (3 . 4.12) ja Gaussin lau ­

seen mukaisia kaavoja (L . 2 . 10) . Kun yhtalon (4 . 4 . 2) oikeaan puo­

leen sovelletaan viela kaavaa ( 3 . 3 . 55) ( f ~ p 0~, p 0 ei ole a-jan 

funktio) , saadaan siis yhtalo 

f 
0~ o f ~t(a) ~t{b) ~t(c) )dVo 

P bdV + (~a - + a + a 
a a~ Clc 

vo vo f PO () t dV0 • ( 4 4 4) d t . . 
vo 

Taten liikemaaran taseen periaatteen paikalliseksi muodoksi tulee 

pienten siirtymien tapauksessa Lagrangen· esitysta kaytettaessa 

yhtalo (vrt . kaava (3 . 3 . 10)) 

(4.4 . 5') 

(Tarkemmin ottaen tulos johdetaan ajattelemalla yhtalo (4.4 . 4) 

ensin kirjoitettuna muotoon f 0 fdV0 = 0, josta seuraa kohdassa 
v 

4.3 esitetylla tavoin yhtalo f = 0 ja sitten termi . - p 0~ oikealle 

puolelle siirtamalla yhtalo (4 . 4.5') .) 

Yhtaloita (4.4 . 5') nimitetaan tavallisesti !~~~~y~~~!2~~~~ 

(tarkemmin Cauchyn liikeyhtaloiden eras muoto, vrt . kohta 5 . 4). 

Liikeyhtaloiden komponenttiesitys on (vrt . kaavat (3 . 4 . 10)) 

0 
p a 

a 1 



0 
p a c 

4 • 4 • 3 

(4.4.5") 

Vastaavasti kuin kohdassa 5 . 4 voidaan johtaa liikeyhtaloiden 

yleinen koordinaatistosta riippumaton muoto 

(4.4.5) 

Matriisimerkintoja kayttaen liikeyhtalot (4.4 . 5' ') voidaan 

viela esittaa mm. muodossa 

0 = p {a} ' (4 .4 ./ 5''') 

jossa siis 

{b} = [b bb b ]T , 
a c 

(4.4.6) 
a 

0 0 0 a a 
a a dC db 

[fa a] 0 a 0 
a 

0 
a 

ab ac a a 

0 0 a a a 
0 ac ab aa 

ja muut merkinnat ovat olleet esilla jo aikaisemmin . 

Liikeyhtaloiden erikoistapauksena saadaan staattisessa tapauk-
-+ -+ 

sessa ~~~~p~~~~Y~1~12~ asettamalla a= 0. 

Edella esitetty johto perustui epahavainnolliseen matemaatti ­

seen manipulointiin. Havainnollisempi vaihtoehtoinen johto syn­

tyy differentiaaligeometrisen tarkastelun avulla . Kuva 4.4 . 2 

esittaa suorakulmaista differentiaaliasta suuntaissarmiota seka 

siihen vaikuttavia voimia . (Siirtymat ajatellaan tassa yhteydes-

sa aarettoman pieniksi, joten alku- ja lopputilalla ei ole eroa . ) 

Olkoon pisteen P0 koordinaatit a, b ja c ja a - akselia vastaan 

kohtisuorilla pinta-alkioilla vaikuttavan traktion arvo pisteessa 

p0 t(a) . Tahkojen 1 ja 2 keskipisteiden koordinaatit ovat vas -
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·-·-~---·"---·--·-···~-----·-~-·--------... __________________ _._ __ _ 

Kuva 4.4.2 A1kion a-akse1ia vastaan kohtisuorassa o1eviin tah­
koihin vaikuttavat pintavoirnat. 

taavasti (a, b+db/2, e+de/2) ja (a+da, b+db/2, e+de/2). Ajatte-

1erna11a traktio t(a) kehitetyksi paikan suhteen Tay1orin sarjaksi 

piste p0 kehityskeskuksena saadaan tahkojen 1 ja 2 keskipist~iss~ 

va11itseviksi arvoiksi 

-+(a) -+ (a) + 
at(a) db + 

at(a) de 
t1 t 

~ 2 ac-- -r 
(4.4.7) 

-+(a) -+ (a) at (a) at (a) db at (a) de 
t2 = t + -- da + 

~ 2 + -- 2 a a ae 

kun rajoitutaan kehite1rn~n 1ineaarisiin terrneihin. (Derivaattojen 

arvot on ajate1tava 1asketuiksi pisteess~ P0
.) Tahkoihin 1 ja 2 

vaikuttavien pintavoirnien resu1tantiksi saadaan siis 1ikirnain 

arvo 

(t (a) -t (a)) dbde 
2 1 

at(a) 
= (aa-- da)dbde = 

(Jt(a) o 
-- dV (Ja (4.4.8) 

Muihin tahkoihin vaikuttavat pintavoirnat (ei esitetty kuvassa 

4.4.2) voidaan k~site11~ ana1ogisesti, joten a1kioon vaikuttavien 

pintavoirnien resu1tantti tu1ee o1ernaan 

(4.4.9) 

jossa on rnerkitty (vrt. kaava (5.4.6)) 



4 0 4 0 5 

(4 . 4 . 10) 

Tassa tarkastelussa on siis myos lauseketta (4 . 4 . 8) laskettaessa 

jatetty korkeamman kertaluvun sarjakehitelmatermeja huomiotta 

(Pintaan vaikuttava voima ei ole yleensa tarkalleen sama kuin 

traktio pinnan keskipisteessa kertaa pinta - ala . ), mutta tasmalli -

sempi tarkastelu osoittaa, etta nama yksinkertaistukset eivat 

aiheuta virheita rajalla, kun da, db ja de + 0. 

Alkioon vaikuttavien massavoimien resultantti 

(4 . 4 . 11) 

Koska tassa taas p0 ja b tarkoittavat ko . suureiden arvoja pis­

teessa P0
, lauseke (4.4 . 11) on yleensa likimaarainen, mutta Virhe 

0 katoaa, kun dV + 0. 

Alkion liikemaara on likimain 

(4.4 . 12) 

ja koska alkion massa dm on vakio, liikemaaran muutosnopeus 

+ D + Dv 
Dt (dmv) = dm Dt (4 . 4 . 13) 

Kun alkioon sovelletaan liikemaaran taseen periaatetta saadaan 

siis yhtalo 

(4 . 4 . 14) 

eli 

(4.4.15) 

Tama on lyhennysmerkinnan 1° merkityksen (4.4 . 10) huomioonottaen 

tasmalleen sama kuin aikaisemmin johdettu liikeyhtalo (4 . 4 . 5') 

Todettakoon, etta differentiaaligeometrinen kasittely esiin­

tyy kirjallisuudessa hieman vaihtelevissa muodoissa. Joskus 

kehityskeskukseksi valittu piste otetaan alkion keskipisteeseen . 

Tavallisimmin alkioon vaikuttavat pintavoimat esitetaan kuitenkin 

kuvan 4 . 4.3 tapaan. 
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at (b) 
~ db)dcda 

at (a) aa:-- da)dbdc 

Kuva 4 . 4 . 3 Alkioon vaikuttavat voimat tasotapauksessa. 

Tama on muodo11isesti hieman vaarin, koska kuva antaa ymmartaa, 

etta traktioiden arvot t(a) ja t(b) 1iittyvat eri kehityske~kuk­
siin, vaikka nii11a tarkoitetaankin ko . suureiden arvoja samas ­

sa pisteessa. Kasitte1y kuvan esittamal1a taval1a ei aiheuta 

kuitenkaan virheita, koska oikeissa kehite1missa esiintyvat 1i­

satermit (joita ei nay kuvassa) kumoavat toisensa, kuten voidaan 

havaita tarkastelemalla esimerkiksi 1ausekkeita (4 . 4.7) . 

Differentiaaligeometrinen kasitte1y on havainno11inen, mutta 

siita tu1ee kayraviivaisten koordinaatistojen yhteydessa he1posti 

kompe1o. Epahavainno11iset (insinoorin mie1esta), mutta tasma1 -

1iset ja e1egantit Gaussin 1auseen kayttoon perustuvat johdot 

seka differentiaa1igeometriset johdot taydentavat tava11aan toi ­

siaan . Kumpiakin johtamistapoja esiintyy kirja11isuudessa ja 

niihin 1iittyvaan ajatte1uun on syyta perehtya kohtuu11isesti . 

Tasmal1isissa differentiaa1igeometrisissa tarkaste1uissa kayte ­

taan usein vie1a apuna integraa1i1askennan va1iarvolausetta (ks . 

esimerkiksi [3.1, s.76]). 

Kohdassa 5 . 4 on vertailtu Cauchyn 1iikeyhta1oiden ja partik ­

ke1isysteemin 1iikeyhta1oiden ana1ogisia termeja (tau1ukko 5 . 4 . 1). 
-+ 

Lisaksi sie11a on esitetty suuretta b koskeva huomautus (huomau -

tus 3), joka patee 1uonno11isesti tassakin. 

~~2~~~~~§ _! · Liikeyhta1oiden oikea puo1i p~ esitetaan tava1li ­

sesti 1askema11a kiihtyvyys kaavan (3 . 3 . 15) avu11a, jo11oin 
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2-+ 2-+ o-+ oD u o a u p a= p 
Dt 2 = p 

at 2 (4 . 4 . 16) 

eli komponenttimuodossa 

D2u a 2u 
0 o a o a 

P a = p = p 
at2 a 

Dt 2 

2 2 
0 o D ub o a ub 

p a - p 
~~ 

= p 
~ b- ( 4 • 4 o 1 .6 I ) 

2 2 
0 OD uc o a uc 

P a = p 
Dt 2 = p 

at2 c 

eli viela matriisimerkinnoin 

(4 . 4.16") 

~~2~~~~~§-~ · Kiintean aineen mekaniikassa on tavallista, etta 

liikeyhtaloissa esiintyy termin p 0~ sijasta termi (vrt . kohta 

4.3.3) 

(4 . 4 . 17) 

eli alkioon vaikuttava massavoima ~dm = p0~dV0 tilavuudella dV0 

jaettuna. Todettakoon, etta intensiteetin b luonnollinen esitys­

muoto on~= ~(x,y,z,t) silla voimakentalla on aina tietty arvo 

nimenomaan tietyssa avaruuden pisteessa . (Esimerkiksi kaava 

(2 . 3 . 142) antaa ei- inertiaalikehyksessa toimittaessa keskipako­

voimakentan intensiteetiksi ~ = -~x (~x ~) .) Taten b:n muoto 

b = b(a,b,c,t) on suurten siirtymien teoriassa yleensa etukateen 

tuntematon (Poikkeuksena on luonnollisesti tavanomainen tasaisen 

painovoimakentan tapaus, jolloin b = g = vakio seka paikan etta 

ajan suhteen . ), koska b : n arvo riippuu siirtymista . Kuitenkin 

pienten siirtymien teoriassa a ~ x jne . ja b on annettu suure, 

eika sita tarvitse maarittaa osana ratkaisua . Huomautettakoon 
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viela, etta tunnuksen p0 sijasta kirjallisuudessa kaytetaan usein 

pelkkaa merkintaa p. 

Navierin liikeyhtalot. Cauchyn liikeyhtalot (4.4.5) patevat mie­

livaltaiselle kontinuumille. Jos aineen otaksutaan noudattavan 

Y!~!§~§~~Y~-~22t§£_!~~!~, jannityksen lauseke on {o} = [D]{E}. 

Siirrytaan muutenkin taulukon 3.3 . 2 mukaisten matriisimerkintojen 

kayttoon, jolloin { E} = [ d ]{u} ja {a}= a 2/at 2{u}. Liikeyhta-
€ u 

lot (4.4.5"') saavat tassa tapauksessa siis muodon 

(4 . 4 . 18) 

Naita yhtaloita nimitetaan usein ~~~:!:~!:!£_ Y~~~!2:!:!s~! (Navier 

v. 1821). Ne ovat siis kimmoista ainetta koskevat, siirtymissa 

lausutut liikeyhtalot. Yhtalot ovat toista ker~alukua seka paik­

kakoordinaattien etta ajan suhteen . 

Yhtaloiden loppuun asti kehitettyja yksityiskohtaisia lausek­

keita ei esiteta tassa, koska niista tulee hyvin mutkikkaita, 

jos kappaleen aine on epahomogeenista, jolloin matriisin [D] al­

kiot riippuvat paikasta. Naita lausekkeita ei tulla tarvitse­

maankaan, kun ratkaisun lahtokohtana pidetaan virtuaalisen tyon 

periaatetta. Todettakoon vain, etta kun kyseessa on :!:~2~!:22EE:!:­

~§~_b2~Qg§§£~£~£ tapaus, Navierin yhtalot voidaan saattaa klassil­

liseen muotoon [3 .1, s. 500] 

o~ ~ ~ ~ 2~ 
p b + (G+A.)v(V'•u) + GV' u (4 . 4 . 19) 

eli komponenteittain 

(4.4 . 19') 

J 



-+ -+ 
Jos kyseess~ on kokoonpuristumaton tapaus, V•u 

sinkertaistuvat hieman. 

4 . 4. 9 

0 ja kaavat yk-

Jos kappaleessa esiintyy alkuj~nnityksi~ ja alkumuodonmuutok-

sia, Navierin yht~lot voidaan helposti t~ydent~~ niiden antamilla 

osuuksilla; ks. kaava ( 4. 2. 24) . 

Traktio-j~nnitysyhteys. Otsikon esitt~~~ yhteytt~ on k~ytetty 

edell~ hyv~ksi jo liikeyht~loit~ johdettaessa. Traktio-j~nnitys­

yhteyden johto esitet~~n kohdassa 5.4. Kirjoitetaan t~ss~ vain 

yhteenvetona pienten siirtymien teorian yhteydess~ Lagrangen esi ­

tyksen mukaisia merkintoj~ k~ytt~en syntyv~t kaavat . 

Kuvan 5.4.3 sijasta voidaan nyt esitt~~ kuva 4.4 . 4. T~ten 

(a) (b) 

0 a 

0c 

Tcb 

h I 0b 
Tba 

ab 

Kuva 4.4.4 
vektorit. 

(a) Kolmeen pinta-alkion suuntaan liittyv~t j~nnitys­
(b) J~nnityskomponentit. 

esityksen (5.4.23) vastine on 

-+(a) -t -t- -+ 
t = 0 l + T abJ + T k a ac 

-+(b) -t 
+ 

-t-
+ k t = Tbal 0b] T be (4.4.20) 

-+(c) -t 
+ 

-t-
+ k t = T l TcbJ 0 ca c 

Traktio -j~nnitysyhteys on kohdan 5.4 perusteella 

1+ +o~ r t = n • 0 (4.4.21) 



eli 

eli 

eli 

t 
a 

t c 

{t} 

jossa 

{t} = 

[no]= 

= [n°]{o} . I 

[t 
T 

tb t ] ' a c 

0 
0 0 0 n a 

0 
0 

0 
0 

nb n c 

0 0 
0 0 

n nb c 

4 . 4 . 10 

(4 . 4 . 21') 

(4 . 4 . 21") 

(4 . 4 : 21"') 

0 0 n nb c (4 . 4 . 22) 

0 0 n a 
0 0 n a 

Matriisikaavassa (4.4 . 21"') on jo kaytetty hyvaksi tietoa, etta 

parittaiset leikkausjannitykset ovat yhtasuuria . 
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4 . 4.2 Suuret siirtymat 

Toinen Piola - Kirchhoffin jannitys . Suurten siirtymien yhteydessa 

Lagrangen esitystapaa kaytettaessa jannityskasitteet tulevat mut ­

kikkaiksi . Eulerin eli Cauchyn jannitys ei ole nimittain talloin 

sovelias, koska jannityskasite halutaan liittaa yleensa tiettya 

ainealkiota seuraavaksi eika mielivaltaiseen avaruuden pisteeseen 

liittyvaksi . Tama on tarpeen, jotta voitaisiin kayttaa asiaan­

kuuluvaa konstitutiivista yhteytta esimerkiksi epahomogeenisen 

kappaleen tapauksessa . Kirjallisuudessa esiintyy toisistaan 

poikkeavia jannitysten maarittelytapoja . Tassa kasitellaan niis­

ta yhta (ns . toinen Piola - Kirchhoffin jannitys), joka on ehka 

kaikkein tavallisin . Lahteessa [4.4] on selkea esitys suuriin 

siirtymiin liittyvista jannityksista . 

Kuva 4 . 4 . 5 vastaa aikaisemmin esitettya kuvaa 3 . 3 . 2 varustet -

7 1da 

c 

PT G dbdc 
ac c 

Po G dbdc 
a a 

~-----------------------------------------------------------------------+ 

Kuva 4 . 4 . 5 Ainealkion tahkoon vaikuttava pintavoima pt(a)dbdc. 

tuna tietyilla lisamerkinnoilla . Deformoituneen suuntaissarmion 

tahkoon, joka on ollut alkutilassa kohtisuorassa a - akselia vastaan, 

vaikuttavaa pintavoimien resultanttia merkitaan tunnuksella 

pt(a)dbdc. Nain maaritelty suure pt(a) ei ole pintaan vaikutt a v a 

todellinen traktio, koska lausekkeessa pt(a)dbdc esiintyy pinta­

alkion pinta - ala dbdc = dA0 alkutilassa eika todellinen pinta - ala a 
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IGbdbxGcdcl . Suuretta Pt:(a) voidaan nimittaa tata korostettaessa 

(Ylaviite p on valittu 

muistuttamaan tasta . ) Sen vektorikomponentteja alkion sarmien 

suunnissa merkitaan seuraavasti : PoaGa' PTabGb' PTacGc eli 

Pt (a) Po -+ PT -+ PT -+ 
= G + abGb + G a a ac c 

Pt: (b) = PT G + 
p -+ 

+ PT G (4 . 4 . 23) ba a obGb be c 

Pt:(c) PT -+ PT -+ Po -+ 
G + cbGb + G ca a c c 

Tassa kaksi viimeista esitysta syntyvat vastaavasti kuin ensimmai ­

nen . Suureet Poa, PTab jne . ovat ns . t2!~~~-~!Q!~=~!rghh2EE~~ 
eli ns. !S~rghh2!!~~ j annitystensorin P(t komponentteja . Niita 

tullaan nimittamaan tassa lyhyesti jannityskomponenteiksi tai 

pseudojannityksiksi . 

Pienten muodonmuutosten tapauksessa pseudojannitykset ovat ar ­

voiltaan hyvin lahella todellisia Eulerin jannityksia (kun Eule­

rin jannityskomponentit lask~taan deformoituneen alkion ko. pin­

ta - alkion paikkaan liittyvina ja alkion suunta huomioonottaen), 

koska deformoituneet pinta - alat ovat miltei yhta suuria kuin al ­

kuperaiset pinta-alat ja koska suureet G , Gb ja G ovat miltei a c 
yksikkovektoreita ja miltei kohtisuorassa toisiaan vastaan . 

Liikemaaramomentin taseen periaatteen avulla voidaan osoittaa 

(ks. kohta 4 . 5.2), etta parittaisten pseudoleikkausjannitysten 

yhtasuuruus muodossa 

(4.4.24) 

patee. Ns . ensimmaisen Piola - Kirchhoffin jannityksen suhteen ei 

nain ole [3 .1, s. 221] . 

Cauchyn liikeyhtalot . Johdetaan liikeyhtalot differentiaaligeo ­

met r isella tav al l a vastaavasti kuin kohdassa 4 . 4 . 1 . Kuvan 4 . 4.3 

sijasta saadaan kuva 4 . 4 . 6 . (Kuva on piirretty tasotapauksessa, 

jottei esityksesta tulisi liian mutkikasta . ) Suurten siirtymien 

yhteydessa tulee helposti tiettyja ajatuksellisia vaikeuksia kos -



r-------"""'1 
. I 
I I 
I -+ 
I dbj I 
I I 
I -+ I 

dai 
L -------~ 
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() aP:t(a) 
(Pt a + ----- da)dbdc a a 

Kuva 4.4.6 Deformoituneeseen alkioon vaikuttavat voimat tasota­
pauksessa. 

ka kappaleeseen liittyvat fysikaaliset ilmiot tapahtuvat tieten­

kin aina kappaleen kullakin hetkella varaamassa avaruuden osassa, 

mutta Lagrangen esityksen mukaisesti ilmion matemaattinen kuvaa ­

minen taytyy kuvitella alkutilan mukaisessa maarittelyalueessa 

tapahtuvaksi. 

Deformoituneeseen alkioon vaikuttavien massavoimien resultantti 

dF 
7bd = p0 -+bdV0 

V = m 
o-+ p bdadbdc . (4 . 4 . 25) 

-+ 
Tassa siis b tarkoittaa kenttavoiman inte nsiteettia pisteessa P, 

joten b voi olla periaatteessa etukateen tuntematon, koska sen 

muoto b = b(a,b,c,t) riippuu siirtymista; ks . kohdan 4 . 4 . 1 huo ­

mautus 2 . Kaavan (4 . 4.25) lopullisen muodon saavuttamiseksi on 

viela kaytetty hyvaksi yhteytta (4 . 3 . 10) eli dm = p0 dV0 
= pdV . 

Alkioon vaikuttavien pintavoimien resultantti 

( ) ( ) aP:t(a) = _Pt a dbdc + (Pt a + aa da)dbdc + 



= 

(b) (b) a P:t (b) 
- Pf dcda + (Pt + ab db)dcda + 

( ) ( ) a P:t (c) 
_Pt c dadb + (Pf c + a c dc)dadb 

aP:t(a) apt(b) aPf(c) 
aa dadbdc + ab dadbdc + --ac- dadbdc 

aPt(a) aPf(b) aPf(c) o 
( aa + --ab- + ac )dV 

4 . 4 . 14 

(4 . 4 . 26) 

Tassa on siis otettu jo kuvan 4 . 4 . 6 esittamasta tilanteesta poi­

keten yleiseen kolmidimensioiseen tapaukseen liittyva pseudotrak­

tion pt(c) osuus huomioon . 
+ 

Alkion liikemaara on dmv ja koska alkion massa dm on vakio, 

liikemaaran muutosnopeus (tassa D/Dt = a;at) 

+ D + Dv . + o+ o 
Dt(dmv) = dm Dt = dma = p adV . (4 . 4 . 27) 

Kun alkioon sovelletaan liikemaaran taseen periaatetta, saa ­

daan siis yhtaHS 

eli 

a~~3o+ ac - p a . 

+------------ ------- -

o+d o p a V (4 . 4 . 28) 

(4.4.29) 

Nama ovat g~~~~YE_~~~~~y~~~~2t suurten siirtymien tapauksessa . 

Kiihtyvyyden ~ siirtymissa esitetty lauseke saadaan edelleen kaa­

vojen (4.4.16) avulla. 

Niin haluttaessa voidaan jalleen merkita kaavan (4 . 4.9) tapaan 

(4.4.30) 

jossa lyhennysmerkinta 



8pt(a) 8pt(b) aPt(c) 
da + db + dC 

Liikeyhtalot (4 . 4 . 29) saadaan talloin lyhyempaan muotoon 

o-+ 
P a 

4 . 4 . 15 

(4.4 . 31) 

(4 . 4.32) 

Liikeyhtaloiden komponenttimuodot karteesisessa suorakulmaises­

sa koordinaatistossa saadaan muodostamalla yhtalon (4 . 4.29) molem-
--r- -t­

pien puolien skalaaritulot vuoronperaan yksikkovektoreiden 1, J 
. -+ 
Ja k kanssa. Esimerkiksi ensimmainen yhtalo tulee olemaan 

(4.4.33) 

eli 

0 b + ~(p-+t(a) •--r-1) + ~-(p-+t(b) •l) + ~-(ptt(c) •l) 0 (4 4 34) p a aa ab ac = p aa ... 

On kaytetty hyvaksi tietoa, etta ! on vakio suureiden a, b ja c 

suhteen. Ottamalla huomioon lausekkeet (4.4 .23) havaitaan, etta 
-+ -+ -+, 

joudutaan laskemaan tulot Ga·i, Gb•i Jne. Kerataan ne nakyviin 

siirtymien avulla lausuttuina (ks. kaavat (3 .3 .19 )) : 

c; • 1 a 

-+ -t-G •1 = b 

-+ -t-G • l = c 

au 
l + a a a 

au a 
31) 

au a 
ac 

-+ -+. 
G • J b 

-+ -+. 
G • J . c 

dUb -+ -+. -+ -+ 
G • J aa Ga ·k a 

dUb -+ -+ 
= l + ab G •k b 

dUb -+ -+ 
= ac G ·k = l c 

Tat en saadaan komponenttiliikeyhtalot 

[ au au 
ob + ~Per (l+ -~) + PT a + PT p a aa a aa ab at) ac 

a [P 
au au p a Per a 

+ ()b Tba(l+ --) + ab- + Tbc a a b 

+ t-[ PT (l+ 
au au a PT a + Per aa) + cb ab-c ca c 

au c 
= a a 

au c 
ab-

dU c + ac 

~ua] 
dC + 

au a J 
dC 

+ 

au a l 
acJ = 

(4.4.35) 

0 p a a 
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0 + L[Po ~ub + PTab(l+ 
dUb 

+ PT dUb] 
p bb - -) + ()a a Cla ()b ae Cl e 

() [p 
dUb 

+ Pob(l+ 
dUb 

+ PT dUb] (4 . 4 . 29') + ()b Tba aa a!)) be ()e + 

+ LIPT 
dUb 

+ PTeb(l+ 
dUb 

+ Po 
dUbl 0 

Clel ea ()a at) e Cle -j p ab 

+ L[Po 
dU dU 

au J ob __s:: + PT e + PT (1+ (lee) + p e ()a a ()a ab at ae 

() fp au dU dU ] e + Po e 
+ PTbe(l+ (lee) + Clbl Tba ()a b ~ + 

+ () [ p 
dU dU ()u J ~+ PT e + Po (1+ _ _£) = 0 

aG Tea at p a ()a eb e Cle e 

Nama monimutkaiset yhtalot palautuvat pienten siirtymien teorian 

liikeyhtaloiksi (4 . 4 . 5' '), kun annetaan kaikkien siirtymien deri ­

vaattojen lahestya nollaa ja poistetaan samalla ylaviite p. 

Yhtaloiden matriisivastineita seka Navierin liikeyhtaloita ei 

ole syyta pyrkia esittamaan tassa . Tilanne on joka tapauksessa 

niin komplisoitu, etta ratkaisuja on etsittava numeerisesti, jol ­

loin virtuaalisen tyon periaate on hedelmallisempi lahtokohta . 

~~2~~~~~§_ ! · Termia P£
0 

ei voida esittaa tassa enaa yksinkertai ­

sessa tensorimuodossa V•Pf 0 (vrt . kaava (4 . 4 . 5)) . Oikea tensori ­

muoto on esitetty lahteessa [3.1, s. 224]. 

Traktio - jannitysyhteys. Suoritetaan tarkastelu samaan henkeen 

kuin kohdassa 5 . 4 kuvan 5.4 . 2 yhteydessa,mutta ei niin tasmalli ­

sesti. Kuvassa 4.4 . 7 on esitetty deformoituneeseen tetraedrial ­

kioon vaikuttavat pintavoimat . Havaitaan, etta myos tetraedrin 

vinoon tahkoon liittyva vektori Pt on maaritelty pseudotraktioksi, 
-+ -+ 

koska pinta - alkioon dS vaikuttava voima tdS (t on todellinen trak -

tio) on esitetty muodossa ptds 0
, jossa dS 0 on pinta - alkion dS pin­

ta-ala alkutilassa. 

Tasmallinen liikemaaran taseen periaatteen soveltaminen osoit ­

taa vastaavaan tapaan kuin kohdassa 5 . 4, etta lopulliseksi yhta -



R 

_pt(b)dA~ _pt(c)dA~ 

-* 

-* n 

tdS 

4.4 . 17 

Kuva 4.4.7 Differentiaa1inen tetraedria1kio a1kuti1assa ja defor­
moituneessa ti1assa . 

1oksi saadaan pe1kastaan deformoituneeseen a1kioon vaikuttavia 

pintavoimia koskev~ tasapainoyhta1o 

0 . (4.4.36) 

A1kuti1an geometriasta seuraa tu1okset (sove11etaan kaavoja 

(5.4.17)) 

n~dS 0 (4.4.37) 

Sijoittama11a nama yhta1oon (4.4.36) ja jakama11a dS 0 :11a saa­

daan t~~~~iQ=j~~~!~Y§Y~~§Y§ 

P-* t (4.4.38) 
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Taman komponenttimuodot syntyvat ja11een muodostama11a yhta1on 

mo1empien puo1ien ska1aaritu1ot vuoronperaan yksikkovektoreiden 

!, j ja k kanssa. Esimerkiksi ensimmainen yhta1o tu1ee o1emaan 

Ottama11a vie1a huomioon 1ausekkeet (4.4 . 23) ja (4 . 4 . 35) saadaan 

siis 

[ au au 
aua] Pt = n° Po (1+ ~) + PT -~ + PT + a a a aa ab ab ac ac 

au au aual 
o[p a Po a + PT + nb Tba (1+ ~) + 31) -J + b be ac 

au au aua] + n°[PT (1+ a + PT a + Po 
c ca ~) cb 31) c ac 

Pt [ aub 
PTab(1+ 

aub 
+ PT ~ub] = no Po -- + 31)) + b a a aa ac ac 

o[p 
aub 

+ Pob(1+ 
aub D aub J (4.4 . 38') nb Tba --) + ~ T + a a ab be ac 

+ n°[PT 
aub 

+ pTcb(1+ 
aub 

+ Po aub] --) 
c ca a a ab c ac 

au au au ] Pt n°[Po 
c + PT c + PT (1+ ac c) + c a a a a ab a£) ac 

au au auc l 
o[p __s: + Po c 

+ PTbc(1+ + + nb Tba a a b a£) ac) J 

au au au ] 
+ n°[PT __s: + PT c + Po (1+ ac c) c ca a a cb ab c 

Huomattakoon naissa kaavoissa ja kaavoissa (4 . 4 . 29') esiintyvat 

identtiset termit. Jos kaikkien siirtymien derivaattojen annetaan 

1ahestya no11aa ja poistetaan y1aviitteet o ja p, paadytaan pien­

ten siirtymien teorian mukaisiin kaavoihin (4.4.21' ') . 



4.4.19 

g~2~~~t~~-~· Yhta1on (4.4.38) oikeaa puo1ta ei voida esittaa 

tassa enaa yksinkertaisessa tensorimuodossa ;o.p~ (vrt. kaava 

(4.4.21)). Oikea tensorimuoto on esitetty 1ahteessa [3.1, 

s. 222]. 



4.4.20 



4 . 5 . 1 

4 . 5 Liikemaaramomentin tase 

4 . 5 . 1 Pienet siirtymat 

'ab ~ ; [ (4 . 5 . 1) 

saadaan suoraan kohdan 5 . 5 kaavasta (5 . 5 . 9) vaihtama11a vain mer ­

kinnat asiaankuu1uvasti . 

4 . 5 . 2 Suuret siirtymat 

Parittaisten pseudo1eikkausjannitysten yhtasuuruus patee my6s 

toisen Pio1a - Kirchhoffin jannitystensorin komponenttien suh~een. 

c 

-t l
b 

~ 
-t 
l a 

_pt(b)dcda 

p -+ 
obGbdcda 

pt(b)dcda 

Kuva 4 . 5 . 1 Deformoituneeseen a1kioon vaikuttavat pintavoimat ta ­
sotapauksessa . 



4 . 5 . 2 

Suoritetaan johto differentiaa1igeometrisesti vastaavaan tapaan 

kuin mita tehtiin kohdassa 5 . 5 kuvan 5 . 5 . 2 yhteydessa . 

Nyt saadaan kuva 4.5 . 1 . (On otettu taas tasotapaus . Kuvassa 

on jatetty eraiden voimakomponenttien arvot ti1anahtauden vuoksi 

merkitsematta . ) Tarkan suuruus1uokkatarkaste1un avu11a voidaan 

osoittaa, etta ku1ma1iikemaaran taseen periaate saa kuvan a1kioon 

sove11ettuna 1opuksi ja11een muodon d~s = ~ -
-+ . 

Lasketaan pintavoimien momentti dMS a1kion keskipisteen P suh-

teen . Pisteiden 1, 2, 3 ja 4 paikkavektorit pisteen P suhteen 
-+ -+ -+ -+ 

ovat vastaavasti - daGa/2, daGa/2, - dbGb/2, dbGb/2 . Koska pseudo -

normaa1ijannitysvoimien vaikutussuorat ku1kevat pisteen P kautta, 

naiden voimien momentti pisteen P suhteen haviaa ja vain pseudo-

1eikkausjannitysvoimien antamat termit tu1ee ottaa huomioon . 

Saadaan siis 

-+ 
Koska dMS 

P P -+ -+ 0 
( T - T )G xG dV ab ba a b 

-+ 
0, saadaan siis viimeinen kaavoista 

(4.5 . 2) 

(4.5.3) 

Kaksi ensimmaista kaavaa syntyvat he1posti suorittama11a askeisen 

tyyppinen johto ottama11a huomioon kaikki a1kioon vaikuttavat 

pintavoimat ko1midimensioisessa tapauksessa . 

Kaavoja (4 . 5 . 3) vastaava, koordinaatistosta riippumaton y1ei ­

sempi tu1os sanoo, etta toinen Pio1a - Kirchhoffin jannitystensori 

~ on ~~IE~!::E:~~~~ e1 i 



4 . 5 . 3 

(4 . 5 . 4) 

Tassa merkinta () T tarkoittaa tensorin (--+) liittotensoria eli 

transpoosia (engl. conjugate, transpose) [3. 2, s. 141] . 



4.5.4 



4. 6 . 1 

4.6 Energian tase 

4.6.1 Pienet siirtymat 

Yleista. Vallitsevat oleelliset kaavat saadaan jalleen suoraan 

luvun 5 vastaavasta kohdasta 5.6 muuttamalla merkinnat asiaankuu­

luvasti (x +a, y + b, z + c, D( )/Dt +a( )at, d +as /at jne.) 
x a 

tarvitsematta toistaa johtoja. 

Mekaanisen energian tase. Kaavojen (5.6.18) ja (5.6 . 19) vasti­

neiksi saadaan 

p = K 

eli 

. 
P ext + Pint K ' 

jossa 

P = Pv + Ps 
ext ext ext 

P. t ln 

ja viela 

= -J {cr}T{s}"dv0 

vo 

(4.6.1) 

( 4. 6 .1') 

r o+ +• 0 f + +• 0 J p b•u dV + t•u dS , 
vo so 

(4.6.2) 

K = i J p0~:~·dv0 (4.6.3) 

vo 

+ + +o 
Tassa on siis toimittu siirtymavektorin u u(r ,t) avulla, jol -

1 
. + +• + • 

Oln v + u = au/at. Askeleen {d} + {s} = a{s}jat suorittamisen 

oikeutus pienten siirtymien yhteydessa perustuu kaavoihin (3.3.71). 

Kertomalla yhtalot (4.6.1) ja (4.6.1') puolittain ajan differen ­

tiaalilla dt saadaan vastaavasti kaavat 

] dw ~ dK ] (4.6.4) 



--- --------------------------------------------------------------------------------

4. 6. 2 

eli 

( 4 • 6 • 4 I ) 

jossa 

J 0b·d~dV0 + J t·d~dS0 , 

vo so 
(4.6.5) 

Integrandi (vrt. kaava (5 . 6 . 12)) 

T +-+ +-+ { a } d{ E} = a :d E =a d E + a bd E b + ... aa aa a a (4.6.6) 

(4.6.6') 

++ ++ = -pdEV + a *:dE (4 . 6.6") 

on siis sisaisten voimien miinusmerkkinen differentiaalinen tyo 

tilavuutta kohti. Sen fysikaalisen merkityksen selvittamiseen 

voidaan kayttaa kohdassa 5.6.1 esitettya jannitystehon tiheyden 

{a}T{d} tarkastelussa esitetyn tulkinnan analogista vastinetta. 

Taten kuvan 5.6.2 sijalle saadaan kuva 4.6.1. Nopeuskentan 

~(~,t) sijasta kasitellaan nyt ajassa dt syntyvaa siirtymakentan 

~(~0 ,t) differentiaalista muutosta 

7 70 7 7 0 7 7 0 7 70 
du(r ,t) = u(r ,t+dt) - u(r ,t) = v(r ,t)dt . (4.6.7) 

Kuvassa (a) on tarkasteltu pelkastaan jannityskomponentista aa 



(a) 

(b) 

0 dbdc ..., __ _ 
a ----~-... ~ 0 dbdc a 

q • • ' . • , • 
da. · ~ . 

.. du + a 

8 (du ) a r dua + a b db 

Tbadcdb 
~.,...,.,.-.,..,.....;=:e-.,~ 

·: ~ .. ·· . .. :c:;:::c+ 
I ' i , 

.,, ' ' .. ' 

8 ( du ) a 
8a 

Tbadbdc L du a 

4 . 6 . 3 

da 

Kuva 4.6.1 (a) Jannityskomponentin 0a tekeman differentiaalisen 
tyon laskeminen. (b) Jannityskomponenttien Tab ja Tba tekeman 
diffe;rentiaalisen tyon laskeminen . 

syntyvien, ainealkion tahkoihin vaikuttavien pintavoimien teke ­

maa differentiaalista tyota. Saadaan (vrt. kaava (2.3.45)) 

eli 

-0 dbdc•du + 0 dbdc• (du + a a a a 

a (du) a 
8a 

= 0 a 

a (du) a 
8a 

= 0 d e a a 

dadbdc 
au 

a 0 d (-, -) dadbdc 
a oa 

da) 

(4.6.8) 

(4.6.9) 

Kuvassa (b) on taas tarkasteltu pelkastaan jannityskomponenteista 

Tab ja Tba syntyvien pintavoimien tyota . Saadaan 



eli 

a (du) 
Tbadcda •dua + Tbadcdb • (dua+ aba db) 

= Tabdyab · 

4 . 6 . 4 

(4 . 6 . 10) 

(4 . 6 . 11) 

Muista jannityskomponenteista kertyvat termit saadaan vastaavaan 

tapaan. 

Useat kuvan 5.6.2 ybteydessa tebdyt buomautukset patevat analo ­

gisina myos tassa. Kaavojen (4 . 6.8) ja (4 . 6.10) jobdoissa esiin ­

tyvien verrattain kompeloiden merkintojen subteen on todettava 

ensinnakin, etta differentiaalien dua ja dub syyna on siis tassa 

kaavan (4 .6 . 7) perusteella ajan muutos . (Nama differentiaalit 

on piirretty kuvaan 4.6.1 luonnollisestikin voimakkaasti liioi ­

teltuina.) Lisaksi on kaytetty byvaksi differentioinnin ja deri ­

voinnin paikan subteen vaibdannaisuutta. 

Integroimalla viela ybtalot (4.6 . 1) ja (4.6. 1 ' ) puolittain tie ­

tyn aarellisen ajan valin (t1 ,t 2 ) yli saadaan vastaavasti kaavat 

(4.6.12) 

eli 

(4 . 6.12') 

jossa 



ja 

w = wv + w8 
ext ext ext 

w. t ln 

4 • 6. 5 

(4 .6.13) 

(4.6.15) 

Tassa ei ole kirjoitettu kaikkien lausekkeiden yksityiskohtaisia 

muotoja nakyviin. Sen sijaan tarkastellaan hieman perusteelli­

semmin sisaisten voimien tekeman tyon W. t lausekkeita (4.6.14) ln 
ja (4.6.15). Edellisessa muodossa tyo on laskettu ensin tehon 

aikaintegraalina ja koska alue v0 ei riipu ajasta, integroimis­

jarjestys voidaan vaihtaa (vrt. kaavat (2.3.53), (2.3.55)). Jal­

kimmaisessa muodossa (Huomataan, etta d{E} = { E}.dt.) tyo on las­

kettu ensin viivaintegraalina kunkin ainealkion osalta. Voimme 

kuvitella kuhunkin alkioon liitetyksi kuusidimensioisen ns. veny­

maavaruuden (engl. strain space), jonka karteesiset koordinaatit 

T y ab 
2 

ab t 
/?~L ab 

l ,~-_a __ _ 

E a 

Kuva 4.6.2 Venymaava­
ruus. 

ovat Ea' Eb, ... , yab" Jannityskompo -

nentit oa' ob, ... , 'ab voidaan ajatel-

la vastaaviin koordinaattiakselien 

suuntiin vaikuttavina voimakomponent~ 

teina. Asetelmaa on havainnollistettu 

kuvassa 4.6.2 kolmidimensioisessa ta­

pauksessa. Lauseke ff{o }Td{ E} tai tas­

mallisemmin lauseke 

{d2 

= f ( 0 d E + Obd Eb+ ... +T bdy b) 
{E}l a a a a 

(4.6.16) 

jossa rajat { E}1 ja {E} 2 ovat kullekin alkiolle yleensa erilaiset, 

saa taten tavanomaisen voiman tyon lausekkeen (2.3.47): 



4 • 6. 6 

j
2

(F dx + Fbdy + F dz) 
1 

a c 

(4.6.17) 

= j2
(F du +Fbdub+F du) 

1 
a a c c 

johdosta tiettya lisavalaistusta . 

Energian taseen periaate . Kaavojen (5 . 6.26) vastineena saadaan 

~!!~!:9:~~Y~!:~!2 

(4.6.18) 

eli 

o C!e 
PIT 

a qa a qb a qc a E a a Eb a E c 
- (-"' - + -;:;--b + -"'-) + 0 a -;:;--t + 0 a -;:;--t + 0 c "' t- + aa a aC a a a 

(4.6.18') 

eli 

(4.6.18") 

On siirrytty kayttamaan Lagrangen esityksen merkinnan D( )dt = 
( ) = d ( )/ C! t viimeista, kirjallisuudessa tavanomaisimmin naky-

vaa muotoa. 

Energiayhtalon erityismuotoja. Ensinnakin suoritetaan kohdan 

5.6.2 huomautuksen 1 mukaiset muutokset ja asetetaan (vrt. kaava 

(5.6.29) 

~ -+ ~ -+c o v •q= v• q -pr (4.6.19) 

Otaksutaan lisaksi kimmoisen aineen sisaenergian differentiaalin 

lauseke (4.2.48) 

C!e = !_({o}+[D]{a}T)TC!{ E} + c (J T 
0 E 

(4.6.20) 
p 



4. 6. 7 

seka Fourierin lammonjohtumislaki (4.2.55) 

qc = - k• (V T ) • ( 4 • 6 • 21 ) 

Kaava (4.6.20) on kirjoitettu alkuperaisesta muodosta poiketen 

(d-+ a) korostamaan tassa sita, etta ko. differentiaalit koskevat 

luonnollisesti aina tiettya ainealkiota, jolloin vastaavat aineel­

liset aikaderivaatat saadaan muodollisesti jakamalla yhtalo 

(4.6.20) puolittain ajan differentiaalilla at. Sijoittamalla 

lausekkeet (4.6.19), (4.6.20) ja (4.6.21) yhtaloon (4.6.18) saa ­

daan ensiksi 

of 1 T a--- 1 T a 
P l-a{o}~at{s} + --([D]{a}T) 8t{s} 

P / Po 

V• (k• (VT)) + p
0

r + ~~ 

+ c 
E 

ja energiayhtalo tulee siis olemaan 

-··-~ 
-7- ~ 0 

= \1 • ~ k • ( VT) ) + p _ r 

~-------

eli 

0 aT ([D]{a}T)T d p c at + at { d E 

d (k aT 
+kab 

aT +k l!) + aa aa a a ab ac dC 

d aT aT aT) + ab(kba +kbb +kbc + a a ab ac 

+ L(k aT 
+kcb 

aT +k aT) + por 
ac ca ab ab cc dC 

eli 

0 + P r. 

(4 . 6.22) 

(4.6.23) 

(4.6.23 1
) 

(4.6.23") 

Isotrooppisella aineella voidaan kayttaa Fourierin lammonjohtu -



4. 6 . 8 

mislain yksinkertaista muotoa (4.2 . 59) ja lisaksi esimerkin 4.2.2 

kaavan (e) perusteella termi 

T 
( [ D ) { cd T) a { E} = 3 KaT a EV • (4.6.24) 

Energiayhtaloa (4.6.23) nimitetaan usein !~~2~i~~~~~~§Y~~~!2~ ­

si (engl . differential equation of heat conduction) etenkin sta ­

t~~~~~~~§~§~~ tapauksessa, jolloin vallitseva muoto on 

-+ +-+;7; 0 
'V • ( k • ( VT) ) + p r = 0 (4.6 . 25) 

Epastationaarisessa tapauksessa energiayhtalossa nahdaan ole ­
-+ 

van yleisessa tapauksissa kytkenta lampotilan T ja siirtymien u 

({ E} = [ a ){u}) valilla. Kuitenkin vain hyvin nopeissa, shokki -
E U 

maisissa lampotilan muutoksissa on tarpeen pitaa mukana venyma -

nopeudet sisaltavaa termia ja yleensa se voidaan jattaa pois, jol ­

loin kytkenta haviaa [3.1, s . 291] ja saadaan tavanomainen 

lammonjohtumisyhtalo 

(4.6 . 26) 

Lampovirran tiheys - l2iplpovuovhteys. Kirjoi tetaan kohdan 5. 6.2 

perusteella valittomasti kaavat 

(4.6.27) 

eli 

(4.6.27') 

eli viela 

(4 . 6 . 27") 

jossa siis 



4 • 6. 9 

0 0 0 
{n } = [na nb o]T n • c l (4 . 6 . 28) 



~--------------------------------

4.6.10 

4.6.2 suuret siirtymat 

Yleista. Kuten jo kohdassa 4.4.2 on korostettu, Lagrangen esi­

tystavan mukaisten suurten siirtymien formulaatioiden ymmartami ­

seksi on oleellista muistaa seuraava: Kappaleeseen liittyvat 

fysikaaliset ilmiot tapahtuvat aina kappaleen kullakin hetkella 

tayttamassa avaruuden osassa, mutta "matemaattisessa mielessa 

kaikki tapahtuukin" kiinteassa alkutilan mukaisessa maarittely­

alueessa. 

Mekaanisen energian tase. Esimerkiksi kaavojen (4.6.1) ... (4.6.3) 

vastineiksi saadaan 

eli 

jossa 

p 
ext 

ja viela 

K l J o-+• -+• o 
2 p u •u dV . 

vo 

(4.6.29) 

(4.6.29') 

(4.6.30) 

(4.6.31) 

Yhtalo (4.6.29) voidaan johtaa vastaavasti kuin on esitetty 

taulukossa 5.6.1. Manipulaatio alkaa nyt vain kertomalla Cauchyn 
-+ -+• -+ 

liikeyhtalot (4.4.29) skalaarisesti nopeudella v = u = au/at. 

Jatetaan johto tassa suorittamatta, mutta pyritaan havainnollis­

tamaan etenkin sisaisten voimien tehon lauseketta. 

Ulkoisten voimien tehon lauseke on helppo ymmartaa, kun muis­

tetaan, etta dm = pdV = p0 dV0 (kaava (4.3.10)) ja etta 



4.6.11 

-+ p-+ 0 
tdS = tdS (kuva 4.4.7). 

Sisaisten voimien tehon P. t lausekkeessa esiintyvat merkin ­ln 
nat {Po} ja {gE} ovat (ks. kaavat (4.2.38)) 

{P o} [Po P o P o p PT PT 
T 

= 0 bc ab] a b c ca 
(4.6.32) 

{g E} [g E gE g E g g g y ] T 
= Ybc Yea a b c ab 

jossa siis vie1a yksityiskohtaisti erityisesti t~~~t~E~~~~~~§~ 

(vrt. kaavat (3.3.33) 

au 1[ a ua 
2 au 2 

gE - g E ~+ ( aab) ] - = 2 (8a) + a - a a a a 

aub [ au 
2 Cl u 2 

g E . - g 1 a (_E_) ] (4.6.33) = Ebb - . 81) + 2 (aT)) + ' b Cl b 

Cl u aub Cl u au Cl ub aub 
gy = 2g E a + +~ a 

- ab 81) a a ab + -- at ab a a Cl a 

Jannitystehon tiheyden (a1kuti1avuutta kohti) 1auseke on taten 

(vrt. kaava (5. 6 .12)) 

{ p 0} T { g E } • = ~: g-r- • = p 0 g E • + p 0 g E • + 
aa aa ab ab (4.6.34) 

(4.6.34') 

Kertoma11a askeinen tu1os ajan differentiaa1i11a dt saadaan 

sisaisten voimien miinusmerkkinen differentiaa1inen tyo a1kuti -

1avuutta kohti (vrt. kaava (4.6.6)): 

(4.6.35) 

= P o dg E + Po dg E + Po dg E + 
a a b a c c 

(4.6 . 35') 



4 . 6 . 12 

Tarkaste11aan taman tu1oksen ymmartamiseksi kuvia 4 . 6 . 3 ja 

4 . 6.4, jotka ovat kuvien 4.6 . 1 (a) ja (b) vastineita suur -

ten siirtymien yhteydessa . Tarkaste1u eroaa aikaisemmasta siina, 

etta nyt on katevinta sove1taa vektorimerkintoja (vrt . myos kuva 

4 . 5 . 1) . 

A1kio on siirtynyt ajassa t kuvassa 4 . 6.3 esitettyyn asemaan 

r---.--- -t 
I : 
ldb I 
I I 
I I 
I da I 
'lc-----~ 

lb 
+1 
4---

c 1 a 

D -+ '· o G dbdc 
a a 

Kuva 4.6 . 3 Pseudojannityskomponentin Po tekeman differentiaa1i ­
a 

sen tyon 1askeminen. 

ja kokee ajassa dt 1isasiirtyman 

-+ -+ -+ ~ 
du(r ,t) = du i + dub] o a 

(4.6.36) 

Jannityskomponentin Po tekema vastaava differentiaa1inen tyo a 



eli 

+ 
=Po G 0 a (du) dadbdc 

a a aa 

r a ( d u ) a ( dub ) ] 
P + + ---~ + +G •+J, dV0 a G •i -

al a aa a aa 

Kuvan 4.6.4 esittamassa tapauksessa saadaan 

c 

b 

c------• 
I I 
I I 
ldb I 
I I 
I I 
I da I 
L.------ -...l 

_PT G dbdc 
ab b 

p + 
--T G dcda ba a 

!!_. __ 
-t 
l 

a 

PTb G dcda a a 

4 . 6.13 

(4 .6 .37) 

(4.6.38) 

b 

a ( ctlt) 
+ aa da 

Kuva 4.6.4 Pseudojannityskomponenttien PTab ja PTba tekeman dif­
ferentiaalisen tyon laskeminen. 



4 . 6.14 

dw 

-+ 
- PT G dcda · d~ + PTb G dcda•(d~+ d (du) db) 

ba a a a db 

PL r G • r d (du ) 
-+ -r d (dub) ] a dV0 = + Gb • J + 

abl b da da 

0 1 -+ -+ 
d (du) 

-+ -r d (dub) ] 0 a + '"T G • i db + G •J db dV bal a a 

1
du dU dUb dU ] P a a (l+ ~ dV0 = Tablab d + ab)d + da da 

+ PT ba~ (l+ 
dU dU dUb dU l 
~)d -~ + d ~ dV0 

da db aa- db J 

[ dU dU dUb dUb 
PL (l+ ~)d a (l+ ab + ab)d -- + 

ab da da 

dU dU dUb dU l a d -~ + d ~ dV0 + --
db da da db J 

= (4 . 6.39) 

eli 

(4 . 6.40) 

Muista jannityskomponenteista kertyvat termit saadaan vastaavaan 

tapaan. 

Lausekkeiden (4.6 . 38) ja (4 . 6.40) johtamisessa on kaytetty 
-+ -r 

hyvaksi mm. kaavoja (4 . 4 . 35) ja tietoa, etta kantavektorit i ja J 

ovat vakioita suureiden a ja b suhteen. Lisaksi on huomattava 

termien g Ea ja g Yab differentiaaleille kaavoista (4.6 . 33) saata ­

vat lausekkeet 



--------- -~~- ~-----------------------------------; 

4 . 6 .15 

() u ![ 2 Cl ua 
Cl u Cl ub 

d ~ub] dg E d ~+ d a + 2 = 3a aa a () a 2 Cl a Cl a 

Cl u Cl u Cl ub Cl ub 
(l+ a ~+ d = - -)d aa--() a () a Cl a 

(4 . 6 . 41) 

Cl u Cl (du) Cl ub Cl (dub) 
(l+ a a = aa--) Cl a + --

Cl a Cl a 
(4 . 6 . 41') 

ja 

Cl u Cl u Cl ub Cl ub 
(l+ ~)d a (l+ at) + --)d () a + () a () b 

Cl u Cl u Cl ub Cl ub 
+ a d ~+ d 31) Cl a aa at) (4 . 6 . 42) 

Cl u Cl (du ) 
a a 

(l+ aa-) Cl b 

Cl u Cl (du) a a 
+ 3lJ Cl a (4 . 6.42') 

Kaavat (4.6 . 34) ja (4 . 6.35) osoittavat, etta jos suurten siir ­

tymien teoriassa kaytetaan muodonmuutosmittana (engl. strain 

measure) Green - Lagrangen venymatensoria g~' sopiva vastaava jan ­

nitysmitta (engl. stress measure) on juuri toinen Piola - Kirchhof ­

fin jannitystensori ~. Talloin nimittain sisaisten voimien te ­

hon, differentiaalisen tyon ja virtuaalisen tyon (ks. kohta 

4 . 9.2) lausekkeet (alkutilavuutta kohti) saavat yksinkertaiset 

muodot . Ne ovat tyypiltaan vastaavia kuin diskreeteilla systee­

meilla esiintyvat lausekkeet LQ .q., LQ .dq. ja IQ. cS q. (ks. kaava 
J J J J J J 

(2.3.96)) . Nain valittuja jannitys- ja venymamittoja nimitetaan 

kirjallisuudessa usein [3.1, s. 232] ~~~i~~~~~~~~~~~~ -~~~~~~ j ~~~~ 

(engl . conjugate variable). 
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4.7 Reuna-, a1ku- ja jatkuvuusehdot 

4 . 7.1 Y1eista 

Tarkaste11aan esirnerkkina kuvan 4.7 . 1 esittarnaa pistekuorrni ­

tuksen a1aisena o1evaa tasokehaa . Kehan suunnitte1ija arvioi, 

etta 1ujuuden kanna1ta vaara11isimrnat jannitykset tu1evat synty­

rnaan kehan keskel1a o1evan reian va1ittornassa yrnparistossa . 

A l B A ~ B 

~ J 0 (t! 0 ~' 0 

n I 

A B A B 

r 
r ~ '-., I"" .J. &.. ., 
~----1 

.,. ___ ... 
Rake nne 1. rnal1i 2. rnalli 

l l 
0 0 ? 

c 

f".J '-., ,...J 1..., .,. __ .... 
4--- ~ 

3. rnal1i 4. rna1li 5. rna1li 

Kuva 4.7.1 Tehtava ja sen rna11itus. 

Taten han ha1uaa ottaa ana1ysoitavakseen kehasta vain kiinnostuk ­

sen kohteen: reian 1ahiyrnpariston ( 1. rna11i) . Mutta leikkauksis­

sa A-A ja B-B va11itsevat siirtyrnat ja traktiot ovat tunternatto­

rnia eika tehtavaa voida ratkaista . Laskentarna11ia laajennetaan 

paistaan jaykasti kiinnitetyksi vaakasauvaksi (2. rnalli). Siir -



4. 7. 2 

tymien leikkauksissa A-A ja B- B on siis otaksuttu haviavan, mika 

ei ole kuitenkaan oikein, koska myos kehan pystysauvat saavat 

varmasti muodonmuutoksia. Siirrytaan siis 3. malliin, 

kehan anturat on ajateltu tuetuiksi liikkumattomasti. 

jossa 

Mutta maa -

perakin antaa myoten, joten otetaan malliin mukaan myos maaperaa 

rajapintaan ABC asti (4. malli), jolla siirtymien otaksutaan ha­

viavan. Mutta tamakaan ei ole totta, joten laajennetaan jalleen 

mallia . . . . 

Askeinen esimerkki oli tarkoitettu kuvaamaan erasta insinoori ­

probleemeihin liittyvaa tyypillista vaikeutta. Tarkasteltava 

systeemi on erotettava ymparoivasta maailmasta mahdollisuuksien 

mukaan siten, etta systeemin ja ympariston valinen vuorovaikutus 

systeemin rajapinnan lapi pystytaan arvioimaan realistisesti. 

Tama vuorovaikutus ilmaistaan ns. ~~~~~~~~2i~~ (engl. bounda~y 

condition) avulla. Yleensa reunaehtoihin liittyy vakisin todel ­

lisuutta rikkovia otaksumia. Pyrkimyksena on tietenkin valita 

tietyn tehtavan (esimerkiksi suunniteltava tietyt rasitukset kes ­

tava rakenne, tietyn virtaaman antava pumppu) ratkaisemiseen 

liittyva systeemi analysointikustannusten minimoimiseksi mahdol­

lisimman pieneksi. vaatimus mielekkaista reunaehdoista aiheut ­

taa kuitenkin edellisen kanssa ristiriitaisen tilanteen. (On 

selvaa, etta hienoimmatkin analysointimenetelmat antavat arvotto­

mia tuloksia, jos reunaehdot ovat eparealistiset.) Systeemin 

mielekas valinta aina kulloisenkin tehtavan ratkaisemi.seksi on 

taten oleellisen tarkea vaihe ja insinoorikoulutuksen tulisi an­

taa suunnittelijoille taitoa tamantapaisten asetelmien kasitte­

lyyn (vrt. kasite "engineering judgment"). 

Tassa esityksessa tullaan kuvaamaan tavanomaisimpia reunaeh­

toja puuttumatta enaa mallitusprobleemaan. Asetettujen reunaeh ­

tojen matemaattiseen oikeellisuuteen ei myoskaan voida paneutua. 

Osittaisdifferentiaaliyhtaloiden teoriassa esitetaan mm. ns. 

~~~~~~~~~~~~~~~~2E~~~ (engl. theory of characteristics [4.2], 

[4.5]) avulla, minkatyyppisia reunaehtoja voidaan yleensa liittaa 

erityyppisten kenttayhtaloiden yhteyteen, jotta probleemalla 

olisi ratkaisu. Etenkin nestemekaniikan tehtavissa tama on vai­

kea aihepiiri . g:!.§§_~~~E.l~~!!~~j~E.J.-~.§~~!~!~~-!!~!P2!!~Y~-ls.§!!}Q_Q!} 

jg§l5~§_§~~E~9Y~· Ajatellaan, etta voisimme tutkia systeemiamme 

kokeellisesti laboratoriossa. Jos nyt pystymme toteuttamaan tie-
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tyt reunaehdot fysikaalisesti laboratoriojarjestelyin (riittaa, 

etta tehdaan tallainen ajatuskoe) ainakin kohtuullisella tarkkuu ­

della, voimme olla melko luottavaisia siita, etta nama reunaehdot 

ovat myos matemaattiselta kannalta oikeellisia . 
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4.7.2 Mekaaniset reunaehdot 

Perustapaus. Jaetaan kappaleen reuna rnekaanisessa rnielessa tas ­

-+ 
= t 

sa ensin ei paallekkaisiin osiin 

s~ ja s~, jotka yhdessa rnuodostavat 
0 koko reunan S (kuva 4.7.2). Taten 

joukko-opillisin rnerkinnoin 

s~ n s~ = ¢, s~ u s~ = s0 
• (n on 

leikkaus, U on yhdi ste ja ¢ on tyhja 

Kuva 4.7.2 Mekaaniset reu­
naehdot. 

joukko.) Osien S~ ja S~ ei tarvit ­

se olla yhtenaisia alueita (kuten 

kuvassa 4.7.2), vaan ne voivat 

koostua useasta erillisesta aluees ­

ta. 

eli 

eli 

Reunalla S0 on siirtyrna annettu: 
u 

u u a a 

u c 

S0 :lla 
u 

Viiva suureen tunnuksen paalla viittaa annettuun arvoon. 

Reunalla S~ on traktio annettu: 

eli 

(4.7.1) 

(4.7.1') 

(4.7.1") 

(4.7.2) 



l {t} = {t} l (4.7.2') 

::!li s~: lUi 

ta t a 

tb = tb (4.7.2") 

t = t c c 

Es.imerkkina voisi olla valitun kappaleen kannalta hyvin jayk­

caan alustaan kiinnitetty systeemi. Kiinnit~tty reuna olisi osa 

3°, jolla siirtymat siis likimain haviavat: ~ = 0. Muuhun kap -
u 

?aleen pintaan v~isi vaikuttaa vaikka annettu nesteen paine p, 
. -+- -+-o 
JOlloin traktio t = -pn . 

On syyta korostaa, etta samassa reunan pisteessa ei voida an­

:aa samanaikaisesti seka siirtymaa etta traktiota vaan vain jom­

?ikumpi. Jos traktio on annettu, vastaava siirtyma on tuntematon, 

joka seuraa koko systeemin ratkaisusta. Jos siirtyma on annettu, 

rastaava traktio on taas tuntematon. (Ks. kohdan 5.7.2 huom~utus 2.) 

-Iuomautus l. Jos kappaleen reuna on kokonaan tyyppia S~ eli 

;iirtymia ei ole ollenkaan annettu reunaehtoina (esimerkkina 

1varuusalus) , kappaleeseen vaikuttavia ulkoisia voimia ei voida 

1ntaa taysin mielivaltaisesti, mikali kyseessa on tasapainotila. 

Jlkoisten voimien tulee muodostaa tall6in tunnetusti nollavoima­

;ysteemi [2.1, s. 236] eli ulkoisten voimien .resultantti ja ulkois­

:en voimien momentti mielivaltaisen pisteen suhteen haviavat. 

Jama ehdot saadaan tasapainoyhtal6ista ( 4. 4. 5") (a = 0) manipu­

_oimalla nii ta sopivasti. Esimerkiksi integroimalla ensimmalnen 

·htala (4.4.5") puolittain alueen v0 yli, soveltamalla kaavoja 

L.2.10) ja ensimmaista traktio-jannitysyhteytta (4.4.21") saa­

.aan tulos 

0 ' (4.7.3) 

jonka mukaan ulkoisten voimien resultantin a-akselin suuntaisen 

~omponentin tulee havita. 
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Jos b on annettu (Yleensa ei ole tapana pitaa su~reen b paal ­
a 

la ylaviivaa, vaikka se on yleensa annettu suure.) ja jos koko 

reuna on tyyppia S~, myos t = t on annettu ja mm . ehdon (4.7.3) a a 
tulee talloin toteutua . Jos osa reunaa on sita vastoin tyyppia 

S0
, ulkoiset voimat voidaan antaa vapaasti ja osalle S0 syntyy 

u u 
automaattisesti sellainen traktiojakautuma, etta mm . ehto (4.7 . 3) 

toteutuu. 

Jos viela koko reuna on tyyppia S~, kappaleen siirtymat eivat 

maaraydy yksikasitteisesti. Kasittely voidaan suorittaa tasapai ­

notehtavan yhteydessa siten, etta kappale varustetaan jollakin 

vahimmalla jaykan kappaleen liikkeet estavalla tuennalla . Tal ­

loin siirtymat maaraytyvat yksikasitteisestija tukireaktiot ha­

viavat . Saatuun siirtymakenttaan voidaan lisata lopuksi mieli ­

valtainen jaykan kappaleen liikkeen siirtyma ja uusi siirtyma­

kentta on jalleen tehtavan ratkaisu. 

Dynaamisissa tehtavissa ulkoiselle kuormitukselle ei tarvitse 
0 asettaa rajoituksi0 vaikka koko reuna olisi tyyppia St. 

Huomautus 2. Reunaehtoja on tarkasteltu edella (ja tarkastellaan 

jatkossa) lahinna pienten siirtymien teorian kannalta . Kuva 

(a) 

(b) 

Kuva 4.7.3 Kosketusprob ­
leema. 

4.7.3 esittaa tyypillisia suurten 

siirtymien teorian yhteydessa syn­

tyvia ongelmia. Kappale on kuvassa 

(a) alkutilassa ja kuvassa (b) de ­

formoituneena. Reunan osa s0
, jol -

u 
la kappale on kosketuksessa tukeen 

B on tuntematon ja taytyy maarittaa 

osana ratkaisua kullakin ajan hetkel -

la (tai kuormituksen arvolla) . Jos 

kuormituk sena vaikuttaa esimerkiksi 

annettu nesteen paine p, traktio 

t = -p~, mutta suurten siirtymien 

yhteydessa joudutaan yleensa operoi ­

maan pseudotraktion (ks. kuva 4.4.7) 

Pt = (dS/dS0 )t avulla. Koska vekto ­

ri ~ ja suhde dS/dS0 ovat myos aluk - ~ 

si tuntemattomia, kasittely tulee 

siis pa kosti komplisoiduksi. 
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Ensimmainen yleistys. Perustapauksessa reunaehdot esitettiin 

merkinnallisista mukavuussyista johtuen siten, etta osalla S0 

u 
kaikki siirtymakomponentit olivat annettuja ja osalla S~ taas 

kaikki traktiokomponentit. Ehdot saadaan talloin matriisimerkin­

noin yksinkertaiseen muotoon. Yleisemmin reunaehdot ovat kussa ­

kin reunan pisteessa seuraavat: 

-u a' = u a' tai t a' t a' 

ub, = ub, tai tb, tb' (4.7.4) 

u c' u c' tai t c' = t c' 

Kultakin riviltatulee valita aina jompikumpi ehto mutta ei .mo­

lempia. Tassa kuhunkin reunan pisteeseen asetetaan paikallinen 

b' 

~a' 
c' 

c 

b 
a 

Kuva 4.7.4 Kierret­
ty paikallinen koor­
dinaatisto. 

ja 

{ t I} 

{t} 

jossa muunnosmatriisi 

suorakulmainen karteesinen koordinaatisto 

a'b'c' siten, etta yhden koordinaattiakse­

lin (kuvassa 4.7.4 a'-akselin) suunta yh­

tyy tavallisesti reunapinnan ulkoisen nor­

maalin suuntaan. Pilkuilla varustetut 
-+ . -+ 

suureet tarkoittavat vektoreiden u Ja t 

komponentteja paikallisen koordinaatiston 

kannassa. Eri kannoissa esitetyille kom­

ponenteille saadaan haluttaessa yhteydet 

{u'} = [L] {u} , 

{u} = [L]T{u' } } (4.7.5) 

(4 . 7 . 6) 

(4.7.7) 



---------

4 . 7 . 8 

on ortogonaalinen: 

[L]T[L] = [L] [L]T = [I] (4 . 7.3) 

Alkiot l ovat koordinaattiakselien valisten kulmien kosineja; 

esimerkiksi l = l =l' •
7

J' = 7
J•l' a'b ba' . · 

Kasitbely tulee merkinnallisesti raskaaksi . Jos ehtoihin 

(4.7.4) liittyvia alueita merkitaan vastaavasti tunnuksilla 1 s0 
u 

. l"'o 28o . 28o k .. 38o . 38o ... 11 .. t .. 
Ja ut' u Ja t se a u Ja t' na1 e pa ee s11s 

1 s~ n 1 s~ = ¢, 
1 s~ u 1 s~ = s0 

jne. 

Kuvan 4.7.5 esittama esimerkkitapaus antaa kaavojen (4 . 7 . 4) 

sovellutuksena ehdot 

c a 

Kuva 4.7 . 5 Kitkaton jaykka 
vino reuna. 

u a' annettu 

tb' annettu 

t c' = annettu 

= 0 

) = 0 (4 . 7 . 9) 

= 0 . 

Kyseessa on ns . kitkaton jaykka reuna (engl . smooth rigid 

boundary) . 
1

8
o 2

8
o . 

u' t Ja 
Jos ko. 

Reuna on siis valituin merkinnoin osaa alueista 
3 8o 

t• 
pisteessa on annettu joko kaikki siirtymakomponentit 

tai kaikki traktiokomponentit, ei ole yleensa mitaan erityista 

syyta kayttaa kierrettya koordinaatistoa ja talloin paastaan 

takaisin perustapaukseen. 

Toinen yleistys.Perustapauksessa reunalla S~ vallitsevien ehto ­

jen (4.7.2) sijasta voidaan kirjoittaa yleisemmin 

(4 . 7 . 10) 

eli 
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E= [ a ]{u } + {S } I (4.7.10') 

eli 

t a a ab a u Ba a a a ac a 

tb = a ba a bb a bc ub + Bb (4.7.10") 

t a a cb a u Be c ca cc c 

eli viela 

t (a aaua + a abub + a u ) + Ba a ac c 

tb (a baua + a bbub + a b u ) + Bb c c (4.7.10"') 

t (a caua + a cbub + a u ) + Be . c cc c 

Suureet a ja B ovat annettuja vakioita. Traktion otaksutaan siis 

riippuvan lineaarisesti reunan siirtyrnasta. Jos asetetaan 

[ a ]= [0], saadaan uudestaan ehdot (4.7.2) ({ B} ~ { ·t}). 

Esimerkiksi ns. kimmoisesti tuetun reunan tapauksessa otaksu­

taan tavallisesti konstitutiivinen yhteys 

Dt) = -[k]{u) J (4.7 . 11) 

jossa matriisi [k] on symmetrinen ja positiivisesti definiitti. 

Toisin sanoen tukivoimien otaksutaan olevan verrannollisia siir­

tymiin ja niiden suhteen vastakkaissuuntaisia (vrt . kaava 

(2.3 . 20)). Yhteyden (4.7.11) nahdaan selvasti olevan kaavan 

(4.7 . 10') erikoistapaus ([ a ]~ -[k] ja { B} ~ {0 }). 

Huomautettakoon, etta kaavan (4 . 7.11) mukainen esitys vastaa 

ns. ~!~~~£~~-~!~~~~~~!!~~ kayttoa [4.6, s. 305]. Matriisin [k] 

alkioita nimitetaan alustakertoimiksi (engl. modulus of founda­

tion) (tassa [ k] = N~:3)~--;~~;~~~;~~dessahan traktio tietyssa 

pisteessa tulee riippumaan paitsi ko. pisteen siirtymasta myos 

tuetun reunan muiden pisteide n siirtyrnista. 

Winklerin mallin mukaist~ kirr~oista tuentaa voitaisiin kuvata 

syrnbolisesti viela askeista hieman yleisemmin kuvan 4 . 7.6 esityk­

sella. Kappaleen reunan ajatellaan lepaavan aarettoman tiheasti 



KaP,paleen / 
reuna 

Tuentamallin 
reuna 

Kuva 4.7.6 Kimmoinen tu ­
enta. 

-+ 
u 

Kappaleen 
reuna 

Tuentamallin 
reuna 

Kuva 4.7.7 Eras koejar­
jestely. 

4 . 7 . 10 

sijaitsevien, toisistaan irrallaan 

olevien lineaaristen jousten valityk­

sella varsinaisen tuentamallin reunan 

varassa. Jousten kokoonpuristuma 

riippuu kappaleen reunan siirtyman 

{u} ja tuen siirtyman {u} erotuksesta. 

Taten traktio 

{t} = -[k] ({u}-{u } ) (4.7.12) 

Annetun siirtyman {u} voidaan aja ­

tella esittavan esimerkiksi kuvan 

4.7.7 ajatuskoejarjestelyyn liittyvaa 

sauvan A siirtymaa pisteessa 1. Py­

rimme antamaan kappaleen reunalle 

(piste 2) taman siirtyman arvon kier­

tamalla pyoraa B siirtymaa vastaavan 

maaran. Mutta sauva A ei ole valil­

la 1-2 taysin jaykka ja piste 2 saa­

kin tuntemattoman siirtyman {u}. 

Yhtalo (4.7.12) kuvaisi tata asetel­

maa ja matriisi [k] liittyisi ko. 

mekanismin jaykkyyteen. Esitys 

(4.7.12) on edelleen yleisen yhtey­

den (4.7:10') erikoistapaus ([ a ] ~ 

-[kL {(3} ~ £kHu}) . 

Jos nyt ajatellaan matriisin [k] 

kasvavan rajatta, esitys (4.7.12) lahestyy epamaaraista muotoa 

{t} = -[ oo ] {O} eli paastaan lopuksi ehtoon (4. 7 .1): {u} = {u}. 

(Paattely perustuu siihen, etta traktion {t} arvon tulee fysi­

kaalisista syista ilmeisesti sailya aarellisena olipa tuenta 

kuinka jaykka hyvansa, jos vain itse kappale on muotoaan muutta­

va. Talloin rajatta kasvavan matriisin [k] kertoman pystyvekto­

r in { u}- { u} taytyy 1 ahestya nollaa eli { u} -+ { u} ' 1 jotta { t} 

pysyisi aarellisena.) 

Kyseessa on vastaava tilanne, jota on selostettu kohdassa 

2.3.1 kuvan 2.3.4 yhteydessa. Kun [k] on aarellinen, yhtalo 

(4.7.11) tai (4.7 . 12) antaa traktion konstitutiivisen yhteyden 
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eli traktio on silloin konstitutiivinen (yleistetty) voima. 

Ehtoon (4 . 7 . 1) siirrytt~ess~ traktiolle ei ole en~~ konstitu -

tiivista yhteytt~ ja §!!!~~~-~E~~~~~ -~~ -~i~~~!~~~~ ~iY!~~§~~~Y~§~L 

E~i~~~~~~~~~~§~ · T~~ seikka tulee t~rke~n~ esille virtuaalisen 

tyon periaatetta sovellettaessa. Koska mik~~n tuki ei ole todel ­

lisuudessa t~ysin j~ykk~, voitaisiin ajatella, ett~ k~ytett~i­

siin ehdon (4.7.1) sijasta aina ehtoa (4.7 . 12) ja valittaisiin 

[k] riitt~v~n suureksi. N~in tehd~~nkin usein, mutta k~sitte ­

lyyn liittyy tietyiss~ tapauksissa numeerisia ongelmia. Ko . me ­

nettely~ nimiteta~n kirjallisuudessa §~~~~~~~~~~~!Y~§~ (engl. 

penalty method) . 

Huomautus 3 . Edell~ esitettyjen ensimm~isen ja toisen yleistyk -

sen sekamuotoja voidaan ilmeisesti myos synnytt~~ . Jos esimer ­

kiksi kuvan 4.7 . 5 j~ykk~ tuenta korvattaisiin Winklerin alustamal ­

lilla, ehtojen (4.7 . 9) sijasta saataisiin ehdot 

t 1 - kU I a a 

0 (4.7.13) 

Huomautus 4. Edell~ ei ole luonnollisestikaan pystytty kuvaamaan 

kaikkia mahdollisia kayt~nnoss~ esilletulevia reunaehtotapauksia. 

Esimerkiksi kappaleen ~~~~~!!~~~~ -~~§~~~~§ ymp~riston kappaleiden 

kanssa on vaikea mallitettava. Paitsi ett~ itse kosketusalue on 

yleens~ aluksi tuntematon (vrt. kuva 4.7.3), sopivan kitkalain 

loyt~minen ja sis~llyttaminen laskelmiin voi olla hankalaa. ·r~s ­

sa viitataan lis~ksi kohdan 5.7.2 huomautukseen 3. 
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4.7.3 Termiset reunaehdot 

Perustapaus. Jaetaan kappaleen reuna termisessa mielessa ei 

paallekkaisiin osiin s~ ja S0
, jotka yhdessa muodostavat koko 

q 0 

T = T 

Kuva 4.7.8 Termiset reuna­
ehdot. 

reunan S (kuva 4.7.8). 

Reunalla S~ on lampotila annettu: 

[~ s~: lla . (4.7.14) 

Reunalla S0 on lampovirran tiheys 
q 

annettu 

0 S :lla 
q 

(4.7.15) 

On syyta korostaa, etta samassa reunan pisteessa ei voida an­

taa samanaikaisesti seka lampotilaa etta lampovirran tiheytta 

vaan vain jompikumpi. (Ks. kohdan 5. 7. 3 huomau tus 1.) 

Tavallisin esimerkki ehdosta (4.7.15) on otaksuma ns. adia­

baattisesta reunasta eli taydellisesti lampoeristetysta reunasta 

jolloin q = 0. n 

Huomautus 1. Jos kappaleen reuna on kokonaan tyyppia s 0 eli 
----------- q 
lampotilaa ei ole ollenkaan annettu reunaehtona, kappaleen saamaa 

lampotehoa ei voida antaa taysin mielivaltaisesti, mikali kysees­

sa on stationaarinen tapaus. Integroimalla esimerkiksi yhtalo 

(4.6.18') stationaarisessa tapauksessa puolittain alueen v0 yli, 

soveltamalla kaavoja (L.2.10) ja lampovirran tiheys-lampovuoyh­

teytta (4.6.27') saadaan tulos 

(4.7.16) 

eli stationaarisessa tapauksessa kappaleen ymparistostaan saaman 

nettolampotehon tulee havita. (Jos stationaarinen energiayhtalo 
-+ -+c o kirjoitetaan merkintoja (4.6.19) kayttaen muotoon -V•q + p r = 0 

ehto (4.7.16) muuttuu vastaavasti.) 

Jos koko reuna on tyyppia S~, qn = qn on annettu ja ehdon 

(4.7.16) tulee talloin toteutua. Jos osa reunaa on sita vastoin 
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tyyppia S~, lampoteho voidaan antaa vapaasti ja osalle S~ synty y 

ratkaisun kautta automaattisesti sellainen lampovirran tiheys ­

jakautuma, etta ehto (4 . 7 . 16) toteutuu . 

Jos viela koko reuna on tyyppia s~, kappaleen lampotila ei 

maaraydy yksikasitteisesti. Kasittely voidaan suorittaa statio ­

naarisessa tapauksessa siten, etta annetaan mielivaltaisessa kap ­

paleen pisteessa mielivaltainen lampotilan arvo . Talloin lampo­

tila maaraytyy yksikasitteisesti. Saatuun lampotilakenttaan voi ­

daan lisata lopuksi mielivaltainen vakioarvo ja uusi lampotila ­

kentta on jalleen tehtavan ratkaisu (mikali konstitutiivinen yh ­

teys on riippumaton lampotilasta) . 

Epastationaarisissa tehtavissa lampoteholle ei tarvitse aset ­

taa rajoituksia vaikka koko reuna olisi tyyppia S0
. 

q 

Yleistys. Perustapauksessa reunalla S0 vallitsevan ehdon 4 f 7.15) 
q 

sijasta voidaan kirjoittaa yleisemmin 

a T + B , (4 . 7.17) 

jossa a ja f3 ovat annet t uj a vakioita. Lampovirran tiheyden 

reunalla otaksutaan siis riippuvan lineaarisesti reunan lampoti ­

lasta . Jos asetetaan a = 0, saadaan uudestaan ehto (4.7.15) 

( B ~ qn) . 

Ns. konvektiivisessa lammonsiirrossa pinnalta ymparistoon 

otaksutaan tavallisesti konstitutiivinen yhteys 

(4.7.18) l qc = h (T - T ) 
n c oo . 

Tassa h ([h J = Wm - 2K- 1 ) k kt' 1·· .. · · t · k · c c on ns. _Q~~~--~~~--~~~~~~~-~~~ -~~~Q~~ 

(engl. convection heat transfer coefficient), T pinnan lampotila 

ja T kappaletta ymparoivan nesteen lampotila . Kaavan (4.7 . 18) 
00 

tyyppinen yhteys kulkee usein nimella ~~~~Q~~~-j~~h~~~§!~~! 

(engl. Newton's law of cooling) [4.7]. Jos lammonsiirron ajatel ­

laan tapahtuvan pelkastaan johtumalla, yhteyden (4.7 . 18) nahdaan 

sisaltyvan tapaukseen (4.7.17) (a ~ h , B ~ - h T ) . c c 00 

Lammonsiirtymiskertoimen arvo riippuu voimakkaasti olosuhteis ­

ta; esimerkiksi siita, vallitseeko ymparoivassa nesteessa vapaa 
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vai pakotettu konvektiovirtaus (ks. kohta 5 . 2) . Alan teoksissa 

esitetaan kertoimen h arvojen arvioita eri tilanteissa seka se ­c 
lostetaan, kuinka lampotila T

00 
on talloin kulloinkin maaritelty. 

n 

Neste 

Kuva 4.7.9 Lampotilan T 
ja virtausvauhdin v ja ­
kautumat lahella kappa ­
leen pintaa suoralla n. 

visesta lammonsiirrosta. 

Lampotilan jakautuma lahella kappa ­

leen pintaa voi olla tyypillisesti 

kuvan 4 . 7 . 9 esittaman tapainen . Jos 

neste virtaa verrattain nopeasti kappa ­

leen ohi, myos lampotilan jakautumassa 

voi esiintya rajakerros, jossa lampoti ­

lan muutosvoimakkuus on suuri, jonka 

jalkeen lampotila on miltei vakio (T ) . 
00 

Tassa tapauksessa juuri tama arvo ote ­

taan yleensa referenssilampotilaksi T . 
00 

Kaavan (4 . 7 . 18) yhteydessa voi he -
' 

rattaa ihmetysta, etta olemme kaytta ­

neet kohdassa 3.4.5 esitettya indeksia 

c, joka viittaa johtumiseen ja kuiten ­

kin edella puhuttiin lahinna konvektii ­

Mutta kuvan 4.7.9 perusteella ymmarre -

taan, etta neste on takertumisehdon johdosta levossa kiintean 

kappaleen pinnan suhteen ja lammonsiirto voi siis tapahtua aluk­

si vain johtumalla (jos sateilya ei ole mukana) nesteeseen . 

Lampovirran tiheys nesteessa rajapinnan kohdalla maaraytyisi 

siis konstitutiivisen yhteyden (Fourierin lain) perusteella,mika ­

li tarkka lampotilajakautuma nesteessa tunnettaisiin. Mutta kun 

tata ei yleensa tiedeta, meidan on tyydyttava yhtalon (4.7.18) 

antamaan approksimaatioon. (Perusteellisempi kasittely merkitsi -: 

si, etta systeemi tulisi laajentaa kiintean kappaleen ulkopuolel ­

le ja olist ratkaistava samanaikaisesti seka kiinteaa ainetta 

etta nestetta koskeva probleema . ) 

Huomataan kaavojen (4.7.13) ja (4.7.12) samankaltaisuus. 

Huomataan viela, etta jos kirjoitamme kaavan (4.7 . 18) muotoon 

qn = h(T - T) ja annamme h:n arvon kasvaa rajatta, paadymme tilan­

teeseen, jossa lampovirran tiheyden arvoa ei saada enaa konstitu ­

tiivisesta yhteydesta ja joudutaan lopuksi ehtoon (4 . 7 . 14): 

T = T . Kohdassa 4 . 7 . 2 esitetyt useat kommentit patevat taten 

analogisina tassakin . Kuvan 4.7 . 9 perusteella ymmarretaan myos, 
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etta reunaehto (4.7 . 14) ei ole yleensa taysin realistisesti to ­

teutettavissa - vrt. ehto (4. 7 . 1). Jos pyrkisimrne pitamaan kap-
- 0 paleen pinnan halutussa lampotilassa T (sanotaan vaikka 0 C), se 

voisi tapahtua esimerkiksi huuhtelemalla kappaleen pintaa voimak­

kaasti "jaisella" vedella. Vaikka lamrnonsiirtymiskerroin h saa ­

taisiinkin hyvin suureksi, vasta arvo aareton tuottaisi siis ha ­

lutun tuloksen. 

Edella kaavaa (4.7.18) on tarkasteltu tapauksessa, jossa lam­

monsiirron aj a tellaan tapahtuvan johtumalla ymparistoon. Satei ­

lyyn liittyva osuus qr on myos voimakkaasti kappaleen ympariston 
n 

olosuhteista riippuva . Tavanomainen esitysmuoto on [4.7] 

(4.7 . 19) 

Tassa T ja T ovat pinnan ja ympariston (nimenomaan termodynaa-
sur -8 -2 -4 

miset) lampotilat, a = 5,67•10 Wm K on ~~~~~~:~2~t~~~~~~~ 

~~~~~ ja E ([ E] = - ) ko. pinnan ~~~~~~~~~~yy~ (engl. emissivity) 

Kaavan (4.7.19) muoto edellyttaa, etta ko. pintaa ymparoi huomat -

tavasti suurempi lampotilassa T oleva pinta ja etta pintojen sur 
valissa oleva valiaine ei vaikuta sateilyyn [4.7]. 

Termi (T 4 -T 4 
) manipuloidaan usein muotoon (T+T ) (T 2 +T 2 

)" sur sur sur 
(T-Tsur). Kaava (4.7.19) voidaan kirjoittaa talloin seuraavasti: 

- ~ h T-T r ( sur) ' (4.7.20) 

jossa kerroin 

EO (T+T ) (T 2+T 2 ) sur sur (4.7.21) 

on ns. sateilyn lammonsiirtymiskerroin (engl. radiation heat 

transfe~-~~~~~~~~~~~)-([~-]-:-~~=2;:r) Sateily esitetaan kaa -r . 

van (4.7.20) avulla vastaavaan tapaan kuin johtuminen kaavassa 

(4.7.18) naennaisesti lineaarisena Newtonin jaahtymislakina. 

Koska kerroin h riippuu kuitenkin pinnan aluksi tuntemattomasta 
r 

lampotilasta T, kasittely joudutaan suorittamaan iteratiivisesti 

paivittamalla kertoimen h arvoa laskelmien antamien tulosten 
r 
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perusteella. (Myos kerroin h on usein lampotilan funktio.) c 
Johtumisen ja sateilyn kautta yhteensa syntyva lampovirran 

tiheys on siis edella esitettyja kaavoja kayttaen muotoa 

h (T-T ) + h (T-T ) c oo r sur (4.7 .22) 

Tama:' ·On j alleen esi tyksen ( 4. 7 .1 7) er ikoistaoaus ( a ~ h + h 1 
~ c r 

S ~ -h T - h T ) . Sateilyn osuuden perusteellisemman kasitte-c oo r sur 
lyn suhteen viitataan tass~ lammonsiirron kirjallisuuteen kuten 

[4.7] ja [4.8]. 

~~~~~~~~~-~· Tavallisin tapaus on se 1 jossa sateily kappaleen 

sisalla voidaan jattaa huomiotta eli siella qr = 0. Sateilya voi 

silti tapahtua kappaleen pinnalta kasin ymparistoon. Reunalla 

tulee talloin kirjoittaa yhteys 

(4.7.23) 

joka sanoo 1 etta kappaleen sisalta johtumalla kappaleen reunalle 

saapuva lampovirta poistuu pinnalta ymparistoon seka johtumalla 

seka sateilemalla. Merkinnat- ja + viittaavat kohdan 4.7.5 esi­

tykseen. 

Kehitetaan yhtaloa (4.7.23) jatkoa varten viela hieman eteen­

pain. Otaksutaan 1 etta johtuminen kappaleen sisalla tapahtuu 

isotrooppisen Fourierin lain (4. 2.59 ") mukaan ja etta pinnalla 

voidaan soveltaa kaavaa (4 .7.17) 1 jossa a ja Son valittu sopi­

vasti. Reunaehto (4.7.23) saa silloin muodon 

eli 

- k ClT 
Cln 

aT + S 

()T 
aT + k = -S . 

Cln 

(4.7.24) 

(4.7.24') 

Huomautus 3. Tehdaan joitakin reunaehtojen terminologiaan liit-

tyvia kommentteja. 



4.7 . 17 

Skalaarisuuretta f koskeva lineaarinen reunaehto on tavalli ­

simmin joku tyypeista 

f = f ' 

(jf 

an g ' 

af + S ~~ h . 

(Dirichle t) (4 . 7.25) 

(Neumann) (4 . 7.26) 

(Cauchy, Robin, mixed) (4.7.27) 

Tassa C!f/C!n on suureen f derivaatta alueen ulkoisen normaalin suun ­

nassa eli ns . ~~~~~~!~9~~~~~~~~~ (engl . normal derivative) ja f, 

g, a , S ja h ovat (aina tietyssa reunan pisteessa) annettuja va ­

kioita. Reunaehtojen viereen on merkitty sulkuihin niista kir ­

jallisuudessa tavallisimmin kaytetyt nimitykset. Sana mixed viit ­

taa siihen, etta kyseessa on funktion arvon ja sen normaalideri ­

vaatan arvon lineaarikombinaatio eli "sekoitus" . Cauchy- ehdon 

erikoistapauksina saadaan seka Dirichlet- ehto etta Neumann - ehto . 

(Esityksessa (4.7.27) voidaan tietenkin viela saattaa niin halut ­

taessa joko a tai S ykkoseksi jakamalla yhtalo puolittain joko 

kertoimella a tai S.) Jos reunaehtojen (4.7 . 25) ... (4.7.27) oike ­

at puolet haviavat, ehtoja sanotaan b~~~~~~~~§~~§~ (engl. homo ­

geneous) . 

Yhtalo (4.7.24') on esimerkki Cauchy-ehdosta. Valitsemalla 

yhtalossa (4 . 7.23) adiabaattinen reuna, jolloin yhtalon oikea 

puoli haviaa, paadytaan vastaavasti homogeeniseen Neumann - ehtoon 

C!T/C!n = 0. Lopuksi yhtalo (4.7.14) on esimerkki Dirichlet- ehdos ­

ta. 
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4.7.4 Alkuehdot 

Epastationaarisissa tehtavissa tarvitaan reunaehtojen - jot­

ka voivat samoin riippua ajasta - lisaksi myos ns. ~!~~~~92~ 

(engl. initial condition). Ne ilmaisevat tiedon systeemin tilas­

ta alueessa v0 hetkella, jona ko. ilmiota aletaan tarkastella. 

Alkuehtojen kaytto on tuttua partikkelimekaniikasta, jossa par ­

tikkelin liikkeen ennustamiseksi taytyy tietaa partikkelin asema 

ja nopeus alkuhetkella t = t 0 (ks. kohta 2.3.2). 

Se, mita tietoja tulee antaa alkuehdoissa, riippuu kenttayh­

taloiden formuloinnista (ks. kohta 4.8). Alkuehdot koskevat va­

littuja perustuntemattomia seka mahdollisesti niiden aikaderi ­

vaattoja. Jos perustuntemattomina ovat esimerkiksi siirtyma {u} 

ja lampotila T, alkuehtoina tulee antaa suureiden {u}, a{u}/8t 

ja T jakautumat alueessa V0
• (Kaksi ensimmaista naista ehdoista 

ovat ymmarrettavissa partikkelimekaniikan perusteella.) Huomau­

tettakoon, etta alkuehtojen - tarkasteltuina alueen v0 reunalla 

tulee tietenkin olla sopusoinnussa siella alkuhetkella esi­

tettyjen reunaehtojen kanssa. 

Sen sijaan, etta pitaisimme paikkakoordinaatteja ja aikaa eri 

asemassa, voimme myos ajatella tehtavaa suoraan nelidimensioi­

sessa paikka-aika-avaruudes­

sa. Kuva 4.7.10 pyrkii ha-

t 

~---- -- ' t t2 = 

-' t tl 

b 

Kuva 4.7.10 abt-avaruus. 

vainnollistamaan tata, kun 

paikkakoordinaatteja on vain 

kaksi. Maarittelyalueena on 

abt-avaruudessa suorapohjai-

nen puoliaareton sylinteri, 

koska Lagrangen esitystavassa 

maarittelyalue on paikan suh-

teen muuttumaton alkutilan 

asema. Alkuehdot annetaan 

sylinterin pohjalla A0
• Itse 

asiassa alkuehtoja voitaisiin 

nimittaa aika-akselin suhteen 

taydennetyn maarittelyalueen 

kannalta yhta hyvin alueen 
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tietylla reunalla vallitseviksi reunaehdoiksi. Varsinaiset reu­

naehdot patevat sylinterin vaipalla. Esimerkkina kuvan 4.7.10 

esittamasta tapauksesta voisi olla vaikka tasolevyssa vallitse­

van lampotilakentan T(a,b,t) maarittaminen. 

Komplisoitujen ainemallien - kuten viskokimmoiset aineet -

yhteydessa alkuehdoiksi eivat valttamatta riita pelkastaan tie­

dot suureiden tai niiden aikaderivaattojen arvoista kuten on to­

dettu kohdassa 4.2. 

~~2~~~t~§_!· Tehdaan joitakin terminologiaan liittyvia komntent­

teja. 

Ajasta riippuvat probleemat ovat yleensa ns. §t§~§~!§t§~t~Y!~ 

(ks. kohta 4.1). Etenemistehtaville on tyypillista, etta maarit­

telyalueen tietylla reunalla (esimerkiksi kuvassa 4.7.10 reunal­

la t ~ oo) ei ole annettu mitaan ehtoja. Etenemistehtavaan llit­

tyvat osittaisdifferentiaaliyhtalot ovat matemaattisen termino­

logian mukaan ~YE§~~21!§!~ tai E~~~~21!§!~ (engl. hyperbolic, 

parabolic) . 

~~§~E~!~2:_i~-2~!~~!§~~Y2t~ht~Y!~ (ks. kohta 4.1) nimitetaan 

taas usein etenemistehtava-termin vastakohtana reuna-arvotehta-

y!~§! (engl. boundary value problem), koska niissa annetaan alu­

een kaikilla reunoilla ehtoja. Reuna-arvotehtavaan liittyvat 

osittaisdifferentiaaliyhtalot ovat matemaattisen terminologian 

mukaan ~!!!Et!§!~ (engl. elliptic). 

Etenemistehtavista kaytetaan joskus myos havainnollista nimi­

tysta ~~~§§!~!§E~2~1~~~~ (engl. marching problem) [4.2, s. 351]. 

Tehtavana on marssittaa ratkaisu eteenpain tietyssa suunnassa 

silta alueen reunalta kasin tulevan tiedon varassa, jolla ehtoja 

on annettu. Kuvan 4.7.10 tapauksessa etenemissuunta eli marssi­

missuunta on t-akselin positiivinen suunta. Etenemistehtava voi 

esiintya myos ajasta riippumattomissa tapauksissa (ks. kohta 6.8). 

Kuva 4.7.10 osoittaa, etta maarittelyalueen reuna on ajan suh­

teen painvastoin kuin yleensa paikan suhteen aina hyvin yksinker­

tainen: t = t 0 = vakio. Huomataan myos, etta jos alkuehtona an­

netaan jonkin suureen f aikaderivaatta 8f/8t, kyseessa on kohdan 

4.7.3 huomautuksessa 3 esitetyn terminologian mukaan itse asiassa 

Neumannin reunaehto, koska aika-akseli on reunalla t = t 0 yhden­

suuntainen maarittelyalueen ulkoisen normaalin kanssa. 
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~~Q~~~t~~ - f· Numeerisia menetelmia kaytettaessa ajasta riippuvat 

tehtavat ratkaistaan tavallisimmin marssimalla aarellisin askelin 

aika- akselin suunnassa. Kun systeemin tila tunnetaan tietyilla 

perattaisilla ajan diskreeteilla arvoilla, tilan maaritys tule­

vaisuudessa askeleen 6t paasta tapahtuu yleensa periaatteeltaan 

laskennallisesti hyvin yksinkertaisella algoritmilla. Tama on 

johtanut siihen, etta myos stationaarinen tehtava voidaan joskus 

ratkaista katevasti muodollisesti ajasta riippuvana. Jos systee­

missa nimittain on - tai siihen keinotekoisesti lisataan - sopi­

vasti vaimennustyyppisia efekteja (kuten nopeudesta riippuvia, 

sille vastakkaissuuntaisia voimia), systeemi pyrkii ajan kasvaes ­

sa asettumaan alkuehdoista riippumatta tiettyyn pysyvaan tilaan, 

mikali systeemiin vaikuttavat heratteet eivat riipu ajasta. Nain 

on siis saatu stationaarinen ratkaisu. Esitetty ratkaisufil~so­

fia ei ole mitenkaan luonnoton, koska todellisuudessahan jokai ­

sella tapahtumalla on alkunsa ja loppunsa ja mahdollinen statio­

naarinen tila on vain osa tapahtuman historiasta. 
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4.7.5 Jatkuvuusehdot 

Kasitte1y pohjautuu voimal1isesti kohdan 5.7.5 esitykseen . 

Todettakoon vain, etta aineparametrien arvojen hyppayksista joh­

tuvat va11itsevien suureiden epajatkuvuudet ovat paljon tava1li ­

sempia kiintean aineen mekaniikassa kuin nestemekaniikassa. Nes ­

teissahan diffuusio y1eensa tasoittaa mahdo1liset epajatkuvuudet . 

Kaavojen (5.7.38), (5.7.39), (5.7.44) ja (5.7.46) vastineet 

tulevat olemaan siirtyman jatkuvuusehto 

(4 . 7.28) 

1ampotilan jatkuvuusehto 

(4.7.29) 

traktion jatkuvuusehto 

(4.7.30) 

ja lampovirran tiheyden jatkuvuusehto 

(4.7.31) 

Namahan ovat muuten samoja kuin kohdassa 5.7.5 paitsi yhta1o 

(4.7.28), koska nyt operoidaan Lagrangen esityksen johdosta no ­

peuden sijasta siirtyman avul1a. 

Siirtyman jatkuvuusehto ei tietenkaan pida paikkaansa pinnoi1 -

1a, joissa kappaleeseen syntyy esimerkiksi saroja, halkeamia tai 

1iukumia. Siirtyman jatkuvuusehto voidaan esittaa kaavojen 

(5.7.40) ja (5.7.41) tyy1iin ja1leen erikseen 1apitunkemattomuus­

ehtona 

1 
(4.7 . 32) 
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ja liukumattomuusehtona 

( 4. 7. 33) 

Katsotaan viela tarkemmin liukumisesta johtuvaa epajatkuvuus ­

pintaa (kuva 4.7.11). Kyseessa on toisiaan koskettavien aine­

pintojen E+ ja E- liukuminen toisiaan pitkin. Tallainen asetel ­

ma voi syntya mm. maaperamekaniikassa (engl. soil mechanics) ns. 

liukupinta- analyysissa ja kalliomekaniikassa (engl. rock me­

chanics) rakoilleen kallioaineksen liikkeessa. Liukumisessa 

patee siis [ vn] = 0, [~tJI -:;e 0 eli v~ = v~, ~~ -:;e ~~. (Tarkasti 

ottaen todellista hyppaysta [~tTI ei ehka esiinnykaan, vaan hy­

vin ohuessa kerroksessa syntyy hyvin voimakas leikkausmuodonmuu­

tos.) Finnan E(t) tietyssa pisteessa patee du = v dt ja d~t = 
n n 

~tdt ja siis du~ = du~ ja d~~ -:;e d~~. Havaitaan kuitenkin, etta 

ehdosta du+ = du- ei voida johtaa suurten siirtymien tapauksessa 
n n 

integroimalla enaa ehtoa u~ = u~, jos nailla merkinnoilla tarkoi-

tetaan: u = n°·~. Kuvan (a) alkutilassa toisiaan koskevilla 
n 

vastinpartikkeleilla P ja Q on nimittain hetken paasta pinnalla 

E(t) eri yksikkonormaalit ja kuvasta nahdaan, etta n°·~+ -:;e n°·~-. 

Eo~ ~0 
Eo 

~ ~0 0
o n -++ 

- ~~+ ~ 
u 

p

0 

\ 

-+- \\~-
u 

(a) (b) 

Kuva 4.7.11 Liukuminen. (a) Suuret siirtymat. (b) Pienet siirty­

mat. 

-+ -+o + 
Pienten siirtymien tapauksessa n ~ n ja ehdosta vn = vn seuraa 

toisiaan ehto u~ = un' kuten kuva (b) nayttaa osoittavan. Taten 
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termit lapitunkemattomuusehto ja liukumattomuusehto eivat ole 

kaavojen (4.7.32) ja (4.7.33) yhteydessa suurten siirtymien ta­

pauksessa enaa tarkasti ottaen sopivia. 

Esimerkki 4.7.1 Jannitys- ja venymakomponenttien epajatkuvuus. Tarkaste1-
1aan tasomuodonmuutostapausta (ks. kohta 6 . 3.1) ab-tasQssa (kuva (a)). 

+ 
E' 

a 
(a) 

Kyseessa on pitka1ti esimerkissa 
5.7.2 esitetyn kasitte1yn toisto. 01 -
koon mahdo11 inen epajatkuvuuspinta E 
merkintojen yksinkertaistamiseksi tar ­
kaste1tavassa pisteessa b-akse1 in suun­
tainen. Otaksutaan isotrooppisesti 
kimmoinen aine ja etta epajatkuvuudet 
johtuvat s i ita, etta kimmokertoime11a 
on eri arvot (E+ ja E- ) pinnan eri puo-
1 i 11a. 

Otaksutaan siirtyma tavanomaiseen 
tapaan kaavan (4.7.28) mukaisesti jat ­
kuvaksi. Ta11oin 

+ u 
a 

u 
a 

(a) 

ja si is derivoimal1a b:n suhteen (o11aan ede1leen pinna11a E) 

+ -au dUb a 
--= 
ab ab 

(b) 

+ -
dUb dUb 
-- = 31-ab 

(c) 

Kaava (c) on toisin kirjoitettuna (ks. merkinnat (3.3.36)) 

( C I ) 

Ta11a on he1posti ymmarrettava merkitys: toisiaan koskettavat b-akse1 in 
suuntaiset vi iva - a1kiot saavat saman venyman. 

a-akse1 ia vastaan kohtisuorassa o1evaan pinta-a1kioon vaikuttavan trak­
tion esitys on tassa 

-+ 
t 

Ehto (4.7.30) on siis 

e1 i 

+-r + -r - -r - -r 
a I + T J = a I + TabJ a ab a 

+ a 
a 

a 
a 

(d) 

(e) 

(f) 
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+ 
'ab 'ab 

Konstitutiiviset yhteydet ovat (ks. kaavat (4.2.14)) 

cr = 2G E: a a 

T = ab 

Tassa on otettu kasittelyn lyhentamiseksi erikoistapaus v = 0, jolloin 
kaavojen (4.2 . 16) mukaan G = E/2 ja A= 0. 

Kaavan (f) perusteella 

+ + - -2G E: = 2G E: , 
a a 

joten yleensa 

+ E: :j:: E: 
a a 

(g) 

(h) 

( i ) 

( j ) 

Tama tulos poikkeaa luonteeltaan esimerkin 5.7.2 vastinkaavasta (f 1
), kos­

ka emme tee nyt kokoonpuristumattoman aineen otaksumaa. 
Kaavan (c') perusteella 

(k) 

joten yleensa 

( l ) 

Kaavan (g) perusteella 

(m) 

joten yleensa 

(n) 

Koska 

(o) 

Kaavan (b) avulla saadaan lisaksi tulos 

+ -
dUb dUb 
--:j::--
()a ()a 

(p) 



a 
(b) 
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jota kuvan (b) esitys pyrkii havainnollistamaan . 
TasU:i esimerkista kay selvasti ilmi se, etta 

jannityskomponenttien kaytta perustuntemattomi ­
na (ks. kohta 4.8) voi olla mahdollisten epa ­
jatkuvuuksien (kaava (l)) johdosta hankalaa. 
On huomattava, etta jos epajatkuvuuspinta ei 
ole a - tai b-akselin suuntainen, kaikkien kompo ­
nenttien aa, ab ja Tab arvot saavat hyppayksen. 
Kaavojen (j) ja (p) perusteella havaitaan, etta 
my6s si irtyman derivaatat voivat olla epajatku ­
via. 

Esimerkki 4.7 . 2 Lamp6vuovektorin epajatkuvuus. Tarkastellaan vastaavaa 
tapausta kuin esimerkissa 4.7.1, mutta nyt lamm6nsi irron kann~ lta (kuva (a)). 

k 

a 

(a) 

Epajatkuvuuspinta L aiheutuu lamm6njoh ­
tavuuden k arvon hyppayksesta. Otaksutaan, 
etta~ syntyy pelkastaan lamm6n johtumises ­
ta ja etta isotrooppinen Fourierin la~m6n f 
johtumislaki on voimassa. · 

Otaksutaan lamp6tila tavanomaiseen ta ­
paan kaavan (4.7.29) mukaan jatkuvaksi. 
Tall Bin 

(a) 

ja s1 1s derivoimal la b:n suhteen (ollaan 
edelleen pinnalla L) 

(b) 

a -aksel ia vastaan koht isuorassa olevaan pinta - alkioon I i ittyva lamp6virran 
tiheys on tassa 

(c) 

Ehto (4.7.31) on siis 

(d) 

Konstitutiiviset yhteydet ovat (ks. kaavat (4.2.5911
)) 

qa - k ~ 
Cla I 

q = -k ~ J b Clb 

(e) 

Kaavan (d) perusteella 



-k+ :n+ = - dT 
aa -k aa 

joten yleensa 

+ 
~:j: dT 
aa aa 

Kaavan (b) perusteella 

joten yleensa 

Taten lammonjohtavuuden epajatkuvuuden nahdaah (kaaya 

4.7.26 

(f) 

(g) 

(h) 

( i ) 

(i)) tosiaan aiheuttavan kuvan (a) esityksen mukaisesti epajatkuvuutta 
myos lampovuovektoriin. Jos epajatkuvuuspinta ei ole a- tai b-aksel in 
suuntainen, kummankin komponentin qa ja qb arvot saavat hyppayksen. Lam­
povuokomponenttien kaytto perustuntemattomina voi siten olla hankalaa. 
Kaavan (g) perusteella havaitaan, etta myos lampoti lan derivaatat voivat 
o l l a epaj at kuv i a . 

J 
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4.8 Yhteenveto 

Yleista. Tassa kohdassa kootaan ede11a kasite11yt kiintean ai­

neen mekaniikan tyypi11iset riippuvuudet matemaattise1ta kanna1 -

ta tarkaste1tavaksi yhtenaiseksi yhta1osysteemiksi. 

Kuvassa 4.8.1 pa1autetaan vie1a mie1een eraita kaytettyja mer­

kintoja. Kyseessa on siis Lagrangen esitystapa. Rajoitetaan 

kasitte1y pienten siirtymien teorian mukaiseen tapaukseen ja kay­

tetaan yhta1oiden matriisiversiota. Aikaisempiin kaavanumeroihin 

so 
T = T T I 

-+ ~ 
u = u />-----. ~ so 

, n 
u 
~ /////_____ ~ tdS0 

; l~i.l.----- 0 bctv0 'j 
I •I ) p 
~- _, 

c 

~ dS0 

\_____;;; qn 

b -
= t ' qn = qn a so' 

q 

Kuva 4.8.1 Eraita merkintoja. 

ei enaa viitata. Syntyvat pikakirjoitusmuotoiset yhta1ot ovat -

vaikkei kaikkien tunnusten aivan tarkkoja merkityksia muistettai­

sikaan - sopivia havainno11istamaan eri suureiden keskinaisia 

riippuvuussuhteita. 

Kenttayhta1ot. cauchyn I 1iike1ain mukaiset !!!~~y~~~!Q~ ovat 

(3 kp1) (4.8.1) 

Cauchyn II 1iike1ain mukaiset yhta1ot i1maisevat E~~!~~~!~~~~ 

!~!~~~~~i~~~!~Y~~~~-Y~~~~~~~~~9~~- Tama seikka on otettu jo 



r 
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huomioon maarittelemalla pystyvektori {a} vain kuusi alkiota si­

saltavaksi, joten nama yhtalot on syyta jattaa tassa yhteydessa 

kirjaamatta. 

~~~~g!~Y!}t~;!;Q on 

Po ae = -{n}T{q} + { }T a { } at v a at s · 

{a} (3 kpl) 

{s} = [ a ]{u} . 
£ u 

(6 kpl) 

(l kpl) (4.8.2) 

(4.8.3) 

( 4 •:8 • 4 ) 

Yhtalot (4.8.1) ... (4.8.4) perustuvat aksioomiin ja kinematiik­

kaan ja ovat siten taysin yleispatevia (pienten siirtymien teo­

riassa). Ne eivat kuitenkaan riita, vaan systeemi on taydennet­

tava ~Q~~t!t~t!!Y!~!!!~_y!}t~Y~~!!!~· Kuten on jo korostettu, 

nama voivat olla tapauksesta riippuen hyvin monimuotoisia ja tas­

sa yhteydessa voimme kasitella vain joitakin esimerkkitapauksia. 

~~~~!tY~~~~-~!!PP~Y~~~ voi olla mm. muotoa 

{a} = {a ( { £} , T) } , ( 6 kpl) 

josta esimerkkina yleistetty ~QQ~~~-!~~! 

jossa tassa {s0
} = {a}(T-T0

). 

§!~~~~~~g!~~-~!!PP~Y~~~ voi olla mm. muotoa 

e = e({s},T) , (l kpl) 

josta esimerkkina differentiaalinen muoto 

de= l_({a}+[D]{a}T)Td{s} + c dT 
0 £ 

p 

(4.8.5) 

(4.8.5') 

(4.8.6) 

(4.8.6') 
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~~~EQY~Q~-~b!EE~Y~~~ voi olla lammonjohtumisen suhteen mm. 

muotoa 

(3 kpl) (4.8 . 7) 

{qc} = -[k]{V}T . (4.8.7') 

On syyta korostaa seuraavaa asetelmaa. Lagrangen esityksessa 

varsinaisia ~b!EE~~~~~Q~b~-~~~~~~jb~ (engl. independent variable) 

ovat aineelliset paikkakoordinaatit a, b, c ja aika t. Tehtavan 

~b!EE~Yb~~~-~~~~~~jb~~~ (engl. dependent variable) osa on annet ­

tuja ja osa tuntemattomia. Tassa ovat annettuja (kentta-) suu­

reita mm. massavoiman intensiteetti {b}, tiheys alkutilassa p
0 

seka tietenkin konstitutiivisissa yhteyksissa esiintyvat ainepa­

rametrit tai funktiomuodot. Kaikki muut suureet kuten {a} (6 

kpl), {a} (3 kpl), e (1 kpl), {q} (3 kpl), {E:} (6 kpl) {u} (3 

kpl), T (1 kpl) ovat tuntemattomia, jotka tulee maarittaa riip­

pumattomien muuttujien a, b, c ja t funktioina. Tuntemattomien 

lukumaara on valinnassamme 23 ja kenttayhtaloita (4.8.1) ... 

(4.8.7) on yhteensa samoin 23, joten ainakin tassa suhteessa 

asetelma on oikeellinen. (Jotkut yhtalot- kuten (4.8.3), jota 

voidaan myos pitaa kiihtyvyyden maaritelmana - ovat rakenteel­

taan niin yksinkertaisia, etta tiettyja muuttujia - kuten kiih­

tyvyys - ei oteta alan kirjallisuudessa usein edes mukaan tun­

temattomien luetteloon.) 

Kaytannossa kaikkia tuntemattomia ei yriteta ratkaista yhta 

aikaa. Sopivasti yhtaloita kombinoimalla voidaan osa tuntemat­

tomista (yleensa) helposti eliminoida ja saadaan alkuperaista 

pienempi yhtalosysteemi, jossa samanaikaisesti esiintyvia tunte­

mattomia voidaan nyt nimittaa ko. formulaation E~~~~~~~~~~~~~g­

~b~~b (engl. basic unknown). Kun perustuntemattomat on maari­

tetty, muut tehtavan tuntemattomat saadaan tarvittaessa (yleen­

sa) helposti jalkikasittelyn avulla. Esimerkiksi jos 

siirtyma {u} tunnetaan, yhtalot (4.8.3) antavat valittomasti 

kiihtyvyyden. 

Kiintean aineen mekaniikassa tavallisin formulaatio on se, 
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jossa perustuntemattomiksi valitaan siirtyma {u} ja lampotila T; 

yhteensa siis 4 kpl. Suorittamalla tarvittavat eliminoinnit so­

veltaen lisaksi konstitutiivisia yhteyksia (4.8.5' ), (4.8.6'), 

(4.8.7') saadaan taulukossa 4.8.1 esitetyt yhtalot . Nama yhtalot 

Taulukko 4.8.1 Kenttayhtaloita. 

Liikeyhtalot 

Energiayhtalo 

ovat esiintyneet jo aikaisemmin miltei sellaisinaan; ks. kaavat 

(4.4.18) ja (4.6.23"). 

Kuten on todettu jo kohdissa 4.1 ja 4.6.1, normaalisti kytken­

ta termisen ja mekaanisen probleeman valilla voidaan jattaa huo­

miotta. Talloin lampotila T ratkaistaan ensin tarvittaessa ener­

giayhtalon avulla ja sen jalkeen siirrytaan puhtaasti mekaanisen 

probleeman kasittelyyn, jossa T on annettu. Mekaanisen problee­

man formuloinnissa on tapana puhua etenkin elementtimenetelman 

yhteydessa mm. ~~~~E~~~~~~E~!~~~E~ (engl. displacement method), 

Y2~~~~~~~E~!~~~E~ (engl. force method) ja ~~~~~~~~E~!~~~E~ (engl. 

mixed method). Siirtymamenetelmassa perustuntemattomat ovat 

siirtymia, voimamenetelmassa jannityksia tai yleensa voimasuurei­

ta ja sekamenetelmassa siirtymia ja jannityksia. Siirtymamenetel ­

ma on ylivoimaisesti tavallisin ja suoraviivaisin formulaatio. 

Taulukon 4.8.1 liikeyhtalot edustavat juuri tata formulaatiota 

kenttayhtaloiden osalta, kun {E
0 } pidetaan annettuna. 

Reuna- ja alkuehdot. Kuvassa 4.8.1 esiintyvat reunaehdot muodos ­

tuvat matriisimerkinnoin ~~~~~~~~~~E~-~~~~~~Q92~~E~ 
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{u} = {u} ( 4 . 8 . 8 ) 

{t} = (t} ' ( 4 . 8 . 9 ) 

T = T , (4.8.10) 

(4.8.11) 

Aksioomien seurauksina saadaan 1isaksi reunaehdoissa tarvitta­

vat ~~~~~!2:l~~~!~Y~Y~~~y~ 

( 4. 8. 12) 

o T 
gn = {n } { g} • (4.8.13) 

Jos otetaan {u} ja T perustuntemattomiksi, vastaavat reunaeh­

dot saavat e1iminointien ja konstitutiivisten yhteyksien (4.8.5') 

ja (4.8.7') sove1tamisen ja1keen tau1ukossa 4.8.2 esitetyt muo­

dot. Viimeisessa ehdossa katkokaarisu1uissa o1eva, kappa1een 

Tau1ukko 4.8.2 Reunaehtoja. 

Mekaaniset ehdot 

{u} = {u} 

Termiset ehdot 

T = T 

sisa11a tapahtuvasta 1ammon satei1ysta kertyva osuus jatetaan 
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tavallisesti pienena termina pois. Jos se on mukana, suurelle 

{qr} tulee myos esittaa jokin konstitutiivinen yhteys. Taulukon 

4.8.2 mekaaniset reunaehdot edustavat siirtymamenetelman ehtoja, 

kun {£0
} pidetaan annettuna. 

Ajasta riippuvissa probleemoissa on lisaksi esitettava kohdas­

sa 4.7.4 selostettuun tapaan tarvittavat ~!~~~g99~ eli esimerkik­

si taulukoiden 4.8.1 ja 4.8.2 esittamassa {u}, T-formulaatiossa 

tiedot siirtymasta {u}, nopeudesta a{u}/at ja lampotilasta Tal­

kuhetkella alueessa ja sen reunalla. 

Yleistyksia. Vallitsevat yhtalot on esitetty edella kasittelyn 

tiivistamiseksi lahinna jonkinlaisissa perusmuodoissaan. Kun ne 

on ymmarretty, voidaan sitten yleensa suorittaa verrattain hel­

posti taydennys tilanteesta riippuviin monimutkaisempiin tapauk­

siin. Tassa tarkoituksessa tullaan jatkossa soveltamaan usein 

~~i2~~~~~~~~~~~ :=. Talla tarkoitetaan, etta merkin vasemmalla 

puolella olevan suureen tilalle sijoitetaan oikealla puolella 

eleva suure. Esimerkiksi reunaehto (4.8.11) voidaan taydentaa 

ehdoksi (4.7.17) asettamalla edellisessa 

qn := aT + ~ . ( 4. 8. 14) 

Tarkastellaan toisena esimerkkina viela vaimennusvoimien 

(engl. ~amping forces) tapausta. Kontinuumin yhteydessa otaksu­

taan joskus, etta sen kuhunkin massa-alkioon vaikuttaa sen liike­

suunnalle vastakkainen voima alkutilavuutta kohti 

fd 
~ 

~ au = -cv = -c at ( 4. 8. 15) 

eli 

{fd} -c{v} a = = -c 8t{u} (4.8.15') 

Tassa kerroin c on positiivinen vakio tai paikan funktio. Tal­

laista nopeuteen verrannollista vaimennusta nimitetaan yleensa 

viskoosiksi vaimennukseksi; ks. myos kuva 2.3.11. (On selvaa, 

etta kaavan (4.8.15) mukainen esitys ei voi olla kevin realis­

tista. Esimerkiksi kappaletta ymparoivan valiaineen aiheuttama 
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vaimennushan tapahtuu kappa1een pintaan vaikuttavien voimien 

kautta.) Vaimennus tu1ee mukaan tau1ukon 4.8.1 1iikeyhta1oihin 

sijoitukse11a 

0 0 d p {b} := p {b} + {f } . ( 4. 8. 16) 

Termi p
0 {b} kaavan oikea11a puo1e11a tarkoittaa ede11een eksp1i ­

siittisesti annettua massavoimaa ti1avuutta kohti. 
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4.9 Virtuaalinen tyo 

4.9.1 Pienet siirtymat 

Yleista. Jos kontinuumimekaniikan probleemaa yritetaan ratkais­

ta analyyttisesti, kohdassa 4.8 esitetty differentiaaliyhtalosys­

teemiformulaatio on luontevin lahtokohta. On kuitenkin sanomat­

takin selvaa, etta analyyttisen tasmallisen ratkaisun loytaminen 

voi onnistua vain aniharvoissa voimakkaasti yksinkertaistetuissa 

tapauksissa. Kaytannossa on turvauduttava numeerisiin tietoko­

neavusteisiin menetelmiin; ns. g!~t~~~tt~!~!~ (engl. discrete) 

menetelmiin. Esimerkiksi ns. g!~~~~~Q~@!~~g~t~1~~ (engl. finite 

difference method) on klassillinen diskreetti menetelma, jonka 

lahtokohtana on yleensa samoin ollut differentiaaliyhtalosystee­

miformulaatio. Esiintyvat derivaatat korvataan vain likima~rai­

sesti erotusosamaarilla. Uudempi likimenetelma, ns. ~1~~~~tt!­

~~~~t~1~~ (engl. finite element method), kayttaa sen sijaan lah­

tokohtanaan vallitsevista differentiaaliyhtaloista kehitettyja 

ns. ~~!tt2i~-~~2t2i~ (engl. weak form, weak formulation) tai va ­

riaatioperiaatteita. 

Osoittautuu, etta ikivanha virtuaalisen tyon periaate on eras 

tallainen heikko muoto ja se antaa siten valmiin perustan mm. 

elementtimenetelman kayttoon. Virtuaalisen tyon periaate on in­

sinoorikoulutusta saaneelle henkilolle yleensa jo partikkelime­

kaniikan kautta toivon mukaan jonkin verran tuttu ja fysikaalista 

havainnollisuutta omaava asia. Sen laajennus kontinuumia koske­

vaksi synnyttaa samalla sivutuotteena mahdollisuuksia ymmartaa 

analogioiden kautta myos muiden kuinliikeyhtaloiden heikkojen muo­

tojen johdoissa tehtavia manipulaatioita. 

Virtuaalisen tyon periaate. Pyritaan suorittamaan johto samaan 

henkeen kuin partikkelisysteemin yhteydessa kohdassa 2.3.7, jot­

ta analogiset piirteet korostuisivat. Kirjallisuudessa on kui­

tenkin usein tapana kasitella tehtavaa ensin yksinkertaisimmil­

laan staattisessa tapauksessa ja taydentaa esitys sitten mm. hi­

tausvoima-ajattelun kautta. Toimitaan tassakin vastaavasti. 

Saavutetaan pedagogista etua, kun johto viedaan aluksi lapi 

mahdollisimman pelkistetyssa muodossa ja yleistys tapahtuu sijoi-
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tusmerkkia := soveltamalla ilman, etta koko kasittelya tarvittai ­

siin toistaa aina uudestaan. Vaihtoehtoinen tapa aloittaa heti 

taysin yleisesta muodosta tulee nimittain merkinnallisesti turhan 

raskaaksi. 

Kirjoitetaan liikeyhtaloiden (4.4.5) tasapainoversiot ja trak­

tio-jannitysyhteydet (4.4.21) muotoihin 

pob + £0 = 0 V0 :ssa (4.9.1) 

ja 

-+ to 0 0 t - = S :lla (4.9.2) 

eli 

ob + fa = 0 P a a ' 

0 fa 0 V0 :ssa (4.9.1') p bb + = ' b 

ob + fa = 0 p c c 

ja 

t - to = 0 a a ' 

tb - to = 0 0 
(4.9.2') b ' S :lla 

t - to = 0 . c c 

On siis kaytetty lyhennysmerkintoja 

£0 
Clt(a) Clt(b) Clt(c) 

- --- + ~+ ac Cla ( 4 • 9 • 3 ) 

eli 

dO ClTba dT I 
fa _§_ + ca 

a - Cla ~+ dC 

ClTab d0b dT cb fa + b - a a ai) + dC (4.9.3') 
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dT C1Tbe a a 
fa ~+ + e 

e - a a ab ()e 

ja 

to not(a) + ot(b) + not(e) 
- a nb e ( 4 . 9 . 4 ) 

eli 

to 0 + 0 + 0 
- n a nbTba n T a a a e ea 

to 0 + 0 + 0 
- n T ab nbob neTeb b a (4.9.4') 

Ylaviite a korostaa, etta ko. suureet on ajateltava lasketuiksi 

jannityskentasta. Havaitaan, etta yhtaloiden (4.9.1) ja (4.9.2) 

muodostama systeemi eroaa tyypiltaan yhtaloista (2.3.82) staatti­

sessa tapauksessa traktioita koskevalta osaltaan (ks. kuitenkin 

huomautus 3). 

Kerrotaan yhtalot (4.9.1) ja (4.9.2) skalaarisesti ~!~*bY~*-
~ 7 7 

t~!~~**~ vektorilla w(a,b,e) = wa(a,b,e)l + wb(a,b,e)J + 

we(a,b,e)k ja integroidaan syntyvat yhtalot vastaavasti maarit ­

telyalueittensa V0 ja s0 ylitse ja lasketaan nain saadut yhtalot 

viela yhteen, jolloin saadaan yhtalo 

f o~ ~a ~ o J ~ ~a ~ o (p b+r )•wdV + (t - t )•wdS = 0 . 
vo so 

(4.9.5) 

Sarna tulos seuraa operoimalla vastaavasti mielivaltaisilla ska­

laarifunktioilla wa' wb ja we yhtaloiden (4.9.1') ja (4.9.2') 

suhteen, jolloin saadaan yhtalo 

f [(poba+foa)wa + ( ob +fa) ( ob fa) ]do P b b wb + P e+ ewe V + 
vo 

+ J [(t - t
0

)w + (tb-tb
0

)wb + (t -t
0

)w ]dS
0 = o . a a a e e e 

so 
(4.9.5') 
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-7 
Koska vektori w eli sen komponentit w , wb ja w ovat taysin mie-a e 
livaltaisia, YQ~~19_ i~~~~~l_2~-~~Y~!~- ~~~~~~~Y2!~~~-YQ~~19!9~~ 

l~~~~1l _ j~-i~~~~~l-~~~~~~ (ks. huomautus 4). 
Yhtalon (4.9.5) voidaan ajatella esittavan tietynlaista pai­

notettua tasapainoyhtaloa koko systeemille funktion w toimiessa 

painona. 

Yhtalon (4.9.5) muotoa muutetaan osittaisintegroimalla siten, 

etta jannityksiin kohdistuvat osittaisderivaatat haviaisivat. 

Toisin sanoen muunnetaan termi Jt0 ·wdV0
. Kasittely on tasmalleen 

vastaava kuin kohdassa 5.6.1 termiin Jt0 ·~dV kohdistettu manipu­

laatio, joten sen askeleen 5 perusteella voidaan kirjoittaa heti 

(ks. huomautus 1) 

J t
0

·wctv
0 = J t

0
·wcts

0 

vo so 

( [a 
j a aa 
vo 

( 4 • 9 • 6 ) 

~~2~~~~~~-1· Ylaviitteen a ilmestyminen kaavan (4.9.6) oikealle 

puolelle selittyy seuraavasti. Virtuaalisen tyon periaatteen 

yhteydessa on hyodyllista ajatella jannitysten avulla kappaleen 

sisalta kasin laskettua traktiota t 0 = n°t(a) + nb0 t(b) + n°t(e) 
a e 

ja kappaleen pintaan vaikuttavaa - esimerkiksi annettua - ulkois-

ta traktiota t eri olioina, vaikka ne ~~~~~~~~ -~~~~~!~~~~~ ovat­

kin yhta suuria kuten yhtalo (4.9.2) osoittaa. 

Lausekkeen (4.9.6) sijoitus yhtaloon (4.9.5) poistaa termin 

t 0 ja saadaan yhtalo 

f 
o~b -Td o J -T -Td o p •w V + t•w s 

vo so 

awb awe awe awa awa aw 
+ Tbe(ac- + ~) +Tea(~+ ac-) +Tab(~+ aab)]dVO = 0 

( 4 • 9 • 7 ) 

Yhtalon (4.9.7) havainnollisuus lisaantyy, jos vektori w vali­

taan siten, etta silla on tietty fysikaalinen merkitys. Otetaan 
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( 4 . 9 . 8 ) 

-+ -+ 
eli w = ou , wb = cub, w = ou . Suure or(a,b,e) = ou(a,b,e) a a e e 
on paikkavektorin (3.3.1) tai siirtyman (3.3.13) variaatio eli 

virtuaalinen siirtyma. Riippuvuus ajasta on jatetty tassa merkin­

noista pois, koska keskitytaan vain tilanteeseen tietylla hetkel­

la. Merkkia o koskevat vastaavat huomautukset kuin kohdassa 2.3.7. 

Havaitaan, etta 

aw 'd(oua) au a 0 a 0£ = = = a a a a a a a 

awb dW a(oub) 'd(oue) dUb dU 
+ e + 0 + 0 e 

a1) = --- = ab 'de 'de 'db 'de (4.9.9) 

dUb au e 
oybe = o(- + a!)) = 'de ' 

On sovellettu taulukossa 2.3.2 esitettyja varioinnin laskusaan­

toja. suureet o£a' oybe jne ovat venymakomponenttien variaati­

oita eli ns. y!~E~~~!!~!~-Y~~~!~ (engl. virtual strain). Mat­

riisimerkintoja kaytettaessa havaitaan, etta {ou} ja {o£} voidaan 

kirjoittaa yhta hyvin muodoissa o{u} ja o{t:}. Lisaksi yhteyden 

{£} = ( a ]{u} lineaarisuudesta seuraa, etta 
£ u 

o{E} = [ a ]o{u} . 
£ u ( 4. 9. 10) 

Ottaen huomioon merkinnat (4.9.8) ja (4.9.9) yhtalo (4.9.7) 

saadaan siis muotoon 

- J (a o£ +obot:b+o o£ +Tb oyb +T oy +T boy b)dV
0 = o a a c e e e ea ea a a 

vo 
(4.9.11) 

eli 
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-twext + --tw. t = 0 ln 
(4.9.12) 

eli 

/ow = 0 . I (4.9 . 13) 

Tama on y!~t~~~1!~~g_ty9g_E~~!~~t~ eli kappaleeseen vaikuttavien 

voimien yhteensa tekema virtuaalinen tyo on nolla jokaisen virtu­

aalisen siirtymatilan suhteen. 

Edell a 

~wext = J p0b·o~dv0 + J t·o~dS0 I 

vo so 

(4.9.14) = J p
0 {b}To{u}dV0 + J {t}To{u}dS

0 

vo so 

= J {f}To{u}dV0 + J {t}To{u}dS0 

vo so 

on kappaleeseen vaikuttavien ulkoisten voimien tekema virtuaali ­

nen tyo ja 

= 

- J (a o£ +abo £ b+ ... )dV
0 

1 aa aa a a 
vo 

(4.9.15) 

on kappaleeseen vaikuttavien sisaisten voimien tekema virtuaalinen 

tyo. Termi {a}To{ £ } on sisaisten voimien miinusmerkkinen virtuaa­

linen tyo tilavuutta kohti. Sille voidaan johtaa kaavan (4.4.6'') 
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tapaan myos esimerkiksi esitys 

(4.9.16) 

Pidamme virtuaa1ista tyoyhta1oa (4.9.11), (4.9.12) tai 

(4.9.13) tassa perusmuotona, jota taydennetaan tarpeen mukaan 

sijoitusmerkkia := sove1tama11a. Painvastoin kuin partikke1ime­

kaniikassa emme kuitenkaan ota enaa kayttoon y1aviitetta * (ks. 

esimerkiksi kaavat (2.3.87) ja (2.3.88) muistuttamaan siita, 

etta kyseessa on esimerkiksi hitausvoimi11a taydennetty muoto. 

Esimerkiksi hitausvoimien ja vaimennusvoimien vaikutus saa­

daan mukaan sijoitukse11a 

0~ 0~ 0~ ~ 
p b := p b - p a - cv 

tai 

0 0 32 
d = p {b} - p ---{u } - c ~t{u} 

3t2 0 

tai 

kaavoihin (4.9.14). Taten 

4:, w ext : = ~w ext + -swi + ~wd 

jossa siis hitausvoimien tekema virtuaa1inen tyo 

~WI = - f po~.o~dVo ' 
vo 

= - J p0 {a}To{u}dV0 
, 

vo 

(4.9.17) 

(4.9.17') 

(4.9.17") 

( 4. 9. 18) 

(4.9.19) 



= f {fi}To{u }dV0 

vo 

ja vaimennusvoimien tekema virtuaalinen tyo 

f 
-+ -+ 0 

cv· oudV 
vo 

4.9.8 

( 4. 9. 20) 

Traktio kappaleen reunalla voi samoin riippua kappaleen liik­

keesta ja suuretta t tai {t} kaavoissa (4.9.13) voidaan tayden­

taa vastaavaan tapaan. 

~~Q~~~~~~-~· Miksi painofunktio ~ otetaan virtuaalisen tyon pe­

riaatteessa valinnalla ~ = 0~ aarettoman pieneksi ja miksi yli­

paansa se tulee ajatella juuri siirtyman dimension omaavaksi. 

Ensinnakin on todettava, etta kaytettiinpa ko. tulkintaa tai ei, 

lopuksi paadytaan kuitenkin aina samanarvoisiin yhtaloihin. on 

oleellista, etta painofunktio esiintyy vallitsevissa yhtaloissa 

lineaarisesti (ensimmaisessa potenssissa), vaikka itse yhtalot 

olisivat kuinka epalineaarisia tahansa. Talloin vain painofunk­

tion jakautuman muoto ratkaisee syntyvan yhtalon tyypin. Taman 

painofunktion kertominen tai jakaminen jollain luvulla merkitsee 

vain vastaavan yhtalon : jotain = 0, kertomista tai jakamista ko. 

luvulla. 

Usein virtuaalisia siirtymia ei ajatellakaan rakenteiden me­

kaniikassa todellisen siirtyman ~ variaationa o~. Tastahan on 

ollut puhetta jo kohdan 2.3 . 7 huomautuksessa 1, jossa esitetyn 
-+ -+virt . -+virt tulkinnan vastine on kontinuumille w = v (a,b,c), ]ossa v 

on ns. virtuaalinen nopeus. Sita ei pideta tavallisesti infini­

tesimaalisena ja silti paastaan lopuksi samoihin yhtaloihin kuin 

tulkinnalla ~ = o~. 
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Joskus rakenteiden mekaniikassa otetaan myos tu1kinta 
-+ -+virt . -+virt . .. · t d 11' · · .... w = u , ]ossa u on 1tsena1nen, o e 1seen s11rtymaan 

1iittymaton, aare11inen "virtuaa1inen" siirtyma; ei variaatio. 
-+virt . Suuretta u vastaavat s1tten 

lasketut "virtuaa1iset" venymat 

tenkin syyta huomata, etta nain 

kaavan {E} = [ a ]{u} mukaan 
{E}virt = [ a J{~}virt. On kui­

E U 

maaritellyt venymat ovat tarkas-

ti ottaen vai11a se1keaa fysikaa1ista merkitysta, koska yhta1o 

{E} = [ a ]{u} on mie1ekas vain pienten siirtymien teoriassa. 
E U 

Va1inta ~ = aU johtaa kaavan a{E} = [ a ]a{u} kautta tassa suh-
E U 

teessa fysikaa1isempaan esitykseen. Eras toinen syy tu1kinnan 

~ = au kayttoon on se, etta potentiaa1ienergian stationaarisuu­

den periaate saadaan si11oin virtuaalisen tyon periaatteen eri­

koistapaukseksi ja syntyy siis kytkentaa naiden kahden periaat­

teen va1il1e. 

~~2~~~~~~-}· Virtuaa1isen tyon periaate johdetaan kirja11isuu­

dessa tava11isimmin 1ahtema11a 1iikkee11e pelkastaan kenttayhta-

1oista (4.9.1). Manipu1oima11a niita painofunktio11a kertomisen 

ja osittaisintegroinnin avu11a paadytaan ensin muotoon 

f pob·~dVo + f to·~dSo + 
vo so 

aw 
- J [a ~ + a aa 

vo 

awb o 
ab ab + ... ]dV = o . 

Kun tassa sitten vie1a otetaan huomioon reunaehto t 0 = 
taan jal1een yhta1oon (4.9.7). 

(4.9.21) 

-+ 
t, joudu-

Tama johtamistapa on tava11aan ede11a kayttamaamme tapaa 1uon-

tevampi ja suoraviivaisempi. Sanokaamme vaikka, etta o1isimme 

sattuneet kirjoittamaan esimerkiksi yhta1ot (4.9.2) merkit vaih­

detussa muodossa t 0 
- t = 0. Ta11oin meidan o1isi pitanyt keksia 

kertoa nama yhtalot juuri painofunktio11a -~, jotta olisimme 

paasseet ha1uttuun 1opputu1okseen. Muotoa (4.9.21) kaytettaessa 

ei tu1e ta11aisia onge1mia. 

Syy va1itsemamme raskaamman 1ahestymistavan kayttoon on seu­

raava. Y1eisesti jaannosformu1aatiota sove1lettaessa kenttayhta­

loiden ja reunaehtojen painottamiseen kaytetyt funktiot - merki-



4.9 . 10 

taan vastaavasti w ja w - voivat olla eri suureita; toisin sa­

noen funktion w ei tarvitse olla valttamatta funktion w alueen 

reunalla saama arvo. Esimerkiksi yhtalon (4.9.5) sijasta voitai ­

siin taten kirjoittaa lahtokohdaksi esitys 

( o~ ~a ~ o J ~ ~a 7 o j (p b+r )•wdV + (t - t )•wdS = 0 , 
yO SO 

(4.9.22) 

jossa w ja ~ ovat mielivaltaisia ja maaritellyt erikseen V0 :ssa 

ja s0 :ssa. Osittaisintegrointi tuottaa muodon, jota voidaan myos 

soveltaa numeeristen laskelmien pohjana, mutta sen kayttokelpoi-
~ ~ 

suus osoittautuu parhaaksi, kun otetaan w = w alueen reunalla. 

Esimerkissa 4.9.1 kasitellaan hieman muodon (4.9.22) erasta so ­

vellutusta (ks. esimerkin 4.9.1 kuva (g)). 

Miksi sitten virtuaalisen tyon periaatteen tavanomaisen muo ­

don synnyttamisessa kaytetaan ylipaansa hyvaksi osittaisinteg­

rointia? Jos probleemassa esiintyvat funktiot ovat riittavan 

sileita, ennen osittaisintegrointia tai sen jalkeen saadut muodot 

ovat periaatteessa samanarvoisia. Mutta likimenetelmissa kayte ­

tyt funktiot eivat ole yleensa kovin sileita ja eri muotojen 

kayttokelpoisuudessa on talloin oleellisia eroja. Esimerkiksi 

siirtymamenetelmaa sovellettaessa muodossa (4.9.5) esiintyy ter­

min -pa kautta kimmoisen aineen tapauksessa loppujen lopuksi siir­

tyman toisen kertaluvun paikkaderivaattoja. Muodossa (4.9.7) 

esiintyy sen sijaan enaa ensimmaisen kertaluvun derivaattoja. 

Tama on ratkaiseva helpotus. Esimerkin 4.9 . 1 tarkastelut havain­

nollistavat tata piirretta. 

Huomautus 4. Tarkastellaan esimerkiksi yhtaloa (4 . 9.22). Miten 

tama yksi integraalimuotoinen yhtalo voi olla taysin samanarvoi ­

nen pisteettaisesti voimassaolevien vektoriyhtaloiden (4.9.1) ja 

(4.9.2) kanssa? Johto perustuu siihen, etta funktioiden ~ ja ~ 
kulku voidaan valita aarettoman monella tavalla, koska funktiot 

ovat mielivaltaisia. 

Todistuksessa kaytetaan hyvaksi vastaoletusta vahan samaan 

tapaan kuin yhtalon (4 . 3.9) johdossa. Otaksutaan, etta esimer ­

kiksi yhtalo p
0 b + fa = 0 ei pida paikkaansa kaikkialla, vaan a a 

etta sen vasen puoli saa vaikka positiivisen arvon tietyssa pis -

teessa P. Otetaan ~ = 0 ja wb = 0, we = 0 seka wa = 0 kaikkial-
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la paitsi pisteen P pienessa ymparistossa, jossa w otetaan a 
positiiviseksi. Kun suure p

0 b + f 0 otaksutaan jatkuvaksi, se a a 
on positiivinen myos pisteen P pienessa ymparistossa. Mutta 

talloin yhtalon (4.9.22) vasen puoli tuottaa integroituna posi ­

tiivisen arvon, joten yhtalo ei toteudu ja vastaotaksuma oli 

vaara. Vastaavaan tapaan voidaan todistaa myos muiden kompo ­

nenttiyhtaloiden (4.9.1') ja (4.9.2') toteutuminen. 

Edella esitetyn tapaista ajatuskulkua sovelletaan paljon 

variaatiolaskennassa. Mielivaltaisina suureina esiintyvat sil ­

loin argumenttifunktioiden variaatiot . 

Rajoitteet ja virtuaalinen siirtyma . Taman otsikon alaisuudes ­

sa patevat vastaavasti kohdassa 2 . 7.3 esitetyt seikat pitkalti 

analogisina. Kontinuumin kinemaattisina rajoitteina ovat ensin­

nakin siirtymia koskevat reunaehdot ~ = ~ reunalla s0
. Vastaa -

u 
vat traktiot ovat rajoitevoimia . Niiden mukaantulo yhtaloihin 

valtetaan niin haluttaessa (ks. lause (2.3.94))valitsemalla vir ­

tuaaliset siirtymat reunaehtojen suhteen kinemaattisesti luval­

lisiksi eli ottamalla 

0~ = 0 ( 4. 9. 23) 

Virtuaalinen tyoyhtalo (4.9.13) saadaan talloin mm. muotoon 

-~W - f {a}To{E}dV0 
- f {f}To{u}dV0 + 

vo vo 

o{u} = {O} 0 
Su:lla. 

( 4. 9. 24) 

on vaihdettu merkkeja eli kaytetty muotoa -iw = o, jotta paastai ­

siin lahemmaksi tavanomaisinta sovellutusmuotoa. Reunalla s~ on 

voitu kayttaa tunnuksen {t} sijasta tunnusta {t}, koska traktio 

on siella annettu. 

Jos reunaehdot ovat yleisessa muodossa (4.7.4), voidaan tode­

ta seuraavaa. Ensinnakin pintavoimien tekema virtuaalinen tyo 
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( 4. 9. 25) 

voidaan esittaa myos muodossa 

( 4. 9. 26) 

Virtuaalinen tyo on nimittain skalaari, jonka arvo ei riipu 

koordinaatiston kierrosta. Kinemaattisesti luvallisten virtuaa­

listen siirtymakomponenttien tulee havita suunnissa, joilla siir­

tymakomponentit ovat annettuja. Yhtalossa (4.9.24) tulee vastaa­

vasti asettaa 

( 4. 9. 27) 

jossa merkintojen suhteen viitataan kohtaan 4.7.2. 

Jos taas reunaehdon (4.7.1) sijasta esiintyy esimerkiksi ehto 

(4.7.10), yhtalossa (4.9.24) voidaan suorittaa sijoitus 

{t} := [a]{u} + {~} . (4.9.28) 

Kontinuumin sisaisina rajoitteina voidaan pitaa ensinnakin 

vaatimuksia siirtymien kohtuullisesta jatkuvuudesta. Tama tar­

koittaa, etta kinemaattisesti luvallisten virtuaalisten siirty­

mien tulee olla niin jatkuvia, etta osittaisintegrointi eli 

Gaussin lauseen soveltaminen voi tapahtua tavanomaiseen tapaan 

ilman epajatkuvuuksista johtuvia lisatermeja (ks. loppuhuomautuk­

sia). 

Jos tehdaan otaksuma kokoonpuristumattomasta aineesta, tama 

aiheuttaa sisaisen rajoitteen (4.3.19'): 
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( 4. 9. 29) 

ja paine esiintyy vastaavasti rajoitevoimana. Varioidun siirty­

man ~ + o~ tulee myos toteuttaa ehto V·(~+o~) = 0 eli V·~+V·(o~)= 
0. Ottaen huomioon yhtalo (4.9.29) saadaan siis luvallisia vir­

tuaalisia siirtymia koskeva ehto 

doli dOUb dOUC 
~ ~ a 

= v•(ou) = aa-- + ~ + dC = 0 . ( 4. 9. 30) 

Jos virtuaaliset siirtymat toteuttavat taman ehdon eli ovat tas ­

sa suhteessa kinemaattisesti luvallisia, paine haviaa formulaa­

tiosta (ks. lause (2.3.94)). Tama nahdaan suoraan lausekkeesta 

(4.9.16). 

Terminologiaa. Tiettyja kenttayhtaloita ja reunaehtoja vastaa-

valla heikolla muodolla tarkoitetaan matemaattisessa kirjallisuu­

dessa tavallisesti juuri esimerkiksi yhtalon (4.9.5) tai (4.9.24) 

tyyppista differentiaaliyhtalomuotoisen esityksen vastakohtana 

olevaa integraalimuotoista esitysta. Kenttayhtaloiden ja reuna­

ehtojen kertomisessa kaytettyja funktioita (yhtalossa (4.9.5) 

funktio ~ tai yhtalossa (4.9.24) funktio o{u}) nimitetaan E~!~o-
funktioiksi tai testifunktioiksi (engl. weight function, test 

function). Etenkin jalkimmainen nimitys on hyvin kuvaava: tes­

tatRan vallitsevien kenttayhtaloiden ja reunaehtojen toteutumis­

ta eri testifunktioiden suhteen: Toteutuuko heikko muoto? Sana 

heikko viittaa siihen, etta integraalimuotoisen esityksen ratkai­

suilta tarvitsee yleensa vaatia vahaisempia eli heikompia sileys­

eli jatkuvuusominaisuuksia kuin differentiaaliyhtalomuotoisen 

esityksen ratkaisuilta. (Matemaatikot esittavat nama asiat maa­

rittelemalla huolellisesti ne ns. funktioavaruudet, joissa rat­

kaisun ja testifunktioiden tulee kulloinkin olla.) Nain on eten­

kin silloin, kun heikko muoto on saavu~ettu - kuten on tavallis­

ta - suorittamalla lisaksi manipulointeja osittaisintegrointien 

avulla. 

Heikkoa muotoa nimitetaan matemaattisessa kirjallisuudessa 
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usein myos variaatiomuodoksi (engl. variational form). Tassa 

esityksessa tarkoitamme kuitenkin variaatiomuodolla tai y~~~~~­

t~2~~~~t~!~~!!~ (engl. variational method) tai variaatioformu­

laatiolla insinoorikirjallisuuden tavanomaisen kaytannon mukaan 

nimenomaan tapausta, jossa kyseessa on ns. y~~~~~t~2E~~~~~tt~~~ 

(engl. variational principle) kaytto. Toisin sanoen kaytetaan 

hyvaksi tietyn funktionaalin stationaarisuutta (ks. kohdan 4.10 

huomautus 1) . 

Kun siirrytaan likiratkaisuihin, heikon muodon kayttoa nimi­

tetaan usein j~~~~2§~~~~t~!~~~§~ (engl. method of weighted 

residuals) tai jaannosformulaatioksi. Testifunktioiden tyyppien 

mukaiseen luokitukseen perustuvat jaannosmenetelman tavallisim­

mat versiot ovat Q~!~~~~~~~-~~~~2, 2§~:~!~~~~~~2 (engl. subdomain 

method, subdomain collocation), ~2!~2~~~t~2 (engl. collocat~on, 

point collocation) ja p~~~~~~~-~~!~2~-~~~~2 (engl. least squares 

method) [4.2, s. 230]. Esimerkissa 4.9.1 selostetaan joitakin 

niiden piirteita. 

Esimerkki 4.9.1 Vetosauva. Tarkastellaan kuvassa (a) esitetyn kimmoisen 
veto s a u v a n s i i r t ym a- j a j a n n i t y s -
tilan maarittamista staattisessa 
tapaukse ssa. 

(a) 

dS q+crx=o, 

X 

0 < X < 1 • 

Traktio-jannitysyhteyden vastineet ovat 

H0 + S(O) = 0 , } 

H -S(l)=O. 
1 

Venyma-siirtymayhteys on 

du 
E = dx 

Vall itsevat yhtalot on esitetty 
kohdassa 6.1 .5, es imerkki 6.1 .1. 
Noudatetaan siel la kaytettyja mer­
k i ntoja. ( Huomau tettakoon, etta 
mm. Lagrangen koordinaattia merki-
taan nyt tunnuksen a sijasta tun­
nuksella x.) 

Vall itseva tasapainoyhtalo on 

( 1 ) 

( 2) 

( 3) 
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Konstituti ivinen yhteys on 

s = EAE . (4) 

Vall itsevat reunaehdot ovat 

u(O) 0 

} (5) 

(Sauvan vasen paa on ki innitetty ja oikeaan paahan ei vaikuta voima a.) 
Edella q on sauvan akselin suuntainen kuormitus pituutta kohti ([q] = 
Nm-1), Son sauvassa vallitseva normaalivoima, H on sauvan paahan vaikut­
tava voima, u on aksiaalinen siirtyma, E on aksiaalinen venyma ja EA on 
sauvan vetojaykkyys. Otetaan tassa seka q etta EA vakioiksi. 

Yhtaloiden (1) ja (2) merkitys selviaa esimerkin 6.1.1 kuvan (a) esit­
tamien vapaakappalekuvioiden perusteel la. Yhtalot (1) ja (2) ovat yleis­
ten yhtaloiden (4.9.1) ja (4.9.2) vastineita. Tassahan alueen reuna muo­
dostuu vain kahdesta eri l l isesta pisteesta x = 0 ja x = l. 

Asetelma on pelkistetyn yksinkertainen, mutta se palvelee hyvin jaan­
nosmenetelman eraiden pi irteiden kuvaamisessa. 

El iminointien kautta saadaan pelkastaan siirtymaa u koskeva differen­
tiaal iyhtalomuotoinen formulaatio 

2 
q + EA ~ = 0 , 

dx
2 

u(O) = 0 , 

EA ~~ ( I ) 0 • 

0 < 0 < l 

} 
Analyyttiseksi ratkaisuksi saadaan 

2 
u = .9.!_[~( 1- _!_ ~)] 

EA l 2 I 

ja normaal ivoimaksi tulee kaavojen (3) ja (4) avulla 

s = q 1 ( 1- -f) . 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

Tassa on kyseessa ns. staattisesti maaratty tapaus ja sama normaal ivai­
man lauseke syntyy myos suoraan systeemin 

dS 
0 < l q +- = 0 

' 
X < 

dx 
( 1 0) 

I ' Hl - s ( l ) = 0 ', H l 
0 I 

I 
( 11 ) 

ratka i suna. 
Yhtalot (6) ja (7) esittavat formulaatiota, jossa siirtyma on perustun­

temattomana (si irtymamenetelma). Vastaavasti yhtaloiden (10) ja (11) 
esittamassa formulaatiossa normaal ivoima on perustuntemattomana (voimame -
netelma). (Jos kyseessa on staattisesti maaraamaton tapaus, voimamenetel-
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man formulointi ei ole yhta suoravi ivaista kuin edella.) 
Yhtaloita (1) ja (2) vastaavaksi heikoksi muodoksi saadaan ensin 

l 
r ds Jo[q + dx]wdx + [H0 + 5(0)]0(0) + [H 1 - S(l)]0(l) 0 . ( 12) 

Tama on yleisen yhtalon (4.9.22) vastine - tai jos otetaan w = w, yhtalon 
(4.9.5) vastine. Jos yhtalo (12) esitetaan si irtyman avul la lausuttuna , 
paadytaan muotoon 

l 2 

J
0

[q + EA ~)]wdx + [H 0 + EA ~~(O)]w(O) + [H 1 - EA ~~(l)]w(l) = 0. (13) 

Jos yhtalossa (12) (muodossa w = w) sovelletaan osittaisintegrointia 
( ks . ka a v a ( L . 2 . 1 11 1 

) ) 

l 

f ~ wdx = 
odx 

l l 

1
0
sw- J

0
s ~: dx 

l 

S(l)w(l) - S(O)w(O) - f S 

saadaan toinen heikko muoto 

dw dx 
dx 

( 14) 

( 1 5) 

Tama on yl e isen yhtalon (4.9.7) vastine. Jos yhtalo esitetaan siirtyman 
avulla lausuttuna, paadytaan muotoon (vaihdetaan merkit ja termien jarjes­
tysta) 

l l 

J
0

EA ~~ ~: dx - J
0

qwdx - H0w(O)- H1w(l) = o . ( 16) 

Tarka s t e llaan ensin heikon muodon (12) kayttoa normaal ivoiman S maarit ­
tamiseksi: Otetaan elementtityyppinen approksimaatio 

n 
~ N.(x)S. = [N] {a} 

j=l J J 1xn nx1 

~ 

s ( 17) 

Tassa suureet N. ovat valittuja ns. muotofunktioita (engl. shape function) 
ja suureet S. =Ja. ovat normaal ivoiman-~~ ~ - ~~I~~~C~~l~ (engl. nodal value). 
Kaytetaan ns~ kak4isolmuisia l ineaarisia viivaelementteja . Kuva (b) e s it ­
taa approksimaation (17) periaatteellista kulkua ja kuvassa (c) nakyy muu ­
taman tyypil lisen muotofunktion kuvaaja. 

Kun approksimaatio (17) sijoitetaan yhtaloon (12), painofunktion w ker ­
tomina olevia hakasulkulausekkeita nimit e taan H~!:!'2~~~l~~L eli residuaa­
leiksi (engl. residual). Nimitys tulee siita, etta tarkan ratkaisun mu-
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kaanhan hakasulkulausekkei ­
den tul isi olla tasmall een 
noll ia . Approks imaatioita 
kaytettaessa tahan ei yleen ­
sa paasta, vaan lausekkeet 
saavat jonkin - toivon mu ­
kaan mahdoll isimman pienen 
- nol lasta eroavan arvon 
e I i jaannoksen. Jaan nosme ­
netelman eri versiot poik ­
keavat toisistaan sen kri ­
teerin perusteel Ia, jolla 
jaannokset pyritaan pita ­
rna a n p i en i n a . I dean a on 
val ita sopiva maara ri ippu ­
mattomia paino - eli testi ­
funktioita ja vaatia heikon 
muodon toteutumista erik­
seen kunkin painofunkt ion 
suhteen . Nain saadaan al ­
gebrall isten yhtaloiden 
ryhma, joista tuntema~tomat 
solmuarvot voidaan maarit ­
taa. Kuva (d) esittaa Ga ­
lerkinin keinossa, osa ­
aluekeinossa ja kollokaati­
ossa kaytettyjen testifunk ­
tioiden tyyppeja . Galerki­
nin keinossa painofunktiot 
otetaan tuntemattomien app ­
roksimoinnissa kaytetyista 
yr it efunkt ioi sta eli ele ­
menttimenetelmassa muoto ­
funktioista. Osa-aluekei­
nossa vaaditaan jaannosten 
integraal ien otettuina so ­
pivien alueen osien yl i 
haviamista. Tama voidaan 
tulkita toisin kuvan (d) 
esittamaan tapaan osa-alu ­
een kohdalla ykkosen ja 
muualla nol lan arvoisen 
pa i nofunkt ion kaytoks i. 
Ko l I okaa t i ossa vaad i taa n 
jaannoksen haviamista tie ­
tyissa pisteissa . Tama 
voidaan tulkita myos Dira ­
cin deltafunktioiden kayt ­
tona painofunktioina. Pie ­
nimman nel ion keinon aja ­
tusta selostetaan hieman 
myohemmin. 

T a r ka s t e l I a a n n y t e r i 
versioil Ia syntyvia disk ­
reetteja yhtaloita. Ote ­
taan vain kolmen vakiopi-
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tuisen element in verkko (kuva (e)), jol loin solmuja on nelja ja approksi ­
maatio (17) saa muodon 

(e) 

4 
2: 

j=1 

Q ;· 1 
,. 

1..:: 
a 

N. S. 
J J 

2 
• 2 

~ I"" a 

Ken ttayhta 1 on ( 1 0) 

ds A (x) - q + -- = dx 

( 18) 

3 X • ·--3 

>t ,.. I ~ a 

j aannoksen 

4 dN. 
q + 2: _j_ s. 

j=1 dx J 
( 19) 

nahdaan olevan tassa tapauksessa kussakin elementissa vakio; q on vakio ja 
esimerkiksi kuvan (b) perusteel la dS/dx on myos vakio. Esimerkiksi elemen ­
tissa 1 

( 20) 

Nama jaannokset on s11S helppo 11 tappaa 11 identtisesti kussakin elementissa. 
Otetaan heikossa muodossa (12) tassa w(O) = 0 ja H1 = 0. (Ehtoa 
Ho + S(O) = 0 ei haluta mukaan, koska se ei esiinny yhtaloiden (10) ja (11) 
kuvaamassa formulaatiossa.) Approksimaation (18) sijoitus heikkoon muotoon 
antaa siis yhtalon 

f
1 ds 

0 
( q + dX) wd x - S ( 1 ) w ( 1 ) 0 ( 21 ) 

eli 

0 . ( 22) 

§~!~ ~ ~l~l~ - ~~l~~· Sijoitetaan yhtaloon (22) perakkain kuvan (f) esittamat 
nelja painofunktioiden valintaa. Miltei paassalaskua kayttaen saadaan 
vastaavasti diskreetit yhtalot 
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1 ~-=-N 1_,_ W._A -( 1-)--0 .... 8-
0 ' 

w (I) 0 
1 1 qa +2( 52- 51) + 2( 53 - 52) 0 

(23) 
~=N2' ·-

1 1 qa + 2( 53- 52) +2(54-5) 0 ' 
.. ,_w_=_N.;..3-~~ 0 

1 
2 qa + 2( 54- 53) - 54 0 

__ w_=_ N_4 ,_ w_(l_)_ =_; ~-... ~ 
(f) 

Naista tulee hieman jarjestelemalla yhtaloryhma 

5
1 

- 5
2 

+ 0 + 0 qa , 

5
1 

+ 0 - 5
3 

+ 0 2qa 

(24) 

0 + 0 + 5
3 

+ 54 = qa . 

Taman ratkaisuksi saadaan tarkkaa analyyttista tulosta (9) vastaavat sol ­
muarvot 

5
1 

= 3qa , 52 = 2qa , 5
3 

= qa , 54 = 0 . (25) 

Viimeinen yhtalo (23) on selvasti jonkinlainen sekoitus kenttayhtalosta 
ja reunaehdosta. Jos halutaan mukaan pelkastaan reunaehto, kuvan (e) vii ­
meinen valinta voidaan korvata kuvan (g) esittamalla tavalla. Viimeinen 
y h t a I o ( 2 3 ) ko r v a u t u u t a 1 I o i n y h t a I o I Hi 

w = o, w(l) I 
~·------~------~------·a---

0 ' (26) 

(g) 

mutta vastaavan yhtaloryhman ratkaisu tulee olemaan silti edelleen kaavo ­
jen (25) mukainen. 

Osa-aluekeino. 5ijoitetaan yhtaloon (22) perakkain kuvan (h) esittamat 
nei'Jg - palnofunkt i o i den va I i ntaa. 5aadaan vastaavast i yhtal at 



4.9.20 

----..,J_1 _ w_A _( l .... ). __ o _ _...... _ 0 ' 

! w(l) = o 

( 2 7) 
w( 1) 0 

0 ' qa + 54 - 5
3 

w=O, w(1)=1 
0 . • • 

(h) 

Naista tulee jarjestelemal la yhtaloryhma 

( 28) 
0 + 0 + 5

3 
- 54 = qa , 

0 + 0 + 0 + 54 = 0 . 

Taman ratkaisu on taas (25). Ryhman (28) toinen ja kolmas yhtalo poikkea­
vat Galerkinin keinolla saaduista yhtaloista. Mutta jos otetaankin esi­
merkiksi kuvan (i) esittamat val innat, saadaankin yhtalot 

1 1 I qa + z-(52-51) + -z( 53 -52) 0 

(29) 

1 1 ' j qa + 2( 53- 52) + 2( 54- 53) 0 
........--

( i ) 

jotka vastaavat Galerkinin keinon antamaa tulosta. 

Kol lokaatio. 5ijoitetaan yhtaloon (22) perakkain kuvan (j) esittamat nel­
j~-pain;funktioiden valintaa. (Merkitaan Diracin deltafunktiota tassa 
tunnuksel la 6. 5aadaan vastaavasti yhtalot 
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J w = ~ (x- %) , 0(1) = 0 s2 - s 1 q + 0 
' a 

w = O(x- :2a),~~- s3 - s 
2 

q + 0 
' • a (30) 

ll21~ w = ~ (x- 52a) ' 0 s4 - s3 
q + 0 ' • • • a 

w = 0' 0( 1) ~- -s4 0 
• • 

(j) 

Naista tu1ee jarjeste1ema11a yhta1oryhma 

s 1 - s + 2 0 + 0 qa 

0 + s 2 - s
3 

+ o qa 

( 31 ) 
0 + 0 + s3 + s4 qa 

0 + o + o + s 4 0 

Tama on tasma1leen sama kuin osa-aluekeinolla saatu ryhma. Koska jaannok­
set ovat elementeittain vakioita, kollokaatiopisteet voidaan va1ita itse 
asiassa mihin kohtaan hyvansa kussakin elementissa ja silti saadaan aina 
samat yhtalot. 

Kaikki kolme versiota johtivat s11s edella samaan diskreettiin lopputu­
lokseen, joka viela sattuu olemaan tehtavan yksinkertaisuuden vuoksi tas ­
malleen oikea. Enta miti:i olisi seurannut, jos olisimmekin kayttaneet poh ­
jana ositta~sintegroimalla saatua muotoa (15)? Galerkinin keinossa paino­
funktiot ovat jatkuvia, mutta osa-aluekeinossa ja kollokaatiossa eivat. 
Muodossa (22) tai (12) ei esiinny painofunktion derivaattaa painvastoin 
kuin muodossa (15). Tasta johtuen osoittautuu, etta Galerkinin keino toi­
mi i edel leen, mutta osa-aluekeino ja kol lokaatio eivat tuota enaa mielek ­
kaita ratkaisuja. 

1 f l dS 2 rr(s) =- (q+ --) dx (32) 
2 

0 
dx 

Tama on ns. pienimman nelion funktionaali, jossa ns. luval1isen argumentti ­
funktion S tulee toteuttaa reunaehto (11): S(l) = 0. (ks. termien merki­
tyksen suhteen kohdan 4.10 huomautusta 1.) Vaaditaan, etta lauseke (32) 
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saa mtntmtarvon. Minimiarvoa (n = 0) vastaava 5 on ilmeisestikin kentt~-
yht~li:in (10) ratkaisu. Jos kentt~yht~li:i ei nimitt~in toteutuisi joissakin 
kohdin, TI:n arvosta tulisi selv~sti positiivinen. 

Sijoitetaan nyt approksimaatio (18) TI:n lausekkeeseen, jolloin funktio ­
naal i muuttuu - kun tarvittavat integroinnit on ajateltu suoritetuiksi -
tavall iseksi solmuarvojen funktioksi 

~ 1 f 
1 

ds 2 1 f 1 ~2 TI({a}) =- (q+ ~) dx =- A dx 
2 0 dx 2 0 

(33) 

5olmuarvojen luonnoll inen val inta on se, joka antaa funktiolle IT minimiar -
von. 5aadaan siis ehdot (vrt . kaava (19)) 

d f 1 ~ d A J 1 
dS d N i TI :: A -dx= (q+ -)- dx 

a 5 i 0 a 5 i 0 dx dx 0 ' 1 '2, 3 '4 (34) 

N~iden yht~li:iiden vertailu yht~li:in (21) kanssa osoittaa, ett~ myi:is pienim ­
m~n nel ion keino voidaan tulkita j~~nni:ismenetelm~ksi, jossa painofunktiot 
val itaan seuraavasti: w = aA/Clai. 

T~ss~ tapauksessa painofunktiot tulevat olemaan kuvan (k) esitt~mi~ ja 
vastaavat yht~li:it ovat 

5 - 51 2 
0 -q -

a 

52 - 5 53 - 5 j 1 /a 1 2 
0 ~ a a ' 

(35) 

53 - 52 54 - 5 
- 3 0 

a a ' 

54 - 5 
3 0 q + 

a 

( k) 

N~ist~ tulee j~rjestelem~ll~ yht~li:iryhm~ 

(36) 

0 + 0 - 5
3 

+ 54 = -qa . 

T~m~n vi imeist~ yht~li:i~ eli yht~li:i~ arr/a54 = 0 ei saada kuitenkaan muodos ­
taa n~in, koska luvallisen funktion tuli toteuttaa ehto 5(1) = 0, joten 
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pisteessa x = 1 funktiota ei saada varioida. Viimeinen yhtalo tulee kor­
vata reunaehdon vastineella 

I \ 
54= Hl 1, = 0 I . (37) 

Lopul 1 inen yhtaloryhma on taman huomioonottaen 

S 
1 

- S 
2 

+ 0 = qa , 

0 (38) 

Kerroinmatri is in havaitaan olevan symmetrisen painvastoin kuin yleensa 
edella. Tama on eras tyypill inen pienimman nel ion keinon kayttoon 1 i itty ­
va etu. Ratkaisuksi saadaan jalleen tarkka tulos (25). 

Tarkastelemme seuraavaksi si i rtymaformulaatiota ja Galerkinin keinoa 
elementtimenetelmaa soveltaen. Kyseessa on periaatteeltaan tehtavan :muo­
toi lu, joka on nykyaan hyvin vall itseva rakenteiden mekani ikan sovellu­
tu ks is sa . 

Kayttaen edelleen kuvan (e) elementtijakoa otetaan nyt siirtyman approk ­
s imaat io 

u = ( 39) 

jossa muotofunktiot ovat vastaavia kuin esityksessa (18). Si irtyman sol­
muarvo u1 = 0 ensimmaisen reunaehdon (7) perusteel la ja termi N1u1 on ja­
tetty taten pois lausekkeesta (39). 

Kenttayhtalon (6) jaannoksen 

dZU' 4 
- q + EA - = q + EA l: 

dx 2 j=2 
A(x) (40) 

nahdaan olevan tassa tapauksessa kussakin elementissa = q, koska d2Nj/dx2= 
0. Taten jaannosta ei voida saattaa pieneksi millaan solmuarvojen arvojen 
val innoilla ja si is viela esimerkiksi heikon muodon (13) avulla ei voida 
tuottaa mielekasta jaannosformulaatiota. Se saataisiin aikaan vasta kayt­
tamal la approksimaatiota, jossa myos u:n ensimmainen derivaatta ol isi jat­
kuva elementtien val illa. 

Mutta osittaisintegroimalla saatu heikko muoto (15) tai (16) on tassa 
yhteydessa sovel ias. Asetetaan viela w(O) = 0, koska H0 on tassa reunaeh ­
don u(O) = 0 perusteel la rajoitevoima. Saadaan esitys 

r 1 d d f 1 EA ~ ~ dx - qwdx - H1w(l) 
J 0 dx dx 0 

0 . ( 41 ) 

Sijoitetaan ensinnakin 
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( 4 2) 

Havaitaan, etta dN./dx on kussakin elementissa vakio, joten myos venyman 
E = ou/dx ja sauvaJoiman s = EAE approksimaatiot tulevat elementeittain 
vakioiksi. Esimerkiksi elementissa 1 

E = 

a 

Jolssa viela u1 
painofunktiot w 

0. Galerkinin keinoa kaytettaessa otetaan perakkain 
N2 , w = N3 ja w = ~4 · Taten saadaan yhtaloryhma 

f
l 4 dN. dN. 
EA(t: cr-u.)rdx+ 

0 j=2 X J X 

2,3,4 ' 

(43) 

(44) 

jossa cS4i viittaa Kroneckerin deltaan. Funktioiden N·, dN/dx, j = 2,3,4 
kulku nakyy kuvista (f) ja (k). Suorittamalla helpoh~ot laskelmat paady­
taan lopuksi yhtaloryhmaan 

EA 
a ( 4 5) 

jonka kerroinmatriisin havaitaan olevan symmetrisen. Sen ratkaisu on ta ­
pauksessa H1 = 0 

2 qa 
u2 = 2, 5 EA , u = 

3 

2 
4 ~ 

EA ' 

2 
4 ~ u4 = ' 5 EA 

Sauvavoimien lausekkeiksi saadaan elementeittain 

5( 1) = 2,5qa , "-'( 2) 
S = 1, 5qa , 5( 3 ) = 0,5qa 

(46) 

(47) 

Tuloksen on esitetty kuvassa (1). Si irtyman solmuarvot sattuvat yhtymaan 
tarkkaan ratkaisuun. Sauvavoiman approksimaatiot ovat jo karkeampia vaik ­
kakin keskimaaraisessa mielessa parhaita mahdoll isia. Kun verkkoa pienen ­
netaan, virheetkin pienenevat . 

Edel la ei ole kaytetty ol lenkaan tulkintaa, jonka mukaan painofunktio 
ajatellaan virtuaaliseksi siirtymaksi. Esimerkiksi yleisen yhta l on 
(4.9.24) tyyppiseen muotoon paastaan yhtalosta (15) ottamal law= cS u, kayt ­
tamalla merkintoja E = du/dx, cS E = d cS u/dx ja asettamalla w(O) = cSu(O) = 0: 
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( 1 ) 

2 u/ ( q 1 /EA) 

S/(q1) Ana 1. 

E1 em. 
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X 

X 

0 . (48) 

Loppuhuomautuksia. Elementtimenetelmaa sovellettaessa voi olla 

tietyissa tapauksissa - kuten esimerkiksi ohuen laatan kasitte-

. lyssa - vaikeaa loytaa virtuaalisten siirtymien esitys (seka 

todellisten siirtymien approksimaatio), joka tayttaisi kaikki 

kulloisetkin sileysvaatimukset. Epajatkuvat virtuaaliset siir­

tymat synnyttavat kappaleeseen kuviteltuja positiivisia ja nega­

tiivisia rakoja ja liukupintoja. Naissa epajatkuvuuspinnoissa 

vaikuttavien traktioiden tekemat virtuaaliset tyot tulee ottaa 

huomioon virtuaalisessa tyoyhtalossa. Tarvittavat muutokset 

saadaan selville suorittamalla osittaisintegrointimanipulaatio 

huolellisesti ou:n mahdolliset epajatkuvuudet huomioiden. 

Kappaleen reunalla S0 vallitseva traktio haviaa formulaatios-
u 

ta virtuaalisen tyoyhtalon perusversiota (4.9.24) sovellettaessa. 

Usein taman traktion jakautuma tarvitaan myos osana ratkaisua. 

Tahan tarkoitukseen voidaan soveltaa jalleen virtuaalisen tyon 

periaatetta nyt jalkikasittelymielessa valiten virtuaali-

set siirtymat reunalla s~ kinemaattisesti luvattomiksi eli otta-
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en siella o{u} ~ {0}. Talloin yhtaloa (4.9.24) taytyy tietenkin 

taydentaa takaisin yleisempaan muotoon lisaamalla reunalta S0 

u 
kertyva osuus -J{t}To{u}dS0

• Nain menetellen traktiolle voidaan 

saada parempi approksimaatio kuin suoraan likimaaraisesta janni­

tyskentasta {a} lausekkeen [n°]{cr} avulla laskettuna. 

Virtuaalisen tyon periaate ei sisalla (ks. esimerkiksi perus ~ 

versiota (4.9.24)) konstitutiivisia yhteyksia. Taten periaate 

on luonteeltaan taysin yleinen ja sovellettavissa yhta hyvin 

esimerkiksi plastisuusteoriassa kuin kimmoteoriassakin. 

Emme johda tassa Hamiltonin periaatetta kontinuumiin sovellet ­

tuna. Kasittely on vastaava kuin partikkelisysteemilla kohdassa 

2.3.9 ja siella johdetut lopulliset kaavat patevat edelleen, kun 

vain tulkitaan termit L = K-V,, ~Wn jne . kontinuumia koskevissa 

muodoissa. Elementtimenetelman kannalta Hamiltonin periaatteen 

soveltaminen ei anna yleensa erityisia etuja, vaan oleelliset 

diskreetit yhtalot saadaan myos suoraan virtuaalisen tyon peri­

aatteen avulla. 

Potentiaalienergian stationaarisuuden periaate on virtuaalisen 

tyon periaatteeseen verrattuna huomattavasti rajoitetumpi vaati­

essaan seka sisaisten etta ulkoisten voimien konservatiivisuutta. 

Sita sovelletaan kuitenkin yleisesti kimmoisten rakenteiden yh­

teydessa ja taten sille on varattu jatkossa oma lukunsa. Lisak­

si kasittely palvelee esimerkkina variaatioperiaatteen ja heikon 

muodon erojen esittelyssa. 
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4.9.2 suuret siirtymat 

Yleista. Kaikki kohdassa 4.9.1 esitetyt kommentit patevat vas­

taavina myos suurten siirtymien yhteydessa. Rajoitetaan tarkas ­

telua taten vain lyhyeen virtuaalisen tyoyhtalon johtoon. 

Virtuaalisen tyon periaate. Toistetaan kohdassa 4.9.1 esitetyt 

askeleet, mutta nyt vain tasotapauksessa. Kirjoitetaan liike­

yhtaloiden (4.4.29) tasapainoversiot ja traktio-jannitysyhtey­

det (4.4.38) muotoihin 

pob + P£0 = 0 V0 :ssa (4.9.31) 

ja 

pt p-+o 0 0 (4.9.32) - t = s :lla 

eli 

ob + pfa = 0 

) 
P a a , 

0 (4.9.31') V :ssa 
0 pfa 0 p bb + = b 

ja 

pt pta = 0 , 

) 
a a 

0 (4.9 . 32') s :lla 
pt pta = 0 . b b 

On siis kaytetty lyhennysmerkintoja 

P£0 
Clpt(a) 

+ 
()pt(b) 

(4.9.33) - ()a ()b 

eli 

dU dU 
pfo L[Pa (1+ ~) + PT a 

- 81)] + a 8a a 8a ab 

d p dU dU a + Pa a 
+ 8b[ Tba ( l+ aa-) b ab] , 

(4.9.33') 
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pfa a P aub aub 
- -[ a --+ P Tab (1 + 31)) J + b aa a a a 

a P aub 
+ Pab(l+ 

aub 
+ ab[ Tba a a 31))] 

ja 

pta 
-

nopt(a) + n~pt(b) (4.9.34) a 

eli 

au au 
pta n°[Pa (1+ a + PT a 

- aa) 31)] + a a a ab 

au au 
0 p a Pa a + nb[ Tba(l+ aa) + b ab J 

(4.9.34') 

pta n°[Pa 
aub 

pTab(l+ 
aub 

- --+ 31))] + 
b a a a a 

Yhtalon (4.9.5) vastineeksi saadaan 

J (p0b+pfa)·~dV0 + J (Pt-pta)·~ds0 = 0 . 
vo so 

(4.9.35) 

Seuraava askel on termin Jpfa·~dV0 muuntaminen osittaisintegroin­

nilla. Pienten siirtymien teorian kaavojen (4.9.3') ja (4.9.4') 

vertailu suurten siirtymien teorian kaavojen (4.9.33') ja 

(4.9.34') kanssa osoittaa, etta kyseessa ovat matemaattisesti 

samantyyppiset lausekk~et, joissa analogiset termit ovat 

au au 
a a - P a ( 1 + -~) + P T a 

a aa ab ab 

( 4. 9. 36) 
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Po 
ClUb 

PTab(l+ 
ClUb 

Tab - --+ al)) a Cia 

PT 
ClUb 

+ Pob(l+ 
ClUb 

ob - ba Cia al)) 

Kaavaa (4 . 9.6) soveltamalla voitaisiin taten kirjoittaa melko 

suoraan tarvittava lopputulos. Viedaan kuitenkin johto tassa 

malliksi lapi ilman analogian hyvaksikayttoa . Taten 

f ( op~(a) ~ nop~t(b) .~w)dSo + = na t •w + b . 
so 

ClW ClWb -f [ p CJ G +p T G ) • ( ~ 1 + J) + a a ab b Cia Cia 
vo 

= J pto·;;:$ctso + 
so 

ClU ClW - Jipo [(1+ ~)~ + 
l a Cia Cia 

vo 

ClU ClW P a a ( 1+ + Tab[al) Cl·a + 

ClUb Ciwb 
Cia aa-1 + 

ClUb ClWb 
-)· aa-1 + Clb 



= J p ·er ·~ctso + 
so 

4.9.30 

(4.9.37) 

Johdossa on kaytetty hyvaksi mm. kaavoja (L.2.11') ja (4.4.35). 

Yhtalon (4.9.7) vastineeksi saadaan siis tulos 

f 
oc+ -+ o 

p b•wdV + 
vo f p-+ -+ 0 t•wdS + 

so 

dUa dWa dUb dWb]}dVO = 
+ ~ ~ + 8a 8b 0 · (4.9.38) 
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Otetaan j ·a11een 

(4.9.39) 

eli 

(4.9.39') 

Venymakomponenttien gEa' gEb ja gyab lausekkeista (4.6.33) saa­

daan varioima11a 

au aau <1ub <1aub 
agE = (1+ a) a + 

a aa aa a a a a 

<1ub <1aub au <1au 
agE a a = (1+ ab)~ + ab ab b 

(4.9.40) 

Nama 1ausekkeet syntyvat tasma11een vastaava11a tava11a kuin dif­

rerentioima11a saadut 1ausekkeet (4.6.41') ja (4.6.42' ). Jos pi­

detaan kiinni tu1kinnasta (4.9.39), yhta1on (4.9.38) jannityskom­

ponenttien kertoimien nahdaan esiintyvan kaavoissa (4.9.40). 

Yhta1o (4.9.38) saadaan siis muotoon 

f o=+ -+ o 
p b•audv 

vo 

(4.9.41) 

Tama y1eistyy ko1messa dimensiossa y~~~~~~!~~~~-~Y2~-E~~~~~~~~~~­

si 

J p
0 b •audv0 + J Pt ·auds

0 
+ 

vo so 
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( 4. 9. 42) 

eli 

(4.9.43) 

eli 

l ~w = o ·I (4.9.44) 

Standardimuodon (4.9.24) vastineeksi saadaan ilmeisin matrii­

simerkinnoin 

~W - f {Pa}To{gs}dV0 
- f {f}To{u}dV0 + 

vo vo 

o{u} = {O} S0 :lla 
u 

(4.9.45) 

Tama yhtalo on suurten siirtymien tapauksessa tavanomainen ele­

menttimenetelman lahtokohta. Kimmoteoriassa jannitykset {Pa} 

voidaan ilmaista suoraan venymien ja siis siirtymien avulla ja 

yhtaloa (4.9.45) voidaan soveltaa siirtymien maarittamiseksi 

samaan tapaan kuin esimerkissa 4.9.1. Koska syntyvat yhtalot 

ovat epalineaarisia, ratkaisu on kuitenkin etsittava iteratiivi­

sesti. Sitavastoin esimerkiksi kimmoplastisella aineella janni­

tykset riippuvat muodonmuutoshistoriasta ja jannitysten ja muo­

donmuutosten valiset yhteydet voidaan ilmaista vain differenti­

aalisia muutoksia koskevassa ns. inkrementaalisessa muodossa. 

Vastaavasti rakenteen analysointi on suoritettava kvasistaatti­

sessakin tapauksessa kasvattamalla kuormituksia ja annettuja 

siirtymia tietyn ohjelman mukaisesti pienina lisayksina huoleh­

tien siita, etta yhtalo (4.9.45) tai (4.9.24) on aina kunkin 

lisayksen jalkeen voimassa valittujen virtuaalisten siirtymien 

suhteen. 
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4.10 Potentiaalienergian stationaarisuus 

Jos kappaleeseen vaikuttavat ulkoiset ja sisaiset voimat (jan­

nitykset) ovat konservatiivisia, kyseessa on konservatiivinen 

systeemi ja virtuaalisen tyon periaatteesta saadaan staattisessa 

tapauksessa potentiaalienergian stationaarisuuden periaate vas ­

taavasti kuin on esitetty kohdassa 2.3.10. Rajoitetaan kasitte ­

ly seuraavassa pienten siirtymien tapaukseen. 

Jannitysten konservatiivisuudella tarkoitetaan, etta kohdassa 

4.6 . 1 tarkasteltu viivaintegraalin J{o({s})}Td{ s } arvo on veny­

maavaruudessa kuljetusta reitista riippumaton aivan vastaavasti 

kuin oli asian laita tavallisen konservatiivisen kenttavoiman F(t) 

tekeman tyon JF(t)·dt suhteen. Askeisesta seuraa, etta on olemassa 

ns. muodonmuutosenergiatiheysfunktio U0 ({s}) siten, etta (ks. 

kaavat (4.2.12)) 

I • • • (4.10.1') 

eli 

{a} (4.10.1) 

Talla tarkoitetaan viela tavallisesti toisin sanoen sita, etta 

aine on kimmoista. Kaavoja (4.10.1) on syyta verrata kaavoihin 

(2.3.11). Miinusmerkin puuttuminen voidaan ymmartaa kohdan 

5.6.1 huomautuksen 1 perusteella. 

· Jos u0 on olemassa, niin sen variaatioksi variaatioiden o{ s } 

johdosta saadaan 

(4.10.2) 

Taten sisaisten voimien (jannitysten) tekema virtuaalinen tyo 

(ks. kaava (4.9.15)) 



--twint 

jossa siis 

V = f UadVo 
int 

vo 

-av. t , 1n 

4.10.2 

(4.10.3) 

(4.10.4) 

on kappaleen sisaisten voimien potentiaalienergia eli muodonmuu­

tosenergia eli kimmoenergia. 

Muodonmuutosenergiatiheyden lauseke voidaan maarittaa (jos se 

on olemassa) esimerkiksi arvaamalla ja kokeilemalla ovatko yhta­

lot (4.10.1) voimassa. Toinen mahdollisuus on soveltaa kaavaa 

(4.10.5) 

Tassa {E}
1 

on mielivaltainen kiintea venymaavaruuden piste (jossa 

u0 saa arvon nella), {E} on y1einen piste ja integroimistie on 

mie1iva1tainen. Integroimismuuttujaa on merkitty tunnukse1la 

{E'} korostamaan sita,etta integraa1i (4.10.5) on y1arajansa 

funktio. Lausekkeeseen (4.10.5) voidaan 1isata mie1iva1tainen 

vakio, ts. muutetaan vertailupisteen paikkaa. (Huomautettakoon, 

etta tavanomaisen konservatiivisen kenttavoiman potentiaa1iener­

gian 1ausekkeen maarittamiseen voidaan myos kayttaa kaavan 

(4.10.5) tyyppista viivaintegraa1ia.) 

Kun rajoitutaan 1ineaarisesti kimmoiseen aineeseen, y1eistet­

ty Hooken laki 1aajennettuna muotoon (4.2.24) on 

(4.10.6) 

Integroima11a esimerkiksi suoraviivaista tieta pitkin saadaan 

tu1os 
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(4.10.7) 

+----------- -- -

jossa kaavassa (4.10.5) on valittu {E} 1 = (0}. Derivoimalla voi­

daan kaantaen todeta (ks. kaavat (L.2.4) ja (L.2.6)), etta kaava 

(4.10.1) pitaa tassa tapauksessa todella paikkansa. Jos alkuve­

nymia ja -jannityksia ei ole, lauseke (4.10.7) saa yksinkertai ­

semman muodon 

( 4. 10. 8) 

Muodonmuutosenergia esitetaan potentiaalienergian stationaari­

suuden periaatteessa siirtyman {u} funktiona. Taten esityksen 

f 1 T T o T o . o 
Vint = (2{E} [D]{E}-{E} [D]{E }+{E}{o })dV 

vo 
(4.10.9') 

sijasta on korrektimpaa kirjoittaa (kaytetaan taulukon 3.3.2 mat­

riisimerkintoja) 

v. t({u}) ln 

Konservatiivisille (voimakentista johtuville) massa-ja pinta­

voimille on olemassa funktiot Ub({u})([Ub] = Jkg-l) ja Ut([Ut] = 

Jm- 2 ) siten, etta (vrt. kaavat (2.3.13)) 

eli 

ja 

b a 

---=-----------+ 
aub 

{b} = - Cl{u} 

(4.10.10') 

(4.10.10) 



eli 

t a 
=- --

{t} 

au a 

s~: llEi 

t c au c 

4.10.4 

(4.10.11') 

(4.10.11) 

Naissa kaavoissa esiintyva siirtyma {u} tarkoittaa luonnol1isesti 

ko. kontinuumia1kion (, johon kohdistuu intensiteetti {b} tai 

{t}) siirtymaa. Kaavat (4.10.11) patevat vain reuna11a 

So so So . so . 11 . . .. 
t = - , ]ossa on se reunan osa, JO a s11rtymat ovat anne-u u 

tut. Tama johtuu siita, etta osa1la s~ vallitsevat traktiot ovat 

rajoitevoimia, eika niille nain o11en voida esittaa konstitutii­

visia yhteyksia. Kaavat (4.10.10) voidaan yhta hyvin korvata 

voimia {f} = p
0 {b} koskevilla kaavoi11a 

{f} (4.10.12) 

jossa 

(4.10.13) 

Jos suureet Ub ja Ut ovat olemassa, niiden variaatioiksi vari­

aatioiden o{u} johdosta saadaan 

oub aub 
ou 

aub 
oub + 

aub 
ouc 

aub T 
= + -- = Ca{u}) o{u} au a aub auc a 

= -(b ou +bboub+b ou ) = -{b}To{u} a a c c (4.10.14) 

ja 

out aut 
ou 

aut 
oub + 

aut 
ou 

aut T 
= + -- = (a{u}) o{u} au a aub au c a c 

= - (taoua+tboub+tcouc) = -{t}T o{u} . (4.10.15) 
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Taten ulkoisten voimien tekema virtuaalinen tyo (ks. kaava 

(4.9.14)) 

~w = J p0 {b}To{u}dV0 + J {t}to{u}dS0 

ext 
vo so 

t 

= -f p
0

oUbdV
0

- f oUtdS
0 

vo so 
t 

= -o(f poUbdVo + f UtdSo) = -ov ext ' 
vo so 

t 

(4.10.16) 

jossa 

v = f poUbdVo + f UtdSo 
ext 

vo so 
t 

(4.10.17) 

tai 

v = f UfdVo + f UtdSo 
ext 

vo so 
t 

(4.10.18) 

on kappaleeseen vaikuttavien ulkoisten voimien potentiaaliener­

gia. Edellisessa johdossa on huomattava, etta p0 on alkutilaan 

liittyva tiheys, joka on siis varioinnin suhteen vakio . 

Esimerkiksi kuvan 2.3.6 esittamien tapausten avulla on helppo 

esittaa tavanomaisimmat kontinuumia koskevat suureiden ub tai Uf 

ja Ut lausekkeet. Tassa kirjoitetaan nakyviin vain kaikkein ta­

vallisin tapaus: 

ub = - (b u +bbub+b u ) a a c c (4.10.19') 

eli 

j 
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ub = -{b}T{u} I (4.10.19) 

tai 

uf = - (f u +fbub+f u ) a a c c (4.10.20') 

eli 

uf = -{f}T{u} I (4.10.20) 

ja 

ut = -(taua+tbub+tcuc) ( 4 . 1 a·. 21 ' ) 

eli 

ut = -{t}T{u} 

·I (4.10.21) 

Kyseessa on siis tilanne, jossa massa- ja pintavoimien intensi­

teetit ovat suuntansa ja suuruutensa suhteen vakioita; siis anne ­

tut {b} tai {f} ja {t} eivat riipu siirtymista {u} (ne voivat 

kylla vaihdella arvojaan paikan suhteen). Ylivoimaisesti taval­

lisin askeisen erikoistapaus on tietenkin vakiopainovoimakentasta 

syntyva intensiteetti b = g eli ba = ga' bb = gb' be = gc' jossa 

lgl = g ~ 9,81 ms- 2 on putoamiskiihtyvyyden arvo ja jossa g - vek­

tori osoittaa luotisuoran suuntaan. 

Erityisesti kaavojen (4.10.20) ja (4.10.21) ollessa voimassa 

systeemin ulkoinen potentiaalienergia 

(4.10.22) 

Konservatiivisen systeemin kokonaispotentiaalienergia (vrt. 

kaavat (2.3.72)) 
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(4.10.23) 

Kaavojen (4.10.3) ja (4.10.16) perusteella virtuaalisen tyon pe ­

riaate -~w = -~w. t - ~w = 0, jossa lahtokohtana on tassa esi -ln ext 
tys (4.9.24)~ saa nyt muodon 

6V = 0 (4.10.24) 

eli kappale on tasapainotilassa, jos ja vain jos potentiaaliener ­

gialla on stationaarinen arvo. 

Funktionaali V on kasiteltava potentiaalienergian stationaari ­

suuden periaatetta (4.10.24) sovellettaessa siirtymien {u} funk ­

tioksi. Kuten esitetysta johdosta ilmenee, luvallisten funkti ­

oiden {u} tulee olla kinemaattisesti luvallisia eli toteuttaa 

ehdot {u} = {u} reunalla S~ ja olla niin jatkuvia, ettei kap~a ­
leeseen synny rakoja. 

Erity1sesti kaavoja (4.10.9) ja (4.10.22) kaytettaessa poten­

tiaalienergian lausekkeeksi saadaan 

(4 . 10.25) 

Tassa tapauksessa potentiaalienergialla V on absoluuttinen mini ­

miarvo stationaarisessa pisteessa, silla voidaan osoittaa, etta 

siina saadaan tarkasti potentiaalienergian muutokseksi 

6V (4.10.26) 

jossa ns. toisen variaation puolikas 

1 o2v = 1
2 J ([ a ]o{u})T[D][ a ]o{u}dV 2 £ u £ u (4 . 10.27) 

v 
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Koska [D] on fysikaalisista syista positiivisesti definiitti 

matriisi kimmoiselle materiaalille, ~ o2v ~ 0 ja vaite on siis 

totta. (Integrandi o{E}T[D]o{E} on positiivisesti definiitti 

neliomuoto muuttujien o{E} suhteen. Taten koko integraali tulee 

olemaan suurempi tai yhtasuuri kuin nolla.) Lauseen (2.3.136) 

perusteella kaavan (4.10.25) mukainen systeemi on siis stabiili. 

Huomautus l. Kohdassa 2.3.7 on jo esitelty hieman variaatiolas-

kennan terminologiaa. Jatketaan tassa lisaa samasta aiheesta. 

~~~t~~2~~~!~!!~ (engl. functional) tarkoitetaan operaatiota, 

joka liittaa jokaiseen sovittujen funktioiden joukkoon kuuluvaan 

funktioon reaaliluvun; ts. funktionaali on kuvaus eli funktio 

joukosta, jonka alkiot ovat funktioita, reaalilukujen joukkoon. 

Kaavan (4.10.25) esittama potentiaalienergia V({u}) on esimerkki 

funktionaalista. Kun valitaan tietty {u}, funktionaalin 

(4.10.25) arvo voidaan laskea ja tulokseksi saadaan siis tietty 

reaaliluku. Variaatiolaskennan tehtavana on loytaa se argument­

tifunktio, joka antaa funktionaalille §~~~~2~~~~~§~~-~~y9n (engl. 

stationary value). Talla tarkoitetaan karkeasti sanoen, etta 

talloin funktionaalin arvon muutos pienten argumenttifunktion 

muutosten suhteen haviaa. Vastaavaa argumenttifunktiota nimite­

taan stationaariseksi funktioksi. Funktionaalissa keskenaan 

, kilpailevien argumenttifunktioiden tulee toteuttaa tiettyja si­

leysvaatimuksia ja yleensa lisaksi joitakin reunaehtoja. Esimer­

kiksi funktionaalissa (4.10.25) {u}:n tulee toteuttaa ehto 

{u} = {u} reunalla s~. Nain maariteltyja argumenttifunktioita 

nimitetaan usein !~Y~!!~e~te~-~~~t~~2~te~ (engl. admissible 

function). Luvallisilta funktioilta vaadittuja reunaehtoja nimi-

tetaan 2!~~!!~e~te~-~~~~~~~92~te~ (engl. essential, forced, 

rigid boundary condition). 

Stationaarisuusehdon perusteella voidaan johtaa ns. ~~!~~~~ 

9~~~~~~~~~~~!~Y~~~!2~ eli ns. Euler-Lagrangen differentiaaliyh­

talot seka oleellisia reunaehtoja taydentavat ns. !~2~~2!!~§~~ 

~~~~~~~92~ (engl. natural, free, additional boundary condition), 

joiden ratkaisu antaa ko. stationaarisen funktion. Esimerkissa 

4.10.1 esitetaan hieman tahan liittyvia ajatuskulkuja. Kuiten­

kin variaatioperiaatteiden kaytannossa tarkein ominaisuus on se, 

etta ne muodostavat erityisen helpon ja luotettavan lahtokohdan 
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diskreettien likiratkaisujen synnyttamiselle. Esimerkissa 

4.10.1 on myos tata koskeva sovellutus. 

Huomautus 2. Potentiaalienergian stationaarisuuden periaate 

koskee puhtaana variaatioperiaatteena vain staattisia tapauksia. 

Kuitenkin sita nakee joskus sovellettavan myos dynaamisissa ti­

lanteissa asettamalla {f} := {f} + {fi} + {fd}. Suureet {fi} ja 

{fd} riippuvat kuitenkin argumenttifunktion {u} aikaderivaatois­

ta. Jotta paastaisiin oikeellisiin tuloksiin, nama riippuvuudet 

on hetkeksi unohdettava stationaarisuusehtoa sovellettaessa ja 

otettava huomioon vasta lopuksi taman askeleen suorittamisen 

jalkeen. Nain tulkitusta lausekkeesta kaytetaan kirjallisuudessa 

joskus nimitysta ~y~~!~~~~~!9~~~!! tai E~~~99~~~~~!9~~~!! (engl. 

quasifunctional, pseudofunctional). 

Esimerkki 4.10.1 Vetosauva. Tarkastel laan esimerkissa 4.9. 1 kasiteltya 
kimmoista vetosauvaa (kuva (a)) 
nyt potentiaal ienergian statio­
naarisuuden periaatteen kannal­
ta. 

Sauvan potent iaa I ienergi an 
lauseke on (ks. kohta 6.1.5) 

(a) 

(a) 

jossa luvall isen argumenttifunktion u(x) tulee toteuttaa oleell inen reuna­
ehto 

u(O) = 0 (b) 

Lauseke (a) on esityksen (4.10.25) erikoistapaus. 
Tutkitaan stationaarisuusvaatimuksen antamia seuraamuksia. Lasketaan 

V:n variaatio soveltaen taulukon 2.3.2 antamia laskusaantoja: 

f
l du dou fl oV = EA- -- dx - qoudx - H1ou(l) . 
0 

dx dx 0 
(c) 

Seuraava askel perustuu si ihen, etta variaatio ou on miel ivaltainen. Lau­
sekkeesta (c) ei voida vetaa taman tiedon avul la viela johtopaatoksia, 
koska mukana on myos termi d(ou)/dx. Se poistetaan osittaisintegroimalla 
(vrt. kaava (L.2.11 11

); g ~ EA %;Z. h ~ ou): 
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oV = 1

1
EA ~ ou- f

1
i_(EA ~)oudx ~ f1

qoudx- Hlou(l) 
0 dx odx dx 0 

f
l d d d 

-
0

[q + d)EA d~)]Oudx + [EA d~(l) - H1]0u(1) + 

(d) 

Stationaarisuusehto vaatii, etta taman lausekkeen tulee havita mielivaltai-
sen luvallisen variaation ou suhteen. Koska luvallisten argumenttifunkti-
oiden tulee toteuttaa ehto (b): u(O) = 0, myos varioidulle funktiolle 
u(O) + ou(O) = 0 ja siis luvallisen variaation tulee toteuttaa ehto 
ou(O) = 0, joka tulos on otettu jo huomioon lausekkeessa (d). Stationaa-
risuusehto antaa siis yhtalon (vrt. esimerkin 4.9.1 kaava (13)) 

-J~[q + ~x(EA ~~)]Oudx + [EA ~~(I)- H1Jou(l) ~ 0 (e) 

Koska ou on miel ivaltainen, yhtalo voi toteutua vain mikal i 

d ( du) q +- EA- = 0 
dx dx ' 

0 < X < I (f) 

ja 

EA ~(I) - H = 0 
dx 1 

(g) 

Johtopaatos tehdaan samaan tapaan kuin on selostettu kohdan 4.9.1 huomau­
tuksessa 4. Differentiaaliyhtalo (f) ja ehto (g) ovat variaatioperiaat­
teen oV = 0 Eulerin yhtalo ja luonnoll inen reunaehto. Ne kuvaavat yhdessa 
oleel I isen reunaehdon (b) kanssa oikein si irtymamenetelman mukaisen diffe-
rentiaal iyhtalomuotoisen formulaation. Huomattakoon, etta yhtalo (f) pa-
tee myos tapauksessa, jossa sauvan vetojaykkyys ei ole vakio. 

Siirrytaan sitten eraan 1 ikiratkaisun kasittelyyn. Sovelletaan esimer ­
kissa 4.9.1 kaytettya approksimaatiota (39): 

4 
u = L: 

j=2 
N.u. 

J J 
= [N] {a} 

1x3 3x1 

Taman jalkeen toimitaan aivan vastaavasti kuin esimerkin 4.9.1 kohdassa 

(h) 

11 pienimman nelion keino 11
• Funktionaali (a) muuttuu approksimaation sijoi-

tuksen jalkeen solmuarvojen funktioksi 

1 fl 4 dN. 2 Jl 4 
V({a}) = -

2 
EA( L: __j_d u.) dx- q( L: N.u.)dx- H

1
u

4 
. 

0 j =2 X J 0 j=2 J J 
( i ) 

Va 11 it seva yhtal oryhma on 
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av Jl 4 dN. dN. II 
:: EA ( L r u . ) r d x - q N . d x - H I o 4 i = 0 

dUj O j=Z X J X O I 
2,3,4 . ( j) 

Sen havaitaan olevan tasmalleen sama kuin virtuaalisen tyon periaatteen ja 
Galerkinin keinon avul Ia saatu ryhma (Esimerkki 4.9. 1, kaavat (44)), joten 
ratkaisukin on identtinen ja ei jatketa tassa enaa yksityiskohtaisesti 
eteenpain. 

Variaatioperiaatteen soveltaminen on jaannosmenetelmien kayttoon ver­
rattuna paljon suoraviivaisempaa. Ri ittaa, kun tehdaan argumenttifunkti­
oita koskeva approksimaatioesitys kuten (h). Taman jalkeen vastaava dis ­
kreetti yhtalosysteemi syntyy automaattisella tavalla ilman lisaharkintaa. 
Esimerkissa 4.9 . 1 kasitellyt sovellutukset osoittivat, etta jaannosmenetel ­
missa joudutaan lisaksi miettimaan sopivien testifunktioiden valintoja. 
Toisaalta jaannosformulaatio on e sitettavissa periaatteessa minka hyvansa 
differentiaal iyhtalosysteemin yhteydessa; variaatioformulaatio ei. 
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4.11 Energiayht~l6n heikko muoto 

4.11.1 Pienet siirtym~t 

Yleist~. Partikkelimekaniikassa ei esiinny termisi~ k~sitteit~. 

T~ten partikkelimekaniikka ei anna vihjeit~ eik~ valmista termi ­

nologiaa siirrett~v~ksi kontinuumimekaniikan energiayht~l6n mani ­

pulointiin. Liikeyht~l6iden yhteydess~h~n meill~ ali k~ytett~ ­

viss~mme virtuaalisen ty6n periaate jo partikkelimekaniikassa. 

Heikko muoto. Kirjoitetaan energiayht~l6 (4.6.18) ja l~mp6vir­

ran tiheys - l~mp6vuoyhteys (4.6.27) t~ss~ muotoihin 

aq aqb aqc 
~+ + - Q = 0 a a ab ac ( 4 .. 11. 1) 

ja 

0 0 0 
0 qn - naqa - nbqb - n cqc = . (4.11.2) 

Suure Q on ns. l~hdetermi, johon k~tket~an loput yht~l6n suureis­

ta. Esimerkiksi stationaarisessa tapauksessa, jos q lis~ksi 
liittyy vain l~mm6njohtumiseen, 

0 Q = P r . (4.11.3) 

T~ss~ ei ole erityist~ tarvetta kaytt~~ kaavojen (4.9.3) tai 

(4.9.4) tapaisia lis~lyhennysmerkint6j~, koska syntyv~t lausek­

keet pysyv~t muutenkin kohtuullisen pituisina. 

Toimitaan vastaavasti kuin kaavojen (4.9.1) ja (4.9.2) yhtey­

dess~. Saadaan siis ensin yht~l6 

0 ' (4.11.4) 
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jossa w on nyt skalaariarvoinen testifunktio. Muutetaan yhtalon 

muotoa osittaisintegroimalla siten, etta lampovuovektorin kompo ­

nentteihin kohdistuvat osittaisderivaatat haviavat. Kaavoja 

(L.2.ll) soveltamalla saadaan 

(4.11.5) 

Taman lausekkeen sijoitus yhtaloon (4.11.4) antaa yhtalon 

(4.11.6) 

Tama on eras energiayhtalon heikko muoto. 

Energiayhtalon heikkoon muotoon liittyva terminologia ei ole 

vakiintunutta. Taten eri termeille ei yleensa ole kaytossa eri­

tyisia merkintoja kuten i w t jne. ex 

Reunaehtojen kasittely. Taman otsikon alainen aihe on lahinna 

kohdan 4.9.1 otsikon "rajoitteet ja virtuaalinen siirtyma" alai­

sen aiheen vastine. 

Reunan osalla s~ lampotilaa koskeva reunaehto T = T merkitsee, 

etta vastaava lampovirran tiheys on tuntematon. Sen mukaantulo 

yhtaloihin valtetaan valitsemalla testifunktiot siten, etta 

w = 0 s~:lla (4.11.7) 

Yhtalo (4.11.6) saa tavanomaisen sovellutusmuodon 
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(4.11.8) 

0 I w = 0 s~:lla 

Perusmuotoa (4.11.8) voidaan taas taydentaa tuttuun tyyliin . Jos 

esimerkiksi reunaehdon (4.7.15) sijasta esiintyy ehto (4.7.17) 1 

tehdaan vain sijoitus 

q := aT + Q • n t-> 
( 4 .11. 9) 

Esimerkiksi epastationaarista yhtaloa (4.6 . 26) kasiteltaessa taas 

Q := Q - o ()T 
p CE ()t I (4.11.10) 

jos on lahdetty liikkeelle esityksesta (4.11.3). 

Lisamerkintoja. Joskus on tapana ottaa tulkinta 

w = oT . (4.11.11) 

Toisin sanoen testifunktio w ajatellaan lampotilan T variaatioksi 

eli ns . ~~~E~~~!~§~t§~-!~~E2E~!~t§~· Sopivien matriisikaavojen 
esittamiseksi 

Merkitaan 

()T 
Ya - ()a I 

eli 

{y} = {V'}T 

Sa ada an 

()w ()oT = = ()a ()a 

dW ()oT = = ()b ()b 

otetaan viela kayttoon 

lampotilagradientin 9T 

()T ()T 
yb - ()b I Yc - ()c 

. 

0 
()T oy = ()a a I 

0 
()T 

oyb ()b = I 

joitakin lisamerkintoja. 

komponentteja seuraavasti: 

(4.11.12') 

(4.11.12) 

(4.11.13) 



'dw 
'de = 'doT 

'de 
= o 'dT = 

'de 
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suureita oy , oyb ja 'dy voitaisiin nimittaa vaikka virtuaa1isiksi a e 
1ampoti1agradienttikomponenteiksi. Ne ovat virtuaa1isten venyma-

komponenttien vastineita. Kaava (4.11.12) antaa vie1a matriisi­

merkinnoin 

o{y} = {V}OT . (4.11.14) 

Yhta1o (4.11.8) saadaan naita merkintoja kayttaen nayttamaan 

seuraava1ta 

+----------------------------------------+ 

(4.11.15) 

oT = o s~:11a 

Tama heikko muoto on saatettu siis muistuttamaan u1konao1taan 

virtuaa1ista tyoyhta1oa (4.9.24). Taten yhta1oa (4.11.15) voi­

taisiin nimittaa puo1i1eiki11isesti vaikka virtuaa1isen 1ammon 

periaatteeksi tai virtuaa1isten 1ampoti1ojen periaatteeksi. Huo­

mattakoon kuitenkin, etta joissakin 1ahteissa termi11a virtuaa1i­

sen 1ammon periaate tarkoitetaan jotain aivan muuta kuin yhta1oa 

(4.11.15). 

Eras variaatioperiaate. Jos 1ampovuovektori syntyy pe1kastaan 

johtumisesta ja jos Fourierin 1ammonjohtumis1ain voidaan otaksua 

o1evan voimassa, saadaan (ks. kaavat (4.2.55') ja (4.11.11)) 

{q} = - [k]{y} . (4.11.16) 

Muodostama11a 1auseke (vrt. kaava (4.10.8)) 

q 1 T 
u = 2{ y } [ k ]{ y } (4.11.17) 

havaitaan, etta 



CJUq 
CJ{y} = [k]{y} = -{q} . 

Taten variaatio 

T -{q} O{y} 

ja yhta1on (4.11.14) ensimmainen termi 

= of ~{y}T[k]{y}dY0 
yO 

Lisaksi, jos Q ja qn eivat riipu 1ampoti1asta T, yhta1on 

(4.11.14) 1oppuosa 

4 .11. 5 

(4.11.18) 

(4.11.19) 

(4.11.20) 

(4.11.21) 

Taten yhta1o (4.11.14) voidaan esittaa variaatioperiaatteena 

jossa funktionaa1i (vrt. 1auseke (6.8.68)) 

II ( T) = ~ f ( { V} T) T [ k] ( { V} T) dY0 + 
yO 

(4.11.22) 

(4.11.23) 

Luva11isen argumenttifunktion T tu1ee toteuttaa o1ee11inen reuna­

ehto u = u s~:11a. Funktionaa1i (4.11.23) on tavanomainen 1ahto­

kohta e1ementtimenete1man yhteydessa, vaikkakin myos y1eisemmas­

ta muodosta (4.11.15) paastaan samoihin yhta1oihin. 
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Reunaehdon (4.7.17) esittama tapaus voidaan myos sisa11yttaa 

variaatioperiaatteeseen korvaama11a pintaintegraali 1ausekkee11a 

(Huom. sijoitusta (4.11.9) ei saada nyt kayttaa) 

(4.11.24) 

Tama voidaan todeta johtama11a vastaavaan funktionaaliin 1iittyva 

1uonno11inen reunaehto. Jos tehtava on epa1ineaarinen esimerkik­

si siten, etta [k] riippuu 1ampoti1asta, ratkaisua voidaan ede1 -

1een etsia funktionaa1in avu11a paivittama11a 1ammonjohtavuuden 

arvoja iteratiivisesti. 
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5 NESTEMEKANIIKKA 

5 . 1 Y1eista 

Syyt Eu1erin esityksen kaytt66n nestemekaniikassa tu1ivat 

esi11e jo kohdassa 4 . 1 . Tassa 1uvussa se1ostetaan ja11een y1eis ­

ten aksioomien nyt Eu1erin esityksessa saamia yksityiskohtaisia 

muotoja . Lisaksi kasite11aan esimerkkitapauksena Newtonin nes ­

teen ma11in yhteydessa syntyvia y1eisten yhta16iden erityisversi­

oita. 

Nestemekaniikassa ei o11a useinkaan niinkaan kiinnostuneita 

suoranaisesti va11itsevista jann~tyksista ja niiden maksimiarvois ­

ta (kuten esimerkiksi 1ujuusopissa) vaan jannitysten tietyista 

integroiduista vaikutuksista kuten vastus tiettyyn kappa1eeseen, 

vaadittava pumpun teho jne. Nestemekaniikassa - etenkin kaasu ­

mekaniikassa on y1eensa kiintean aineen mekaniikkaan verrattuna 

voimakkaampi kytkenta mekaanisten ja termisten prosessien va1i11a, 

mika seikka tekee kasitte1yn 1uonno11isesti vaikeaksi . Varsinais­

ten nesteiden tapauksessa kytkenta voi o11a heikohko ja usein puh­

taasti mekaaninen prob1eema voidaan ratkaista ensin ja tarvittaes­

sa vasta ja1kikateen maaritetaari aksioomasta (4) johtuvan energia­

yhta16n avu11a 1amp6ti1ajakautuma a1ueessa. 

Prob1eemien 1uokitte1un suhteen kuvan 4 . 1.1 jaotte1ua vastaa 

1ahinna virtauksen kasitte1y y~~~=L-~~~~~=-~~~-~g!~~~~~~~~g~~~~~ 

sen mukaan montako riippumatonta paikkakoordinaattia virtauksen 

kuvaamiseen tarvitaan. Tata on esitetty kuvassa 5.1.1 ko1men esi­

merkkitapauksen avu11a. 

Tode11isuudessa kaikki virtaukset ovat ko1midimensioisia . On 

kuitenkin pa1jon tapauksia, joissa yksi - tai kaksidimensioinen 

kasitte1y on kaytannan tarpeiden kanna1ta riittavan tarkka tai 

ainakin parempi kuin ei mitaan. Yksidimensioinen kasitte1y riit ­

taa esimerkiksi putkivirtauksessa ja avouomavirtauksessa y1eensa, 

mika1i uoman poikki1eikkaus muuttuu hitaasti ja uoman kaarevuudet 

ovat pienehk6ja. Riippumattomana paikkakoordinaattina voi o11a 

esimerkiksi uoman pohjaa pitkin mitattu kaarenpituus s (vrt . ku -

l 



Yksidimensioinen 
virtaus 

(a) 

Kaksidimensioinen 
virtaus 

X 

(b) 

5 .1. 2 

Kolmidimensioinen 
virtaus 

he~ 
X y 

(c) 

Kuva 5.1 . 1 (a) Virtaus putkessa . (b) Aarettoman pitkan padon yli 
tapahtuva virtaus. (c) Lentokoneen liikkeen synnyttama virtaus. 

va 5.1.1 (a)). Yksidimensioisessa kasittelyssa ei olla yleensa 

kiinnostuneita virtauksen yksityiskohdista vaan tietyista keski ­

maaraisista arvoista tietyissa poikkileikkauksissa. 

Kuvan 5.1.1 (b) esittamassa tapauksessa kysymyksessa on ns. 

~~~2~~E~~~~ (engl. plane flow), jossa kaikki nopeusvektorit ovat 

tietyn tason - kuvassa xy- tason - suuntaisia ja yhtasuuria ta­

man tason normaaleilla. Todellisuudessa kuvan aarettoman pitkaa 

patoa ei tietenkaan voi olla olemassa, mutta virtaus voi olla 

pitkahkon padon keskialueella lahella tasovirtausta ja padon pais ­

ta johtuvat hairiot tahan on arvioitava erikseen . EY~E~~~y~~~­

~~~E~~~~-~~E~~~~ (engl . axially symmetric flow), jossa virtausno ­

peus riippuu vain sylinterikoordinaat~ston muuttujista r ja z, 

mutta ei muuttujasta 8 on toinen esimerkki kaksidimensioisesta 

virtauksesta. Kolmantena esimerkkina mainittakoon ns. voitelu -

EE2e!~~~~~ (engl. lubrication problems), joissa tutkitaan lait­

teiden liikkuvien osien valisissa hyvin ohuissa nestekalvoissa 

tapahtuvia virtauksia ja paineen jakautumista . Nama tehtavat 

kasitellaan yleensa kaksidimensioisina . 

Tassa esityksessa selostetaan jalleen aluk~i yleisess~ 

kolmidimensioisessa tapauksessa syntyvia yhtaloita. Luvussa 6 

kasitellaan erikoistapauksia. 
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Varsinaisten nesteiden virtauksessa nesteen kokoonpuristuvuus 

voidaan jattaa usein kokonaan huomiotta, jolloin puhutaan ns . 

kokoonpuristumattomasta nesteesta tai ~Q~QQ~P~r!~~~~~~~Q~~~~~ 

Y~£~~~~~~§~~ (engl. incompressible flow). Koska vesi (kreik . 

hydor) on yleisimmin esiintyva varsinainen neste, kokoonpuristu ­

mattoman nesteen mekaniikkaa nimitetaan usein QY~£Q~~~~~!~~~~~~ 

(engl . hydromechanics) ja erityisesti rakennustekniikan sovellu ­

tusten yhteydessa myos QY9~~~!i!~~~~~ (engl . hydraulics). Kui­

tenkin tietyissa ilmioissa varsinaisten nesteidenkin kokoonpuris ­

tuvuus on otettava huomioon; e$imer kiksi aaniaaltojen eteneminen 

nesteessa tai lampotilaeroista johtuvien tiheyserojen synnyttama 

ns . vapaa konvektiovirtaus . 

Kaasujen liike on kasiteltava yleisessa tapauksessa ~Q~QQ~p~ ­

£~~~~y~~~-Y!~~~~~~~~~ (engl. compressible flow). Koska taas il ­

ma (kreik . aer) on yleisimmin esiintyva kaasu, kokoonpuristuvan 

nesteen mekaniikkaa nimitetaan usein myos ~~£Q~~~~~!!~~~~! (engl . 

aeromechanics) tai yleisemmin ~~~~~~~~~~!!~~~~! (engl. gasmech­

anics). Kokoonpuristuvan virtauksen tyyppi riippuu ns. ~~~Q~~ 

luvusta 

Ma v 
a 

(5.1 . 1) 

jossa v on virtausvauhti ja a aanen etenemisvauhti ko . nesteessa 

ko. paikassa. Virtaus luokitellaan ~~e~Q~!~~~~' t£~~§~Q~!§§§~, 

~~E~£~Q~~§§§~ ja hYP§I~Q~~~§§~ virtaukseen sen mukaan, onko koko 

alueessa Ma < 1, vaihteleeko se arvon 1 molemmin puolin, onko 

koko alueessa Ma > 1 tai Ma > 5. Nama virtauslajit johtavat ku­

kin matemaattiselta kannalta erityyppiseen kasittelyyn. Voidaan 

osoittaa, etta Machin luvun ollessa riittavan pieni - luokkaa 

< 0,3 - virtauksessa esiintyvat nopeuserot aiheuttavat normaali ­

oloissa siksi pienia paine-eroja, etta virtaus voidaan kasitella 

riittavalla tarkkuudella kokoonpuristumattomana. 

Ns. ~i~~~~~Q~~~§~ virtauksessa (engl. inviscid flow) eli !~~ ­

~~!!~~~~~~~ (engl. ideal fluid, perfect fluid) mallin mukaisessa 

virtauksessa otaksutaan, etta nesteessa ei esiinny lainkaan leik­

kausjannityksia, vaikka liukumanopeudet olisivat nollasta eroavia. 
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Todellisuudessa nain ei ole ja siis ns . t~9§11~~§~-~§~~§§~ eli 

reaalisen nesteen (engl . real. fluid) yhteydessa syntyy talloin 

leikkausjannityksia ja puhutaan vastaavasti ~~~~~!!~~§~~~ tai 

Kitkaton 
virtaus 

Kitkallinen 
virtaus 

Raja ­
kerros 

Kuva 5.1.2 Kitkattoman ja kitkal ­
lisen virtauksen ero reunaehto ­
jen suhteen . 

viskoosista virtauksesta 

(engl. viscous flow). Myos 

virtauksen kayttaytyminen 

seinamien laheisyydessa eroaa 

kuvitellussa kitkattomassa ja 

todellisessa kitkallisessa 

virtauksessa oleellisella ta ­

valla. Kuva 5.1 . 2 esittaa 

kaaviollisesti vaakanopeuk­

sien jakautumista tasovirtauk­

sessa tasaisessa virtausken­

tassa olevan kiintean kappa -

leen laheisyydessa tietyssa 

pystyleikkauksessa. Kaikki todelliset nesteet tarttuvat tehty­

jen havaintojen mukaan kiinni nesteen koskemien kappaleiden pin­

toihin (ns . takertumisehto) 1 joten nesteen nopeusvektorin arvo 

nailla pinnoilla on sama kuin vastaavien kappaleiden partikkelien 

nopeus ja siis nolla 1 jos kappaleet ovat liikkumattomia. Kitkat ­

tomassa virtauksessa ideaalinesteen malli edellyttaa sita vastoin 

vain pinnan normaalin suuntaisten nopeuskomponenttien yhtasuuruut­

ta1 mutta pinnan tangenttitason suunnassa nesteen ja seinaman vas ­

tinpartikkeleilla on . yleensa eri nopeuskomponentit eli siis ide ­

aalinesteen ajatellaan liukuvan vapaasti pintaa pitkin. Vaikka 

ideaalinesteen kayttaytyminen on siis reunaehtojenkin suhteen 

eparealistista 1 tama malli on kuitenkin kayttokelpoinen tietyissa 

tapauksissa kuten esimerkiksi siipiprofiilien kasittelyssa . Tal ­

loin nimittain voimakkaasti kitkallinen virtaus on rajoittunut 

vain ohueen siiven pinnan laheiseen alueeseen eli ns . ~~j~~§~E~~ ­

seen (engl. boundary layer) 1 jonka ulkopuolisessa alueessa vir ­

taus on likimain kitkatonta . 

Edelliseen liittyy laheisesti virtauksen jako virtausta rajoit ­

tavien esteiden tyypin mukaan ns. ~~~~~~§§~-~i~~~~~~§§~ (engl. 

internal flow) kuten esimerkiksi putkivirtaus ja ns . ~!~2~~§§~ 

~~~t~~~~§§~ (engl. external flow) kuten esimerkiksi virtaus lai-
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van rungon ymparilla . Naiden yhdistelmia voi myos luonnollisesti 

esiintya. Sisaisissa virtauksissa ideaalinesteen mallilla ei ole 

useinkaan paljon kayttoa, koska ainakin virtaussuunnassa pitkah-

koissa geometrioissa rajakerros tayttaa pian koko virtausalueen . 

Ei - Newtonin 

T 

neste 

f Ideaalineste 

y 

Otak sutun jannitys - deformaatio -

nopeusyhteyden perusteella puhu ­

taan ns . Newtonin nesteesta 

(engl. Newtonian fluid), mikali 

leikkausjannityksen T ja liukuma ­

nopeuden y valinen riippuvuus on 

lineaarista muotoa (kuva 5 . 1 . 3) 

T = JlY (5.1.2) 

Kuva 5 . 1 . 3 T- y riippuvuus . (Tama yhteys yleistetaan myohem ­

min.) Kerroin Jl on ko . nesteen 

ns. y!~~2~~i§§!!! (engl. viscosity). Useat nesteet, kuten mm . 

vesi ja ilma, noudattavat melko tarkasti tata kaavaa. Jos kaava 

ei pade riittavalla tarkkuudella, puhutaan ~!:~§~i2~~~-~§~i§§§~~ 

(engl . non - Newtonian fluid) . Sen kasittelyn katsotaan yleensa 

kuuluvan reologian piiriin . Esimerkiksi veri ja sula metalli 

ovat ei-Newtonin nesteita. Ideaalineste saadaan muodollisesti 

Newtonin nesteen erikoistapauksena asettamalla Jl = 0 . Huomautet­

takoon, etta kiintean aineen mekaniikassa otaksutaan lineaarises ­

ti kimmoisen aineen mallin yhteydessa leikkausjannityksen T ja 

liukuman y valille kaavan (5.1 . 2) kanssa analoginen yhteys T = 
Gy, jossa G on ko . aineen liukukerroin. 

Virtauksen sanotaan olevan laminaarista (engl. laminar), kun 

virtaus tapahtuu kuvitelluissa kerroksissa ilman kerrosten valis­

ta makroskooppista sekoittumista (kuva 5 . 1 . 4 (a) ja (c)). Tur­

~~!§~i!!§§§§~ (engl. turbulent) el~ turbulentissa virtauksessa 

nestealkioiden radat ovat voimakkaasti mutkittelevia ja kerros ­

ten sekoittumista tapahtuu (kuva 5.1 . 4 (b) ja (d)) . Turbulent­

tisen virtauksen voidaan ajatella muodostuvan paavirtauksesta 

(viittaus tunnuksella (- )), joka kuvaa keskimaaraista tietylla 

lyhyella aikavalilla otettua arvoa seka tahan lisatysta satunnai ­

sesti vaihtelevasta virtauksesta (viittaus tunnuksella ( ) ') . 



(a) 

v 

(c) 

Laminaarinen virtaus 

Ep~stationaa ­

rinen virtaus 

" Stationaarinen 
virtaus 

t 

(b) 

v 

(d) 
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Turbulenttinen virtaus 

v' 

~=t.rP.J!!tn- v I A. A.A " •· .. AA A ' ~ 'XY' ~~· GiP 

Stationaarinen 
virtaus 

t 

Kuva 5.1.4 Nestealkioiden ratoja (a) laminaarisessa ja (b) turbu­
lenttisessa virtauksessa. Tietyn virtausnopeuskomponentin v ku­
v~aja ajan t funktiona tietyss~ pisteess~ (c) laminaarisessa ja 
(d) turbulenttisessa virtauksessa. 

-+ 
T~ten esimerkiksi virtausnopeus v esitet~~n muodossa (vrt . kuva 

5.1.4 (d)) 

-+ -+ -+ 
v = v + v' (5.1.3) 

-
-+ 

Yleens~ ollaan kiinnostuneita vain keskim~~r~isest~ arvosta v, 
-+ 

mutta valiitseviin yht~loihin j~~ mukaan satunnaistermin v' osuus, 

jonka k~sittely johtaa matemaattiselta kannalta tavattoman vai ­

keisiin teht~viin. Mit~~n yleisp~tev~~ k~yttokelpoista turbulent ­

tisen virtauksen analysoimistapaa ei ole viel~ edes olemassakaan 

- e ik~ ehk~ koskaan tule olemaankaan vaan joudutaan turvau -

tumaan kokeiden perusteella saatuihin puoliempiirisiin teorioi ­

hin. Turbulenssi lis~~ oleellisesti esimerkiksi merkkiaineen 
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konsentraation tai lampotilan tasoittumista voimakkaan sekoittu ­

misen kautta laminaariseen tapaukseen verrattuna . Esimerkiksi 

putkivirtauksessa virtaus on laminaarista tai turbulenttista sen 

mukaan, onko ns . 8§Y~~!9§~~-!~~~ 

Re (5 . 1 . 4) 

pienempi tai suurempi kuin tietty kriittinen arvo . Edella p on 

nesteen tiheys, ~ viskositeetti, L sovittu karakteristinen pituus 

(esimerkiksi putken halkaisija) ja v sovittu karakteristinen vir ­

tausnopeus . Luonnossa esiintyva virtaus on tavallisimmin turbu ­

lenttista . 

Nesteen liiketilan ajallisen riippuvuuden mukaan virtauksen 

sanotaan olevan §~~!~~~~~~~§!~ (engl . stationary) eli EY§YY~~ 

(engl. steady), mikali nopeus, paine, lampotila jne. kussakin 

alueen pisteessa eivat muutu ajan mukana; muulloin virtaus on 

§E~§!~!~~~~~E~§!~ (engl. unsteady) eli tE~~§!§~!!!~ (engl. tran­

sient) (vrt. kuva 5 .1. 4) . Tulos riippuu joskus koordinaa tis ton 

valinnasta . Jos lentokone lentaa maanpinnan suhteen vakionopeu ~ 

della maanpinnan suhteen lepotilassa olevassa ilmassa, lentoko­

neen liikkeesta syntyva virtaus on epastationaarinen maanpintaan 

kiinnitetyn koordinaatiston kannalta. Tarkastelemalla virtausta 

lentokoneeseen kiinnitetyn ja sen mukana liikkuvan koordinaatis­

ton suhteen saadaankin sita vastoin stationaarinen tilanne . Tur ­

bulenttinen virtaus ei ole tarkasti ottaen koskaan stationaaris ~ 

ta; ko . termia kaytetaan viittaamaan keskimaaraisen virtauksen 

kayttaytymiseen (vrt. kuva 5.1 . 4 (d)). Pysyvan virtauksen eri ~ 

koistapauksena saadaan tilanne, jossa virtausnopeus haviaa kaik ­

kialla alueessa; tata tapausta kasitellaan ~§§!§§!~!!~~~§§~ · 

Nestestatiikan tehtavat ovat kiintean aineen statiikan tehtaviin 

verrattuina jatkuvassa lepotilassa olevan nesteen isotrooppi -

sen jannitystilan yksinkertaisuudesta johtuen tavallisesti 

hyvin helppoja ratkaista . 

Kuva 5.1.5 esittaa yhteenvetona virtauksen luokittelua . Mate ­

maattinen kasittely on yleisesti ottaen sita vaikeampaa, mita 

enemman oikealta kuvan kulkukaaviossa joudutaan kulkemaan . Taten 
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helpoin tapaus on kitkattoman kokoonpuristumattoman nesteen sta ­

tionaarinen yksidimensioinen virtaus ja vaikein kitkallisen ei ­

Newtonin nesteen turbulenttinen kokoonpuristuva epastationaarinen 

kolmidimensioinen virtaus . 

I~ Nestevirtaus 

Kitkaton virtaus Kitkallinen virtaus 

Kokoonpuristumaton 
virtaus 

~ 
t 

Stationaarinen 
virtaus 

~ 
t 

Yksidimensioinen 
virtaus 

Newtonin neste 

t 

Laminaarinen 
virtaus 

Kaksidimensioinen 
virtaus 

Kuva 5 . 1 . 5 Virtauksen luokittelua . 

+ 
Ei- Newtonin neste 

t 

Turbulenttinen 
virtaus 

t 

Kokoonpuristuva 
virtaus 

t 

Epastationaarinen 
virtaus 

+ 

Kolmidimensioinen 
virtaus 

Edella ei ole ilmeisestikaan kasitelty laheskaan kaikkia nes ­

temekaniikkaan liittyvia ilmioita . Mainittakoon lisaksi mm . nes ­

teseosten virtaukset, kemialliset reaktiot virtaavassa nesteessa, 

kavitaatio jne . 
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Matemaattiselta kannalta probleemat voidaan jalleen luokitel ­

la tasapaino - , ominaisarvo - ja etenemistehtaviin . Naista olisi ­

vat esimerkkeina vastaavasti ideaalinesteen tapauksessa statio ­

naarinen subsoninen virtaus, seisova aaltoliike vapaan pinnan 

omaavassa nesteessa seka supersoninen virtaus . 

Eulerin esitystavan kaytto aiheuttaa aineellisen aikaderivaa ­

tan lausekkeen kautta epalineaarisuutta yhtaloihin . Poikkeuksel ­

lisesti hyvin hitaassa virtauksessa (Re on pieni) hitausvoimat 

voidaan jattaa kitkavoimien rinnalla huomioonottamatta, jolloin 

liikeyhtalot tulevat lineaarisiksi ja kasittely helpottuu . Mah ­

dollinen konstitutiivisten lakien epalineaarisuus (esim . ei ­

Newtonin neste) aiheuttaa lisaepalineaarisuutta . 

Turbulenttisuus yhdistettyna edella mainittuun vallitsevaan 

epalineaarisuuteen tekee nestemekaniikan probleemat yleensa _kiin­

tean aineen mekaniikan probleemoja oleellisesti vaikeammiksi . 
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5 . 2 Nesteiden konstitutiivisia yhteyksia 

Yleista. Samoin kuin kiinteilla aineilla myos eri nesteilla pa­

tevat konstitutiiviset yhteydet voivat olla hyvinkin mutkikkaita 

ja jatkossa oleva kasittely rajoittuu pakosta vain eraiden esi­

merkkitapausten esittelyyn . Kohta 4 . 2 on syyta kayda lapi ennen 

tahan kohtaan tutustumista . 

Tilanyhtalo . Nesteilla yleistetyn Hooken lain osuuden (4 . 2 . 36) 

vastineena on lahinna t!!~~y~~~!Q (engl . equation of state) 

L f(p,p,T) ~ 0 'I (5 . 2 . 1) 

joka sitoo lepotilassa olevassa nestealkiossa esiintyvien tihey­

den p, paineen p ja lampotilan T arvoja toisiinsa . (Jatkossa 

tunnus T voi viitata joko tavanomaiseen lampotilaan ([T] = °C) 

tai myos tarvittaessa termodynaamiseen lampotilaan ([T] = K) .) 

Ainakin periaatteessa yhtalosta (5.2 . 1) voidaan ratkaista aina 

yksi muuttuja muissa lausuttuna, jolloin tilanyhtalo saa muodot 

p = p(p,T) p = p(T,p) T = T(p,p) (5 . 2 . 2) 

Juhlallinen nimitys tilanyhtalo - joskus kaytetaan myos nimitys­

ta terminen tai )S!!?:~~!:~4:~~!?:-~!1:~!?:Y~!:~!2 (engl. kinetic equation 

of state) erotuksena .myohemmin esitettavasta kalorisesta tilan­

yhtalosta - tarkoittaa siis vain erasta konstitutiivista yhteyt ­

ta. (Kyseessa on yksinkertaisen kokoonpuristuvan aineen mallin 

mukainen tapaus, koska kaksi riippumatonta tilasuuretta maarit­

taa systeemin tilan . Lisaksi havaitaan, etta yhteys on tietyssa 

mielessa kimmoinen; esimerkiksi paineen arvo riippuu vain tihey­

den ja lampotilan hetkellisista arvoista.) Tilanyhtaloa ei pys­

tyta yleensa esittamaan yksinkertaisten kaavojen avulla vaan on 

kaytettava taulukoituja arvoja. 

Ns. !~~!?:~~~~~§~l!~ (engl . perfect gas) on kuitenkin olemassa 

yksinkertainen tilanyhtalo 

p ~~~T~ (~ p( p ,T)), (5 . 2 . 3) 
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, , 
jossa R ([R] Jkg - iK - i) on ko. kaasun ~~~~~~~~~~ (engl. gas 

constant) ja T on termodynaaminen lampotila. 

Y~E§!~~!~~!!~-~§~~§!!!~ tiheyden muutokset ovat v~h~isi~ ja 

tilanyht~lo esitet~~n usein differentiaalisessa muodossa kaavana 

dp = K dp - y dT 
p T p 

(5 . 2 . 4) 

jota sovelletaan tavallisesti vastaavana myos ~~rellisten muutos ­

ten 6p, 6p ja 6T suhteen . J~lkimm~isess~ tapauksessa saadaan siis 

tulos 

0 
L.E_ = 

0 
p 

eli viel~ 

0 0 0 P = P + KTP (p-p ) 

(5.2 . 4') 

(= p (p,T)) (5.2 . 4' ') 

Suureet p0
, p0 ja T0 ovat alkion tiettyyn samaan tilaan liittyvi~ 

arvoja. Suureet K ja y ovat kertoimia (ne voivat riippua suureis­

ta p ja T), jotka ovat .olleet esill~ jo kohdassa 4.2 ja joihin 

palataan kohta. 

Jos tilanyht~lo (5.2.1) saadaan kirjoitettua muotoon 

f(p,p) ~ ~ (5.2 . 5) 

tai siis muotoihin 

p = p (p) p = p(p) (5.2.6) 

niin, ett~ lampotila T ei ole en~~ mukana, tapauksen, virtauksen 

tai prosessin sanotaan olevan ~~E2~E22EE~~~~ (engl. barotropic). 

N~in k~y esimerkiksi isotermisess~ muutoksessa. Barotrooppisessa 

tapauksessa kytkent~ mekaanisen ja termisen probleeman v~lill~ 

saadaan usein kokonaan h~vitetty~ ja t~m~n vuoksi barotrooppiseen 

tilanteeseen pyrit~~n puoliv~kisin . T~ten kaasumekaniikassa k~y­

tet~~n paljon ns. E2!Y~E22EE~~!~-!~~!~ (engl . polytropic law) 

-n 
PP vakio (5 . 2.7) 
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nestealkiolle . Tassa n on vakio, joka valitaan kussakin tapauk ­

sessa mahdollisimman sopivaksi . Ide aalikaasun !§2~~E~!§ ~§§~ vir ­

tauksessa vakio n = l kaavan (5 . 2 . 3) perusteella . Ihannekaasun 

~~!~~~~~~!~~~~~ kitkattomassa virtauksessa voidaan osoittaa, etta 

n = y = cp/cv, jossa y ([y] = - ) on ns . ~s!~e~~~~!~~~!2 (esimer­

kiksi ilmalle y ~ 1,4). Useissa tapauksissa n valitaan valilta 

[1, y] . (Tassa maaritelty y on luonnollisesti eri suure kuin 

kaavan (4 . 2 . 6) maarittelema tilavuuden lampotilakerroin . ) 

Taysin ~2~~~~E~~!~~~~~~~~~~~ virtauksen otaksumassa ensimmai ­

nen kaava (5 . 2.6) saa muodon 

(5 . 2 . 8) 

!:!~~Y!!~-~§~~~~!~!2!!~ · Jalkimmaista kaavaa (5.2 . 6) ei voida 

enaa kayttaa ja paine on nyt rajoitevoiman tyyppinen suure . 

Tassa esityksessa rajoitutaan lahinna ns . homogeenisten nes ­

teiden kasittelyyn. Nesteen sanotaan yleensa olevan ~2~~9§~~!~~9 

(engl . homogeneous), jos kukin alueen 

Kuva 5 . 2 . 1 Makea ja suo-
lainen vesi. 

nestealkio muodostuu "samanlajisesta" 

nesteesta; esimerkiksi puhtaasta ve ­

desta . Vastakohtainen tapaus on ns . 

~p~~~~~9§§~!~~~ (engl. inhomogeneous) 

neste, jossa alueen nestealkiot voi ­

vat muodostua "erilajisista" nesteis -

ta; esimerkiksi osa vedesta ja osa 

oljysta tai suolaisesta ja makeasta vedesta (kuva 5.2 . 1) tai vie -

la niiden seoksesta siten, etta konsentraatiot eivat ole vakioita . 

Eulerin esitystapa tuottaa tiettyja ongelmia epahomogeenisten 

nesteiden yhteydessa, koska siina kadotetaan tieto kunkin neste­

alkion liikkeen historiasta. Otaksutaan, etta tietylla hetkella 

tunnetaan tietyssa avaruuden pisteessa vaikka paine ja lampotila . 

Ensimmainen tilanyhtalon muoto (5.2 . 2) antaa talloin homogeenisen 

nesteen tapauksessa heti myos nesteen tiheyden ko. pisteessa. 

Epahomogeenisen nesteen tapauksessa nain ei ole, koska ei tiedeta 

mita erityista tilanyhtaloa on kaytettava; veden, oljyn vai tie ­

tyn seoksen tilanyhtalo? 

Hydrauliikassa vesi otaksutaan tavallisesti homogeeniseksi ja 

kokoonpuristumattomaksi . Tama merkitsee tapausta, jossa nesteen 
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tiheys on t~~~t~~!!~-~!~~~~~~ ja t2~2-~i~~ sama vakio. Tasta 

tullaan kayttamaan nimitysta ~~~~2~~~~y~~~§1§ (engl . constant ­

density fluid) . Tama on erotettava tarkasti puhuttaessa kokoon ­

puristumattoman nesteen maaritelmasta (5.2 . 8), jossa ko. vakio 

voi olla epahomogeenisen nesteen tapauksessa eri vakio eri neste­

alkioille. 

Esimerkkeina tapauksista, joissa veden kokoonpuristuvuus on 

otettava huomioon mainittakoon paineisku ja vapaa konvektiovirtaus . 

Ns. p~~E~~§~~ (engl. water hammer) syntyy nesteen virratessa 

putkiverkostossa, kun virtaukseen aiheutetaan akillinen hairia 

esimerkiksi sulkemalla nopeasti tietty venttiili. Syntyy sysayk­

sen tapainen ilmia ja paineelle saadaan eparealistisia arvoja, 

jollei nesteen kokoonpuristuvuutta (ja putkien seinamien muodon­

muutoksia) oteta huomioon . 

Ns . ~~E~~-~2~~~~~~2~~Ei~~§ (engl . free convection) - vastakoh­

ta on ns. pakotettu konvektiovirtaus (engl. forced convection) -

syntyy nesteessa vallitsevien lamp6tilaerojen aiheuttamien tiheys ­

erojen ansiosta, jolloin vastaavat painovoimaerot panevat nesteen 

liikkeeseen. Tassa yhteydessa . otetaan varsinaisten nesteiden yh­

teydessa tavallisesti kayttaan ns . ~§t~~~~§~§~~~~2~22~E~E~§1~~~~­

~2~~~ (engl. mechanically incompressible) ~§§!§~~ malli . Talla 

tarkoitetaan nestetta, jonka tiheys otaksutaan muuttumattomaksi 

paineen muutosten suhteen -paine sailyy tall6in edelleen rajoite­

voimana - mutta tiheyden muutos lamp6tilan muutoksen johdosta 

otetaan huomioon. Kaavassa (5.2.4) asetetaan tall6in KT = 0 ja 

saadaan yhteys 

-y dT 
p 

eli likimain 

(= p (T) ) 

(5.2.9) 

(5.2.9') 

Kokoonpuristuvuus ja lamp6laajeneminen . Tarkastellaan kohdassa 

4.2 esitettyja vastaavia kasitteita yksinkertaisen kokoonpuristu ­

van aineen mallin kannalta. Esimerkiksi lahtemalla tilanyhtalan 

muodosta p = p(p,T) saadaan differentioimalla ensin 



tai viela jakamalla puolittain tiheydella p 

l (~) d + l (~) dT 
p Clp T p p ClT p 
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(5 . 2.10) 

(5.2.11) 

jossa on kaytetty termodynamiikan kirjallisuudessa esiintyvaa 

tavanomaista merkintatapaa: osittaisderivaattamerkeissa alhaalla 

nakyvat tunnukset ilmaisevat riippumattomat muuttujat ja sulun 

ulkopuolella olevaa .muuttujaa (muuttujia, jos riippumattomia ti ­

lasuureita on enemman kuin kaksi) pidetaan ko . derivaattaa lasket ­

taes sa vakiona (vakio ina) . (Kaava t ( 4 . 2 . 3) j a ( 4 . 2. 6) nayttavat 

aluksi olevan ristiriidassa y leisen tuloksen (5.2.11) kanssa 1 

koska edellisessa kaavassa ei esiinny termia dT eika jalkimmaises ­

sa termia dp. Selityksena talle on se 1 etta kaavojen yhteydessa 

on lisaksi aina mainittava prosessi eli periaatteessa suureiden p 

ja T kulku ajan suhteen: p = p(t) 1 T = T(t): Mutta ta11oin voi ­

daan periaatteessa ratkaista yhteydet T = T(p) tai p = p(T) ja 

siis tietyssa prosessissa p on vain yhden riippumattoman muuttu ­

jan funktio eli p = p (p) tai p = p (T) . ) 

Kaavan (5 . 2 . 4) merkinnoi11e saadaan nyt se1itys. Isotermisessa 

prosessissa (T = vakio 1 dT = 0) saadaan (vrt . kaavat (4.2.3) 1 

(5.2.4) ja (5.2.11)) ns . !§2i~~~~~~~-~2~22~E~~~§i~~~~§ 

K = T 
(5.2.12) 

Vastaavasti isobaarisessa prosessissa (p = vakio 1 dp = 0) saa­

daan (vrt. kaavat (4.2.6) 1 (5.2.4) ja (5 . 2.11)) ns. ~~2!?§:~~1::Q~~ 

t~!§:~~9~~-1§~E~i~1§:~~~~2i~ 

(5.2.13) 

Varsinaisi1la nestei11a kokoonpuristuvuus on kohtuu11isten pai ­

neenmuutosten johdosta hyvin pieni. Esimerkiksi veden tiheyden 

kasvattaminen isotermisesti 1ampoti1assa 20°C maara11a 1 °/oo 

vaatii (ks. taulukko 5 . 2 . 1) paineen lisayksen 22 bar . (1 bar 

0 1 1 MPa ~ i1makehassa n . 111m korkeude11a merenpinnasta keskimaa-
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rin vallitseva paine . ) Ilmalla vastaava luku on 0,001 bar val ­

litsevan paineen ollessa l bar . 

Voidaan osoittaa, etta nesteessa tapahtuvien pienten paineva­
- 1 

rahtelyjen etenemisnopeus eli ns . ~~~~~-~QE~~~ a ([a] = ms ) tai 

paremmin sanottuna aanen vauhti saadaan kaavasta 

a=~ 
p 

(5 . 2 . 14) 

jossa K on ko . nesteen puristuvuuskerroin . Havainnot ovat osoit -

taneet, etta tallainen varahtely tapahtuu lahes adiabaattisesti, 

joten kaavassa on kaytettava ns . ~g~~Q~~~~~~~~-E~~~~~~y~~~~~~EQ~~­

ta K
8 

= l/K
8

• Kirjallisuudessa kaytetaan yleensa viitetta ·s, 

koska varahtely tapahtuu myos melkein ilman kitkaa ja taas adia ­

baattinen kitkaton prosessi on isentrooppinen eli nestealkion 

ominaisentropia .s sailyy muuttumatta . Suureet KT ja K
8 

ja siis 

suureet KT ja K
8 

eroavat toisistaan veden tapauksessa melko vahan 

(ks. taulukko 5.2.1); kaasuilla ero on huomattava . Kun lampotila 

on 20°C ja paine ~1 bar, aanen nopeus on vastaavasti vedessa ja 

ilmassa 1483 ms-l ja 343 ms - 1 . 

Jos viela tarkastellaan tilanyhtaloa muodossa p = p(T,p) pita­

en siis lampotilaa ja tiheytta riippumattomina muuttujina, saa ­

daan 

(5 . 2.15) 

Toisaalta kaavasta (5.2.4) seuraa 

y l dp __£ dT + -- dp 
KT PKT 

(5.2.16) 

= K y dT + 
KT 

dp - ' T p p 

joten lausekkeen (5.2 . 15) osittaisderivaatat saadaan aikaisemmin 

maariteltyjen kertoimien avulla kaavoista 

( d p) = apT (5.2.17) 
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Korostettakoon, etta kaikki edella maaritellyt kertoimet on aina 

ajateltava valittujen riippumattomien muuttujien - kuten T ja p ­

funktioiksi. Yleensa riippuvuus paineesta on paljon heikompaa 

kuin riippuvuus lampotilasta . 

Esimerkki 5 . 2.1 Barotrooppinen neste . Johdetaan kokoonpuristuvuuden K lau­
seke barotrooppisessa muutoksessa ja l isaksi erityisesti polytrooppisen 
lain tapauksessa . 

Koska tilanyhtalo on muotoa p = p(p), saadaan heti 

dp = ~ dp (,a) dp 

ja kaavan (4.2.3) perusteel la kokoonpuristuvuus 

1 dp 
K=pdjJ (b) 

Prosessiin vi ittaavaa indeksia ei nyt tarvita, koska val itun ti lanyhtalon 
muodon johdosta K on yksikasitteinen. 

Kirjoitetaan polytrooppinen laki (5.2.7) tassa muotoon 

(c) 

jossa p0 ja p0 ovat mielivaltaisia samaan tilaan liittyvia paineen ja tihey ­
den referenssiarvoja. Saadaan ensin 

0 (P \n p_= e .L= 
n (po)n 0 oJ , 

p p p 

eli 

1 

p o(p_r 
p \ 0 

p 

Derivointi antaa l isaksi 

1 - -1 
~ = Po ..!_ (.e_)n . _1 = 
dp n o o 

p p 

£_= 
0 p 

1 

fe_)n 
\ 0 p 

1 
.l p o r p_)n 
n p \ o p 

Taten kokoonpuristuvuus (ks. kaava (b)) 

1 1 1 

_1 L f.e__)n 
np p \ o p 

_1 r rL.)-n . (2-)11 
np \P o p 

K np 

(d) 

(e) 

(f) 

(g) 
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lhannekaasun isotermisessa prosessissa n = 1 ja t~l 18in KT = 1/p ja 
K = p. ldeaal ikaasun isentrooppisessa prosessissa n = y ja 1 lmalle 
/::::::1,4. A~nen nopeudeksi ilmassa saadaan t~ten (vrt. kaavat (5.2.14), 
(5.2.3) ja (5.2.47)) 20°C l~mp8tilassa 

a IS=~=;;= ;;;i= ~ 
P K sp P P 

1 

[1,4·287 k~·K •(273,15+20)KJ
2 

2 
:::::: (1,4·287 kg•m 

2 s • kg 

1 
2 

·293) :=::::: 343 m/s . (h) 

T~ysin kokoonpuristumattoman nesteen tapauksessa ti lanyht~l8 p = vakio nes­
tealkiolle antaa tuloksen dp/dp = 0, joten K = 0 ja K = oo Samoin teorias­
sa si is ~~nen nopeus a= oo 

Deviaatiojannitys - deformaationopeus. Nesteen jannitysten riip­

puvuus eri seikoista saattaa olla samaan tapaan kuin kiinteilla 

aineilla monimuotoista ja riippuvuuksien kuvaamiseen voitaisiin 

jalleen soveltaa reologisia malleja. 

Kun neste on lepotilassa, sen jannitystila on nesteen maaritel­

man johdosta isotrooppinen (vrt. kohta 3.4.3). Vasta nesteen 

liike - tarkemmin jaykan kappaleen liikkeesta poikkeava liike 

synnyttaa deviaatiojannityksia eli ns. kitkaa. 

Ns. ~t~~~§~~-~~§!~§~ (engl. Stokesian fluid) mallissa otaksu­

taan, etta deviaatiojannitysten arvot riippuvat vain deformaatio­

nopeuskomponenttien, tiheyden ja lampotilan h§t~~!!~§~§~~-~IY2~~­

ta. Riippuvuus on siis periaatteessa muotoa 

(5.2.18) 

(Huomautettakoon, etta kineettisen tilanyhtalon ensimmaisen muodon 

(5.2.2) johdosta askeinen riippuvuus voitaisiin kirjoittaa myos 
~ ~ ++ 

yhteytena a* = a* (d,p,T) .) 

Suorittamalla jalleen jako ox = 
riisimerkintoja 

-p + a* jne. eli kayttaen mat­x 
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{ o} = [ox 0 0 T T T JT 
I y z yz zx xy 

{o*} = [o* o* o* T T T JT 
I 

X y z yz zx xy 

(5.2 . 19) 
{p} [p p p 0 0 O]T = {m}Tp I 

{m} = [1 1 1 0 0 O]T 

saadaan ensin esitys 

I {cr} ~ - {p} + {cr*} ·l (5 . 2 . 20) 

Tassa rajoitutaan ns . ~~~~~~~~-~~~~~~~ (engl . Newtonian fluid) 

malliin 1 jossa riippuvuuden deformaationopeuksista otaksutaan 

olevan lineaarinen. Matriisimerkinnoin saadaan siis yhteys : (vrt . 

kaava (4.2.10)) 

I { a * } ~ [ D* ]( d} , [ 

jossa 

T 
{d} - [d d d g g gxy] . x y z yz zx 

(5.2.21) 

(5.2.22) 

[D*] on 6x6 matriisi 1 jonka alkiot ovat vakioita {d}:n suhteen 1 

mutta riippuvat tiheydesta ~ai paineesta) ja lampotilasta . Yleen ­

sa riippuvuus lampotilasta on paljon voimakkaampi kuin riippuvuus 

paineesta . 

Tavallisimmin Newtonin neste otaksutaan isotrooppiseksi 1 jol ­

loin voidaan osoittaa 1 etta riippumattomia ainevakioita on vain 

kaksi. Isotrooppisen Newtonin nesteen konstitutiiviset yhteydet 

tulevat olemaan ns. ~~y~~E=EQ~~~Q~i~ -l~~i (engl . Navier - Poisson 

law) eli ns . ~tQ~~~~~-~~~~~!~~i (engl. Stokes' viscosity law) 

(vrt. kaavat (4.2.14)) 

o* 2f.ld + A* (d +d +d ) Tyz = flgyz X X X y Z 

o* = 2fld + A* (d +d +d ) T = f.lgzx (5 .2.23) y y X y Z zx 

o* 2fld + A* (d +d +d ) T = flgxy z z X y Z xy 
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Ainevakio ~ ([~] = Pas) on nesteen ns. ~~~~2~~~~~~~~ (engl. 

viscosity). (Joskus puhutaan tarkemmin myos dynaamisesta moleku ­

laarisesta viskositeetista vastakohtana ns. kinemaattiselle vis­

kositeetille ~/p seka ns. turbulenttiselle viskositeetille.) 

Ainevakiota A.* nimitetaan joskus "toiseksi viskositeetiksi". 

Tavallisesti otetaan (ns. Stokesin ehto) 

2 
A.* = - 3 ~ ' (5.2.24) 

jolloin nesteen kuvaa vain yksi aineparametri: ~- Itse asiassa 

ilman valintaa (5.2.24) deviaatiojannityksia koskeva kaava 

(3.4.18) ei toteutuisikaan. Ks. myos huomautus l. Stokesin kit­

kalain katsotaan pitavan kaytannossa hyvin paikkansa tavanomaisim­

milla nesteilla kuten vesi ja ilma. 

Matriisi [D*] on isotrooppisella nesteella kaavojen (5.2:23) 

perusteella seuraava 

2~+>..* A.* A.* 0 0 0 

2~+>.. * A.* 0 0 0 

[D*] 2~+>.. * 0 0 0 

~ 0 0 
Symmetrinen 

~ 0 

~ 

Kohdassa 5.3 osoitetaan, etta suure dv = d + d + d 
X y Z 

(5.2.25) 

-+ -+ 
IJ•v = 

-1/p•Dp/Dt - ns. dilataationopeus - esittaa ainealkion suhteel-

lista tilavuudenmuutosnopeutta. ~~~2~~2~~~~1~~~~~~~~!!~-~~~~~~! -

~~ dilataationopeus haviaa, joten kertoimen A.* arvolla ei ole 

merkitysta, kunhan se on aarellinen. Kaavat (5.2.23) ja (5.2.25) 

tulevat vastaavasti olemaan (on asetettu muodollisesti A.* = 0) 

o* = 2~d T ~gyz X X yz 

o* = 2~d T = ~gzx (5.2.23') y y zx 

o* = 2~d ' T ~gxy z z xy 

ja 
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12)1 0 0 0 0 0 

2)1 0 0 0 0 

[D*] 2)1 0 0 0 (5 . 2 . 25') = 
)1 0 0 

Syrrunetri -
)1 0 nen 

)1 

Paineen p arvo maaritetaan edelleen (vaikka kyseessa on nyt 

liike eika lepotila) kineettisen tilanyhtalon avulla (paitsi ko­

koonpuristumattoman nesteen tapauksessa, jolloin paine on rajoi ­

tevoima) . Yhteenvetona saadaan siis kaavat 

0 -p + 2)ld + \*(d +d +d z) T )lgyz X X X y yz 

0 -p + 2)ldy + \ * (d +d +d ) T = )lgzx I y X y Z zx (5.2.26') 

0 = -p + 2)ld + \*(d +d +d ) T )lgxy z z X y Z xy 

eli 

[ 
. ------

' ] { 0} = - {p} + [D*]{d} (5.2.26) 

joissa tavallisesti viela \* - 2)1/3 . 

Esimerkki 5.2.2 Viskositeetin Jl fysikaalinen merkitys. Kuva (a) esittaa 
koejarjestelya, jossa ohut neste ­
kerros on kahden nestekerroksen 

(a) 

u I .. , F .., ~ 

I 
h I 

. 
I . 
I ' . 
~~~'""'?.,..,.,..-r1"1'?77~ --X-

' 

u = v 
X 

= y u 
h ' 

v 
y 

= 0 v z 
= 0 . 

paksuuteen h verrattuna laajan 
yhdensuuntaisen levyn valissa. 
Alempi levy on pai koi llaan ja ylem­
paa levya vedetaan x-akselin suun­
nassa vaakasuoraan nopeudella U. 
Nesteeseen syntyy nopeusjakautuma, 
jossa ainoa nollasta eroava nopeus­
komponentti on x-aksel in suuntai­
nen kasvaen l ineaari sesti y-akse-
lin suunnassa: 

(a) 

Kokeet osoittavat, etta tavallisilla nesteilla ylemman levyn liikutta­
miseen vaadittava voima F on suoraan verrannol 1 inen nopeuteen U ja levyn 
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pinta-alaan A seka kaantaen verrannol linen paksuuteen h eli 

(b) 

jossa kerrointa l1 nimitetaan ko. nesteen viskositeetiksi. Levyn pintaan 
vaikuttava keskimaarainen leikkausjannitys T = F/A ja kaavoista (b) ja (a) 
saadaan tulos 

U du 
T = 11 - 11 " .FI- "dy (c) 

lama tulos on Stokesin kitkalain (5.2.23) erikoistapaus. Ainoa nollas­
ta eroava deformaationopeuskomponentti tulee olemaan (ks. kaavat (3.3.69)) 

av av u 
X _.Y_= Q 9xy = ay- + ax h + 

u 
h' 

(d) 

joten ainoa nollasta eroava deviaatiojannityskomponentti 

T - T xy 
(e) 

Kuvan (a) esittaman tapainen nopeusjakautuma syntyy myos ki inteiden kap­
paleiden pinnan valittomassa laheisyydessa tapahtuvassa yleisessa virtauk­
sessa ja kaava (c) ilmaisee itse asiassa (sopivasti tulkittuna) pintaan 
vaikuttavan paikall isen kitkan arvon. 

Huomautus 1. Edella kasittelya on yksinkertaistettu sikali, etta 

tasmallisemmin ottaen yhteydessa (5.2.26) osuus [D*){d} (ns. vis-

koosit jannitykset) ei esita aina pelkastaan deviaatiojannityk-

sia. On tehtava ero tilanyhtalBsta seuraavan ns. termodynaamisen 

paineen p ja kohdassa 3.4.3 kasitellyn "keskipaineen" p = 
-l/3(a +a +a) valilla. Laskemalla nimittain yhtal6iden (5.2.26') 

X y Z 

kolme vasemmanpuoleista .yhtal6a puolittain yhteen saadaan tulos 

eli 

p 

+a +a = -3p + 2w(d +d +d) + 3A* (d +d +d) y Z X y Z X y Z 

p - ( ~3 J.l +A*) ( d +d + d ) 
X y Z 

(5.2.27) 

(5.2.28) 

Havaitaan, etta keskipaine p ja termodynaaminen paine p yhtyvat 

arvoiltaan ainakin kolmessa tapauksessa: 
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Lepotilassa, koska d = d = d = 0. 
X y Z 

(1) 

( 2) Kokoonpuristumattomassa virtauksessa, koska talloin 

d + d + d = o. 
X y Z 

( 3) Kun viskositeetilla A* on arvo -2w/3 . 

Ehtoa 

2 
K* - 3 w + A* 0 (5.2.29) 

nimitetaan §~Q~§~!~-~b~2~~! (engl . Stokes condition) ja kerrointa 

K* nimitetaan ~!1~Y~~~y~~~Q§~~§§~!~§! (engl . bulk viscosity) . 

Yleensa tilavuusviskositeetin arvo on havaittu pieneksi ja sen 

luotettava arvo vaikeaksi mitata. Tavallisimmin kaytannossa otak­

sutaankin Stokesin ehdon olevan voimassa . Jos nain ei tehda, 

edella esitetyt kaavat (kuten (5.2 . 20)) on tulkittava siten, etta 

viskoosit jannitykset {a*} eivat enaa esitakaan deviaatiojannityk­

sia vaan vain poikkeaamaa termodynaamisen paineen p maarittamasta 
++ 

isotrooppisesta jannitystilasta pi . 

~~Q~~~!~~-~ · Todettakoon, etta jos kaavan (5.2 . 20) [D*] -matriisi 

on symmetrinen (kuten on laita Stokesin kitkalain yhteydessa) voi ­

daan maaritella funktio ua*({d}) vastaavasti kun kohdassa 4 . 2 si ­

ten, etta patee 

eli 

a* 
X 

{a*} 

a* 
Funktion U lausekkeeksi saadaan neliomuoto 

Suure 2ua* {a*}T{d} _ <I> ([<I>] 

(5.2 . 30') 

(5 . 2 . 30) 

(5 . 2.31) 
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(engl. dissipation function), johon palataan tarkemmin kohdassa 

5.6. (Dissipaatiofunktio ~ maaritellaan kirjallisuudessa usein 
a* edellisesta poiketen kaavalla 2U = ~~.) 

Lampokapasiteetti . Yksinkertaisen kokoonpuristuvan aineen tapauk ­

sessa ominaislampokapasiteettien cp ja cv valille voidaan johtaa 

yhteys [5.1, s. 251] 

(5.2 . 32) 

jossa T on termodynaaminen lampotila. 

Varsinaisilla nesteilla ja kiinteilla aineilla on suureen cp 

kokeellinen maaritys paljon helpompaa kuin suureen cv, jonka arvo 

voidaan sitten laskea kaavan (5.2.32) avulla. Ihannekaasulle 

saadaan taman kaavan erikoistapauksena tulos (ks. esimerkki 5.2.3) 

c 
p (5.2.33) 

Termi KT on havaintojen mukaan kaikille aineilla positiivinen. 

Samoin p ja T ovat positiivisia ja y~ ~ 0. Taten kaavan (5.2 . 32) 

perusteella patee kullekin aineelle aina yhteys cp ~ cv. 

Esimerkki 5.2.3 lhannekaasun U:impokapasiteetti. Johdetaan kaava (5 . 2.33). 
Lausekkeiden (5.2. 13) ja (5.2. 17) mukaan 

1 (ap) 
yp = - p aT p ' 

1 (ap) 
PKT = apT . 

Yhteys (5.2.32) voidaan taten esittaa edelleen yleisena kaavana 

c - c = 
p v 

T (ap) 2f~\ 
2 aT" p\ap}T · 
p 

lhannekaasun kineettisen ti lanyhtalon (5.2.3) muodoista 

p(p,T)=ff, p(p,T) = RpT 

saadaan vastaavasti tulokset 

(a) 

(b) 

(c) 
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ep) - - p aT p - RT2 ' 
(3p) -\3;) T - RT • (d) 

Naiden sijoitus kaavaan (b) antaa 

T p 
2 2 R2p2T2 

c - cv 2 -::z:Jj RT ______e.__ = R (e) 
p 

p R T Rp2T2 Rp2T2 

Sisaenergia. Tarkastellaan yksinkertaista kokoonpuristuvaa ainet ­

ta . Jos otetaan esimerkiksi p ja T riippumattomiksi muuttujiksi, 

ominaissisaenergia e = e(p,T) . Tata yhteytta nimitetaan nestemeka­

niikassa usein ~~!~~~~~~~~-!~~~EYb!~~~~~~ (engl . caloric equation 

of state) . 

Differentioimalla saadaan ensin yhteys 

(5.2 . 34) 

Termodynamiikan keinoin [5.1, s . 249] tama voidaan saattaa lopuksi 

mm . muotoon 

(5 . 2 . 35) 

Ihannekaasun tapauksessa kaavan sulkulauseke haviaa (kaavojen 

(5.2.15) ja (5.2.16) perusteella KTyp = (apjaT) p' jonka arvo on 

ideaalikaasulle Rp . Taten kerroin TKTyp = TRp = p.) ja saadaan 

tulos 

(5 . 2.36) 

Lisaksi ihannekaasun yhteydessa otaksutaan, etta cv on vain lam­

potilan funktio; cv = cv(T) ja siis myos e = e(T). 

Usein kaavaa (5 . 2 . 35) approksimoidaan kaytannossa jattamalla 

sen ensimmainen termi pois olipa sitten kyseessa varsinainen nes­

te tai kiintea aine . Lisaksi c otaksutaan monasti vakioksi . 

Talloin 6e = c6T aarellisten muutosten 6e ja 6T yhteydessa. 

Kokoonpuristumattoman nesteen otaksuma antaisi tuloksen dp = 0, 
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mutta tama ei ole tassa yhteydessa ajatuksena taysin tyydyttava, 

koska useimmissa pr osesseissa lampotilan muutokseen liittyy myos 

tiheyden muutos . Jos otaksutaan vain ~~~~~~~~~~~~ -~2~22~E~~~~~~ ­

~~~2~-~~~~~ (ks . kaava (5 . 2 . 9)), saadaan 

de 

(5 . 2 . 37) 

jossa on kaytetty hyvaksi kaavaa (5 . 2 . 32). 

Mekaanisesti kokoonpuristumaton neste saatiin muodollises.ti ai ­

kaan asettamalla kaavassa ( 5 . 2 . 4 ). KT = 0 . Vaihtoehtoinen, fysi­

kaalisesti realistisempi tulkinta on ottaa dp = 0 (isobaarinen 

muutos) tai viela paremmin: kyseessa . on tapaus, jossa KTdp << ypdT. 

Esimerkki 5.2 . 4 Veden s1saenergia . Tarkastellaan kaavassa (5 . 2. 37) es1 ln­
tyvien termien cp ja py~/p seka viela kaavan (5.2.32) termien c ja cV kes-
kinaista suuruutta vedelle . p 

Taulukon 5. 2. 1 avul la saadaan arvot 

J (T 8o0 c) c ~ 4200 kg·K p 
(a) 

yp 643·10 - 6K- 1 
' 

(T 80°C) 
(b) 

p ~ 972 kg 
m3 

(T 80°C) 

ja 

Py - 6 - 1 
~~ 1bar·643·10 K 

P 972kg/m3 

6 -6 3 
0, 1 · 1 0 N • 64 3· 1 0 m 

2 m · 972kg · K 

J 
~ 0, 066 kgi< (c) 

Tulos on laskettu lampotilassa 80°C, jol loin voimakkaimmin muuttuva termi 
y on suurimmillaan . Termi (c) on vain noin 0,02 o/oo termista (a) eli 

p 
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haviavan pieni . Kaava (5 . 2. 37) voitanee n s11s kaytannos s a kirjoittaa muo­
toon de= c dT, vaikka paine ol isi huomattavasti no rmaal i-ilmanpainetta 
suurempi . p(Ot aksutaan s1 1s, etta yP., p ja cp ol isivat paineen kasvaessa 
edelleen samaa suuruusluokkaa kuin eaella . ) 

Kaavan (5 . 2.32) mukaan 

(d) 

Kun otetaan arvot (b) ja viela 

T = (273,15 + 80)1<. ~ 3531<. , 

} (e) 

K = T 

saadaan 

(f) 

Tama on noin 8 % termista cp. Jos lampotila on 20°C, termin suuruus on 
enaa noin 0,7 % termista cp ja kun lampoti la on 4°C, cp = cv, koska tal loin 
Yp 0. 

Usein kaytannossa kaava (5.2.37) kirjoitetaankin muotoon 

de = edT (g) 

ja jatetaan mainitsematta, mista ominaislampokapasiteetista on kysymys. 

Larnmonjohtavuus. Fourierin lammonjohtumislakia sovelletaan nes­

teilla aivan vastaavasti kuin kiinteilla aineilla. Tavallisesti 

nesteet otaksutaan lisaksi isotrooppisiksi lammonjohtumisen suh­

teen. Taten kayttaen merkintoja 

~ aT ~ + aT ~ aT + 
VT ax i ay J + az k 

Fourierin laki on muotoa 

) (5 . 2.38) 

(5.2 . 39) 



tai isotrooppisessa tapauksessa 

-+c ;Z-
q = -kvT • 

Matriisimerkintoja 

{17} a a a T 
= [ax ay a-z-1 

{17}T 

kayttaen saadaan vastaavasti yhteys 

tai isotrooppisessa tapauksessa 

eli 

-k{ll}T 

-k aT 
ax ' 

-k ClT 
a y ' 

c = -k aT qz az . 

5.2.18 

(5.2.40) 

(5 . 2.41) 

(5.2.39 1
) 

(5 .2. 40 1
) 

(5.2.40 1 I) 

Hoyrynpaine. Painetta p , jossa varsinainen neste kiehuu, nimi-
v 

tetaan ko. nesteen !?:2Y!:Y!?-E~~!?-§§~§! eli kyllastymispaineeksi (engl. 

yapor pressure). Se riippuu lampotilasta. Taulukossa 5.2.1 on 

annettu joitakin veden hoyrynpaineen arvoja. Jos nesteen paine 

paasee laskemaan jossain virtausalueella lahelle vastaavassa 

lampotilassa vallitsevaa nesteen hoyrynpainetta, on vaarana ns. 

~~Y!~~~ii2 (engl. cavitation; cavity = onkalo), jossa nesteeseen 

syntyy hoyrykuplia. Kuplien luhistuessa syntyvat sysaykset voi­

vat aiheuttaa laitteisiin huomattavia vaurioita ja haitata niiden 

toimintoja. 

Pintajannitys . Varsinaisen nesteen ja kaasun tai myos kahden 

sekoittumattoman varsinaisen nesteen rajapinta kayttaytyy tunne-
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tusti fysiikassa tarkemrnin selostetuista syista johtuen -

kuten jannitetty kalvo . Ns . p~~~~i~~~~tY§ (engl . surface tension) 

C ([C] = Nrn - 1 ) vaikuttaa siis jokai­

A 

A 

dF .... 

Kuva 5 . 2.2 Viiva- alkioon ds 
vaikuttava voirna dF . 

sessa rajapinnan kuvitellussa leik-

kauksessa A-A siten, etta viiva ­

alkioon dl syntyy rajapinnan tangent ­

titasossa kohtisuorassa viiva - alkiota 

vastaan oleva resultoiva differenti ­

aalinen voirna dF = C ds (kuva 5 . 2 . 2) . 

Rajapinnan ollessa kaareva paineella 

on eri arvo pinnan eri puolilla . 

Pintajannityksella on rnerkitysta pie­

nirnittakaavaisissa ilrnioissa kuten nesteen nousussa kapillaariput-

kissa seka rnallikokeissa, kun rnallin rnitat ovat pienia. Huornau ­

tettakoon, etta suure~lla C ei ole nirnestaan huolirnatta tavanornai­

sen jannityksen dirnensiota. 

Kuva 5.2.3 (a) esittaa liioiteltuna kahden nesteen rajapinnassa 

olevaa differentiaalista suorakulrnaista pinta-alkiota, jonka sivu ­

jen pituudet ovat ds1 ja ds 2 . Valitaan pinnan toinen puoli posi ­

tiiviseksi (ja suunnataan yksikkonorrnaalivektori ~ osoittarnaan 

(a) 

Kuva 5 . 2 . 3 (a) Pinta - alkio . (b) Pinta- alkioon vaikuttavia voirnia . 
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talla puolelle) ja toinen negatiiviseksi ja merkitaan paineen 

arvoja pinnan eri puolilla vastaavasti tunnuksilla p+ ja p . 

Alkion sivujen kaarevuussateet olkoot R1 ja R2 merkilla varustet ­

tuina (plus tai miinus) riippuen siita, ovatko vastaavat kaare -
-+ 

vuuskeskipisteet n : n positiivisella vai negatiivisella suunnalla . 

Alkion sivuihin vaikuttavat voimat Cds1 ja Cds 2 ja alkion pintoi ­

hin voimat p+ds 1ds 2 ja p - ds1ds 2 . Muodostetaan naiden voimien 

tasapainoyhtalo normaalin ~ suunnalle kayttaen kuvaa (b) apuna : 

Kun sinit korvataan argumenteillaan ja otetaan huomioon yhteydet 

( 5 .:2 • 4 3) 

saadaan jakamalla viela suureella ds1ds 2 tulos 

·1 (5 . 2.44) 

Taten paine ei ole jatkuva, vaan saa kaavan osoittaman hyppayk ­

sen [p]siirryttaessa pinnan negatiiviselta puolelta sen positii ­

viselle puolelle . Paine on suurempi pinnan koveralla puolella. 

Geometrian keinoin voidaan osoittaa, etta suure l/R1 + l/R 2 eli 

ns . ~~~~i~~~E~~~~§ (engl . mean curvature) on tietyssa pinnan pis ­

teessa invariantti suure eli sen arvo ei muutu olivatpa toisiaan 

vastaan kohtisuorassa olevat suunnat s 1 ja s 2 valitut miten hyvan­

sa. Tama tieto on sopusoinnussa kaavan (5.2.44) fysikaalisen 

merkityksen kanssa . 

Askeinen johto perustui liikemaaran taseen periaatteen sovel ­

tamiseen kuvan 5.2 . 3 (a) esittamaan differentiaaliseen ainekaista ­

leeseen. Koska kaistaleen paksuus on aarimmaisen pieni, sen mas ­

san voidaan katsoa haviavan ja siis sen liikemaara haviaa myos 

kaistaleen liikkeessakin. Taten kaava (5.2 . 44), joka johdettiin 

otaksuen aluksi lepotila patee myos nesteen liikkeessakin muodossa 
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(5 . 2.45) 

. + ~ ~+ . - ~ ~- k . . ~ . JOSsa suureet a = n•t Ja a = n•t tar 01ttavat vektor1n n osolt -

tamaan pinta- alkioon liittyvan normaalijannityksen arvoja heti 

rajapinnan eri puolilta otettuina . Toisin sanoen normaalijannitys 

saa pinnan lapi siirryttaessa kaavan (5 . 2.45) osoittaman hyppayk­

sen. Itse asiassa kaava (3 . 4.11) ei ole enaa pintajannityksen yh­

teydessa voimassa, jos vektorit ~ ja -~ ajatellaan rajapinnan eri 

puolilla vaikuttaviksi . Tama merkitsee myos, etta traktio - janni­

tysyhteyksia (3.4.13) on talloin taydennettava sopivasti reunaeh­

toja muotoiltaessa. Deviaatiojannitysten havitessa kaavan 

(5.2.45) nahdaan palautuvan (a+= - p+, a = - p - ) kaavaksi (5 .2. 44); 

ks. lausekkeet (3.4.16) ja (3.4 . 20') . 

Ainevakioita. Taulukoihin 5.2.1 ja 5.2.2 on keratty sekalaisista 

lahteista joitakin vetta ja ilmaa koskevia ainevakioiden arvoja . 

Pintajannityksen C arvo koskee veden ja ilman valista rajapintaa . 

Suure v on ns. kinemaattinen viskositeetti (engl. kinematic 

viscosity) ([v] = ~2~=I)~-j~~~-~~~~~~~~~~~~-~aavalla 

v = ~ 
p 

(5.2.46) 

Nimitys kinemaattinen viskositeetti johtuu siita, etta v:n yksikko 

muodostuu pelkastaan kinemaattisista suureista painvastoin kuin 

~:n. Merkinta (5 .2. 46) on otettu kayttoon, koska ~ ja p esiinty­

vat tietyissa kaavoissa juuri yhdistelmana ~/p . 

Ilman kaasuvakion arvo on 

(5.2.47) 

Muistettakoon viela, etta 

1 bar = 0,1 MPa ~ 1 at ~ 1 atm . (5 .2. 48) 
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Tau1ukko 5 . 2 . 1 Veden ominaisuuksia eri 1ampoti1oissa normaa1i ­
i1manpaineessa . 

T p ]J \) KT Ks 

oc kgm - 3 Pas 2 m s - 1 Pa - 1 Pa - 1 

0 999,8 1,78•10 - 3 1,78 • 10 - 6 5,08 •10- 10 5,08 • 10 - 10 

4 1000,0 1,50• 1' 50 . 

10 999,6 1' 3 0 . 1,30 • 4,81 · 4,80 · 

20 998,2 1' 0 0 . 1,00• 4' 58 . 4' 55 . 

40 992,2 6,52 • 10- 4 6,57·10- 7 4,38 · 4' 27 . 

60 983,2 4,70 • 4 '7 8 . 4,37 • 4' 15 . 

80 971,8 3' 56. 3,66 • 4,48 · 4,13 • 

100 958,3 2,82· 2,94 · 

T yp c k c p · p v 
oc K -1 Jkg - 1K-1 -1 -1 Wm K Nm - 1 kPa 

0 - 67•10 - 6 4 218 0,552 0,0754 0,61 

4 0,0749 0,81 

10 89• 4 192 0,0740 1,23 

20 208 · 4 182 0,597 0,0726 2,33 

40 390· 4 179 0,628 0,0695 7,38 

60 522• 4 184 0,651 0,0662 19,92 

80 643· 4 196 0,668 0,0626 47,36 

100 0,680 0,0584 101,32 

Tau1ukko 5 . 2.2 I1man ominaisuuksia eri 1ampoti1oissa normaa1i­
i1manpaineessa. 

T p ]J \) c k p 

K kgm - 3 Pas 2 m s - 1 Jkg - 1K- 1 - 1 - 1 Wm K 

100 3,6010 0,692 · 10 - 5 1,923·10 - 6 1027 0,00925 

150 2,3675 1,028· 4,343· 1010 0,01374 

200 1,7684 1,329 · 7,490· 1006 0,01809 

250 1,4128 1,488 · 9,49 . 1005 0,02227 

300 1,1774 1,983· 1,568·10 - 5 1006 0,02624 

350 0,9980 2,075· 2,076· 1009 0,03003 

400 0,8826 2,286 · 2, 590 · 1014 0,03365 

450 0,7833 2,484· 2,886 · 1021 0,03707 

--

--

--
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5.3 Massan sailyminen 

Jatkuvuusyhtalo . Kappaleen massa on vakio, joten kaavan (3 . 4 . 3) 

mukaisesti patee 

~t f p(x,y,z,t)dV = 0 . 
v ( t) 

(5 . 3.1) 

Soveltamalla taman vasempaan puoleen Reynoldsin lausetta (3 . 3 . 88') 

(f ~ p) saadaan yhtalo 

f [~ + V·(~p)]dV = 0, at (5 . 3 . 2) 

jonka tulee olla voimassa kirjoitettuna myos mille hyvansa alueen 

V osa - alueelle 6V. Taman perusteella saadaan - vastaavalla 

ajattelulla kuin kohdassa 4.3 - alueen jokaisessa pisteessa pa­

teva yhtalo 

ap -+ ( -+) = 0 at + 1/. pv (5 . 3 . 3) 

eli 

a ( pv ) 
E_.e_ + X 
at ax (5 . 3.3') 0 . 

eli 

~~ + {IJ}T{pv} 0 . (5.3 . 3") 

Tama on spatiaalikoordinaateissa lausuttu massan sailymisen peri­

aatteen paikallinen muoto eli i~~~~~~~§Yb!~~~· 

Lausekkeesta (5 . 3.3') saadaan kehittamalla 

av av av 
~ + (~ + ___J_ + z = 0 az p ax ay az-) (5.3 . 4) 

ja soveltamalla aineellisen aikaderivaatan maaritelmaa (3 . 3.60) 

vaihtoehtoinen muoto 



- - - - -----

0 

eli 

av Clv av 
Dp + ( X ___:j_ + Z) = O 
Dt p ax- + Cly az-

eli 

~y~y~~~~~-~~E!~~~~§~~~ (ks . huomautus 1) Clp/Clt 

( 5 . 3 . 3) tul ee 

eli 

0 . 

eli 

5 . 3 . 2 

(5 . 3 . 5) 

(5 . 3 . 5') 

(5 . 3 . 5") 

o ja yhtalosta 

(5 . 3 . 6) 

.(5 . 3 . 6') 

(5 . 3 . 6") 

~2~22~P~Ei~!~~9!!9~9~-E~~!~~~ - kullekin nestealkiolle patee 

p = vakio, Dp/Dt = 0 - virtauksessa yhtalosta (5 . 3 . 5) saadaan 

tulos 

-+ -+ 
'V•v = 0 [ (5.3 . 7) 

eli 

av av av 
~+ ___:j_ + z 

0 = 
ax ay az 

(5 . 3 . 7') 

eli 

{'V}T{v} = 0 . (5 . 3 . 7") 
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eli rnerkintojen (3.3.69) perusteella viela 

d + d + d = 0 . 
X y Z 

( 5 • 3 0 7 II 
1

) 

eli 

{rn}T{d} = 0 . (5.3 . 7 1111
) 

Yhtaloa (5.3.7) nirnitetaan usein paitsi jatkuvuusyhtaloksi rnyos 

~2~22~I2~Ei-.§!~!!.l.~!-!:2!!!~~.§.~b~2~.§.~ . Yhtalo pa tee luonnollisesti rnyos 

vakiotiheysnesteelle, joka on kokoonpuristurnattornan nesteen eri­

koistapaus . 

Jatkuvuusyhtalolla on tarkea aserna nesternekaniikassa pain 

vastoin kuin yleensa pienten siirtyrnien teorian rnukaisessa kiin­

tean aineen rnekaniikassa. Jatkuvuusyhtaloa kaytetaan lisaksi 

usein hyvaksi vallitsevien yhtaloiden rnanipuloinneissa erilaisiin 

haluttuihin rnuotoihin . 

~~2~~~!~§-~· Pysyvassa eli stationaarisessa virtauksessa nopeus, 

tiheys, paine, larnpotila jne. kussakin alueen pisteessa eivat 

rnuutu ajan rnukana . Talloin tyyppillisen funktion f = f(x,y,z,t) 

riippuvuus ajasta haviaa eli f = f(x,y,z) ja siis rnyos lokaali ­

nen derivaatta af/ a t = 0. 

Huornautus 2 . 

eli 

Edella esiintynyt suure (vrt . kohta 4 . 3) 

-+ -+ = V•v (5.3.8) 

(5.3.8 1
) 

on suhteellinen tilavuudenrnuutosnopeus eli ns. ~~~~!:~~!:i-2~2!2~~~ 

(engl. rate of dilatation) . Se esiintyy useissa kaavoissa jat­

kossa . Jatkuvuusyhtalon (5.3 . 5) perusteella patee rnyos kaava 



1 Dp 
dv = - "P Dt · 

5 . 3.4 

(5 . 3 . 9) 

Nimeen di1ataationopeus 1iittyva fysikaa1inen merkitys se1viaa 

esimerkiksi yhta1osta (4 . 2 . 2), kun se jaetaan puo1ittain ajan 

differentiaa1i11a dt: 

1 dV 
v dt 

1 dp 
p dt . (5.3.10) 

Koska kyseessa ovat ainea1kion kokemat muutosnopeudet, kaava tu -

1ee tasma11isemmin ottaen kirjoittaa muodossa 

1 DV 
V Dt = 

joka antaa se1ityksen kaytety11e nimitykse11e . 

(5 . 3 . 11) 

Huomataan, etta kohdassa 4 . 3 esitetty di1ataation muutosnopeus 

J Dp 
p Dt (5 . 3.12) 

yhtyy arvo1taan tassa kasite1tyyn di1ataationopeuteen, kun rajoi­

tutaan pieniin siirtymiin, jo11oin J ~ 1 . Ero suurten siirtymien 

yhteydessa johtuu siita, etta di1ataationopeus tarkaste1ee suh­

tee11ista ti1avuudenmuutosta aina kunkinhetkiseen ti1avuuteen 

verraten, kun taas di1ataation muutosnopeutta tarkaste1taessa 

vertai1uti1avuus on a1kuti1aan 1iittyva vakiosuure. 
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5 . 4 Liikemaaran tase 

Cauchyn liikeyhtalot . Liikemaaran taseen periaate saatettiin 

kohdassa 3 . 4 muotoon 

f 
pbdV + f tdS = 

V(t) S(t) 

Pintaintegraali 

D f p~dV . 
Dt V ( t) 

f 
at(x) at(y) at(z) 

= (-- + -- + - - )dV . v ax ay az 

(5 . 4 . 1) 

(5 . 4 . 2) 

On sovellettu traktio - jannitysyhteytta (3 . 4 . 12) ja Gaussin lau­

seen mukaisia kaavoja (L.2.10). Kun yhtalon (5.4 . 1) oikeaan puo ­

leen sovelletaan viela Reynoldsin lausetta (3 . 3 . 88'') (f ~ v) I 

saadaan siis yhtalo 

(5 . 4 . 3) 

Nain ollen liikemaaran tase'en periaatteen paikalliseksi muodoksi 

tulee yhtalo 

-+ at (x) at (y) d t ( z) -+ 
pb + - - + - - + az- pa 

ax ay 
(5 . 4.4') 

eli 

dO dTyx dT 
pb + -~ + zx --+ dZ pa I X dX ay X 

aT ao dTzy 
pb + ~+ ___J_ + = pay y dX ay az- I (5.4 . 4 II) 

dT a T dO 
pb + ~+ _x~ + z 

az paz . z ax ay 
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Naita yhtaloita nimitetaan tavallisesti l~~~~Yh~~l2~~~~ (engl. 

equation of motion) (tarkemmin Cauchyn liikeyhtalot tai ns. 

Cauchyn I liikelaki 1 Cauchy v. 1827) 1 jotka patevat siis mieli­

valtaiselle kontinuumille. Muita usein nakyvia nimityksia ovat 

~!~~§~~~~~Y~i~12~ (engl. momentum equations) tai voimayhtalot. 

Kirjoittamalla traktio kaavan (3.4.14) mukaisessa muodossa 
-+ -+ ~ J-+ ~ t = n•o ja soveltamalla termiin n•odS yleistettya Gaussin lau-

~ 

setta (L. 2. 9' ) ( f ~ o 1 * ~ •) saadaan Cauchyn liikeyhtaloiden 

taysin yleinen koordinaatistosta riippumaton muoto 

J ph + v :a = p;. .J (5.4 . 4) 

Termi V•o on jannitystensorin divergenssi 1 [3 . 1 1 s. 59]. 

Matriisimerkintoja kayttaen liikeyhtalot (5.4.4' ') voidaap vie­

la esittaa mm. muodossa 

I p{b} + [fao] {o} = p{a} ' [ (5.4.4"') 

jossa siis 

{b} [b b 
X y 

b ]T 
z 

d 0 0 0 d D 
dX az ay (5.4.5) 

[fao] 0 d 0 
d 

0 
d = az ax ay 

0 0 
d d d 0 az ay ax 

ja muut merkinnat ovat olleet esilla jo aikaisemmin. 

Liikeyhtalot esiintyvat miltei identtisen nakoisina myos pien­

ten siirtymien teorian mukaisessa kiintean aineen mekaniikassa 

(ks. kohta 4.4.1). Vastaavissa kiihtyvyyden lausekkeissa on kui­

tenkin selva ero. Lagrangen esityksessa kaytetaan kaavoja 

(3.3.15) ja Eulerin esityksessa kaavoja (3.3.64). 

Liikeyhtalo on johdettu taulukossa 5.4.1 myos differentiaali­

geometrisella tarkastelulla (vrt. kohta 4.4.1) ja lisaksi on esi ­

tetty vertailun vuoksi partikkelisysteemin tyypillisen partikke-
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lin liikeyhtalo . Vastintermit ovat selvasti havaittavissa . 

Taulukko 5.4.1 Cauchyn liikeyhtalon johtaminen . 
.---~-----------------------------------~------------------------------------·-----

Partikkelisysteemi Kcintinuumi 

(1) (1 I) d~t ~dm•pdV 
dF

8 

I (21) (2) 

Liikeyhtali:l: Liikeyhta1i:l 1 dV: 

F1 + £1 = m.~. 
l. J. 

(3) (3 I) 

Suureen f 0 1auseke 

(4 I) 

saadaan tarkaste1emal1a oheisen kuvan esittamaan tapaan differentiaa1isen ainealkion tah-

· -t'''ay'd?---~. 
I hx . ••. ! • . (f:(X)+dt(x))dydz 

( ) ()t(x) 
dt X dydz = ax- dxdydz = 

z 

at(x) 
--dV ax 

~·------------------------------------------------------------------------- ----------- 1 

koihin vaikuttavia voimia. Kuvaan on merkitty nakyviin vain x - akse1ia vastaan kohtisuo­

rassa o1eviin tahkoihin vaikuttavat pintavoimat. 

Ainealkion tahkoihin vaikuttavien pintavoimien resultanttia dF 8 
ainealkion tilavuudella dV jaettuna on siis merkitty mukavuus­

syysta lyhenteella 

at(x) 
+ ax 

( 5 . 4 . 6) 

-+ 
Huomautus l . Liikeyhtaloiden oikea puoli pa esitetaan tavalli -

sesti laskemalla kiihtyvyys kaavan (3 . 3 . 64) avulla, jolloin 

-+ 
-+ Dv 

pa = P Dt 
av -+ -+-+ 

P Cat + v·'Vv) (5 . 4 . 7) 
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eli komponenttimuodossa 

Dv Clv Clv Clv Clv 
X X X X X 

pax p = p(-- +v +v ay +v - - ) Dt Clt X Clx y z Clz 

Dv Clv Clv Clv Clv 
pa = p ___x = p (Clty +v _;t__ +v ___x +v d z y) y Dt X Clx y Cly z (5.4.7') 

Dv Clv Clv Clv Clv z . z z z z pa = p p(~ +v ax +v ay +v --) z Dt X y z Clz 

eli viela matriisimerkinnoin 

p{a} Cl Clv 
p(rr{v} +[ar-J{v}) (5.4.7") 

Kuitenkin tietyissa yhteyksissa on hyodyllista kayttaa e~asta 

vaihtoehtoista lauseketta, joka syntyy seuraavasti. Jos kaavan 

(5.4.1) oikeaan puoleen sovelletaankin Reynoldsin lauseen version 

(3.3.88' ') sijasta versiota (3.3.88'), saadaan (f ~ p~) 

D 
Dt 

( + f d + + + + J pvdV = [IT(pv)+V• (vpv) ]dV . (5.4 . 8) 

Taten liikeyhtalon oikea puoli voidaan kirjoittaa myos muodossa 

+ pa 
d + + ++ 

3 
t ( pv) + V • ( pvv) (5 . 4.9) 

eli komponenteittain 

d d d d pa = Cl t ( pv x) + a(pv v ) + a(pv v ) + a(pv v ) 
X X . X X y X y Z X Z 

d d d d 
pay = IT(pvy) + a(pv v ) + a(pv v ) + -

3
-(pv v ) 

X y X y y y z y z (5.4.9') 

Nama kaavat voidaan todeta oikeiksi myos kehittelemalla lausek­

keita (5 . 4.7) tai (5.4.7') sopivasti auki osittaisderivoimalla 
+ + ++ 

ja kayttamalla lisaksi apuna jatkuvuusyhtaloa. Termi vpv = pvv 

ns . liikemaaravuotensori (dyadi) (engl. momentum flux tensor). 
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Huomautus 2. Nestemekaniikassa toimitaan tava11isesti erottama1 -

1a jannitys isotrooppiseen paineosaan ja deviaatiojannitysosaan 

kuten on todettu jo kohdissa 3.4 . 3 ja 5.2 . Liikeyhta1oiden 

(5.4.4), (5.4 . 4") ja (5 . 4 . 4"') vastineet tu1evat o1emaan ta11oin 

vastaavasti 

I .] -+ -+ 
+ v •d* = 

-+ 
pb - 'V p pa (5 . 4 . 10) 

~E + 
ao* aT aT 

pb ~+ yx zx - --+ az = pa ' X ax ax ax X 

ap aT ao* aT 
pby - - - + _E. + _x + _zy 

= pay ay ax ay az ' (5.4 . 10') 

~ 
aT aT a o* 

pb + ~+ _J_'!:_+ z - az = paz z az ax ay ' 

ja 

p { b} + [fa 
0

] (- { p} + { o*}) = p {a} • (5 . 4.10") 

Koska {p} = {m}p ja koska on he1ppo todeta, etta [fa
0

]{m} = { 'V} , 

yhta1o voidaan esittaa myos muodossa 

(5.4.10'") 

Huomautus 3. Kaavan (5.4.4) johdon yhteydessa ajate11aan tava1 -

1isesti, etta kenttavoiman intensiteetin 

G 
6V 

Kuva 5.4.1 A1ue V ja 
sen osa-a1ue 6V. 

-+ 
b(x,y,z,t) arvo tietyssa pisteessa tie -

ty11a hetke11a on annettu suure, joka on 

riippumaton va1itusta kappa1eesta. Joh­

dossa tarkaste11aan kuitenkin va1itun 

a1ueen V osa - a1ueita 6V (vrt . kohta 4 . 3) . 

Ku11ekin osa- a1uee11e 6V termin f pbdV = 
6V F

6
V tu1ee esittaa periaatteen (3 . 2 . 3) sa-

namuodon perustee11a osa - a1ueen 6V u1ko -

puo1isesta massasta kertyvaa kaukovaiku-



5 . 4 . 6 

-+ 
tusvoimien resultanttia . Taten ilmeisesti suureen b arvo tietys -

sa pisteessa p (kuva 5 . 4 . 1) askeisessa kaavassa riippuu periaat ­

teessa pistetta P ymparoivan osa - alueen ja vastaavan osakappa ­

leen valinnasta . Suorittamalla johto huolellisesti havaitaan, 
-+ 

etta liikeyhtaloissa esiintyva b tar koittaa sita raja- arvoa, jo -

ta intensiteetti lahestyy, kun pistetta P ymparoiva osa- alue 6V 
-+ 

kutistuu kohti tata pistett a . b on siis periaatteessa kaikesta 

avaruuden massasta ko . pisteeseen kehittyva kenttavoiman inten­

siteetti . Tama tulos ymmarretaan suoraan myos taulukossa 5 . 4 . 1 

esitetyn differentiaaligeometrisen johdon perusteella . Tavalli-
-+ 

sissa kaytannon tehtavissa b:n riippuvuus 6V:sta on kuitenkin 

mitaton. Esimerkiksi nestesailion painejakautumaa laskettaessa 

ei ole tarpeen ottaa huomioon nesteen eri osasten valisia gravi­

taatiovoimia koko maapallon aiheuttaman gravitaatiovoiman rinnal ­

la ja b voidaan otaksua riippumattomaksi 6V:sta. Vastakoht~inen 
esimerkki on vaikkapa kaukana avaruudessa leijuva kaasupilvi, 

jonka analyysissa eri osasten valiset gravitaatiovoimat ovat 

oleellisia . 

Navier - Stokesin liikeyhtalot . Cauchyn liikeyhtalot (5 . 4.4) pate­

vat mielivaltaiselle kontinuumille. Jos aineen otaksutaan nou ­

dattavan ~~g~~~~~~~~~~~!~~~~, deviaatiojannityksen lauseke on 

{o*} = [D*){d}. Siirrytaan muutenkin taulukon 3 . 3.2 mukaisten 

matriisimerkintojen kayttoon, jolloin {d} = [dav] {v} ja {a} 

a;at{v} + [av;ar){v}. Liikeyhtalot (5 . 4 . 10'") saavat tassa ta ­

pauksessa siis muodon 

I' p{b} - {V}p + [faa] ([D*] [dav]{v}) ~ p(ft{v}+ ~~](v}) .J 
I 

(5 . 4 . 11) 

Nama ovat nestemekaniikan kuuluisimmat kaavat, ns. Navier-Stoke -

~~~-Yb~~!~t (Navier v . 1822, Stokes v . 1845) . Ne ovat siis 

Newtonin nestetta koskevat, nopeuksissa lausutut liikeyhtalot . 

Yhtalot ovat toista kertalukua paikkakoordinaattien suhteen ja 

ensimmaista kertalukua ajan suhteen . 

Yhtaloiden loppuun asti kehitettyja yksityiskohtaisia lausek­

keita ei esiteta tassa, koska niista tulee melko mutkikkaita, 

jos viskositeetti ~ ja siis matriisi [D*] riippuu paikasta . 
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Naita lausekkeita ei tulla tarvitsemaankaan, kun ratkaisun lahto­

kohtana pidetaan virtuaalisen tehon periaatetta. Todettakoon 

vain, etta kun kyseessa on y~~!QY!~~Q§!~~~~!a omaava neste, 

Navier - Stokesin yhtalot voidaan saattaa klassilliseen muotoon 

eli komponenteittain 

ap av 
pb + B. a x - ax(a;z-X ax 3 

a 2v a 2v 
X X 

+ 11 (--2- + -2-
ax ay 

av av 
X X 

p(at +v ax-X 

. . . 

+ 

+ 

+v 

-+ 
av -+ -+-+ 

p(at +v·V'v) 

av av y z + az-) + ay 

a 2v __ z) 

az 2 

av av 
X z 

ay +v az-) y z 

(5.4.12) 

l 

(5.4 .12 ') 

Jos kyseessa on kokoonpuristumaton virtaus, dilataationopeus 
-+ -+ 
V'•v = 0 ja kaavat yksinkertaistuvat hieman . 

Eulerin liikeyhtalot. Tarkastellaan viela kitkattomaksi otaksut-

tua virtausta eli ideaalinesteen mallia. Vallitsevat liikeyhta-

lot saadaan joko Navier-Stokesin yhtaloista asettamalla viskosi­

teetti 11 nollaksi tai sitten suoraan Cauchyn liikeyhtaloista 

asettamalla "d* = 1f eli o = o = o = -p, T = T = T = 0, x y z yz zx xy 
jolloin saadaan ns. ~~!§E~~-!!~~~y~~~!~~ (Euler v. 1755) 

-+ av -+ -+-+ = p (IT +v• V'v) 

eli komponenttimuodossa 

ap av av 
X X pb - = p(at +v ax-X ax X 

. . . 

eli matriisimuodossa 

(5.4 . 13) 

av av 

l 
X X +v ay +v az-) y z ' 

(5.4 . 13') 
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p{b} - { 'V }p (5 . 4 . 13") 

K1assi11inen hydromekaniikka kasitte1ee naita yhta1oita ja 

aiheesta on ju1kaistu va1tava maara kirja11isuutta ~ Tu1osten 

kayttoke1poisuus rajoittuu kuitenkin vain se11aisiin ti1anteisiin, 

joissa tode11inen virtaus muistuttaa kitkatonta virtausta; siis 

1ahinna rajakerrosvirtauksen u1kopuo1inen a1ue . Huomattakoon, 

etta Eu1erin 1iikeyhta1ot ovat enaa vain ensimmaista kerta1ukua 

paikan suhteen. Tama seikka tu1ee nakymaan myos vastaavien reuna ­

ehtojen asette1ussa. 

Traktio - jannitysyhteys . Otsikon esittamaa yhteytta on kaytetty 

hyvaksi jo 1iikeyhta1oita johdettaessa . Suoritetaan kuitenkin 

nyt traktio - jannitysyhteyden johto ja kirjataan 1isaksi nakyviin 

yhteenvetona kohdassa 3 . 4 . 3 jo esiintyneita kaavoja seka eras 

matriisiversio . 

Tarkaste11aan kohdassa 3 . 4.3 kuvassa 3 . 4 . 13 esitettya tetraed ­

rin muodoista kappa1etta (kuva 5 . 4.2) nyt kuitenkin varustettuna 

hieman eri merkinnoi11a kuin aikaisemmin ja pyritaan suorittamaan 

kasitte1y ta11a kertaa 

verrattain tasma11isesti 

6.A 
y 

6. A t - z 
/ x y 

-t (x)* 6.A 
X 

Kuva 5.4 . 2 Te traedrin muotoiseen 
kappa1 e eseen vaikuttavat voimat . 

[3.1, s. 75] . 

Tetraedrin ko1me pis­

teen P kautta ku1kevaa 

tahkoa ovat koordinaatti ­

tasojen suuntaisia ja ne1 -

jas tahko on naiden suh­

teen vinossa. Vinon tah­

kon u1koinen yksikkonor -
-+ 

maa1ivektori on n . 

Tahkojen pinta - a1oja 

6.A , 6.A , 6.A ja 6.8 kos -x y z 
keva eras yhteys saadaan 

seuraavasti . Y1eistetty 

Gaussin 1ause (L . 2 . 9) 

(* -+ tyhja) antaa sove1 -

1ettuna funktioon f = 1 

tu1oksen 
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(5 . 4 . 14) 

eli ~~Ei~~i~~~-Ei~~~~-Y!i_1~~~~~!~-Y~~~~~i~~!i~~~-Ei~~~:~!~ -b~-
viaa . Tuloksen muistamista helpottaa seur aava fysikaalinen tul -

kinta [5.2, s. 97] . Ajatellaan tietty kappale sijoitetuksi vapaas ­

ti nestesailion sisalle . Lisataan nestesailion painetta paikan 

suhteen vakioarvolla ~p. Kappaleeseen vaikuttavien pintavoimien 

resultantin muutoksen lauseke on - J 8 ~p~dS = -~pf 8~dS . Intuitio 

sanoo, etta tasainen paineen muutos ei pyri liikuttamaan kappalet ­

ta mihinkaan suuntaan, joten syntyvan lisavoiman arvon tuleekin 

olla nolla . Saadaan siis kaava (5 . 4 . 14) . 

Kaava (5.4.14) tulee kuvan 5 . 4 . 2 tetraedriin sovellettuna muo ­

toon 

eli 

l~A 
y 

-t- -+ -+ 
(n 1+n j+n k)~S 

X y Z 

eli viela 

~A = n ~s 
X X 

-t-~A 
J z 

= n ~s 
y 

(5 . 4.15) 

(5 . 4 . 16) 

(5.4 . 17) 

Nama kaavat ilmaisevat siis, etta koordinaattitasojen suuntaiset 

tahkot ovat vinon tahkon projektioita koordinaattitasoille. 

Kuvassa 5.4 . 2 on esitetty tetraedriin vaikuttavat massavoimien 

ja pintavoimien resultantit redusoituina tetraedrin keskipistee ­

seen ja tahkojen keskipisteisiin. Syntyvia vastaavia . momentteja 

ei ole esitetty, koska niita ei tarvita liikemaaran taseen peri ­

aatteessa. Tahdet viittaavat tassa ko. suureiden keskimaaraisiin 

arvoihin tetraedrissa ja sen kullakin tahkolla . Taten liikemaa­

ran taseen periaate antaa tetraedrin sisalla olevaan kappaleeseen 

sovellettuna yhtalon 

t(y)*~A 
y t (z) * ~Az -- ~t f ~~1i-dv. 

(5.4.18) 
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Yhtalon oikea puoli (sovelletaan Reynoldsin lausetta (3 . 3 . 88' ')) 

~t J p~dV = f P D~ dV = f p1tdv = (p1t)* 6V . (5.4 . 19) 
6V 6V Dt 6V 

Olkoon viela pisteen P etaisyys vinosta tahkosta h . Talloin tet ­

raedrin tilavuus 

6V 1 
3 h6S . (5 . 4 . 20) 

Kun tehdaan kaavojen (5.4 . 17), (5 . 4 . 19) ja (5 . 4 . 20) mukaiset si­

joitukset yhtaloon (5.4 . 18) saadaan 

- t(z)*n 6S = 
z 

-+ * 1 (pa) 3 h6S . (5 . 4 . 21) 

Jakamalla yhtalo puolittain 6S:lla ja jarjestelemalla termeja 

saadaan 

Annetaan nyt tetraedrin koon rajatta pienentya antamalla h -+ 0 . 

Talloin yhtalon kummankin puolen viimeiset termit lahestyvat nol ­

laa. Samoin suureiden tahdella merkityt arvot lahestyvat suurei ­

den arvoja pisteessa P. Taten paadytaan traktio- jannitysyhtey­

teen ( 3 . 4 . 12) . 

Kirjataan tahan viela yhteenvetona Cauchyn eli Eulerin janni­

tyksia koskevia kaavoja Eulerin esityksen mukaisia merkintoja 

kayttaen. 

Koordinaattitasojen suuntaisiin pinta - alkioihin vaikuttavien 

traktioiden esitysmuodot ovat karteesisessa suorakulmaisessa koor ­

dinaatistossa (ks . kuva 5 . 4 . 3, joka on kuvan 3.4 . 10 toisinto) 

t(x) -t -+. k CJ l + T xyJ + T 
X xz 

-+ ( y) -t- -+. k (5 . 4 . 23) t T l + CJ YJ + T yx yz 

-+ ( z) -t- -+. -+ 
t T l + TzyJ + CJ k zx z 
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-+ ( y) 
~t 

(a) 
~xi 

y 

(b) 

Kuva 5 . 4 . 3 (a) Kolmeen pinta - alkion suuntaan liittyv~t j~nnitys ­
vektorit . (b) J~nnityskomponentit. 

Huomautettakoon, ett~ joissakin esityksiss~ leikkausj~nnitysten 

indeksien j~rjestys valitaan p~invastoin. T~ss~ siis aina ensim­

m~inen indeksi viittaa tahkoon, joka on kohtisuorassa ko . indek­

sin ilmaisemaa koordinaat~iakselia vastaan ja j~lkimm~inen indek­

si taas viittaa siihen koordinaattiakseliin, jonka suunnassa leik­

kausj~nnitys vaikuttaa. 

eli 

eli 

eli 

Traktio -j~nnitysyhteys on 

-+ 
t 

t = X 

t y 

t = z 

-+ ++ 
n • o 

-+(x) n t 
X 

n o 
X X 

n T x xy 

n T 
X XZ 

+ n t (y) + 
-+ ( z) n t y z 

+ nyTyx + n T z zx 

+ n o y y + n T z zy 

+ n T y yz + n o z z 

Lt} = [n]{o} .r 

(5 . 4 . 24) 

(5 . 4.24') 

(5,4,24 1 I) 

(5 . 4 . 24'") 
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jossa 

{t} = [t t t ] T 
X y z 

n 0 0 0 nz n (5 . 4 . 25) 
X y 

[ n] 0 n 0 n 0 n y z X 

0 0 n n n 0 z y X 

Matriisikaavassa (5 . 4 . 24'") on jo kaytetty hyvaksi tietoa, etta 

parittaiset leikkausjannitykset ovat yhta suuria . Matriisin [n] 

rakenteen samankaltaisuus kaavan (5 . 4 . 5) matriisin [f a
0

] kanssa 

on silmiinpistava . 

Jos jannitys jaetaan paineosaan ja deviaatio - osaan (vrt . kaa ­

vat (4.2.42)), kaavojen (5.4.24) ja (5.4.24"') vastineiksi saa­

daan 

-+ 
t 

-+ -+ +-+ 
-np + n • o * (5.4 . 26) 

ja 

{t} = - {n}p + [n]{ o * } . (5.4.26') 

-++-+ -+, [ {} Nama muodot syntyvat yhteyksia n·I = n Ja n] m = {n} sovelta-

malla. 
-+ -+ -+ 

Merkitsemalla t* = t + np kaava (5.4.26) saadaan viela 

muotoon 

-+ -+ +-+ 
t* = n •o *. (5.4.27) 

-+ 
Suuretta t* voidaan nimittaa vaikka deviatoriseksi traktioksi. 
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5.5 Liikemaaramomentin tase 

Liikemaaramomentin taseen periaate saatettiin kohdassa 3 . 4.4 muo­

toon 

J p?xbdV + J ?xtdS = 
V(t) S(t) 

D 
Dt f 

-+ -+ prxvdV , 
v ( t) 

jossa origo on otettu peruspisteeksi. 

sessa koordinaatistossa sa ada an siis 

-+ -r -+ -r -t- k i J k l J 

JvP dV + Js dS X y z X y z = 
b b b t t t 

X y z X y z 

(5 . 5 . 1) 

Karteesisessa suoraku1mai -

en sin 

-t- -t- -+ 
l J k 

D 

fvP dV. ( 5 . 5. 2) X y z Dt 
v v v 

zl X y 

Tarkaste11aan taman vektoriyhta1on ensimmaista ska1aarikomponent ­

tiyhta1oa: 

J p(yb - zb )dV + J (yt -zt )dS = ~t f p (yv -zv )dV . v z y s z y v z y 
(5 .5. 3) 

Sove11etaan traktio-jannitysyhteyksia (5 . 4.24' ') ja Reyno1dsin 1au­

setta (3 . 3.88' ') (f ~ yv -zv ) : z y 

J p(yb - zb )dV + J (yn T +yn T +yn a+ V z Y 8 x xz y yz z z 

- zn T -zn a - zn T )dV = J p 0°t(yv - zv )dV . x xy y y z zy V z y 
(5.5.4) 

Taman ja1keen muunnetaan pintaintegraa1i ti1avuusintegraa1iksi 

Gaussin kaavojen (L . 2 . 10) avu11a ja kehitetaan yhta1on oikeaa 

puo1ta: 

+ ~(YT - z a ) +~(yo -z T )]dV ay yz y az z zy 



5 . 5 .2 

Tasta seuraa lokaalinen yhtalo (Huornataan, etta ay;ax = 0, 

oz/ox = 0, oy/ay = l, oz/oy = 0, oy/oz = 0, oz/oz = l, Dy/Dt 

Dv /Dt = a
2

, Dz/Dt = v
2

, Dv /Dt = a .) 
v ' y 

z y y 

dT dT 
~ + T + y ~ + 

ax yz ay 

ao ao 
- z y z 

ay-+Yaz-- T - Z zy 

dT zy 
---az p(v ~ +ya -v.../..f - za ). (5.5.6) 

)f" Z Z ,JL. y y 

Jarjestelernalla terrneja saadaan 

dT dT~--
y(p~ xz =~--a~ + azz -paz) + T + yz 

dl ao~ 
- z(pb + ~ + ~ -pa) - T = 0 . 
~~X oy dZ y zy (5.5.7) 

Yhtalon kaarisulkulausekkeet haviavat liikeyhtaloiden (5.4.4'') 

perusteella, joten on vihdoin saatu lokaalinen yhtalo 

T - T = 0 . yz zy (5.5.8) 

Kasittelernalla yhtalon (5.5.2) kahta muuta kornponenttiyhtaloa 

vastaavalla tavalla saadaan yhteisesti vallitsevat yhtalot 

,.___' _y_z __ '_z_y_ _ __ ' z_x_ =_ '_x_ z ___ ,_:_Y_~ (5.5.9) 

Nama kaavat kulkevat nimella g~~~~Y~-~!_!~~~~!~~~ (engl. Cauchy's 

second law of motion) tai E~£~~~~~~!~~-!~~~~~~~j~~~~~y~~~~-Y~~~­

~~~I~~§ (engl. theorem of conjugate shear stresses). 

Koska koordinaattiakselien suunnat voidaan valita rnielivaltai­

sesti, tulos (5.5.9) voidaan ilrnaista kuvan 5.5.1 rnerkintoja kayt­

taen rnyos muodossa 

(5.5.10) 

Kuvassa 5.5.1 rnielivaltaisella tavalla kappaleeseen ajateltuun 



5 . 5.3 

viivaan eli sarmaan A- A liittyvat pinta -

A alkiot ovat kohtisuo r assa toisiaan vas ­

taan. Suureet T1 ja T2 ovat naihin pin ­

ta - alkioihin vaikuttavien leikkausjanni -

Kuva 5.5.1 Parittaiset 
leikkausjannitykset . 

-+ . -+ 
tysten Tl Ja T2 sarmaa vastaan kohtisuo -

rassa suun~assa vaikuttavat komponentit. 

T1 ja T2 ovat siis suunnatut aina joko 

kuvan esittamalla tavalla kumpikin kohti 

sarmaa tai sitten kumpikin sarmasta pois-

pain . 

Askeinen johto tuntuu lopputuloksen yksinkertaisuuteen nahden 

ehka kohtuuttoman raskaalta . Differentiaaligeometrinen johto 

perustuu kuvan 5.5 . 2 esittamaan asetelmaan (On otettu tasotapaus, 

- t(y)dzdx -T 
-o Jdzdx 

y 

Kuva 5 . 5 . 2 Alkioon vaikuttavat pintavoimat tasotapauksessa . 

jotta kuva ei tulisi liian mutkikkaaksi . ) . Alkion tahkoihin vai ­

kuttavat pintavoimat on redusoitu tahkojen keskipisteisiin 1, 2, 

3 ja 4 . Kun alkioon sovelletaan kulmaliikemaaran taseen periaa-
-+ -+ -+• 

tetta (5 . 5 . 1) (tai tassa havainnollisemmin muotoa dMV + dM8 = (dL) ), 

tarkka suuruusluokkatarkastelu osoittaa, etta alkion koon rajatta 
-+ -+ • 

pienentyessa suureet d~·\J j a (dL) ovat korkeamman kertaluvun pienia 



5.5 . 4 

-+ 
suureita kuin dM8 . Taten liikemaaran taseen periaate saa kuvan 

5.5.2 esittamassa tapauksessa lopuksi muodon dM8 = 0. 
± 

Lasketaan pintavoimien momenttidM8 alkion keskipisteen P suh-

teen. Pisteeksi P voitaisiin valita mika hyvansa kiintea piste 

(tai my5s alkion massakeski6, vaikka se liikkuukin). Pisteiden 

1, 2, 3 ja 4 paikkavektorit pisteen P suhteen ovat vastaavasti 

-dxl/2, dxl/2, -dyj/2 ja dyj/2. Koska normaalijannitysvoimien 

vaikutussuorat kulkevat pist~en P kautta, naiden voimien momentti 

pisteen P suhteen haviaa ja vain leikkausjannitysvoimien antamat 

termit tulee ottaa huomioon. Saadaan siis (Huomattakoon, etta 
. -+ (x) -+ (y) 

kuvassa 5.5.2 trakt1ot t ja t on esitetty arvoiltaan muut-

tumattomina alkion vastakkaisilla tahkoil1a painvastoin kuin esi­

merkiksi kuvassa 4.4.3. Voidaan kuitenkin osoittaa, etta naiden 

suureiden differentiaalit eivat tule tassa nakyviin lopul1isiin 

yhtal5ihin, kun alkion koko rajatta pienenee.) 

-+ l -t -+ l -t -+ dM- - 2 dx1x ( -T ]dydz) + 2 dxlXT ]dydz + s- xy .. xy 

-+ -+ l l -t -td ~ 
2 dyjx(-T idzdx) + 2 dy]XTYX 1 zax yx 

~ -+ -+ ~ T dxdydzlXJ + T dxdydzJ Xl xy yx 

-+ = ( T -T ) dVk xy yx 

-+ -+ 
T dVk - T dVk xy yx 

(5.5.11) 

-+ -+ 
Koska dM8 = 0, saadaan nain ollen viimeinen kaavoista (5.5.9). 

Kaksi muuta kaavaa syntyvat helposti suorittamal1a askeisen tyyp­

pinen johto ottama11a huomioon kaikki alkioon vaikuttavat pinta­

voimat kolmidimensioisessa tapauksessa. 
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5.6 Energian tase 

5 . 6.1 Mekaanisen energian tase 

Yleista . Tarkastellaan ennen aksioornan (3.2 . 6) kasittelya, rnin­

kalaisen vastineen partikkelirnekaniikassa johdettu ns . energian 

periaate (2 . 3 . 60) 

P = K (5 . 6 . 1) 

saa kontinuurnirnekaniikassa . Tulos johdetaan rnanipuloirnalla 

Cauchyn liikeyhtaloa (5 . 4 . 4), joten kysyrnyksessa ei ole uusi ak ­

sioorna . Kaavaa (5 . 6 . 1) tullaan nirnittarnaan tassa 1!!~)5~~!2~§.~!2 

~!2~Eg~~!2-~~§.~§:Q_P§E~~~~!§~)S§i, jotta sen ero varsinaisen aksioo ­

rnan (3.2.6) kanssa korostuisi . 

Kappaleeseen vaikuttavien voirnien teho P koostuu siis ulkois ­

ten ja sisaisten voirnien tehosta: 

p = p t + P. t ' ex 1n 
(5 . 6.2) 

jossa ulkoisten voirnien teho P ton lausekkeiden (3.4 . 30), 
ex 

(3.4.31) ja (3.4 . 32) rnukaisesti 

(5.6 . 3) 

Sisaisten voirnien tehon P. t lauseke ei ole sitavastoin heti 
1n 

nahtavissa kontinuurnin tapauksessa. Partikkelisysteernilla sen 

,_----- ...... 
/ .. 

~ ' I ' I / 
• 

I 
~ I s 

I s 

~· ./ \ t ' ....... • ,../ 
........ _,. ---~""""..,., 

' ' \ 
\ 
I 
I 

I 
I 

/ 
/ 

lausekkeeksi saatiin lopuksi jal ­

kirnrnainen kaa va ( 2 . 3 . 55) : 

Pint = - L: S s ' 
ij 

(5 . 6 . 4) 

jossa summa otetaan systeernin 

kaikkien partikkeliparien yli . 

(Vrt . kuva 5.6.1, johon on piir­

retty nakyviin selvyyden vuoksi 

vain osa parittaisista voirnista S . ) 

Kontinuurnin sisaisten (rnakros­

Kuva 5 . 6 . 1 Partikkelisysteerni. kooppisten) voirnien tehon lauseke 



5.6.2 

saadaan esi11e johtama11a kaava (5 . 6.1) vastaavasti kuin partik­

ke1isysteemin yhteydessa. Johto on esitetty tau1ukossa 5.6 . 1, 

jossa on vie1a kerrattu vertai1un vuoksi partikke1isysteemin 

yhteydessa tarvittavat vastaavat vaiheet. Kaavan (4') oikea puo-

1i on saatu Reyno1dsin 1auseen muodon (3 . 3.88' ') avu11a -+ -+ 
(f ~ v•v) : 

K D 1 f -+ -+ - - pv•vdV 
Dt 2 V 

1f D -+-+ - p-(v·v)dV 
2 V Dt 

( 5. 6. 5) 

Tau1ukko 5.6.1 Mekaanisen energian taseen periaatteen johtaminen, 

Partikke1isysteemi 

----- ...... ..-
/ + " / • F, • '\ + 

bm1 (1) 

mil, :j 

Fi = I . \ 
I . \ . 
I • I N + 

\ 
. 

\ fi .N I f. = E fij ( 2) 
l j=1 

\ 
• 1 / 

• / jH -___ _.. 

Liikeyhta1o: 

(3) 

Kerrotaan kunkin par~ikke1in i 1iikeyhta1o 

(3) ska1aarisesti partikke1in nopeude11a 
+ ' vi Ja 1asketaan kaikki nain saadut yhta1ot 

yhteen: 

Tama tu1os on mekaanisen energian taseen 

periaate 

+ + 

(4) 

(5) 

Ttrmi Pint= Efi•v1 saadaan differentiaa1i-

geometrista tarkaste1ua soveltamalla kayt­

toke1poisempaan muotoon 

Pint = -E Ss 
ij 

(7) 

I<ontinuumi 

-
(11) 

( 2 I) 

d:; 
\ dm=pdV 

+ 
dFS 

dFV = p bdV 

Liikeyhtalo 1 dv: 

(3 I) 

I<errotaan kunkin kontinuumia1kion 1iikeyh­

ta1o (3 1
) skalaarisesti a1kion nopeude11a 

v ja integroidaan nain saatu yhta1o y1i 

kappaleen ti1avuuden: 

f + + J~cr -> pb•vdV + t •vdV = f 
+ + 

pa •vdV 

= D 1 
Dt 2 f 

+ + 
p-v ·vdV (4 I) 

Tama tulos on myos mekaanisen energia n ta­

seeh periaate 

(5 I) 

mutta siina ei nay selvasti jako P = P t + 

f
+O + . ex 

Pint' Termi f 'vdV saadaan Gaussln 1auset-

ta soveltama11a kayttoke1poisempaa n muotoon 

joten kontinuumi11a 

( 7 I) 
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Termin f£0 ·~dV muuntaminen vaatii pitkahkon kasittelyn . Vas ­

taava manipulaatio toistuu analogisena myos vir tuaalisen tehon 

ja virtuaalisen tyon periaatteiden johdoissa, joten se on syyta 

kayda kerran perusteellisesti lapi : 

l. 

2 . 

-+ -+ -+ av av av 
+ (T i+o j+T k)· (~ 1 + __y j + ~yz k) + 

yx y yz oY ay o 

~ ~ -+ avx ~ + avy ~ avz -+ ] 
+ (T l+T J+O k) • (-~-- l ~z- J + --- k) dV , 

ZX zy Z oZ o az 

4 . t•vdS f-+ -+ + 

( av avy av 
J (ox -~ + + z + - T ax- T ax-ax xy xz 

av av av 
+ T ~+ 0 _y_+ T ___ z + 

yx ay y ay yz ay 

av av av 
+ T ~+ T __y + 0 ___ z) dV 

zx az zy az z az 

- r o x + o __y + 0 z + 
f 

av av av 

L X ax y ay z az 

av avz av av avx av J 
+ T (__y + ~y ) + T (--~ + ~) + T (--- + ~xy) dV t 

yz az o zx ax az xy ay o 



6. = Jt:·tds + 

- f(0 d +0 d +0 d +T g· +T g +T g )dV x x y y z z yz yz zx zx xy xy 

K~ytetyt askeleet ovat: 

1 . Sijoitetaan lyhennysmerkinn~n f 0 lauseke (5 . 4 . 6) . 

2. Sovelletaan osittaisintegroinnin kaavoja (L . 2 . 11) . 
~ 

5 . 6 . 4 

3. Otetaan v yhteiseksi tekij~ksi ja otetaan huomioon komponent -

tiesitykset (5 . 4.23) ja (3 . 3 . 57' ') . 

4 . Otetaan huomioon kaava (5 . 4 . 24') . 

5. K~ytet~~n apuna kaavoja (5.5 . 9) . 

6. Otetaan huomioon m~~ritelm~t (3 . 3 . 69) . 

7. K~ytet~~n apuna kaavaa (3 . 4 . 32) ja lyhennysmerkintoj~ (5 . 2 . 19) 

ja (5.2.22) . 

On saatu lopputulos 

(5.6 . 6) 

jonka sijoitus yht~loon (5') ja sen vertailu yht~lon (5) kanssa 

antaa tulkinnan: kontinuumin sis~isten voimien tehon lauseke -----------------------------------

(5 . 6.7) 

Integrandia {0}T{d} = {d}T{0} - sis~isten voimien miinusmerkki­

nen teho tilavuutta kohti - nimitet~an t~ss~ i~ggitY§t~bQD ~!­

b§Yg§~§! (engl. stress power density). On mielenkiintoista to ­

deta, ett~ lausekkeissa (5.6.4) ja (5.6 . 7) on tiettya samankal­

taisuutta. 

J~nnitystehon tiheyden lausekkeen {0}T{d} = 0 d + . . . eri 
X X 

termien fysikaalista merkityst~ on pyritty havainnollistamaan 

kuvan 5 . 6 . 2 avulla. Kuvassa (a) on tarkasteltu pelkast~an j~n­

nityskomponentista 0 syntyvien ainealkion tahkoihin vaikut t avien 
X 

pintavoimien tehoa dP . Saadaan (vrt . kaava (2 .3. 46)) 



~ --

1 

(a) 

(b) 

0 d yd z ... zfj,.._ __ 
X 

dy 

dy 

T dzdx yx 

dx 

r v + 
X 

T • 

dx 

~a dydz 
X 

L 
dV 

X • v + - - dx 
X ax 

dV 
X 

-dy ely 

dzdx yx 

t Txydydz dV 

_j vy+ 
_____;t_ dx 
dX 

5 . 6 . 5 

----------· 

Kuva 5 . 6.2 (a) Jannityskornponenttiin a liittyvan tehon laskerni ­
nen . (b) Jannityskornponentteihin T 3a T liittyvan tehon las -
kerninen . xy yx 

eli 

dP 

dP 
dV 

- a dydz •V 
X X 

0 
X 

= 0 d 
X X 

av 
X 

ax 
dxdydz = a d dV 

X X 
(5 . 6 . 8) 

(5 . 6 . 9) 

Kuvassa (b) on taas tarkasteltu pelkastaan jannityskornponenteis-

ta Txy ja Tyx syntyvien pintavoirnien tehoa . Saadaan 
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dV 
dP =- T dydz•v + T dydz • (v + _J_ dx) + xy y xy y ax 

av 
dzdx•v + T dzdx•(v + X dy) - T ay yx X yx x 

av dV 
____:;{_ dxdydz + 

X dxdydz = T T xy ax yx ely 

dV dV 
X ____:x_)dV dV Txy(ay + Txygxy ax (5.6.10) 

eli 

dP 
= Txygxy . dV (5 . 6 . 11) 

Muista jannityskomponenteista kertyvat termit saadaan vastaavaan 

tapaan. 

Tarkastelussa on tehty tavanomaiseen tyyliin differentiaali ­

geometriseen kasittelyyn liittyvia yksinkertaistuksia . (Vrt . 

kuvan 4.4.3 yhteydessa esitetty kritiikki . ) Lisaksi tassa on 

jatetty huomiotta jannitysten arvojen muutoksista kertyvat ter­

mit kuten aox/Clx•dxdydz·vx. Niiden kasittely johtaa tulkintoi­

hin, joista ei ole lausekkeen {o}T{d} ymmartamisen kannalta hyo ­

tya. 

~~2~~~t~§_!~ Kaavassa (5.6.7) esiintyva miinusmerkki voi herat ­

taa ihmetysta. Sen selittamiseksi tarkastellaan kuvan 5 . 6 . 3 si ­

saltamaa symboliikkaa . Kontinuumin ainealkion vastineeksi voi-

8 ext 
1 

' ~· - -
8
- - - "" , 8 ext 

...,_0~ <4-G_,.. 
\ J 
' ;" 

...... ______ _ 

1 (a) 
(b) 

Kuva 5.6 .3 (a) Tasapainotilassa oleva partikkelipari . (b) Tasai ­
sen jannityksen 0 alainen ainealkio . 

X 
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daan partikkelisysteemilla ajatella tassa yhteydessa pikemminkin 

partikkelioarin muodostamaa perusosaa kuin yhta partikkelia . 

Tama siksi, etta kontinuumin ainealkio voi muuttaa mittojaan 

samoin kuin kahden partikkelin systeemi, mutta yksi partikkeli 

on olio, jolle ei voida mitata muodon muutoksia . Partikkelipa-

rin muodostaman alkion kannalta voimat S ovat sisaisia ja voimat 

S t ulkoisia (kuva (a)). Voimme ajatella kontinuumialkiota ex 
analogisesti rasiana, jonka seinamiin vaikuttavat ulkopuolelta 

jannitykset aext jne. ja sisapuolelta y~§i~~~~!§§~~~~~!§§~ jan­x 
nitykset a 

X 

tykset ovat 

jne. Alkion kannalta juuri nama jalkimmaiset janni -

sisaisia (yleistettyja) voimia . Mutta olemme itse 

asiassa kehitelleet edella kaikki kaavamme kayttaen kuvan (b) 

suureesta aext jne. "vaaraa" tunnusta a jne. Taten jos haluam-x X 
me laskea kuvaan 5 . 6 . 2 yhteydessa nimenomaan alkion sisaisten 

voimien tehoa, meidan on varustettava lausekkeet (5 . 6 . 9) ja 

(5.6.11) miinusmerkeilla . Ylla esitetty tulkinta on lainattu 

mukaillen lahteesta [5.3, s. 30]. Todettakoon viela, etta riippuen 

lahteesta termilla sisaisten voimien teho voidaan tarkoittaa 

usein myos kaavaa (5.6.7) plusmerkilla varustettuna. 

Tarkastellaan jannitystehon tiheyden {a}T{d} lausekkeen saamia 

eri muotoja. Ensinnakin 

~~ 
a:d = a d 

XX XX 
+ a d xy xy + ... 

(- p+a*) .d + (-p+a*)d + (-p+a*)d + 
X X y Y Z Z 

+ T g + T g + T g yz yz zx zx xy xy 

-p(d +d +d ) + a*d + a*d + a*d + 
· X y Z X X y y Z Z 

-pd + {a*}T{d} = - v 
+-+ +-+ 

-pd + a*:d , v 

(5 . 6 . 12) 

(5 . 6.12') 

(5 . 6.12'') 
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-+ -+ 
jossa siis dilataationopeus dv = dx + d + d = V· v av /8x + y Z X 
avy/8y + av

2
/8z = - 1/p•Dp/Dt . (Merkinnan 11:d suhteen viitataan 

kohdan 4.2 huomautukseen 2 . ) Erityisesti viela: 

(5 . 6 . 13) 

(2) ~2~22~P~~~~~~~~~~2~~!!~-~9~~~!~~~~~~~!~~ lisaksi dv = 0 ja 

siis 

(5 . 6 . 14) 

eli sisaisten voimien teho haviaa kokonaan . 

(3) ~~~~2~~~-~~~~~~~ tapauksessa saadaan sijoittamalla Stokesin 

kitkalain (5 . 2 . 23) tai (5.2.21) deviaatiojannityskomponenttien 

lausekkeet kaavaan (5 . 6.12 1 1
) lopuksi tulos 

T {o} {d} = -pdv + ~ , (5 . 6 . 15) 

jossa dissipaatiofunktio 

(5 . 6 . 16) 

(5 . 6 . 16 1
) 

= 11 [ 2 ( d 2 +d 2 +d 2 ) + g 2 + g 2 + g 2 
Jl + A* d 2 . ( 5 . 6 . 16 I I ) 

~ x y z yz zx xy V 

(5 . 6 . 17) 

jossa viela dissipaatiofunktion lausekkeesta (5 . 6 . 16 11
) haviaa 

dilataationopeuteen liittyva termi \ *d~ . 

Mekaanisen energian taseen periaate . Edella esitetyt tarkastelut 

ovat siisosoittaneet, etta myos kontinuumille patee ~~~~~~~§~~ 

~~~Eg~~~- ~~~~~~-P~~~~~t~ 
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(5 . 6 . 18) 

eli 

p t + P. t = K ex ln 
(5 . 6 . 18') 

jossa siis vieUi. 

I 

j 
(5 . 6 . 19) 

Huomautus 2. Newtonin nesteella yhtalo (5 . 6 . 18') saa muodon 

(5 . 6 . 20) 

Nimitys dissipaatiofunktio (engl . dissipation= tuhlaus, haaskaa ­

minen) selittyy seuraavasti . 

Dissipaatiofunktion ¢ lausekkeen termeja jarjestelemalla voi ­

daan osoittaa, etta ¢ on ei - negatiivinen . Kokoonpuristumattoman 

nesteen tapauksessa tama nakyy suoraan kaavasta (5.6 . 16' ') ja 

talloin viela ¢ on nolla vain, kun kaikki deformaationopeuskompo ­

nentit haviavat eli kun neste liikkuu kuten jaykka kappale . 

Muulloin ¢ ja siis myos integraali J¢dV on positiivinen . Integ ­

raali esittaa nesteen sisaisen kitkan vaikutusta, joka pienentaa 

jatkuvasti kappaleen mekaanisen energian K+V arvoa . Kaavan 

(5.6.20) yhteydessa tama 2mrnarretaan siita, etta ko . integraalin 

edessa yhtalon vasemmalla puol e lla on miinusmerkki, joten termi 

antaa vaatimuksen, etta liike- energian muutosnopeuden tulee olla 

negatiivinen eli liike-energian tulee pienentya ajan kasvaessa . 

(Termien Pex t ja - fpdvdV osuudet voivat tietenkin vaikuttaa 

painvastaiseen suuntaan . ) Dissipaatiotermia f ¢dV nimitetaan 

usein myos haviotermiksi tai b~~~2~§~ (engl . loss). Dissipaati­

ossa kappaleen mekaanista energiaa muuttuu sisaenergiaksi, lam­

potila kohoaa .ja energiaa siirtyy lampona ymparistoon . Dissipaa ­

tio on yleensa tietyn tuloksen saavuttamisen kannalta haitallinen 
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i1mio; esimerkiksi tietyn pumpun tehon tarve a1enisi, jos yhta-

1ossa (5 . 6.20) voitaisiin asettaa ~ = 0 . 

Lauseke (5.6 . 16' ') voidaan manipu1oida identiteetin 

-(d - d ) 2 - (d - d ) 2 - (d - d ) 2 
X y y Z Z X 

(5 . 6 . 21) 

ja arvon A* = - 2~/3 sijoituksen ja1keen muotoon 

~ = ~{-32 [ (d -d )
2 + (d - d )

2 + (d - d) 
2

] + 
X y y Z Z X 

(5 . 6 . 22) 

Tama osoittaa, etta ne1iomuoto ~ (ja vastaava matriisi [D*]) . on 

positiivisesti semidefiniitti ja paitsi jaykan kappa1een 1iike 

myos isotroopoinen deformaationopeusti1a d = d = d , g 
~ x y z yz 

g = g = 0 voi taman ma11in (A* = - 2~/3) mukaan tapahtua zx xy 
i1man dissipaatiota. Ja1kimmainen tu1os ei tunnu taysin rea1is -

tise1ta ja esimerkiksi aaniaa1tojen varahte1yn vaimenemisen ka ­

sitte1yssa Stokes in ehdosta taytyy 1uopua [3 .1, s. 301] . 
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5 . 6.2 Energian taseen periaate 

Energiayhtalo . Energian taseen periaatteen paikallisen muodon 

johtaminen tapahtuu katevimmin vahentamalla aksiooman (3 . 2 . 6) 

mukaisesta yhtalosta Pext + PQ = K + E puolittain edella joh­

dettu mekaanisen energian taseen periaatteen (5 . 6 . 18') mukainen 

yhtalo Pext +Pint= K 1 jolloin saadaan ~~y~~~-Y!§~~§~-~~!Q~ 

(5 . 6 . 23) 

e li kappaleen sisaenergian muutosnopeus on yhta suuri kuin kappa ­

leen saama lamooteho miinus kappaleen sisaisten voimien teho . 

Sijoittamalla yhtaloon (5 . 6 . 23) lausekkeet (3 . 4 . 37) 1 (3 . 4 . 35) 

ja (5 . 6 . 7) saadaan ensin 

(5 . 6 . 24) 

ja edelleen 

f 
De r -+ -+ T 

vP Dt dV = Jv( - V·q+{o} {d})dV 1 (5 . 6 . 25) 

jossa on sovellettu Reynoldsin lausetta (3 . 3 . 88' ') (f :S: e) ja 

Gaussin lausetta (L . 2 . 9' ') (f :S: q) . Taten energian taseen peri ­

aatteen paikallinen muoto on 

eli 

eli 

De -+ -+ +-+ ++ ~ -~ 
p DE= -9 • q + o : d 

Clqx Clqy Clq 
P De = ( + + ___ z) + o d + o d + o d + 

Dt - ax- ay- ()z X X y y Z Z 

De 
p Dt 

(5 . 6 . 26) 

(5 . 6 . 26') 

(5 . 5 . 26") 
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Yhtaloa (5 . 6.26) nimitetaan kirjallisuudessa usein lyhyesti vain 

~~~Eg~~y~~~!~~~~ (engl . energy equation) . 

Huomautus l. Energiayhtalon (5 . 6 . 26) oikealla puolella esiintyy 

kirjallisuudessa usein viela termi 

pr , (5.6 . 27) 

jossa r ([r] = Wkg-l) on ns. !~~E~!~~t~~~-~~t~~~~~~ massaa kohti 

(engl. heat source per unit mass) . Tahan termiin sisallytetaan 

tavallisesti sateilyn osuus seuraavasti . Kaavan (3 . 4 . 36) mukaan 
+ +c +r 

lampovuovektori q = q + q . Koska sateilyyn liittyvat konstitutii -

viset yhteydet ovat mutkikkaita, termi 

(5 . 6.28) 

jatetaan muotoon 

V•q = V•qc - pr , (5.6.29) 

jossa on siis merkitty pr = -V•qr ja termi pr ajatellaan tavalla 

tai toisella tunnetuksi ja annetuksi. Usein myos esimerkiksi tiet­

tyyn kemialliseen reaktioon tai radioaktiiviseen hajoamiseen liit­

tyva lammonkehitys sisallytetaan termiin pr, vaikka kyseessa onkin 

tarkasti ottaen sisaenergian muutoksessa huomioon otettava ilmio. 

Nain muutettuna energiayhtalon muodot ovat siis 

De + +c -~ I p 1St = -17 • q + pr + o :d (5.6.30) 

eli 

_( aq~ + 
d c c 

De qy aqz) 
+ + 0 d + p = -- + pr 

Dt \ax ay az X X 

+ 0 d + 0 d + Tyzqyz + Tzxqzx + T xyqxy y y z z (5.6.30') 

eli 

De -{'V}T{qc} + + {o}T{d} p 
Dt pr . (5.6.30") 

- ---
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Energiayhti:ilon e.r ityismuotoj a . Tavanomainen nestemekaniikassa 

esiintyva energiayhtalo saadaan otaksumalla konstit utiivisiksi 

yhteyksiksi sisaenergian differentiaalin lauseke (5 . 2 . 35): ------------------------------------
1 

De= (p- TKTy )- 2 Dp + cVDT , (5 . 6 . 31) 
p p 

-qc = - k\h, (5 . 6 . 32) 

seka Newtonin nesteelle saatu yhteys (5 . 6 . 15) : 

T + + 
{ o } { d } = - pdv + <P = - p v • v + <P • ( 5 . 6 . 3 3 ) 

Sijoittamalla nama yhtaloon (5 . 6 . 30) saadaan ensiksi 

( . 6 .3 4) 

Kaava (5.6.31) on kirjoitettu alkuperaisesta muodostaan (5 . 2 . 35) 

poiketen (d + D) korostamaan tassa sita, etta ko . differentiaalit 

koskevat luonnollisestikin aina tiettya ainealkiota, jolloin vas­

taavat aineelliset aikaderivaatat saadaan muodollisesti jakamalla 

yhtalo (5 . 6 . 31) . puolittain ajan differentiaalilla Dt. Yhtalon 

(5 . 6 . 34) kaksi paineeseen liittyvaa termia kumoavat toisensa yh­

teyksien dv = V·~ = - 1/p•Dp/Dt perusteella (ks . kaavat (5 . 3 . 8) 

ja (5 . 3.9)) . Nain on saatu energiayhtalo 

V• (kVT) + pr + <I:> • (5.6.35) 

eli 

av av av 
• (~ + _____:;{ + _ _ z) 

ax a y a z 
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(5 . 6 . 35') 

eli 

(5 . 6 . 35") 

Tarnakin yhtalo esiintyy nestemekaniikassa, eri merkinnoista ja 

mahdollisista yksinkertaistuksista johtuen, lahes lukemattomissa 

eri muodoissa; vrt. kohta 6.9.3. Todetaan joitakin erikoistapauksia: 

(1) ~~~~~~~~~~~~-~~~~~~£~~~~~~~~~~~~~!!~-~~~~~~!!~ voidaan sovel­
taa lausekkeen (5 . 6 . 31) sijasta lauseketta (5.2 . 37) : De= c :DT ­

py /p•DT = c DT + p/p 2 •Dp , jossa on kaytetty hyvaksi kaa- P 
p p 

vaa (5.2.9). Suorittamalla sijoitukset havaitaan lopputuloksen 

olevan 

(5 . 6 . 36) 

Tata yhtaloa voidaan kayttaa myos isobaarisisten prosessien yh ­

teydessa. 

(2) !~~~~!~~~~~!!~ sovelletaan taas lausekkeen (5.6 . 31) sijasta 

lauseketta (5.2 . 36): De= cVDT . Saadaan yhtalo 

DT -+ -+ ~ -+ 
pcv Dt = 1/ • (kilT) + pr - pv·v + ¢ . 

(3) Virtauksen havitessa v 
-------------------- X 

talo (5.6 . 35) tulee muotoon 

ClT -+ ;:2; 
pc - = 1/ • (kvT) v Clt 

+ pt . . 

(5.6.37) 

0 j a yh-

(5.6.38) 

Tarna muistuttaa laheisesti kiintean aineen mekaniikasta tuttua 

tavanomaista larnmonjohtumisyhtaloa (4 . 6 . 26) . Jos k on paikan 

suhteen vakio, yhtaloiden oikeille puolille ilmestyy Laplacen 

operaattor i . 
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~~2~~~~~§-~· Usein dissipaatiofunktio ~ voidaan todeta suuruus ­

luokkatarkastelun avulla muiden energiayhtalon termien rinnalla 

pieneksi ja jattaa pois kaavoista . Painvastaisiakin tapauksia on. 

Esimerkiksi pitkan, kylmassa ymparistossa sijaitsevan oljyputken 

toiminnan kannalta on oleellista, etta dissipaatio muuttaa pump­

pujen antamaa mekaanista energiaa sisaenergiaksi pitaen taten 

oljyn lampotilaa riittavan korkealla ja siten myos viskositeettia 

riittavan alhaisena, jotta oljy yleensa virtaisi. 

Huomautus 3. Esimerkiksi energiayhtalossa (5 . 6 . 35) esiintyva, 

tyyppia peDT/Dt oleva termi voidaan muuntaa jatkuvuusyhtalon 

muodon (5.3.3) ja osittaisderivoinnin avulla seuraavasti 

eli 

DT 
pe Dt 

DT 
pe Dt 

a -+ -+ De = at(peT) + 9• (pveT) - pT Dt (5 . 6 . 39) 

~-(peT) + *-(pv eT) + *-(pv eT) + at oX X oY Y 

a De + ~(pv eT) - pT 
oZ Z Dt (5 . 6 . 39') 

Taman tarkoituksena on saattaa vallitseva yhtalo muistuttamaan 

mahdollisimman paljon nestemekaniikassa usein kaytettya standar ­

diesitysta, ns. yleista konvektio - diffuusioyhtaloa (ks . kohta 

6. 8) . 

Lampovirran tiheys - lampovuoyhteys. Kirjataan viela nakyviin 

uudestaan kohdassa 3.4.5 selostettu lampovirran tiheyden qn ja 
-+ 

lampovuovektorin q valinen riippuvuus, josta tullaan kayttamaan 

otsikon mukaista nimi tysta. Siis kaava ( 3. 4. 34) : 

(5.6.40) 

eli 

n q + n q + n q 
X X y y Z Z 

(5.6.40') 
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eli vieUi 

T 
qn = {n} {q} ' 

(5.6.40") 

joss a siis 

{q} [qx 
T 

} 
= qy qz] ' 

(5 .6 .41) 

{n} = [nx n n ]T 
y z 
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5.7 Reuna - , a1ku- ja jatkuvuusehdot 

5 . 7 .1 Y1eisUi 

Hyvin monetkiinte~n aineen mekaniikkaan 1iittyv~t, kohdassa 

4.7 esitetyt seikat siirtyv~t ana1ogisina nestemekaniikkaan ja 

t~m~n johdosta se1itte1ev~~ teksti~ on supistettu . Koska nyt 

vain k~site11~~n Eu1erin esitystavan mukaan tietty~ kontro11ia1u­

etta, reunaehtoja ei en~~ esitet~ (y1eens~) tietyn kappa1een pin­

na11a vaan sen sijaan kontro11ia1ueen reuna11a. 

Sopivan systeemin va1intaan 1iittyv~t onge1rnat esiintyv~t nes ­

temekaniikassa usein vie1~ vaikeampina kuin kiinte~n aineen rneka ­

niikassa. Esimerkiksi jos pyrit~~n tutkimaan veden virtausjakau­

tumaa tietyss~ meren1ahdessa, miten saadaan reunaehdot 1ahden ja 

avorneren v~1ise11~ rajapinna11a? Viisaste1ema11a voitaisiin sa­

noa, ett~ tutkittavaksi systeemiksi tu1isi ottaa kaikki maapa11on 

rneria1ueet. 

Kuva 5.7.1 esitt~~ paria tyypi11ist~ asete1maa. U1koisessa 

/ _.,.,... .-- ·--·---..,...,. ........... :: 
-.- /-·- ,,, 
/ v s \ ·'-; \ 

. :\ <liD-' -·- J 

~·, s I _ .... : 
· ~ /. 
~ / -........ . __ ..,.,... ·- ·- ·-----

-o."•· / 

I v 
:- j- -

-;-r ·- .. ~ 
~ - -· I · ~s 

(a) (b) 

..,.... ._ ,_ Sis~~nvirtausreuna 

--- U1osvirtausreuna 

»»»»>» Kiinte~st~ aineesta o1eva sein~m~ 

w ...&m Vapaa pinta 

Kuva 5.7 , 1 (a) U1koinen virtaus. (b) Sis~inen virtaus. 

virtauksessa (kuva (a)) ajate11aan esimerkiksi usein, ett~ ky­

seess~ on a1unperin ~~rettom~ss~ a1ueessa o1eva tasainen yhden-
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suuntaisvirtaus ja olernrne kiinnostuneita alueeseen asetetun tie ­

tyn kiinteata ainetta olevan kappaleen yrnparistoon syntyvasta vir ­

tauskentasta. (Tallainen asetelrna on tietenkin fiktio, koska 

esirnerkiksi ilrnakeha ei ole aareton alue, vaan se rajoittuu toi­

saalta rnaanpintaan ja toisaalta harvenevana ulkoavaruuteen.) 

Sisaisessa virtauksessa (kuva (b)) on taas usein kyse jonkin 

laitteen seinarnien rajoittarnassa tilassa tapahtuvasta virtaukses­

ta. 

Kiinteasta aineesta olevien reunojen ja vapaan pinnan reunojen 

yhteydessa asetettavat reunaehdot ovat periaatteessa rnelko sel­

keita, vaikkakin ne voivat olla kaytannossa laskennallisesti vai­

keita toteuttaa. Sen sijaan ns. sisaanvirtaus- ja ulosvirtaus­

reunat ovat vain nesteeseen vedettyja enernrnan tai vahernrnan rnie­

livaltaisia tutkittavan alueen valttarnattornia rajauksia, joilla 

ei ole rnitaan selvaa fysikaalista perustelua. Asetettavat reuna­

ehdot riippuvat siten oleellisesti tapauksesta. Ulkoisessa vir­

tauksessa voidaan esirnerkiksi otaksua, etta jos reuna S on kau­

kana aiheutetusta hairiosta, hairion vaikutus on jo havinnyt tai 

etta voidaan soveltaa tiettyja analyyttisesti johdettuja asyrnp­

toottisia ehtoja. Sisaisessa virtauksessa voidaan tehda seina­

rnien perusteella rnahdollisesti arvioita virtauksen suunnasta 

(ks. esirnerkki 6.3.2) tai kayttaa ehka sopivasti apuna putkivir-

tausten ratkaisuista saatuja tuloksia. Sisaanvirtaus- ja ulos-

virtausreunoja niihin liittyvine ehtoineen kasitellaan lisaa 

kohdassa 6.8. 
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5.7.2 Mekaaniset reunaehdot 

Perustapaus . Jaetaan tutkittavan alueen V reuna mekaanisessa 

mielessa tassa ensin ei paal ­

-+ -+ 
v = v 

s v 

s t 

-+ 
= t 

Kuva 5.7.2 Mekaaniset reuna­
ehdot . 

eli 

v = v 
X X 

v v y y 

v = vz z 

Reunalla St on traktio annettu: 

eli 

l {t} {t} [ 
eli 

t = t 
X X 

t t y y 

t = t z z 

lekkaisiin osiin sv ja st' 

jotka yhdessa muodostavat ko -

ko reunan S (kuva 5 . 7.2) . 

Reunalla S on nopeus an ­v 
nettu: 

D -+ 
v (5.7.1) 

eli 

(5 . 7 . 1') 

(5 . 7.1") 

(5 . 7.2) 

(5.7.2') 

(5.7.2") 
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Esimerkkina voisi olla vaikka kahden vesisailion valilla ta ­

pahtuva virtaus . Veden sailiossa omaavat vapaat pinnat ovat reu-
+ -+ . 

noja St 1 joilla traktio t = - pan, ]Ossa Pa on tunnettu pintaan 

vaikuttava ilmanpaine . Sailioiden ja ko . yhdistavan putkiston 
+ -+ 

seinamat ovat taas reunoja s 1 joilla v = 0 . 
v 

On syyta korostaa 1 etta samassa reunan pisteessa ei voida an -

taa yleensa samanaikaisesti seka nopeutta etta traktiota . Pysy­

van vapaan pinnan kasittely - kuten jatkossa on esitetty - muo ­

dostaa kuitenkin poikkeuksen tasta saannosta . 

Huomautus l. Massan sailymisen periaate (5.3 . 1) saadaan Reynold-

sin lauseen (3 . 3 . 88) avulla muotoon 

f l£ dV + f v pdS 
vat s n 

0 . (5 . 7 . 3) 

Tasta tulee pysyvassa virtauksessa ( Cl p/ Cl t 0) ehto 

(5 . 7.4) 

ja vakiotiheysnesteen yleisessa virtauksessa (p on seka paikan 

etta ajan suhteen vakio, joten Cl p/ Cl t = 0 ja p voidaan ottaa inte­

graalin ulkopuolelle) ehto 

f v dS = 0 . 
S n ( 5. 7. 5) 

Jos alueen reuna on kokonaan tyyppia Sv eli jos nopeus on an-
-+ 

nettu kaikkialla reunalla, suuretta v ei voida siis antaa taysin 

mielivaltaisesti, vaan sen normaalikomponentin vn tulee toteut­

taa esimerkiksi globaali ehto (5.7.5) 1 mikali kyseessa on vakio­

tiheysnesteen virtaus. 

Tassa yhteydessa voidaan myos todeta 1 etta kokoonpuristumatto­

man aineen mallia kaytettaessa yhtalon (5.7.5) vastineeksi tulee 

Lagrangen esitysta kaytettaessa pienten siirtymien tapauksessa 

ehto 

0 I (5.7.6) 
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-+ 
jossa u on siirtyman u normaalikomponentti. Ehto (5 . 7.6) on 

n 
helppo todeta oikeaksi piirtamalla kappale alkutilaan ja defor -

moituneeseen tilaan (ks. kuva 4.4.1) ja ottamalla huomioon 1 etta 

kappaleen kokonaistilavuus ei ole muuttunut. Jos koko reuna on 

tyyppia S 1 ehto (5.7.6) asettaa siis rajoituksen annetulle siir-
... u 

tymalle u. 

Ensimmainen yleistys. Tama yleistys on aivan vastaava kuin koh­

dassa 4.7. 

Reunaehdot ovat yleisemmin 

v xl v xl tai t xl t xl 

v yl v yl tai t yl t yl (5 . 7.7) 

-
v v tai t = t zl zl zl zl 

Kultakin rivilta tulee valita aina jompikumpi ehto mutta ei mo­

lempia. Tassa kuhunkin reunan 

z 

X 

~
., 1 
,. xl 

/, \ 
zl 

y 

pisteeseen asetetaan paikallinen 

suorakulmainen karteesinen koordi ­

naatisto X 1 Y1 Z 1 siten 1 etta yhden 

koordinaattiakselin (kuvassa 5.7.3 

x 1 - akselin) suunta yhtyy tavalli­

sesti reunapinnan ulkoisen normaa­

lin suuntaan . Pilkuilla varuste­

tut suureet tarkoittavat vektorei -
Kuva 5.7.3 Kierretty paikal­
linen koordinaatisto. 

-+ ' -+ ' den v Ja t komponentteJa paikalli-

kannoissa esitetyille 

{vI} = [ L] { v } 

} 
{v} = [ L] T { t I } I 

ja 

{ t I} = [LJ{t} I 

} 
{t} = [L]T{t 1

} I 

sen koordinaatiston kannassa. Eri 

komponenteille saadaan haluttaessa yhteydet 

(5.7.8) 

(5.7.9) 
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jossa muunnosmatriisi 

1x 1 x 1xly 1x I z 

[ L] = ~~x 1yly 1yl z (5.7.10) 

1z 1 x 1zly 1z I z 

on ortogonaa1inen: 

[L]T[L] = [L][L]T = [ I] (5.7.11) 

A1kiot 1 ovat koordinaattiakse1ien va1isten ku1mien kosineja; 
-r -t- -+ -+ 

esimerkiksi 1 = 1 1 = l
1 •J = j•i 1

• 
x 1 y yx 

Jos ehtoihin (5.7.7) 1iittyvia a1ueita merkitaan vastaavasti 

tunnuksi11a 
1

sv ja 
1
st, 

2
sv ja 

2
st seka 

3
sv ja 3st, nai11e patee 

siis 1 s n 1 s = .-~, 1 s u 1 s = s J·ne. v t ~' v t 

Huomautus 2. Miksi esityksessa (5.7.7) saadaan va1ita ku1takin 

rivi1ta vain toinen ehto mutta ei mo1empia? Sarna kysymys heraa 

tietenkin myos esityksen (4.7.4) suhteen. 

Asete1maa voidaan yrittaa se1vittaa seuraava11a ajatuskokee11a . 

Kappale Kappale ..--;1 

(a) (b) 

Kuva 5.7.4 Mekaaninen reunaehtomies. 

(b) Eulerin esitys. 

(a) Lagrangen esitys. 

Kuvitte1emme, etta mei11a on kaytettavissamme reunaehtojen to­

teuttamiseksi va1taisa maara pienia totte1evaisia miehia/naisia, 

jotka ovat asettautuneet kappa1een reunalle sovittuihin paikkoi­

hin. Ku11akin miehe11a on ha11ussaan Lagrangen esityksessa jou­

si (ks. kuva 2.3.4) ja Eu1erin esityksessa vaimennin (ks. kuva 

2.3 . 11), joi11a he voivat o11a vuorovaikutuksessa kappa1een kans -
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sa (kuva 5.7.4). Kuvaan on piirretty selvyyden sailyttamiseksi 

nakyviin tietyssa pisteessa esimerkkina vain yhden paikallisen 

koordinaattiakselin suunnassa toimiva "reunaehtomies". 

Tarkastellaan aluksi kuvan (a) tapausta. Annetaan miehelle 

ensin ohje: Kappaleen siirtyman arvon tulee olla u ,. Mies voi a 
toteuttaa ohjeita vain siirtelemalla jousen paata a'-akselin suun-

nassa. Tassa tapauksessa han tarkkailee samalla jousen kappalet ­

ta koskettavan toisen paan siirtymaa ja on tyytyvainen, kun saa 

sen asettumaan arvoon Mutta selvastikaan han ei pysty sa-

manaikaisesti antamaan jousen venymalle ja siis jousivoimalle mi ­

taan rnielivaltaista etukateen annettua arvoa vaan nama ovat seu­

rauksia ratkaisusta. Annetaan sitten toinen ohje: Kappaleeseen 

vaikuttavan "voiman" arvon tulee olla t ,. Nyt mies tarkkailee 
a 

siirrellessaan jousen paata jousessa olevaa venymamittaria - jo-

ka antaa sopivasti kalibroituna myos jousivoiman arvon - ja on 

tyytyvainen, kun se asettuu vastaamaan annettua lukemaa t , . a 
Mutta selvastikaan han ei pysty samanaikaisesti kontrolloimaan 

jousen toisen paan siirtymaa, vaan sen saama arvo seuraa systee­

min ratkaisusta. 

Kuvan (b) esittamassa tapauksessa askeinen tarkastelu voidaan 

ilmeisestikin toistaa lahes sellaisenaan suorittamalla vain muu­

tokset: jousi ~ vaimennin, venyma ~ venymanopeus. Jousen ja vai­

mentimen ei tarvitse olla lineaarisia. Ajatuskoe onnistuu, kun­

han niita pidetaan mittalaitteina, jotka ilmaisevat yksikasittei­

sesti kutakin venymaa (venymanopeutta) vastaavan voiman. 

Jos Eulerin esityksessa on kysymys reunaehdosta kiintean kont­

rollialueen reunalla, reunaehtomies on ajateltava lisaksi teras­

mieheksi, joka toteuttaa ohjeensa aarettoman nopeasti ja siirtaa 

mittalaitteensa toista paata jatkuvasti takaisin kontrollialueen 

reunalle kiinnittaen sen samalla siina kulloinkin olevaan materi-

aan. 

Esitetty ajatuskoe ei ole loppujen lopuksi niinkaan kaukaa 

haettu. Reunaehtotehtavaa nimitetaan nimittain alan kirjallisuu­

dessa joskus ~~!~~~~~~~~~E~2e!~~~~~~~ (engl. jury problem) 

[4.2, s. 351], jossa siis tiettyjen henkiloiden muodostama joukko 

valvoo oikean ratkaisun toteutumista. 

Todettakoon viela, etta monet kohdassa 4.7.2 jousimallin avul-
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lin avulla esitetyt selittelyt voidaan toistaa tassa korvaamalla 

siirtyma nopeudella. Esimerkiksi kaavan (4.7.12) vastineeksi 

saataisiin kaava {t} = -[c] ({v}-{~}). Tama on konstitutiivinen 

yhteys . Ehto {v} = {~} voidaan jalleen hoitaa sakkomenettelylla 

antamalla [c]:n kasvaa rajatta, jolloin traktiosta {t} tulee ra ­

joitevoima. 

Esimerkkeja ja lisayleistyksia. Kuten on jo korostettu, nesteme­

kaniikan kirjallisuudessa ei anneta kovin yleispatevia ohjeita 

oikeellisten reunaehtojen asettamiseksi. Siten tassakin seloste­

taan vain joidenkin esimerkkitapausten pohjalta syntyvia asetel ­

mia. Naista kaikki eivat mahdu aivan edella esitettyjen ehtojen 

(5.7.1) ja (5.7.2) tai (5.7.7) sisalle. 

~~~~~§~~~~-~~~§§~~~ -~!§~~-~§~~~~~ (engl. solid wall) on luon­
nollisesti kaikkein tavallisin nesteen virtausta rajoittava ~ste . 

Jos seinama otaksutaan jaykaksi ja jos se on lisaksi tarkastelus ­

sa kaytetyn koordinaatiston suhteen paikoillaan, nimitamme sita 

~~~~~§~~~~ -~§~~~~~~~~ (engl. fixed wall). Kuten jo kohdassa 5.1 

on selostettu, seinamien pinnoilla todellisilla nesteilla patee 

(yleensa) ns. ~~~§~~~~~~§~~~ tai tarttumisehto (engl. adherence 

condition) 

1~ 
~ 

(5.7.12) 

eli nesteen ja seinaman toisiaan koskettavilla partikkeleilla on 

sama nopeus. Tavallisin tapaus on kiintea seinama, jolloin sei ­
-+ 

naman nopeus w (~all) on nolla ja takertumisehto saa muodon 

-+ 
v 

Kaavat 

-+ 
0 

(5.7.12) 

(5.7.12') 

-
sisaltyvat siis tapaukseen (5.7.1); 

-+ -+ 
v = w. 

Takertumisehtoa taytyy modifioida tietyissa tapauksissa. Kir ­

joitetaan tama ehto jatkoa varten erikseen ns. !~E!~~Q~§~~~~~ -

muusehtona (engl. no- penetration condition, no-gap condition) 

(5.7.13) 



ja ns. !~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ (engl. no-slip condition) 

On otettu esitys 

eli 

-+ 
v 

-+ 
v = 

-+ -t 
v n + v ] 1 

n yl 

-+ 

-+ 
+ v lk z 

-+ 
v i 1 

xl + V J' I yl 
-+ 

+ v lk z 

5. 7. 9 

(5.7.14) 

(5.7.15) 

(5.7.15 1
) 

-+ 
ja vastaavasti seinarnan nopeudelle w. Indeksit n ja t viittaavat 

norrnaali- ja tangenttikornponentteihin ja koska tarkastellaan ni-
-+ 

menornaan nestetta, positiivinen norrnaalivektorin n suunta on tas-

sa nesteesta ulospain. Kaavojen (5.7.15 1
) rnerkinnat viittaavat 

-+ -+ 
kuvan 5.7.3 esittarnaan tapaukseen, jossa viela i 1 = n. Liukurnat-

tornuusehto (5.7.14) vastaa siis kolrnessa (kahdessa) dirnensiossa 

kahta (yhta) skalaariehtoa. (Huornautettakoon, etta terrnilla 

"no-slip condition" tarkoitetaan kirjallisuudessa usein kyllakin 

jo pelkastaan takerturnisehtoa.) 

K~rjataan viela nakyviin nesteen pintaan vaikuttavaa traktio­
-+ 

tat koskevat kaavojen (5.7.15) vastineet: 

-+ -+ -+ 

} 
t t n + tt ' n 

-+ -+ 
= a + T 

(5.7.16) 

eli 

-+ -+ t -tl -+ 

l 
t t n + + t k 1 

n y I J zl 

t -tl -t -+ 
+ t Jl + t k 1 

xll yl zl ' (5. 7.16 1
) 



-+ 
= 0 i 1 

xl 
-TI 

+ '"[ I I J 
X y 

-+ 
+ '"[ I lk I 

X Z 

5.7.10 

. j 
Naiden viimeisimmat muodot liittyvat kaavojen (3.4.9) ja (3.4.10) 

mukaisiin merkintoihin. Tilanteesta riippuen kaytetaan sopivim­

man tuntuisia muotoja . 
-+ -+ -+ 

Iq~~~~!~~~t~~~ malli ei tunne kitkaa (tt - T = 0) ja taten 

ideaalinesteen ajatellaan liukuvan (engl. slip) taysin vapaasti 

seinaman pintaa pitkin. Liukumattomuusehtoa (5.7.14) ei siis 

voida enaa kayttaa ja jaljelle jaa pelkastaan !~E!~~~~~~~~~Q~~~§­

ehto eli Y~E~~~-!!~~~~!~~~ -~~tQ (engl. free-slip condition) 

(5.7.17) 

joka siis yksinkertaistuu kiintean seinaman tapauksessa viela 

muotoon 

v = 0 . 
n 

(5.7.17 1
) 

Siirtyminen takertumisreunaehdosta pelkastaan lapitunkematto ­

muusehtoon vahentaa reunaehtojen lukumaaraa kolmessa (kahdessa) 

dimensiossa siis kahdella (yhdella) . (Yhtalo (5.7.17) voitaisiin 

tietenkin taydentaa ehdoilla t 1 = T 1 1 = 0, t 1 = T 1 1 = 0 . y X y Z X Z 
Nama kaksi yhtaloa eivat kuitenkaan sano mitaan uutta ideaalines-

teen mallin yhteydessa.) 

Jos kyseessa on huokoinen seinama, jonka lapi voi tapahtua 

nesteen virtausta (engl. seepage, transpiration), tavallinen 

otaksuma on, etta liukumattomuusehto patee makroskooppisena edel ­

leen (vaikkei tama voi olla tarkalleen oikein) ja etta lapitunke­

mattomuusehto korvautuu ehdolla (ks. kohta 6.7) 

( 5. 7 .18) 

jossa qs on pintaan saapuvan tilavuusvirran tiheys (laskettuna 

positiivisena, kun suotovirtaus lahestyy pintaa itse nesteen kan ­

nalta ulkoisen normaalin positiivisesta suunnasta). 

Ns. harvassa kaasussa (engl . rarified gas) kontinuumi -
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teoria ei p~de reunaehtojen k~s~ttelyss~ . Harvalla 

kaasulla tarkoitetaan tapausta, jossa molekyylien keskim~~r~inen 

vapaa matka (engl. mean free path) ei ole en~a pieni tehtavan 

tyypilliseen pituusmittaan verrattuna. On huomattava, etta kes ­

kimaarainen vapaa matka ei ole sama asia kuin molekyylien keski ­

maarainen etaisyys ja viela hyvinkin voimakkaasti harvassa kaa ­

sussa pienessa tilavuusalkiossa on niin paljon molekyyleja, etta 

voidaan operoida kontinuumiteorian kasitteilla kuten tiheys, no ­

peus ja lampotila [4.8, s. 281]. Harvassa kaasussa nesteen ajatel ­

laan liukuvan pitkin seinamaa ja liukumattomuusehto korvataankin 

ns . ~~~~~!~~!!~ (engl. friction law) 

eli 

t I -y 
-c(v -w ) yl yl 

t I = L I 1 = -C ( V I -W 1 ) 
Z X Z Z Z 

(5.7.19) 

(5.7.19 1
) 

Kaavassa (5.7.19) otaksutaan siis, etta traktiovektorin tangent -
-+ tikomponentti tt on verrannollinen nesteen ja seinaman tangenti -

aaliseen nopeuseroon ja on sille vastakkaissuuntainen. Suure c 

on verrannollisuuskerroin, jonka arvoja harvan kaasun tapauksessa 

on esitetty alan kirjallisuudessa. Lapitunkemattomuusehto sailyy 

entisellaan. 

Huomautus 3. Kaava (5.7.19) voitaisiin kirjoittaa yleiseMnin 

muotoon 

(5.7.20) 

eli 

{>} = {:x'y'} 
z I X I z I 

> z l {> } + {: y' } 
z 1 z 1J Z

1 
Z

1 

(5.7.20 1
) 

laylyl 

= ~z'y' 



.. 
• 

5.7.12 

Tapaus (5.7.19) sisaltyy tahan (ay'y' = az'z' = -c, ay'z' = 0, 

az'y' = 0, ~y' = cwy,, ~z' = cwz, ). Esitys (5.7.20) muistut ­

taa selvasti kohdan 4.7 esitysta (4.7.10). 

Kaava (5.7.20) ei valttamatta kuvaa suoranaisesti mitaan fysi­

kaalista ilmiota, mutta paivittamalla suureiden a ja ~ arvoja 

iteratiivisesti (vrt. kohta 4.7.3), voidaan tiettyja ilmioita 

mallittaa. Seuraavassa esitetaan joitakin esimerkkeja. 

~~~~!~~-y~g~~-Y!~~~~~~~~~~ (engl. shallow water flow) ja avo­

~Q~~Y!~~~~~~~~~~ (engl. open channel flow) on esimerkiksi usein 

tapana kirjoittaa seinamien (mm. pohjan) kohdalla naennaisesti 

ehdot (5.7.19), joissa kerroin 

c = (5.7.21) 

Tassa p on tiheys, g putoamiskiihtyvyyden arvo, vt tangentiaali­

nen virtausvauhti (seinaman suhteen) ja c ns. Chezy-kerroin,jon­

ka arvo riippuu paljon olosuhteista. Leikkausjannitysten nah­

daan siis riippuvan itse asiassa neliollisesti nopeudesta ja syn­

tyvaa yhteytta nimitetaankin usein kvadrattiseksi kitkalaiksi. 

S t . ( 2 + 2 ) l/ 2 1" . t . tt uuree vy'' vz' Ja vt = vy, vz, o lSlVa perlaa ees-

sa seinaman kohdalla siis nollia, jos seinama on kuten tavallis ­

ta kiintea. Turbulenttisessa virtauksessa lahelle seinamaa muo­

dostuu kuitenkin yleensa hyvin ohut rajakerros (eri mielessa 

kuln kohdassa 5.1 mainittu rajakerros), jossa keskiarvonopeus 

v. 
'(. 

Kitka­
.,...1 /lain 

,..... ..... 1 ....- ]/ kaytto 

Takertumisehdon kaytto 

Kuva 5.7.5 Reunaehdon 

mallittaminen. 

vasta putoaa voimakkaasti nollaan. 

Kuva 5.7.5 osoittaa kaaviollisesti, 

mita tapahtuu, jos takertumisehtoa 

sovelletaan sellaisenaan jonkin disk­

reetin menetelman yhteydessa. Kaytan­

nossa ei ole yleensa mielekasta pyrkia 

niin tiheaan verkkoon, etta nopeuden 

ym. suureiden kulkua voitaisiin seura­

ta rajakerroksen osalta realistisesti. 

Talloin on parempi soveltca jotain kit­

kalakia, kuten kuva 5.7.5 antaa ymmar­

taa. Kitkalaissa esiintyvat nopeudet 
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voivat liittya esimerkiksi seinamaa lahinna olevaan laskentapis­

teeseen. Yksityiskohtainen, rajakerrokseen kehittyva nopeusja­

kautuma hoidetaan erillisella "laakityksella" kuten ns. seinama­

funktioiden (engl. wall function) kaytolla. Avouomavirtauksessa 

kitkalaissa kaytetyt nopeudet voivat taas olla esimerkiksi joi­

tain uoman poikkileikkauksen suhteen maariteltyja keskinopeuksia. 

g9~!2~~~~-~~~~~!~~~ ei liity varsinaisesti nestemekaniikkaan. 

Esimerkiksi metallien muokkauksen analysoinnissa kaytetaan kui­

tenkin usein Eulerin esitystapaa ja on syyta tarkastella kaavaa 
-+ 

(5.7.20) hieman talta kannalta. Suure von nyt muokattavan mate-

riaalin nopeus ja ~ materiaalin liiketta ohjaavan seinaman nopeus 

(ajatellaan tunnetuksi). Tavanomaista Coulombin kitkalakia so­

veltaen saadaan (t~ < 0) lapitunkemattomuusehto 

= w n 

seka joko liukumattomuusehto 

( 5. 7. 22) 

(5.7.23) 

jolloin ehdon It~ I < ~(-t~) tulee olla lisaksi voimassa tai sit­

ten patee kitkalaki 

(5.7.24) 

-+ -+ 
jos vt ~ wt eli jos tapahtuu liukumista. Tassa ~ on Coulombin 

kitkalain mukainen kitkakerroin. Huomataan, etta yhtalo (5.7.23) 

on aikaisemmin esittamamme terminologian mukaan rajoite ja yhta­

lo (5.7.24) taas esittaa konstitutiivista yhteytta. Kummatkin 

ehdot sisaltyvat muodollisesti tapaukseen (5.7.19), kun asetetaan 

vastaavasti 

tai 

c -+ 00 

c = 
~(-t~) 

l~t-~tl 

(5.7.25) 

( 5. 7. 26) 
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Askeisissa kaavoissa esiintyva miinusmerkki-indeksi liittyy koh­

dassa 5.7.5 esitettyihin merkintoihin. Tassa merkinta tarkoit ­

taa, etta kyseessa olevan suureen arvo on laskettava kappaleen 

sisalta kasin reunalla. Esimerkiksi ehtoon (5.7.23) liittyva 

traktio tt = t~ kun on ulkopuolisen tarkkailijan kannalta aluksi 

tuntematon rajoitevoima. Jos puristusta vaativa ehto (t~ < 0) 

ei ole voimassa, kappale voi irrota seinamasta (tn = 0) ja siis 

ehto (5.7.22) ei myoskaan enaa pade . 

Edella esitetty on tavallaan Coulombin lain isotrooppinen 

muoto, kun esimerkiksi kaavassa (5.7.24) on otaksuttu vektorit 

tt ja vt - ~t yhdensuuntaisiksi. Jos koskettavissa pinnoissa on 

jonkinlaista suuntautuneisuutta, sita voitaneen mallittaa ylei ­

sella esityksella (5.7.20) valitsemalla kertoimet a sopivasti. 

Kappaleiden valiset kitkalait ovat todellisuudessa hyvin mut­

kikkaita ja Coulombin kitkalaki toimi tassa vain eraana esimerk­

kitapauksena. 

Y~E~~-E!~~~ (engl . free surface) tarkoittaa yleensa varsinai ­

sen nesteen ja kaasun tai myos kahden sekoittumattoman varsinai­

sen nesteen valista rajapintaa. Tallaisesta pinnasta on ollut 

jo puhetta kohdassa 5.2 pintajannityksen yhteydessa. Kaytannossa 

tavallisin tapaus on veden ja ilman valinen rajapinta. Vapaan 

pinnan asema on tehtavissa yleensa etukateen tuntematon ja se 

tulee maarittaa osana ratkaisua. 

Varsinaisen nesteen ja kaasun valista vapaata pintaa tarkas­

teltaessa otaksutaan yleensa - jollei mitaan tarkempaa mainita -

etta kaasussa vallitsee tunnettu isotrooppinen jannitystila. 

Taten tutkittavan varsinaisen nesteen vapaalla pinnalla traktiol -

Kaasu 

_+~pa ) 
~~ n 

~ 
~ 

Varsinainen ~ 
neste ~ 

la on arvo 

-+ 
-p n a (5.7.27) 

jossa paine p on annettu (kuva 5.7.6). a 
Tavallisesti p otaksutaan paikan suh­

a 
teen vakioksi. Esimerkiksi laajojen 

vesimassojen liikkeita tarkasteltaessa 

paikallisen ilmanpaineen kaytto on sen 

Kuva 5.7.6 Vapaa pinta. sijaan ymmarrettavasti oleellista. 
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Jos pintajannityksen vaikutus otetaan huomioon, saadaan yhtey­

det (ks. kaava (5.2.45)) 

t - + + c(l + 1 ) + c(l + 1 ) = t - -pa n n Rl R2 Rl R2 
( 5. 7. 28) 

ja 

~ ~ 0 tt = tt - . ( 5. 7. 29) 

Tassa on varauduttu merkinnoissa (ks. kohta 5.7.5) siihen, etta 

alueen reuna voi olla (jos pintajannitys otetaan huomioon) trak­

tion normaalikomponentin eli normaalijannityksen suhteen epa ­

jatkuvuuspinta. Asettamalla kaavassa (5.7.28) C = 0 saadaan ta ­

vanomaisin esitys. 

Esimerkiksi jarvivirtauksissa tuulella on tarkea merkitys. 

Tuulen aiheuttama kitka esitetaan tavallisesti korvaamalla kaava 

(5.7.29) kaavalla (5.7.19), jossa asetetaan yleensa nesteen no­

peus ~ ~ 0 ja suure ~ tarkoittaa nyt tuulen nopeutta heti raja ­

kerroksen ulkopuolella. (Tarkasti ottaen nopeuskentta on jatku-
~+ ~-

va: v = v pinnalla.) Kerroin c esitetaan kaavan (5.7.21) 

tapaisella lausekkeella nyt kuitenkin ohitse virtaavan kaasun 

tilaan liittyen. 

Epastationaarisessa vapaan pinnan probleemassa pinnan asemaa 

paivitetaan tavallisesti pienin aika-askelin. Jos nopeuskentta 

tunnetaan hetkella t, pinnalla olevien partikkelien siirtymat 

6~ ~ ~6t ja pinnan uusi asema hetkella t+6t voidaan maarittaa. 

Stationaarisessa eli pysyvassa vapaan pinnan probleemassa nes ­

teen nopeuskomponentti pinnan normaalin suunnassa haviaa eli 

traktioehdon (5.7.28) lisaksi saadaan samassa suunnassa voimassa 

oleva kinemaattinen ehto (5.7 . 17' ). Tama esityksen (5.7.7) kans ­

sa ristiriidassa oleva tulos selittyy silla, etta vapaan pinnan 

asema on tavanomaiseen tapaukseen verrattuna lisatuntematon, joka 

vaatii lisaehdon. 

Vapaan pinnan probleeman kinematiikkaa on kasitelty lisaksi 

esimerkissa 6.7.1. 



5.7.16 

5.7.3 Termiset reunaehdot 

Perustapaus. 

4.7.3 toistoa. 

T = T 

Kasitte1y on tassa miltei identtisesti kohdan 

Jaetaan tutkittavan a1ueen reuna termisessa mie -

1essa ei paal1ekkaisiin osiin sT 

ja sq' jotka yhdessa muodostavat 

koko reunan S (kuva 5.7.7). 

Reuna11a ST on 1ampoti1a an­

nettu: 

Kuva 5.7.7 Termiset reuna­

ehdot. Reunalla s on 1ampovirran 
q 

tiheys annettu: 

(5.7.31) 

On syyta korostaa, etta samassa reunan pisteessa ei voida an­

taa samanaikaisesti seka 1ampoti1aa etta 1ampovirran tiheytta 

vaan vain jompikumpi. 

tl~2~~~~~@-~ Miksi a1ueen reuna11a voidaan antaa kussakin pis­

teessa esityksen (5.7.30) ja (5.7.31) mukaisesti vain toinen 

suureista T ja qn mutta ei mo1empia? Sarna kysymys koskee tie­

tenkin myos kohdan 4.7.3 esityksia (4.7.14) ja (4.7.15). 

Kehite1laan vastaavanlainen ajatuskoe kuin kohdan 5.7.2 huo­

mautuksessa 2. Kuvan 5.7.8 esittama reunaehtomies on vuorovai ­

kutuksessa tarkasteltavan kappa1een kanssa 

~ mittalaitteen - jota tu1emme nimittamaan 

tassa 1ammonjohtimeksi - va1itykse11a. 

Lammonjohtimen kummankin paan 1ampotila 

voidaan 1ukea ja 1aite on ka1ibroitu siten, 

etta kutakin lampotilaeroa ~T vastaava 

1aitteen lapi ku1keva "lampovirta" q tie-
n 

detaan. (Vrt. jousen paiden siirtymaero = 
Kuva 5.7.8 Terminen venyma => jousivoima.) Lammonjohtimen 

reunaehtomies. toinen paa koskettaa kappa1etta ja ta1la 
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paa11a on siis sama 1ampoti1a kuin kappa1ee11a. Mies voi vaikut ­

taa 1ammonjohtimeen 1ammittama1la tai ky1mentama1la toista paata 

esimerkiksi puha11us1ampu11a tai hii1ihappojaa11a. 

Annetaan miehe11e ensin ohje: Kappa1een 1ampotilan arvon tu1ee 

o11a T. Mies 1ammittaa tai ky1mentaa 1ammonjohtimen toista paata 

ja tarkkai1ee kappaletta koskettavan paan 1ampoti1aa, kunnes saa 

sen asettumaan arvoon T . Kappa1eesta ku1kee ta11oin 1aitteen 

kautta tietty 1ampovirta qn' jonka arvo seuraa ratkaisusta ja 

jota ei voida samanaikaisesti asettaa rnie1iva1taiseen arvoon. 

Annetaan sitten toinen ohje: Lampovirran arvon tu1ee o11a qn. 

Mies 1ammittaa tai ky1mentaa 1ammonjohtimen toista paata ja tark­

kai1ee sama11a 1ampoti1aeroa 6T - joka antaa sopivasti ka1ibroi ­

tuna myos 1ampovirran arvon - ja on tyytyvainen kun se asettuu 

vastaamaan annettua 1ukemaa. Mutta selvastikaan han ei pysty 

samanaikaisesti kontro11oimaan kappa1etta koskettavan paan I ampo ­

ti1aa T, vaan sen saama arvo seuraa systeemin ratkaisusta. 

Y1eistys. Reunalla S va1litsevan ehdon (5.7.31) sijasta voidaan 
q 

kirjoittaa y1eisemmin 

qn =aT+ B , [ (5 . 7.32) 

jossa a ja ~ ovat annettuja vakioita. Taman kaavan kayton suh­

teen viitataan kohtaan 4 . 7.3. Eras sovel1utus on konvektiivinen 

1ammonsiirto vapaa1ta pinnalta. 
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5.7.4 A1kuehdot 

Kohdassa 4.7.4 kasite11yt seikat patevat tassa ana1ogisina. 

Nyt tehtavan maarittelya1ue on kuitenkin paikan suhteen Eu1erin 

esitystavan mukaisesti kontro11ia1ue V, joka voi muuttua ajan 

mukana. Kuvan 4.7.10 vastineeksi voitaisiin saadan kuvan 5 . 7.9 

esittama asete1ma. Kyseessa saattaisi o11a vaikka jarvivirtaus, 

t 

..-------

t = t1 

y 

t = to 

' A s 

jossa kaksidimensioisena kasite1 -

1yn a1taan koko riippuu a1taan 

reunojen ka1tevuuden johdosta va ­

paan pinnan korkeusasemasta ja 

siis myos ajasta . Tava11isin ti -

1anne on kuitenkin se, jossa kant -

ro11ia1ue on paikan suhteen vakio, 

jo11oin kuvan 5.7.9 a1ueen vaipas -

ta tu1ee sy1interipinta kuten ku-

vas sa 4.7.10. 

Koska Eu1erin esityksen 1ahto-

kohtana on normaa1isti nopeuskent-

ta {v}, va11itsevat 1iikeyhta1ot 

Kuva 5.7.9 xyt-avaruus. ovat ajan suhteen ensimmaista ker­

ta1ukua. (Vertaa vastakohtana 

Lagrangen esityksen siirtymakenttaa koskevat 1iikeyhta1ot, jotka 

ovat ajan suhteen toista kerta1ukua.) Taten a1kuehtona ei esiin­

ny enaa suureen a{v}/ a t jakautumaa. 
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5.7.5 Jatkuvuusehdot 

Etenkin elementtimenetelman paloittaisen approksimaatiotavan 

muistaen on tarkeaa tietaa jotain kontinuumin eri suureiden pai ­

kan suhteen mitattujen jatkuvuuksien - tai epajatkuvuuksien -

luonteesta. Elementtimenetelma synnyttaa elementtien rajapin­

noille tiettyjen suureiden arvoihin todellisuudesta poikkeavia 

hyppayksia. Nama epajatkuvuudet antavat itse asiassa eraanlais­

ta tietoa ratkaisuun sisaltyvan virheen suuruudesta. 

Tassa tullaan tarkastelemaan ensin ns. epajatkuvuus- eli hyp-

pyehtoja. Niita sovelletaan sitten jatkossa kuitenkin lahin-

na tapauksissa, joissa ko. ehtoja voidaan ehka paremminkin luon­

nehtia otsikon mukaisesti jatkuvuusehdoiksi. (Huomautettakoon, 

etta termilla jatkuvuusehto tarkoitetaan tassa aivan eri asi~a 

kuin massan sailymisen periaatteesta johtuvaa jatkuvuusyhtaloa.) 

Vallitsevia yhtaloita johdettaessa on edella yleensa otaksuttu 

esiintyvilta suureilta sellaista jatkuvuutta, etta tarvittavat 

matemaattiset manipulaatiot - kuten Gaussin lauseen soveltami­

nen - ovat olleet tavanomaisissa muodoissaan kaytettavissa. 

Esimerkiksi kaasumekaniikan shokkien kasittelyssa nain ei kuiten­

kaan enaa ole asian laita ja me tarvitsemme tassa suhteessa tas­

mennettyja kaavoja. 

Tarkastellaan kuvan 5.7.10 esittamia merkintoja. Pinta L(t) on 

ns. ~E~i~E~~y~~~E!~E~ (engl. discontinuity surface), jonka lapi 

z 

y 
X 

Kuva 5.7.10 Epajatku­

vuuspinta L • 

siirryttaessa ainakin jotkin vallit­

sevien suureiden tai niiden derivaat­

tojen arvot voivat saada hyppayksia. 

Valitaan pinnan toinen puoli positii­

viseksi (ja suunnataan yksikkonormaa­

livektori ~ pinnan talle puolelle) ja 

toinen negatiiviseksi. Merkitaan ko. 

suureiden raja-arvoja pintaa eri puo­

lilta lahestyttaessa vastaavasti 

viitteilla + ja - Kirjallisuudessa 

on usein tapana esittaa tietyn suureen 

f saama arvon muutos eli ~YEEY tai 

hyppays (engl. jump) pinnan lapi 
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siirryttaessa lyhennysmerkinnalla 

[f] + -= f - f . (5.7.33) 

Lihavaa hakasulkumerkkia kaytetaan erottamaan tapaus matriisista 

tai tavallisesta sulkumerkista. Korostettakoon, etta tassa vai­

hees~~ E(t) on yleinen avaruudessa liikkuva tai paikoillaan ole ­

va matemaattinen pinta (vrt. kohta 6.7), joka voi olla tietyissa 

sovellutuksissa tarvittaessa esimerkiksi ainepinta. 

Esimerkiksi lahteessa [5.4] johdetaan mm. seuraavat pinnalla E 

vallitsevat epajatkuvuus - eli~YEEY~~gg~ (engl. jump condition): 

[pu] = o , (5.7.34) 

[t] - [ pU~] = 0 , (5.7.35) 

1 2 -+ -+ 
[pU(e+ 2 v )] - [t ·v-qn] = 0 . (5.7.36) 

Ne saadaan vastaavasti massan sailymisen, liikemaaran taseen ja 

energian taseen periaatteista. Lyhennysmerkinta 

( 5. 7. 37) 

tarkoittaa virtauksen suhteellista normaalinopeutta (merkinta 

(e), esimerkki 3.3.4) tassa epajatkuvuuspinnan E suhteen. Esi­

merkissa 5.7.1 selostetaan hyppyehtojen johtamistapaa. 

Esimerkki 5.7.1 Epajatkuvuuspinta ja Reynoldsin lause. 
Kuva (a) esittaa tietyl Ia hetkel Ia umpinaisen ainepinnan S = s+us- ra ­

jaamaa kontinuumikappaletta, jonka lapi kulkee epajatkuvuuspinta L (vrt. 
kuva 5.7.10). Tarkastel laan taman ainetilavuudesta V erottamia osia cv+ 
ja cv-, joiden reunat muodostuvat vastaavasti ainepinnoista s+ ja s - seka 
pinnoista L+ ja L- . Kuvan esittama jaottelu on tehty otaksuen, etta kysee ­
seen tulevat suureet ovat riittavan sileita osissa cv+ ja cv- niin, etta 
esimerkiksi Gaussin lausetta voidaan soveltaa erikseen niissa. 

Korostettakoon, etta alueet cv+(t) ja CV - (t) eivat ole yleensa ainetila­
vuuksia, koska pinta L(t) ei ole valttamatta ainepinta. Yhdessa ne kuiten ­
kin muodostavat ainetilavuuden V(t) . Taten si is 

J ( ) dV = f ( ) dV + f ( ) dV . 

V(t) cv+(t) cv - (t) 

(a) 



(a) 

Esimerkissa 3.3.4 johdettiin yhtalo (yhta1o (g)) 

d J J af ~ ~ dt fdV = [at+ V•(vf)]dV 

CV(t) CV 
f ( v -w ) fd S n n 

cs 

So v e 1 1 eta a n t a t a e r i k seen a 1 u e i 1 I e C V + ( t ) j a C V - ( t ) : 

~t f fdV = f [~: + V·(~f)]dV + 

cv+( t) cv+ 

- f O•fdS + f (v~-wn)f+dS 
s+ L:+ 

f 0. fd s 
s- f ( v- -w ) f dS 

n n 

5.7.21 

(b) 

(c) 

(d) 

Ensinnakin on huomattava, a1ueiden CV+ ja CV- reunaosat s+ ja S ovat aine- : 
pintoja, joten suhtee11 inen normaa1 inopeus v -w haviaa ni i 11a. Toiseksi 
yhtalon (c) viimeisen integraa1in edessa oleVa 81usmerkki johtuu siita, 
etta kaavassa (b) tunnus n vi ittaa u1koiseen normaa1 i in ja tassa taas ul­
koisen normaalin suunta osal1a L: on maaritelty kuvan (a) mukaisesti eli 
osan cv+ kannalta vastakkaiseen suuntaan. 

Lasketaan yhta1ot (c) ja (d) puol itta in yhteen, jo11oin saadaan tu1os 

~t f fdV 

V(t) 

f [ ~ : + v. ct f ) 1 dv + 

v 

(e) 
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Hissa on kaytetty hyvaksi kaavaa (a) seka si ita puol ittain derivoimalla 
syntyvaa yhteytta 

~t f ( ) dV 

v ( t) 

~ t f ( ) dV + ~ t f ( ) dV 
cv+(t) cv-(t) 

joka voidaan kirjoittaa siis myos muotoon 

~t f ( )dV = ~t f ( )dV + ~t f ( )dV . 

v(t) cv+(t) cv-(t) 

(f) 

(g) 

Ottamalla kayttoon lyhennysmerkinnat (5.7.33) ja (5.7.37) saadaan ~~t~~!q­
~l~-~~~l~~~~~~~~~ (muoto 5) 

~t f fdV 
v ( t) 

J [~~ + v·(~f)]dv -F J [uf] ds 

V E 

(h) 

lama on muodon (3.3.88 1
) yleistys tapaukseen, jossa tutkittavassa al4eessa 

on epajatkuvuuspinta. 
Kasitellaan mallitapauksena hyppyehdon (5.7.34): 

johtamista. Massan sailymisen periaate (3.4.3) on 

~t f pdV = 0 . (j) 

v ( t) 

Sovelletaan taman vasempaan puoleen Reynoldsin lausetta (h) (f- p), jol­
loin saadaan yhtalo 

f [~~ + V·(~p)]dV + f [ pU"] dS 0 . ( k) 

V E 

Taman jalkeen jatketaan samaan henkeen kuin on selostettu kohdassa 5.3 tai 
viela tarkemmin kohdassa 4.3. Otetaan ensin alueen V pienia osa-alueita 
!::.V siten, etta pinta E ei leikkaa niita. Saadaan yhtaloita 

f [ le_ + V • (~p)] dV 
at 

!::.V 
0 ' 

joista si is seuraa tuttu paikal 1 inen jatkuvuusyhtalo (5.3.3): 

( 1 ) 

(m) 

alueessa V-L lalla merkinnalla vi itataan si ihen, etta tarkasti ottaen 
itse epajatkuvuuspinnalla ko. differentiaaliyhtaloa ei voida kirjoittaa. 
Tuloksen (m) huomioonottamisen jalkeen yhtalo (k) jaa muotoon 



5.7.23 

0 . ( n) 

Nyt ajattelemme, etta otammekin alueen V pienia osa-alueita ~V siten, etta 
alueesta E leikkaantuu pienia osa-alueita ~E. Saamme yhtaloita 

f [ pU}l dS = 0 , 

~E 

joista voidaan paatella paikal linen ehto 

koko pinnal Ia E, koska alueet ~E voidaan val ita miel ivaltaisesti. 

(o) 

(p) 

Muut ehdot (5.7.35) ... (5.7.37) voidaan paatella vastaavaan tapaan. On 
mielenki intoista, etta Reynoldsin lauseen muodon (h) avul Ia yleisista peri ­
aatteista saadaan siis johdettua yhdella kertaa seka paikal l iset kenttayh­
talot etta mahdoll iset hyppyehdot. 

Ennen ehtojen (5.7.34) ... (5.7.36) lahempaa tarkastelua on 

syyta todeta, etta ne seuraavat pelkastaan aksioomista eivatka 

voi siten ilmaista itse ko. materiaalin konstitutiivisista omi­

naisuuksista johtuvia tuloksia. Olipa I mika hyvansa kappalees­

sa esiintyva pinta niin tavanomaiset otaksumat ovat nopeuden 

jatkuvuusehto 

I ;;+ ~ ;;- J ( 5 • 7 • 3 8 I 

ja lampotilan jatkuvuusehto 

(5.7.39) 

Nama ovat intuitiivisesti melko uskottavia. Jos toisiaan koske­

villa partikkeleilla olisi eri nopeuden arvot, kontinuumiin tuli­

si rakoja ja akillisia liukumia. Jos toisiaan koskevilla partik­

keleilla olisi eri lampotilat, lampotilan gradientti tulisi 

aarettoman suureksi; samoin siis lampovirran tiheys ja ero tasot­

tuisi heti pois. (Nama selittelyt eivat kuitenkaan ole taysin 

vedenpitavia; ks. huomautus 2.) Ehto (5.7.38) ei tietenkaan 

pade, jos kontinuumiin nimenomaan syntyy "repeamia" kuten esi-
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merkiksi tapahtuu kavitaatiossa . Kontinuumiteoriaa voidaan 

kayttaa edelleen, mutta syntyvat kappaleen uudet rajapinnat tu­

lee ottaa huomioon. 

Ideaalinesteen mallissa ei ole kitkaa ja neste voi liukua 

vapaasti seinamia pitkin . Sarna voi periaatteessa tapahtua myos 

nestekerrosten valilla. Taten ideaalinesteen mallin yhteydessa 

on varauduttava joskus ratkaisuihin, joissa tietyilla epajatku­

vuuspinnoilla lapitunkemattomuusehto 

v~ - ~___..- v~ 
---J --- ...... -++ 

I v 

(5 . 7.40) 

I 
'-+ -v 

Kuva 5.7.11 Lapitunkemattomuusehto. 

on voimassa, mutta liukumattomuusehto 

(5.7.41) 

ei enaa pade. Tassa on siis lainattu merkintoja ja terminolo­

giaa kohdasta 5.7.2. Kappaleen ymparistohan voidaan niin halu­

tessa tulkita kappaleen jatkeeksi ja reunaehdot alkuperaisen 

kappaleen reunalle asetetulla pinnalla L vallitseviksi jatku­

vuus - tai hyppyehdoiksi. Lapitunkemattomuusehto on varustettu 

erityisella havainnollistavalla kuvalla (kuva 5.7.11), josta eh­

don geometrinen merkitys ~.~+ = ~.~- nakyy selvasti. Ehdot 

(5.7.40) ja (5.7.41) yhdessa vastaavat tietenkin ehtoa (5.7.38). 

Rajoitumme jatkossa tarkastelemaan hyppyehtojen (5.7.34) . .. 

(5.7 . 36) saamia muotoja lahinna tapauksissa, joissa mahdollinen 

~E~i~~~~y~~~E!~~~-Y~~yy_j~~~~y~~~!-~!~~E!~~~~~· Tama merkitsee, 
etta jatamme varsinaisten shokkien kasittelyn tassa pois. Tar ­

kastelemme siis mahdollisten aineominaisuuksien hyppaysten vai ­

kutusta. Kahta eri viskositeetin, kimmokertoimen yms. omaavaa 
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aluettahan rajoittaa jatkuvasti ainepinta. 

Jos mahdollinen epajatkuvuuspinta L yhtyy jatkuvasti ainepin­

taan1 merkitsee tama toisin sanoen 1 etta epajatkuvuuspinnan lapi 

ei virtaa ainetta. Taten 

u+ = 0 u = 0 I ( 5. 7. 42) 

eli 

+ 0 0 v w = v - w = . n n I n n 
( 5. 7. 43) 

(Termia wn ei tarvitse tietenkaan varustaa viitteilla + tai -~ 

koska kyseessa on yksi ja sama arvo.) Viela siis v~ = vn ja 

lapitunkemattomuusehto on kaytettavissa. 

Massan sailymisen periaatteesta syntyvan hyppyehdon (5.7.?4): 

p+U+- p U = 0 nahdaan toteutuvan tassa kaavojen (5.7.42) perus­

teella automaattisesti. 

Liikemaaran taseen periaatteesta seuraava hyppyehto (5.7.35): 
~+ ~- + +~+ - -~- ~ t - t - (p u v -p u v ) = u saa siis tassa muodon 

~-
t ( 5. 7. 44) 

Kuva 5.7.12 Traktion jatkuvuusehto. 

Tama tulos on ollut jo esilla hieman eri merkinnoin kaavana 

(3.4.11). Kaavassa (5.7.44) tarkastellaan traktiota siis kahdes­

sa periaatteessa aarettoman laheisissa pinta-alkioissal joilla 

on sama ulkoisen normaalin suunta. Kuva 5.7.12 (b) pyrkii ha­

vainnollistamaan tata. Kuva (a) esittaa taas lahinna aarettoman 

ohuen aineliuskan vakaakappalekuviota 1 jossa kuvaan 3.4.12 ver-
~+ ~(n) ~- ~(-n) 

rattuna t = t 1 -t = t . 
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Energian taseen periaatteesta seuraava hyppyehto (5.7.36) saa 

tassa (U+ = 0, u = 0) ensiksi muodon 

~+ ~+ + ~- ~-
t •v - qn - t •v + qn = 0 • (5.7 . 45) 

Jos lisaksi otaksutaan, etta nopeusvektori on jatkuva (kaava 

(5 . 7.35)) ja otetaan huomioon traktion jatkuvuusehto (5.7.44), 

saadaan tavanomainen muoto 

-~ + ___..- qn 

J 
+ 

( 5. 7. 46) ~-- qn = qn qn I -...._~+ 
I q 

I 
I ~-q 

Kuva 5.7.13 Lampovirran tiheyden jatkuvuusehto. 

Traktiota koskeva tulos (5.7.44): t+ = t- eli~.~+= on 

epatieteellisesti sanottuna seuraava: aarettoman vahan massaa 

omaavaan systeemiin vaikuttavien voimien resultantin tulee havi­

ta, koska muuten systeemi saisi aarettoman kiihtyvyyden. (Katso 

kuitenkin huomautus 2.) Lampovirran tiheytta koskevan tuloksen 
+ - . ~ ~+ ~ ~-

(5.7.45): q = q ell n•q = n•q vastaavanlainen tulkinta on n n 
seuraava: aarettoman vahan massaa omaavaan systeemiin ei voi va -

rastoitua energiaa eli systeemin saaman nettolampotehon tulee 

havita. Huomautettakoon, etta aksioomista ei seuraa mitaan vaa­

timusta lampovuovektorin tangenttikomponentin qt jatkuvuudesta. 

Esimerkki 5.7.2 Paineen epajatkuvuus. Ta rkastellaan kokoonpuristumatonta 
t a sovirtausta (ks. kohta 6.2.2) xy- tasos sa (kuva (a)). _ 

Olkoon mahdollinen epajatkuvuuspinta I: merkintojen yksinkert a istamisek­
si tarkast e ltavassa pisteessa y-akselin suuntainen . Otaksutaa n Stoke sin 
kitkalain pitavan pai kkansa ja etta epajatkuvuudet johtuvat si ita, etta 
vi skositeetil la on eri arvot (~+ ja ~ -) pinnan I: eri puol illa. 

Ota ksutaan nopeus tavanomaisee n tapa a n kaa van (5 . 7.38) mu kais esti ja t­
kuvaksi. Talloin 



- + 
+ -++ " r~/ + 

a .. ,' ..- a 

ly _,: /:/ l / X 

L_ xy 

X 2: 

(a) 

----------- - - - - - ----------------, 
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+ 
v = v 

X X 
+ 

v 
y 

v 
y 

ja s11s derivoimalla y:n suhteen 
(ollaan edel leen pinnalla 2:) 

Clv + Clv 
X X 

Cly Cly 

Clv+ Clv 
_j'_ = _y 
Cly Cly 

(a) 

(b) 

(c) 

Ka a v a ( c ) on to i s i n k i r j o i t e t t u n a 
(ks. merkinnat (3.3.69)) 

( C I ) 

Talla on helposti ymmarrettava merkitys: toisiaan koskettavilla y-akselien 
suuntaisilla vi iva - alkioilla on sama venymanopeus. 

Jatkuvuusyhtalo (5.3.7) antaa kokoonpuristumattomalla nesteel la 

Clv Clv 

dv d d 
X + _j'_ = 0 - + - --

X y Clx Cly 

ja s i is pi nnan 2: er i puo l ill a 

Clv + av+ Clv Clv 
X _1_ = 0 ~+_j'_= 0 --+ 

' Clx Cly Clx Cly 

Naista saadaan yhtalon (c) perusteella viela 

eli 

Clv + 
X 

--= 
Clx 

Clv 
X 

ax 

(d) 

(e) 

(f) 

( f I ) 

x-aksel ia vastaan kohtisuorassa olevaan pinta-alkioon vaikuttavan trak­
tion esitys (3.4. 10) on tassa 

-+ 7 -T 
t=CJI+T J 

x xy 

Ehto (5.7.44) on si is 

+7 + -T 
0 I + T J 

x xy 
--r - 7 

0 I + T J 
x xy 

eli 
+ 

(J (J 
X X 

+ 
Txy T 

xy 

(g) 

(h) 

( i ) 

( j) 



Konstitutiiviset yhteydet ovat (ks. kaavat (5.2.23 1
)) 

cr* = 2JJd , 
y y 

'xy = JJgxy · 

Saadaan (ks. kaava (f 1
)) 

joten yleensa 

+ -
(cr*) * (cr*) 

X X 

( cr*) 
X 

Vastaavast i ( ks. kaava (c 1
)) 

+ + 
( cr*) = 2 JJ ( d ) " , 

y y '-' 

joten samoin yleensa 

( cr*) + * (cr*) 
y y 

(cr*) + 
y 

Koska cr 
X 

-p + cr* kaava ( i) antaa x' 

+ + ( -p + (cr*) = -p + cr*) 
X X 

Kaavan (m) j ohdos ta s i is 

+ 
p * p 

5.7.28 

( k) 

( l ) 

(m) 

( n) 

(o) 

( p) 

( q) 

Tama tulos taval laan tukee sita elementtimenetelman yhteydessa tavanomai­
sinta kaytantoa, etta paineen approksimaatio val itaan kokoonpuristumatto­
massa virtauksessa yleensakin elementtien val i lla epajatkuvaksi. 

~~2~~~~~~-1· Kahden erilajisen nesteen valinen rajapinta on myos 

ainepinta. Mutta tulos (5.7.44) ei pida sisallaan kohdassa 5.2 

kasiteltya pintajannityksesta johtuvaa normaalijannityksen arvon 

hyppya. Miten tama on selitettavissa? 

Yleisia aksioomia kasitellessamme emme ole ottaneet lainkaan 

huomioon ns. E!g~~!!~!2!~~- Voidaan otaksua, etta kontinuumissa 

on ainepintoja, joilla on tietty jakautunut sisaenergian pinta-
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tiheys, entropian pintatiheys jne. Aksioomia sovellettaessa nai ­

den osuudet on talloin otettava myos huomioon. Todellisuudessa 

tallaisilla pinnoilla taytyy tietenkin olla jokin aarellinen pak­

suus, koska esimerki ksi energian esiintyminen vaatii myos mate ­

rian esiintymista. Karkeana esimerkkina voitaisiin ajatella 

massiivista betonista painesailiota, joka on vahvistettu ohuella 

teraskuorella. Ensimmaisena approksimaationa tama kuori voitai ­

siin mallittaa aarettoman ohuena pintana, jossa kuitenkin vaikut ­

taa pinnan suuntaisia aarellisia voimia ja jolla on aarellinen 

maara sisaenergiaa. 

Tavallisin esimerkki pintailmiosta on pintajannitys. Sen syn­

tymisesta vastaavan kerroksen paksuus on kirjallisuuden mukaan 

tyypillisesti luokkaa 10- 6 em. Taten kasittely aarettoman ohuena 

kerroksena on tavanomaisten probleemien yhteydessa erinomai~en 

oikeutettua. 

Tarkastellaan nyt esimerkkina juuri pintajannityksen kasitte­

lya liikemaaran taseen periaatteen yhteydessa. Epajatkuvuuspin­

ctF 

ta L leikkaa tarkasteltavan 

kappaleen pinnan S pitkin 

umpinaista kayraa s (kuva 

5.7.14). Kappaleeseen vai­

kuttaa viiva-alkion ds osuu­

della pintajannityksesta syn­

tyva differentiaalinen voima 

~ ~ ~- ~ ~-
d~· = Ce xn ds =dse xcn 

~ ~ 

= ds xcn . (5.7.47) 

Kuva 5.7.14 Pintajannityksen 

vaikutus. c on pintajannityksen arvo ja 

voiman dF otaksutaan vaikut­

tavan kohdassa 5.2 selostetulla tavalla ko. pisteessa pinnan L 

tangenttitasossa ja kohtisuoraan viiva- alkiota ds vastaan. Epa-

jatkuvuuspinnan yksikkonormaalia on merkitty tassa tunnuksella 

~-, jottei se sekaantuisi kappaleen pinnan s yksikkonormaaliin ~. 

Vektori ~ on kayran s positiiviseen suuntaan osoittava yksikko­

tangenttivektori. 

Liikemaaran taseen periaatetta sovellettaessa kappaleeseen 
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vaikuttavien ulkoisten voimien resultantti (3 . 4.21) tulee siis 

taydentaa pintajannityksista kertyvalla osuudella 

~ J ~ ~- J ~ ~-Fs = Ce xn ds = ds xcn . 
s s 

(5.7.48) 

Jalkimmainen integraali on kirjoitettu valmiiksi siten, etta sii ­

hen voidaan soveltaa helposti yleistettya Stokesin lausetta 

(L . 2.l2) (f: C~-, * : x ). Saadaan 

F = (dS x v) xCn = (nx v) xCndS , ~ J ~ ~ ~ J ~ ~ ~ 
s L L 

jossa on jo luovuttu viitteen - kaytosta. 

lellinen kehittely johtaa lopuksi tulokseen 

F s J 
l l ~ = C(~ + ~)ndS 

L l 2 

( 5. 7. 49) 

Muodon (5 . 7 . 49) huo-

( 5. 7. 50) 

jos c otaksutaan paikan suhteen vakioksi. Lauseke (5.7.49) tai 

(5.7.50) merkitsee, etta esimerkissa 5.7.1 esitetyn tyyppisessa 

johdossa saadaan epajatkuvuuspinnan yli otettu lisaintegraali, 

josta syntyy muutoksia tavanomaiseen hyppyehtoon (5.7.35). 

Huomautettakoon viela, etta kohdassa 5.2 ja tassakin ainoana 

pintailmioesimerkkina olevaa pintajannityksen kasittelya voidaan 

pitaa vain ensimmaisena approksimaationa. Esimerkiksi pinnan 

liikkuessa ei ole mitenkaan valttamatonta, etta pintajannitys­

traktio on kohtisuorassa ko. viiva- alkiota vastaan; pikemminkin 

kyseessa voisi olla kalvojannitystilassa olevan kuoren jannitys ­

jakautuman tapainen asetelma. 

ti~2~~~t~~-~· Tarkastellaan hieman myos tapausta, jossa mahdol ­

linen epajatkuvuuspinta L ei ole ainepinta kuten edella on otak­

suttu, vaan paikoillaan avaruudessa oleva pinta. Tama tapaus 

koskee siis stationaarista virtausta. Talloin epajatkuvuuspin­

nan siirtymanopeus normaalin suunnassa w = 0, jolloin kaavan 
n 

(5.7.37) mukaan U = vn. Esimerkiksi kaavat (5.7 . 34) ja (5.7.35) 

antavat vastaavasti tulokset 

(5.7.51) 
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ja 

~+ ~- ~+ ~ -
t = t + pvn(v -v ) . ( 5. 7. 52) 

Jalkimmaisessa kaavassa pvn = p+v~ = p vn 

Jos tiheys p saa hyppayksen, nopeuden normaalikomponentti v 
n 

ei siis ole kaavan (5 . 7.51) mukaan enaa jatkuva eli v~ ~ v~ 
Tama tulos nayttaisi aluksi olevan ristiriidassa kaavan (5.7.38) 

yhteydessa esitetyn rakojen syntymis -selittelyn kanssa, jota 

voidaan soveltaa yhta hyvin myos kaavaan (5 . 7.40). Nyt kuitenkin 

kasittelemme tapausta, jossa aine virtaa jatkuvasti epajatkuvuus ­

pinnan lapi. Tietylla hetkella + ja - puolella olevilla toisiaan 

koskettavilla partikkeleilla on kylla eri nopeudet, mutta koska 

partikkelit viipyvat tassa asemassa aarettoman lyhyen ajan, pe 

eivat ehdi liikkua niin, etta niiden valille syntyisi rako. Rako 

synt~isi vain, jos samoilla partikkeleilla olisi nopeusero aarel ­

lisen ajan verran. 

Kaavat (5.7.44) ja (5 . 7.52) poikkeavat samoin toisistaan. Ta­

ten edellisen yhteydessa esitetty selittely ei ole aina oikeelli ­

nen. Jos nimittain nopeusvektorilla on stationaarisessa tapauk­

sessa epajatkuvuuspinnan eri puolilla eri arvot ~+ ja ~- , pinnan 

lapi kulkeva partikkeli saa aarettoman lyhyessa ajassa nopeuden 

arvon aarellisen muutoksen ~+ - ~-, joten partikkelin kiihtyvyys 

onkin periaatteessa aareton. (Kaytannossa nain ei tietenkaan 

tapahdu, vaan epajatkuvuuspinta on todellisuudessa tietyn paksuu­

den omaava kerros, joka on kuitenkin syyta mallittaa kasittelyn 

yksinkertaistamiseksi aarettoman ohueksi.) 

Huomautettakoon viela, etta jos yhtalon (5.7.52) johdossa otak­

suttu stationaarinen Finta I on samalla ainepinta, nopeusvekto­

reiden ~+ ja ~- tulee olla pinnan suuntaisia eli v+ = 0, v- = 0 
n n 

ja yhtalon (5.7.52) viimeinen termi haviaa. Taten joudutaan ta-

kaisin ainepinnalle johdettuun yhtaloon (5.7.44) kuten pitaakin. 



5.7.32 



5.8.1 

5.8 Yhteenveto 

Y1eista. Tassa kohdassa kootaan ede11a kasite11yt nestemekanii­

kan tyypi11iset riippuvuudet matemaattise1ta kanna1ta tarkaste1-

tavaksi yhtenaiseksi yhta1osysteemiksi. 

Kuvassa 5.8.1 pa1autetaan vie1a mie1een eraita kaytettyja 

merkintoja. Kyseessa on siis Eu1erin esitystapa. Kasitte1y on 

-+ 
v = 

z 

y 

X 

Kuva 5.8.1 Eraita merkintoja. 

t = t 
\ 

's q 

taysin samanhenkinen kuin kiinteaa ainetta koskevassa vastaavas ­

sa kohdassa 4.8, joten osa kommenteista jatetaan 1iia11isen tois­

ton valttamiseksi pois. 

Kenttayhta1ot. Cauchyn I 1iike1ain mukaiset !!!~~ygt~!2t ovat 

(3 kp1) (5.8.1) 

joissa jannitys on jo jaettu paineosaan ja deviaatio-osaan. 

Cauchyn II 1iike1ain mukaiset yhta1ot i1maisevat E~E!tt~!~t~~ 

!~!~~~~~i~~~!tY~t~~_ygt~~~~E~~g~~- Tama seikka on otettu jo huo­

mioon maaritte1ema11a pystyvektorit {a} ja {a*} vain kuusi a1ki­

ota sisa1taviksi, joten nama yhta1ot on syyta jattaa tassa yhtey-



dessa kirjaamatta. 

~~~~~~~~~y~~~12 on 

(1 kp1) 

5.8.2 

(5.8.2) 

ae T T T p(at + {v} {'V}e) = -{'V} {q}- pdv +{a*} {d}. (1 kp1) (5.8.3) 

Kinematiikka antaa 1isaksi ~!!~~Y~YY~:~2E~~~y~~~Y9~~ 

a av 
{a} = at{v} + [ar]{v} ' (3 kp1) ( 5 • 8 • 4 ) 

(6 kp1) (5.8.5) 

T dv = {'V} {v} • (1 kp1) ( 5 • 8 • 6 ) 

Yhta1ot (5.8.1) ... (5.8.6) perustuvat aksioomiin ja kinematiik­

kaan ja ovat siten taysin y1eispatevia. Ne eivat kuitenkaan 

riita, vaan systeemi on taydennettava ~2~~~!~~~!!~!~!11~-Y~~~y~­

~!11~· Kasitte1emme tassa joitakin esimerkkeja. 

Jannityksen riippuvuus voi o11a mm. muotoa: ~!~~~~~!~~~-~! 1~~­

hta1o y ____ _ 

p = p(p,T) (1 kp1) ( 5 . 8 • 7 ) 

ja 

{a*} = {a*({d},p,T)} , ( 6 kp1) (5.8.8) 

p = RpT (5.8.7') 



5.8.3 

{cr*} = [D*]{d}. 

Tassa riippuvuus tiheydesta ja 1ampoti1asta voi tu11a mukaan 

viskositeetin ~ = ~(p,T) kautta. 

Sisaenergian riippuvuus voi o11a mm. muotoa: ~~!2~!g~g_t!!~g­

hta1o y ____ _ 

e = e(p,T) , (1 kp1) (5.8.9) 

josta esimerkkina differentiaa1inen muoto 

(5.8.9') 

~~l!ll29Y~2g_~!!l212~Y~~~ voi o11a 1amrnonjohtumisen suhteen mm. 

muotoa 

(3 kp1) ( 5. 8. 10) 

josta esimerkkina Fourierin 1ammonjohtumis1aki 

{qc} = -[k]{V}T . (5.8.10') 

On syyta korostaa seuraavaa asete1maa. Eu1erin esityksessa 

varsinaisia ~!!l212~1!1~tt21!1!~-l!l~~tt~i!~ ovat spatiaa1iset paikka­

koordinaatit x, y, z ja aika t. Tehtavan annettuja (kentta-) 

suureita ovat tassa mm. massavoiman intensiteetti {b} seka tie­

tenkin konstitutiivisissa yhteyksissa esiintyvat aineparametrit 

tai funktiomuodot. Kaikki muut suureet kuten p (1 kp1), {cr*}, 

(6 kp1), {a} (3 kp1), p (1 kp1), {v} (3 kp1), e (1 kp1), {q} (3 kp1), 

dv (1 kp1), {d} (6 kp1), T (1 kp1) ovat tuntemattomia, jotka tu1ee 

maarittaa riippumattomien muuttUjien x, y, z ja t funktioina. Tun­

temattomien 1ukumaara on va1innassamme 26 ja kenttayhta1oita 

(5.8.1) ... (5.8.10) on yhteensa samoin 26, joten ainakin tassa suh­

teessa asete1ma on oikee11inen. 

Kohdan 4.8 perustuntemattomia koskeva teksti patee vastaavana 

nytkin. Nestemekaniikassa kaytettyjen formu1aatioiden muodot 

vaihte1evat pa1jon tapauksesta riippuen . Kirjataan tahan vain 

ma11iksi tapaus, jossa perustuntemattomina esiintyva tiheys p, 

nopeus {v}, paine p, 1ampoti1a T ja ominaissisaenergia e; yhteen­

sa siis 7 kp1. Suorittama11a tarvittavat e1iminoinnit sove1taen 



5.8.4 

konstitutiivista yhteytta (5.8.10') saadaan taulukossa 5.8.1 esi­

tetyt yhtalot . 

Taulukko 5.8.1 Kenttayhtaloita 

Liikeyhtalot 

Jatkuvuusyhtalo 

+ 
T 

p{\7} {v} = 0 

Energiayhtalo 

de T T 
p(dt + {v} {V}e) = {V} ([k]{V}T) + pr + 

- p{V}T{v} + ([D*][ddv]{v})T[ddv]{v} 

Kineettinen tilanyhtalo 

p = p(p,T) 

Kalorinen tilanyhtalo 

e = e(p,T) 

Yleisia yhtaloita pyritaan tietenkin yksinkertaistamaan mah­

dollisuuksien mukaan kussakin erikoistapauksessa. Jos prosessi 

voidaan otaksua barotrooppiseksi, paineen lausekkeessa ei ole 

enaa mukana riippuvuutta lampotilasta T: p = p(p) tai p = p(p). 

Talloin voidaan puhtaasti mekaaninen probleema tuntemattomineen 

p, {v}, p ratkaista (mikali riippuvuus ~ = ~(p,T) ei ole oleel­

linen) liikeyhtaloiden, jatkuvuusyhtalon ja paineen tilanyhtalon 

avulla erillisena termisesta probleemasta, joka kasitellaan sit­

ten energiayhtalon ja kalorisen tilanyhtalon avulla. Homogeeni­

sen kokoonpuristumattoman nesteen eli vakiotiheysnesteen tapauk­

sessa tiheys p on tunnettu vakio koko alueessa. Paine on talloin 

rajoitevoima, jonka arvoa ei saada enaa tilanyhtalon avulla. 



5.8.5 

Reuna- ja a1kuehdot. Kuvassa 5.8.1 esiintyvat reunaehdot muodos­

tuvat matriisimerkinnoin ~~~~~~!§!§t~-~~~~~~b99!§t~ 

{v} = {v} (5.8.11) 

{t} = {t} (5.8.12) 

T = T , (5.8.13) 

-
q = q • n n (5.8.14) 

Aksioomien seurauksina saadaan 1isaksi reunaehdoissa tarvit­

tavat t~~~t!9:1~~~!tY§Ybt~Y§ 

{t} = -{n}p + [n){cr*} 

T 
q = {n} {q} • 

n 

( 5. 8. 15) 

(5.8.16) 

Sove1tama11a naita ja aikaisempia kenttayhta1oita sopivasti 

saadaan eri1aisia muotoja. Tau1ukossa 5.8.1 kaytettyja perustun­

temattomien va1intojen vastaavat reunaehdot on esitetty tau1ukos­

sa 5.8.2. 

Tau1ukko 5.8.2 Reunaehtoja 

Mekaaniset ehdot 

{v} = {v} 

Termiset ehdot 



5.8.6 

Ajasta riippuvissa probleemoissa on lisaksi esitettava kohdas ­

sa 5.7.4 selostettuun tapaan ~~~~~h92~ eli mm. tiedot nopeudesta 

{v}, lampotilasta T jne. alkuhetkella alueessa ja sen reunalla. 

Yleistyksia. Edella on kuvattu ns. yksifaasinesteen yhtaloita. 

Nesteseoksen virtauksessa yhtaloita on laajennettava mm. siten, 

etta kullekin seoskomponentille tulee oma jatkuvuusyhtalonsa, 

jossa diffuusion osuus esitetaan tavallisesti eraan konstitutii ­

visen yhteyden, ns. Fickin diffuusiolain avulla. Turbulenttisen 

virtauksen kasittely vaatii esimerkiksi k,s - mallia (ks. kohta 

6.6) sovellettaessa viela omat naita suureita koskevat yhtalonsa 

jne. 

Reunaehtojen taydennyksia voidaan kehitella sijoitusmerkin 

avulla samaan tapaan kuin on selostettu kohdassa 4.8. 



5. 9.1 

5.9 Virtuaalinen teho 

Yleista. Ns. ~~~~~~~!~~~~-~~~~~-~~~~~~~~ (engl. principle of 
virtual power) on virtuaalisen tyon periaatteen tasmallisen 

analoginen vastine Eulerin esitysta koskevana. Kun virtuaalisen 

tyon periaatetta nimitetaan usein myos virtuaalisten siirtymien 

periaatteeksi, virtuaalisen tehon periaate voisi siis olla nimel­

taan myos vaikka virtuaalisten nopeuksien periaate. Melkein 

jokainen rakenteiden mekaniikan oppikirja kasittelee tavalla tai 

toisella virtuaalisen tyon periaatetta. Sen sijaan nestemeka­

niikan klassillisessa kirjallisuudessa termia virtuaalisen tehon 

periaate ei yleensa esiinny. Huomautettakoon viela, etta myos 

elementtimenetelman kirjallisuudessa nakee aika harvoin tata 

nimitysta. Tavallisimmin puhutaan vain suoraan heikosta muodosta. 

Nestemekaniikassa kaytettyj en, elementtimenetelman lahtok.oh­

diksi sopivien heikkojen muotojen kehittely ei ole ilmeisestikaan 

viela taysin kiteytynyt. Eulerin esitykseen liittyvien konvek ­

tiivisten termien kasittely on tuottanut tiettyja ongelmia. 

Naista asioista puhutaan yleisemmin kohdassa 6.8 ja lukijan oli ­

sikin syyta tutustua ko. monisteen osaan jo tassa vaiheessa. 

Virtuaalisen tehon periaate. Johto on aivan samanlainen kuin 

kohdassa 4.9.l,joten osa analogisista kommenteista jatetaan 

liiallisen toiston valttamiseksi pois. Kirjoitetaan liikeyhta­

loiden (5.4.4) tasapainoversiot ja traktio- jannitysyhteydet 

(5.4.24) muotoihin 

V:ssa 

ja 

-+ -+a ~ 
t - t = u s:lla . 

On siis kaytetty lyhennysmerkintoja 

70 
r - ax 

ja 

at ( z) 
+ az 

(5.9.1) 

(5.9.2) 

(5.9.3) 



5.9.2 

(5.9.4) 

Kerrotaan yhtalot (5.9.1) ja (5.9.2) skalaarisesti mielival­

taisella vektorilla ~(x,y,z) = wx(x,y,z)i + wy(x,y,z)j + 

w (x,y,z)k ja integroidaan syntyvat yhtalot vastaavasti maarit ­z 
telyalueittensa v ja s ylitse ja lasketaan nain saadut yhtalot 

viela yhteen, jolloin saadaan yhtalo 

r ~ ~o ~ J ~ ~a ~ Jv(pb+r )·wdV + 
8

(t-t )·wds = o . (5.9.5) 

Koska vektori ~ eli sen komponentit wx, wy ja w
2 

ovat taysin mie ­

livaltaisia, yhtalo (5.9.5) on taysin samanarvoinen yhtaloiden 

(5.9.1) ja (5.9.2) kanssa. 

Yhtalon (5.9.5) voidaan ajatella esittavan tietynlaista paino­

tettua tasapainoyhtaloa koko systeemille funktion ~ toimiessa 

painona. 

Yhtalon (5.9.5) muotoa muutetaan osittaisintegroimalla siten, 

etta jannityksiin kohdistuvat osittaisderivaatat haviavat. Toi­

sin sanoen muunnetaan termi J f0 ·~dV. Kasittely on tasmalleen 

vastaava kuin kohdassa 5.6.1 termiin J f0 ·~dV kohdistettu manipu­

laatio, joten sen askeleen 5 perusteella voidaan kirjoittaa heti 

fv f_a ·~dv 
aw aw aw J ~a ~ J [ 0 

X ____:L + __ z + = s t ·wds + 0 0 
V X ax y ay z az 

aw aw aw aw aw aw 
T (__y + __ z) z X X ~) ] dV. ( 5. 9. 6) + + T (-- + az-) + T (-a- + yz az ay zx ax xy Y 

Taman lausekkeen sijoitus yhtaloon (5.9.5) poistaa termin t 0 ja 

saadaan yhtalo 

J 
~ ~ 

s t ·wds 
aw aw aw r [0 .~ + 0 __y + 0 __ z + 

Jv x ax y ay y az 

aw aw 
+ Txy(ayx + ~) ]dV = 0 . ( 5 . 9 • 7 ) 



5.9.3 

-+ 
Yhtalo (5.9.7) voi saada lisaa havainnollisuutta, jos vektori w 

-+ -+ 
tulkitaan nopeusvektorin v variaatioksi ov: 

(5.9.8) 

eli w = ov , w = ov w = ov Nopeusvektorin variaation kom-x X Y y' Z Z 
ponentteja nimitetaan joskus y!~~~~~!!@!~@!_~2E~~~@!~@! (ks. huo-

mautus 1). 

Havaitaan, etta 

= 

CJW CJW 
_:i._ + _:i._ = C!z C!y 

= 
. . . 

CJV 
X = o ax = odx 

C!(ovy) d ( ov z) 
+ CJZ C!y 

CJV CJV 
0 (__y + z 

C!y ) = C!z 

CJV CJV 
(5.9.9) 0 _:i._ + 0 z = C!z C!y 

ogyz 

Suureet odx, ogyz ovat deformaationopeuskomponenttien (3.3.69) 

variaatioita eli ns. Y!~~~~~!!@!~-g~~2~~~~~!2~2E~~~@!~· Yhteyden 

{d} = [dC!v]{v} perusteella 

Ottaen huomioon merkinnat (5.9.8) ja (5.9.9) yhtalo (5.9.7) 

saadaan siis muotoon 

eli 

eli 

+T og +T og +T ogxyldV = o yz yz zx zx xy (5.9.11) 

( 5. 9. 12) 

(5.9.13) 



5. 9. 4 

Tama on virtuaa1isen tehon periaate eli kontro11ia1ueessa tiety1-

1a hetke11a o1evaan kappa1eeseen vaikuttavien voimien yhteinen 

virtuaa1inen teho on no11a jokaisen virtuaa1isen nopeuskentan 

suhteen. 

Ede11a 

(5.9.14) 

on ko. hetke11a kontro11ia1ueessa o1evaan kappa1eeseen vaikutta­

vien u1koisten voimien virtuaa1inen teho ja 

= _Jrv*J: a1:lctv = -J c a od +a ad + ... ) ctv V XX XX XY XY 

= -J (a ad +a ad +a ad + V X X y y Z z 

+T og +T og +T og )dV 1 

yz yz zx zx xy xy 

( 5. 9. 15) 

on vastaava sisaisten voimien virtuaa1inen teho. Termi {a}To{d} 

on sisaisten voimien miinusmerkkinen virtuaa1inen teho ti1avuut­

ta kohti. Si11e voidaan johtaa kaavan (5.6.12") tapaan myos 

esimerkiksi esitys 

(6.9.16) 

otamme nyt huomioon taydel1isessa 1iikeyhta1ossa (5.4.4) esiin­

tyvan hitausvoimatermin sijoitukse11a 

pb 
co+ -+ 

} 
. - pb - pa .- ' 

-+ 
(5.9.17) 

co+ dV -+ -+-+ = pb - p (-- + v• vv) 
Clt 



5.9.5 

tai 

() dV = p{b} - p(3t{v}+[arJ{v}) 
} (5.9.17') 

p{b} := p{b} - p{a} , 

tai 

{£} := {f } + {fi} . (5.9.17") 

Taten 

(5.9.18) 

jossa siis hitausvoimien virtuaalinen teho 

(5.9.19) 

= 

~~2~~~~~@_!· Olemme kayttaneet merkintaa ~P ja puhuneet virtuaa­

lisesta tehosta. Suureella t P on todellakin tehon dimensio ja 

jos virtuaaliset nopeudet ajatellaan aarettoman pieniksi, merkin­

ta ~P on tietyssa mielessa looginen; tallaista merkintaa ei kyl­

lakaan yleensa kayteta alan kirjallisuudessa. Virtuaalisia no ­

peuksia ei tarvitse kuitenkaan ajatella valttamatta nopeuden 

variaatioiksi (vrt. kohdan 4.9.1 huomautuksessa 2 esitettyihin 

kommentteihin). Ko. tulkinnalla on kuitenkin mm. se etu, etta 

taman kohdan lopussa esitetty variaatioperiaate saadaan virtu­

aalisen tehon periaatteen erikoistapauksena. 

Rajoitteet ja virtuaalinen nopeus. Virtuaalisen tyon periaat­

teen yhteydessa puhuttiin kinemaattisesti luvallisista ja luvat ­

tomista virtuaalisista siirtymista. Tassa voinemme puhua vas ­

taavasti kinemaattisesti luvallisista ja luvattomista virtuaali-



5 . 9.6 

sista nopeuksista ilmeisine sisaltoineen. 
-+ 

Reunaehdot v = v reunalla s merkitsevat, etta vastaavat trak­v 
tiot ovat rajoitevoimia. Niiden mukaantulo yhtaloihin valtetaan 

valitsemalla virtuaaliset nopeudet reunaehtojen suhteen kinemaat -

tisesti luvallisiksi eli ottamalla 

ov = 0 s :lla . v (5.9.20) 

Virtuaalinen tehoyhtalo (5.9.13) saadaan talloin mm. muotoon 

o{v} = {O} s :lla v 

(5.9.21) 

Lisaksi kaavoihin (4.9.25) ... (4.9.28) liittyvat laajennukset pa­

tevat analogisina tassakin. 

Kokoonpuristumattomuus on varsinaisten nesteiden yhteydessa 

tavanomainen perusotaksuma eika niinkaan poikkeus, kuten on asian 

laita kiintean aineen mekaniikassa. Kokoonpuristumattomuusehto on 

Clv Clvv Clv
2 = V·v = axx + ~ + az = o ( 5. 9. 22) 

ja paine esiintyy vastaavasti rajoitevoimana. Taten kokoonpuris ­

tumattomalla nesteella kinemaattisesti luvallisiin virtuaalisiin 

nopeuksiin liittyy vaatimus 

-+ -+ 
od = odx + od + od = o(V·vl v y z 

(5.9.23) 

Jos virtuaaliset nopeudet toteuttavat taman ehdon, paine haviaa 

formulaatiosta. Tama nahdaan lausekkeesta (5.9.16). 



5.9.7 

Eras variaatioperiaate. Tarkastellaan e~~~~§~~-~~~~~!~~~~ - ~~~-

9~~~~~~~-~~§~~~~-~~9~§~~L-~~~~~~E~~~§~~~~~~~~~-~~~~~~§~~· Tal­
laisessa tapauksessa virtuaalisen tehon periaatteesta voidaan 

synnyttaa tietty variaatioperiaate. Askeleet ovat miltei samat 

kuin kohdassa 4.11, kun virtuaalisen tyon periaatteesta johdet­

tiin kimmoisen aineen yhteydessa potentiaalienergian stationaari­

suuden periaate. 

Hitaalla eli EYQ~~~~11~-Y~E~~~~§§11~ (engl. creeping flow) 

tarkoitetaan tapausta, jossa hitausvoimat voidaan jattaa kitka­

voimien rinnalla huomioon ottamatta (Re on pieni). Esimerkkina 

tallaisista tapauksista voitaisiin mainita hitaat maankuoren 

liikkeet kuten Fennoskandian maannousu tai voitelunesteiden liike 

koneenosien valissa. Vaikka ilmio olisi ajasta riippuva, se voi­

daan ratkaista kullakin hetkella puhtaana reuna - arvotehtavana, 

koska ajan suhteen otettuja derivaattoja ei esiinny formulaatios­

sa. Otaksumalla taas kokoonpuristumaton ja siis barotrooppinen 

tapaus paastaan kasittelemaan puhtaasti mekaanista probleemaa. 

Ensinnakin kaavan (4.10.1) vastineena on tassa yhteys (5.2.30) 

eli 

8u; *l 
{a*}= a{~ ( 5. 9. 24) 

jossa dissipaatiofunktion ¢ puolikas (vrt. kaava (4.10.8)) 

( 5. 9. 25) 

Stokesin kitkalain vallitessa. Taten variaatio (vrt. kaava 

(4.10.2)) 

* 8Ua* T T 
o u0 = < 8 { d} ) o { d} = {a* } o { d} . ( 5. 9. 26) 

Virtuaalisen tehon periaate (5.9.21) voidaan kirjoittaa hitaan 

kokoonpuristumattoman virtauksen tapauksessa seuraavasti 



5. 9. 8 

f { t} To { v} dS = 0 ( 5 • 9. 2 7) 
st 

kun rajoitutaan seka alueen sisalla etta sen reunalla kinemaatti ­

sesti luvallisiin virtuaalisiin nopeuksiin: odv = 0 V:ssa, o{v} = 

{O} s :lla. Kaavojen (5.9.25) ja (5.9.26) perusteella funktionaa -v 
lin 

( 5. 9. 28) 

variaatio orr = -tP. (On otaksuttu, etta {b} ja {t} ovat tassa 

{v}:n suhteen vakioita. Tiheys p on kokoonpuristumattomuuden 

takia vakio.) Koska funktionaali on ajateltava nopeuden funkti ­

oksi, on viela korrektimpaa kirjoittaa muoto 

( 5. 9. 29) 

Taten formulaation lahtokohtana voidaan pitaa periaatteessa vari­

aatioperiaatetta orr = 0, jossa IT on lausekkeen (5.9.29) mukainen. 

Kuitenkin luvallisten funktioiden {v} tulee toteuttaa siina pait­

si ehto {v} = {v} sv:lla myos ehto dv = o V:ssa. Jalkimmaisen 

ehdon etukateen toteuttavia luvallisia funktioita on vaikea 

konstruoida kaytannossa. (Tasotapauksessa, jos otetaan virta­

funktio (ks. kohta 6.3) kayttoon, jolloin ehto dv = 0 toteutuu 

identtisesti, funktionaali (5.9.29) on kayttokelpoinen.) 

Luvallisten funktioiden muodostamista hankaloittava kokoonpu­

ristumattomuusehto voidaan kiertaa Lagrangen kertojamenettelyn 

avulla. Koska emme kasittele kertojamenettelya tassa yhteydessa, 

annamme vain lopputuloksen. Syntyy variaatioperiaate 

orr = o , [ ( 5. 9. 30) 

jossa funktionaali 
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(5.9.31) 

Luva11isten funktioiden {v} ei tarvitse enaa toteuttaa etukateen 

ehtoa dv = {V}T{v} = 0, mutta 1isaargumenttifunktiona esiintyy 

nyt paine p. 

~~QID~~t~§-~· Voitaisiin ajate11a, etta variaatioperiaatteen (5.9.30) 

avu11a saataisiin systemaattinen 1ahtokohta synnyttaa diskreetit 

yhta1ot myos ei - hitaan kokoonpuristumattoman virtauksen kasitte -

1yyn. Pidettaisiin 1auseketta (5.9.31) ensin kohdan 4 . 10 huomau­

tuksen 2 henkeen kvasifunktionaa1ina ja suoritettaisiin 1opu~si 

vain sijoitus (5.9.17' ): p{b} := p{b} - p{a}. On osoittautunut, 

etta nain ei kuitenkaan synny hyvaa formu1aatiota, kun konvek -

tion osuus tu1ee o1ee11iseksi. Variaatioperiaate voi kuitenkin 

ohjata meita jonkin ·verran sopivien jaannosmenete1mieri kehitte -

1yissa. Jos k1assi11inen variaat~operiaate on o1emassa, se on 

y1eensa hyva ja luotettava perusta diskreettien yhta1oiden syn­

nyttamise11e. Lisaksi ns. kvadraattisten funktionaa1ien yhtey­

dessa saadun yhta1oryhman kerroinmatriisi on symmetrinen. Taten 

jaannosmenete1mat on syyta pyrkia konstruoimaan siten, etta De 

pa1autuvat sisa11o1taan sam~narvoisiksi variaatioperiaatteiden 

kanssa niissa erikoistapauksissa, joissa ja1kimmaisia on o1emassa. 

Todettakoon esimerkkina, etta erityisesti va1inta o{v} = {0}, 

op ~ 0 tuottaa periaatteesta (5.9.30) yhta1on 

8v 8v 8v 

f op(~ + __y + ---2 )dV = o , v 8x 3y 8z 
( 5. 9. 32) 

johon pa1ataan vie1a kohdassa 5.10. 

Huomautus 3 . Jos potentiaa1ienergian stationaarisuuden periaat -

teen (4.10.24) yhteydessa sove11etaan kokoonpuristumattoman ai ­

neen ma11ia, 1uva11isten siirtymien tu1ee toteuttaa kokoonpuris­

tumattomuusehto. Taman kaytannossa hanka1an asete1man va1ttami -
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seksi voidaan johtaa Lagrangen kertojamenettelyn avulla aivan 

lausekkeen (5.9.31) tyyppinen modifioitu funktionaali, jossa 

paine esiintyy lisaargumenttifunktiona. 
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5.10 Jatkuvuusyhtalon heikko muoto 

Lagrangen ja Eulerin esitystapojen erilaisuuksien seuraukset 

nakyvat erityisen selvina jatkuvuusyhtalon yhteydessa. Lagrangen 

esityksessa esimerkiksi jatkuvuusyhtalo (4.3.6) on muotoa p0 = pJ. 

Jos siirtymakentta ajatellaan annetuksi,J:n arvo tunnetaan ja ky­

seessa on yksinkertainen ~!g~~~~!!!g~g_y~~~!2 tuntemattoman ti-
o heyden maarittamiseksi: p = p /J. Taten kiintean aineen meka-

niikassa kiinnitetaankin ymmarrettavasti harvoin huomiota jatku­

vuusyhtaloon etenkin, kun pienten siirtymien yhteydessa liikeyh­

taloissa tehdaan approksimaatio p ~ p0
. Samoin emme ole siis 

tarvinneet luvussa 4 jatkuvuusyhtalon heikon muodon tarkastelua. 

Eulerin esityksessa esimerkiksi jatkuvuusyhtalo (5.3.3) on 

muotoa 

( 5. 10. 1) 

Kun nopeuskentta ajatellaan annetuksi, kyseessa on nyt kuitenkin 

tiheyden jakautumaa koskeva g!~~~~~g~!~~!!Y~~~!2, joka on luon­

nollisesti hankalampi asia kuin askeinen algebrallinen yhtalo. 

Kokoonpuristumattoman nesteen mallia kaytettaessa jatkuvuusyhta­

lo muuntuu kokoonpuristumattomuusehdoksi 

av avv av
2 = V·~ = axx + ~ + az = 0 • ( 5. 10. 2) 

Talloin (homogeenisen nesteen tapauksessa) p on yksi ja ainoa 

annettu vakio ja differentiaaliyhtaloa (5.10.2) voidaan pitaa 

nopeuskenttaa koskevana kinemaattisena rajoitteena. Voidaan to­

deta, etta nestemekaniikan yhtaloiden formuloinneissa jatkuvuus­

yhtalo (ja sen erikoistapauksena kokoonpuristumattomuusehto) on 

yleensa aina mukana tarkeassa asemassa. 

Kasittelemme tassa ainoastaan kokoonpuristumattomuusehdon 

(5.10.2) heikkoa muotoa. Se on yksinkertaisesti 

( 5. 10. 3) 
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jossa w on sopivan jatkuvuuden omaava testifunktio. Tahan heik­

koon muotoon ei myoskaan liity mitaan vakiintunutta erityister ­

minologiaa. Osittaisintegrointi antaa yhtalon 

J v wds - f v•VwdV = 0 . 
s n V 

( 5. 10 0 4) 

Jalkimmaisella versiolla ei kuitenkaan ole yleensa etuja edelli ­

seen muotoon verrattuna. Todettakoon vain, etta erityinen valin­

ta w = 1 tuottaa fysikaaliselta merkitykseltaan ilmeisen yhtey­

den Jvnds = 0. 

Yhtalo (5.9.32) antaa aiheen tulkita jatkuvuusyhtalon testi ­

funktio sovellutuksissa paineen variaatioksi: w = op. Tulkinta 

helpottaa jarkevan diskretoimistavan valintaa. Heikko muoto 

(5.10.3) voidaan kirjoittaa talloin vaikka seuraavasti: 

(5.10.5) 



5.11.1 

5.11 Energiayhta1on heikko muoto 

Energiayhta1o on rakentee1taan tyypi11inen ns. konvektio ­

diffuusioyhta1o . Naiden heikkoja muotoja kasite11aan kohdassa 

6 • 8 • 3 • 
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6 SEKALAISTA 

Tahan lukuun on keratty tiettyja sekalaisia aiheita, jotka 

taydentavat aikaisempaa esitysta. Paapaino on nestemekaniikan 

puolella. 

6.1 Kiintean aineen mekaniikan erikoistapauksia 

6.1.1 Yleista 

Kiintean aineen mekaniikkaa on kasitelty luvuissa 3 ja 4 la­

hinna yleisessa kolmidimensioisessa tapauksessa. Kaytannossa 

tehdaan usein sopivia yksinkertaistavia otaksumia, jonka jalkeen 

saadaan mm. kuvassa 4.1.1 esitettyja rakennetyyppeja koskevia 

yleisten yhtaloiden erityismuotoja. Tassa ei pyrita perusteelli­

seen kasittelyyn; tarkoituksena on vain antaa kohtuullinen kuva 

yhtaloiden syntymistavasta. Esimerkiksi lahteissa [4.4], [4.6], 

[6.1], [6.2] ja [6.3] on tahan aihepiiriin liittyvia esityksia. 

Rajoitutaan pienten siirtymien teoriaan. Sovelletaan luonnol­

lisesti edelleen Lagrangen esitystapaa, mutta suoritetaan nyt 

tunnusten suhteen mm. muutokset a ~ x, b ~ y, c ~ z, ua ~ u, 

ub ~ v, uc ~ w, dV0 ~ dV, dS 0 ~ dS, jotta paastaisiin vahitellen 

lahelle rakenteiden mekaniikan tavanomaista merkintakaytantoa. 

Jos lukija on selvittanyt itselleen Lagrangen ja Eulerin esitys­

tapojen sisallon, ko. merkinnallisen askeleen suorittamisen ei 

pitaisi aiheuttaa tassa vaiheessa enaa ongelmia. 

sauva- ja pintarakenteiden yhteydessa kasitellaan jannitysten 

sijasta usein ns. j~QQ!tY~~~~~!t~Qtt~j~ (engl. stress resultant). 

Ne ovat tiettyja jannityskomponenteista kertyvia - sauvalla sen 

poikkileikkauspinnan yli otettuja ja pintarakenteella sen paksuu­

den yli otettuja - integraaleja. Jannitysresultantteja nimite­

taan joskus myos Y!~!~t~tY!~~!_j~QQ!tY~~!~~! (engl. generalized 

stress). 

Kuva 6.1.1 esittaa sauvarakenteisiin liittyiva kasitteita. 

§~~y~ (engl. bar) on tassa yleisnimi rakenteellisesti toimivalle 

hoikalle (engl. slender) kappaleelle. Tyypillisesti kunkin sau­

van pisteen kautta voidaan asettaa aina ainakin yksi taso, jonka 



(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

= r;, /
~ I 

I 

N on normaalivoima (engl. normal force, axial force) 

QY ja Qz ovat leikkausvoimia (engl. shearing force) 

Mt on vaantomomentti (engl. twisting moment, torque) 

6 .1. 2 

M ja M ovat taivutusmomentteja (engl. bending moment) 
y z 

Kuva 6.1.1 (a) Sauva. (b) Paikallinen karteesinen suorakulmainen 

koordinaatisto ja vastaavat jannitysresultantit. (c) Jannitysre­

sultanttien lausekkeet. (d) Nimityksia. 
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sauvasta leikkaama alue on sauvan kokonaismittoihin verrattuna 

pieni. Luonnossa esiintyvia esimerkkeja ovat puiden rungot ja 

oksat, janteet, hamahakin seitit jne. Sauvan pituussuuntaa seu­

raavaa referenssiviivaa nimitetaan sauvan ~~§~±~~§~ (engl. axis). 

Sauvateorian otaksumien jalkeen todellisuudessa kolmidimensioi ­

sen rakenteen matemaattiseksi malliksi tulee itse asiassa tie­

tyin ominaisuuksin varustettu referenssiviiva eli akseli. Sen 

asema voidaan ilmaista kuvan (a) esittamaan tapaan yhden riippu­

mattoman muuttujan eli ns. kayraparametrin ~ avulla. Kaytannos­

sa akselia pitkin mitattu kaarenpituus s on fysikaalisesti ha ­

vainnollisin parametri. 

Kussakin akselin pisteessa akselia vastaan kohtisuoraan ase ­

tettu taso leikkaa sauvasta tasoalueen, jota nimitetaan sauvan 

E2~~~~±~~~~~~§E~~~~~§~ (engl. cross-section). Tavallisesti py­

ritaan siihen, etta sauvan akseli kulkee poikkileikkausten pin­

takeskioiden kautta. Ajatellaan sauva leikatuksi tietyn poikki­

leikkauksen kohdalta kahteen osaan ja tarkastellaan niista tois­

ta. Kuvassa (b) on esitetty sen osan poikkileikkauspinta, jon­

ka ulkoisen normaalin suunta (x-akselin suunta) yhtyy valitun 

kaarenpituuden s positiiviseen kasvusuuntaan. Poikkileikkaus­

pintaan asetetaan kuvan esittamalla tavalla paikallinen kartee­

sinen suorakulmainen koordinaatisto xyz. Sauvan toinen osa vai ­

kuttaa poikkileikkauspintaan voimasysteemilla, joka ajatellaan 

redusoiduksi valitun koordinaatiston origon suhteen. Saadaan 

redusoimistulos 

~ ~ ~ ~ 
t· = Nl + Q J + Q k y z 

~ ~ ~ ~ 

M = Mtl + M J + M k y z . } ( 6 . 1 . 1 ) 

Resultoivan voiman ja momentin komponentit ovat sauvateoriassa 

kaytettyja jannitysresultantteja. (Joskus puhutaan myos leik­

kaussuureista tai rasituksista.) Ne kertyvat poikkileikkauspin­

nassa vaikuttavista - etukateen viela tuntemattomista - janni­

tyskomponenteista ax, Txy ja Txz kuvan (c) esittamien ilmeisten 

kaavojen mukaisesti. Integroinnit suoritetaan poikkileikkaus­

pinnan yli. Kuvassa (d) on esitetty tavanomaisia kaytettyja 
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nimityksia. Jannitysresu1tantit on piirretty kuvaan (b) samoin 

tavanomaisten positiivisten merkkisopimusten mukaisesti. Jos 

poikkileikkauksen ulkoisen normaalin suunta yhtyy s:n negatiivi­

seen suuntaan, jannitysresultanttien positiiviset suunnat vaih­

tuvat samoin. 

Sen mukaan miten sauva on paaasiassa kuormitettu, minka muo­

toinen se on ja mika on sen rakenne, siita kaytetaan mm. seuraa­

via erityisnimityksia: 

~!Y~!~~~y~ (engl. pin-jointed bar) eli veto- tai puristussau­

va tai vain lyhyesti sauva on suora, paaasiassa akselinsa suun­

nassa kuormitettu, tavallisimmin ristikoissa kaytetty rakenne­

osa. Oleellinen jannitysresultantti on normaalivoima N eli sau­

vavoima s. 
r~!~~! (engl. beam) on suorahko sauva, joka on kuormitettu 

paaasiassa akseliaan vastaan kohtisuorassa suunnassa. Lisaksi 

palkki esiintyy rakenteissa yleensa vaakasuorassa asennossa. 

Palkin oleelliset jannitysresultantit ovat M , M , Q ja Q . y z y z 
~~~~! (engl. arch) on taysin yleista tyyppia oleva sauva, 

jonka akseli on kayra ja jonka erikoistapauksina saadaan mm. 

nivelsauva ja palkki. Kaikki kuvassa 6.1.1 (b) esitetyt janni­

tysresultantit ovat yleensa oleellisia suureita. Kaaren suun­

nittelussa pyritaan kuitenkin normaalisti lahelle tilannetta, 

jossa kaari ottaisi kuormituksen vastaan pelkastaan jannitysre­

sultantin N avulla. 

~2Y~! (engl. rope, cable) eli!~~~~ (engl. string). Taipui­

san rakenteensa johdosta koysi pystyy vastaanottamaan vain nor­

maalivoiman N eli koysivoiman s ja senkin vain vetavana. Koyden 

ottama muoto riippuu voimakkaasti ulkoisesta kuormituksesta 

paitsi jos koydessa on huomattava esikiristys. 

Muita vastaavia nimityksia ovat mm. E!!~~! (engl. column), 

~~h~~~~y~ (engl. beam-column), ~~~~!! (engl. shaft) jne. 

Kuva 6.1.2 on kuvan 6.1.1 vastine pintarakenteita koskevana. 

r!~~~~~~~~~~ (saks. F1achentragwerk, n.) on tassa yleisnimi 

rakenteel1isesti toimival1e kappalee1le, jossa tyypi1lisesti 

kunkin pisteen kautta voidaan asettaa aina ainakin yksi suora 

(vastaava suunta on rakenteen paksuussuunta), jonka kappa1eesta 

leikkaama osuus (= kuoren paksuus h) on kappaleen kokonaismit-



(a) 

z 

y 

X 

1_ 
h ;r=: r 

(b) 
dy 

xy 

N = Jcrxdz N = Jcrydz Nxy = J-r dz X ' y ' xy 

'Q = J-r dz Qy = J-ry2 dz X xz 

'M = Jcrxzdz ' M = Jcryzdz Mxy = J-rxyzdz X y ' 

(c) 

N ja N ovat normaalivoimia 
X y 

Nxy ja Nyx ovat leikkausvoimia 

Qx ja Qy ovat leikkausvoimia 

M ja M ovat taivutusmomentteja 
X y 

Mxy ja Myx ovat vaantomomentteja 

(d) 

N = yx 

' Myx 

6 .1. 5 

N 
y 

... ~ 
M yx 

( -r dz 
J yx 

= J-ryxzdz 

Kuva 6.1.2 (a) Pintarakenne. (b) Paikallinen karteesinen suorakul­

mainen koordinaatisto ja vastaavat jannitysresultantit . (c) Jan­

nitysresultanttien lausekkeet. (d) Nimityksia. 
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toihin verrattuna pieni. Luonnossa esiintyvia esimerkkeja ovat 

munankuoret, kasvien lehdet, kudoskalvot jne. Pintarakennet ­

ta seuraileva referenssipinta valitaan tavallisesti raken­

teen ~~§~!E!99~~§i (engl. middle surface). Sen asema maaraytyy 

periaatteessa seuraavasti . Rakenteen sisalle ajatellaan kons ­

truoiduksi suuri joukko pallopintoja siten, etta kukin pallo 

sivuaa rakenteen vastakkaisia ulkopintoja. Keskipinta kulkee 

naiden pallojen keskipisteiden kautta. Kuoren paksuus h tietys ­

sa keskipinnan pisteessa on ko. pallon halkaisija. Pintaraken­

teille kaytettyjen otaksumien jalkeen todellisuudessa kolmidi ­

mensioisen rakenteen matemaattiseksi malliksi tulee itse asias ­

sa tietyin ominaisuuksin varustettu referenssipinta eli tavalli ­

simmin juuri keskipinta. Sen asema voidaan ilmaista kuvan (a) 

esittamaan tapaan kahden riippumattoman muuttujan eli ns. pinta ­

parametrien s ja ~ avulla. 

Ajatellaan kuhunkin keskipinnan pisteeseen asetetuksi paikal­

linen karteesinen suorakulmainen koordinaatisto xyz, jonka z-ak­

selin suunta yhtyy valittuun pinnan positiivisen puolen maarit~ 

tamaan ulkoisen normaalin suuntaan. x - ja y-akselit ovat siis 

pinnan tangenttitasossa. 

Ajatellaan pintarakenne leikatuksi tasoilla x = 0 ja y = 0 

kahteen osaan ja tarkastellaan niihin rakenteen poikkileikkaus­

pintoihin vaikuttavia voimasysteemeita, joiden ulkoiset normaa­

lit yhtyvat positiivisten x - ja y-akselien suuntiin (kuva (b)). 

Tarkastellaan suorakulmaisia, kokoja h xdy ja h xdx olevia poik­

kileikkauspintoja ja ajatellaan vastaavat voimasysteemit redu­

soiduiksi naiden pintakeskioihin. Saadaan vastaavasti redusoi­

mistulokset 

F -7 --t ,+ 
= (N l+N J+Q k)dy 

X XY X 

-7 -7 --t 
M = ( - M l+M J)dy xy x l (6.1.2) 

seka 

-7 -7 -7 -7 

F = (Nyx i+Nyj+Qyk)dx 

-7 -7 -t 
M = ( - Myl+MyxJ)dx ) (6 . 1.3) 
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Resultoivan voiman ja momentin komponentit jaettuina viela vas ­

taavilla pituuksilla dy ja dx eli siis suureet Nx, Nxy jne . ovat 

pintarakenteiden yhteydessa tavallisimmin kaytettyja jannitys ­

resultantteja. Ne kertyvat poikkileikkauspinnoissa x = 0 ja 

y = 0 vaikuttavista - etukateen viela tuntemattomista - janni­

tyskomponenteista crx, Txy' Txz ja cry, Tyx' Tyz kuvan (c) esitta­

mien ilmeisten kaavojen mukaisesti. Kuvassa (d) on esitetty 

tavanomaisia kaytettyja nimityksia. Jannitysresultantit on piir ­

retty kuvaan (b) samoin tavanomaisten positiivisten merkkisopi ­

musten ulkoisten normaalien suunnat yhtyvat x:n tai y:n negatii­

visiin suuntiin, jannitysresultanttien positiiviset suunnat muut ­

tuvat vastakkaisiksi. 

~~Q~~~~~~ -l· Kuvaan 6.1.2 liittyvat kaavat ja merkinnat vaativat 

tiettyja lisakommentteja. Koska kuoren paksuus h on aarellinen 

suure ja viiva- alkiot dx ja dy on ajateltava differentiaalisik­

si, kuvan (b) piirrokset ovat tietenkin mittasuhteiltaan taysin 

vaaristyneita. Tahan liittyen myos kuvan (c) kaavat ovat vain 

tiettyja approksimaatioita (toisin aika yleisesti kaytettyja), 

kun pintarakenteen keskipinnalla on kaarevuutta. Kuvassa (b) 

esitetyt suorakulmaiset pinta-alkiot ovatkin talloin tarkemmin 

ottaen muodoltaan kiilamaisia. Esimerkiksi normaalivoiman Nx 

tasmallinen lauseke tulee olemaan 

R+z dz 
R 

jossa R on pinnan kaarevuussade y-suunnassa. Jos z << R, 

(6 . 1.4) 

1 + z/R ~ 1 ja kuvan (c) esittama kaava on hyva approksimaatio. 

Samoin kuvan (c) kaavoista seuraisivat yhtalot Nyx = Nxy ja 

M = M , koska kontinuumilla patee aina yhteys T = T yx xy yx xy 
Tarkennettujen kaavojen alaisina nama kaksi yhtaloa eivat toteudu 

tasmallisesti paitsi tasopinnan yhteydessa tai kun kaarevuussateet 

x- ja y-suunnissa sattuvat olemaan yhta suuria. 

Miksi kuvan (b) esittamissa jannitysresultanteissa ei esiinny 

pinnan normaalin suuntaisia momenttikomponentteja? Ne syntyisi -

va"t reunalla x = 0 ( 0) ·.. · t k t · ( ) t · y = Jannl ys omponen 1n crx cry y - suun al -

sen (x- suuntaisen) muutoksen johdosta. Mutta koska kyseessa 
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ovat aarettoman lyhyet etaisyydet, ko. momentit katoavat. 

Huomattakoon, etta kuvan (d) mukaiset, pintarakenteiden yh­

teydessa tavanomaiset merkinnat ja nimitykset ovat selvassa ris­

tiriidassa kuvan 6.1.1 (d) vastaavien merkintojen ja nimitysten 

kanssa. Esimerkiksi 

y-akselin suuntainen 

Lisaksi niilla on eri 

nimisilla suureilla. 

pintarakenteen taivutusmomentti My ei ole 

eika leikkausvoima Q y-akselin suuntainen. 
y 

dimensiot kuin sauvarakenteiden vastaavan-

Oikeastaan pintarakenteilla pitaisi puhua 

normaalivoimasta pituutta kohti jne. 

Sen mukaan miten pintarakenne on paaasiassa kuormitettu, min­

ka muotoinen se on ja mika on sen rakenne, siita kaytetaan mm. 

seuraavia erityisnimityksia: 

~~yy (engl. plate, stretched plate, disk) on pintarakenne, 

jonka keskipinta on taso ja joka on kuormitettu paaasiassa kes­

kitasonsa suuntaisesti. Oleelliset jannitysresultantit ovat 

N N ·aN = N x' y J xy yx Levy on lahinna nivelsauvan kaksidimensi-

oinen laajennus. 

~~~~~~ (engl. plate, plate in bending) on pintarakenne, jonka 

keskipinta on taso ja joka on kuormitettu paaasiassa keskitaso­

aan vastaan kohtisuorassa suunnassa. Oleelliset jannitysresul­

tantit ovat M M M = M Q J·a Q Laatta on palkin kak-x' y' xy yx' x y· 
sidimensioinen laajennus. 

~~9~! (engl. shell) on taysin yleista tyyppia oleva pintara­

kenne, jonka keskipinta on kaareva ja jonka erikoistapauksina 

saadaan mm. levy ja laatta. Kaikki kuvassa 6.1.2 (b) esitetyt 

jannitysresultantit ovat yleensa oleellisia suureita. Kuoren 

suunnittelussa pyritaan kuitenkin normaalisti lahelle tilannet­

ta, jossa kuori ottaisi kuormituksen vastaan pelkastaan jannitys­

resultanttiensa Nx, NY, Nxy ja Nyx avulla. Jos tama asetelma on 

voimassa, kuoren sanotaan olevan kalvotilassa. Kuori on kaaren 

kaksidimensioinen laajennus. 

~~±Y9 (engl. membrane). Taipuisan rakenteensa johdosta kalvo 

pystyy vastaanottamaan vain jannitysresultantit Nx, NY ja Nxy = 
N Lisaksi normaalikomponenttien N ja N tulee olla vetavia yx x y 
olivatpa suunnat x ja y valitut miten hyvansa. Kalvon ottama 

muoto riippuu voimakkaasti ulkoisesta kuormituksesta paitsi, jos 

kalvossa on huomattava esikiristys. Kalvo on koyden kaksidimen-
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sioinen laajennus. 

Edella on selostettu eri rakenteiden yhteydessa kaytossa ole­

via jannitysresultantteja eli yleistettyja jannityksia. Mitka 

ovat sitten vastaavat muodonmuutos- tai venymasuureet eli kon­

jugaattiset (ks. kohta 4.6.2) Yb~!§t~tYt_y~~~~t (engl. general­

ized strain)? Tahan kysymykseen saadaan vastaus lahtemalla 

liikkeelle kolmidimensioista kontinuumia koskevasta virtuaali­

sesta tyoyhtalosta -~w = o (ks. kaava (4.9.24)) eli tassa 

J {t}To{u}dS = o . 
st 

( 6 . 1 . 5 ) 

Kun siina otetaan huomioon aina eri tapauksissa kaytetyt otaksu­

mat yms., paadytaan esimerkiksi tasopintarakenteilla vastaavasti 

yhteyksiin 

J {a}To{s}dV - f {a}To{s}dA 

v A 

J {f}To{u}dV - J {f}To{u}dA ( 6 . 1 . 6 ) 

v A 

J {t}To{u}ds - J {t}To{u}ds 

st st 

Naissa esiintyy yhtasuuruusmerkin sijasta vastaavuusmerkki =, 
koska kaytetyilla tunnuksilla taytyy olla eri merkitykset yhta­

loiden eri puolilla; toisin sanoen ei haluta ottaa enaa kayttoon 

uusia matriisitunnuksia. Vasemmilla puolilla {a} ja {s} liitty­

vat varsinaisiin jannityksiin ja venymiin ja oikeilla puolilla 

taas yleistettyihin jannityksiin ja venymiin. Merkinnat dA ja 

ds viittaavat taso- ja viiva-alkioihin. Itse asiassa kay niin, 

etta yleistetyt venymat valitaankin ensin ja konjugaattiset 

yleistetyt jannitykset syntyvat seurauksina. Tama tulee kaymaan 

esille mm. kohdissa 6.1.5 ... 6.1.10 esitetyista tarkasteluista. 

Vastaavasti selviavat myos konjugaattisten suureiden {u}, {f} ja 

{u}, {t} uudet merkitykset. 
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Potentiaalienergian lausekkeet saadaan kimmoiselle rakenteel ­

le niin tarvittaessa samoin suoraan kohdan 4.10 yleisista kaa ­

voista tulkitsemalla vain merkinnat {u}, {s } jne. rakennetyypil ­

le virtuaalisen tyoyhtalon ilmaisemalla tavalla; ks. esimerkki 

6.1.1. 

Kuten edella on useasti korostettu, tasapainoyhtaloita seka 

traktio- jannitysyhteyksia ei enaa tarvita virtuaalista tyoyhta ­

loa sovellettaessa. Nailla yhtaloilla on kuitenkin eri rakenne­

tyyppien yhteydessa oma mielenkiintonsa, joten nekin tullaan 

usein esittamaan jatkossa lyhyesti kuitenkin yleensa ilman joh­

toja. 

Tarkastellaan tahan liittyen viela taulukkoa 6.1.1 . Se selos ­

taa yhteenvedonomaisesti virtuaalisen tyon periaatteen soveltami­

seen liittyvia piirteita. Kirjallisuudessa ehka tavallisimmin 

esiintyva tasapainoyhtaloiden ja traktio- jannitysyhteyksien joh­

tamistapa on differentiaaligeometrinen: muodostetaan sopivien 

differentiaalisten rakennealkioiden vapaakappalekuvioiden avulla 

tarvittavat yhtalot . Kasittely on aivan vastaava kuin kolmidi­

mensioisessa tapauksessa (ks. esimerkiksi kuvaan 4.4.2 liittyva 

johto); nyt vain alkion kaikki mitat eivat ole differentiaalisia. 

Esimerkissa 6.1.1 annetaan yksinkertainen nayte tasta kasittely­

tavasta. Nain saadaan siis taulukon 6.1.1 alimmassa rivissa esi­

tetty asetelma (V'-muoto). Mutta on olemassa myos toinen johto­

mahdollisuus, joka on automaattinen seuraus yleisesta virtuaali ­

sesta tyoyhtalost~. Talloin taulukon alimpaan riviin paadytaan 

kulkemalla taulukon esittamat askeleet ylhaalta alaspain viela 

kohdan "H'-muoto" alapuolelle. Tasta versiosta annetaan samoin 

nayte esimerkin 6.1.1 yhteydessa. (Itse asiassa tama jalkimmai­

nen tapa on differentiaaligeometrista tapaa huomattavasti syste ­

maattisempi ja turvallisempi kun kyseessa ovat mutkikkaat raken­

netyypit.) Todettakoon viela, etta tiettya rakennetyyppia kos ­

keva virtuaalinen tyoyhtalo voidaan ymmarrettavasti johtaa myos 

kulkemalla taulukkoa alhaalta ylospain; "V'H'-askel". Tasta oli 

sovellutus jo esimerkissa 4.9 . 1. Kaytetyt merkinnat viittaavat 

seuraavaan: V = ~ahva, H = heikko, ( )' = rakenne kolmidimensi­

oisen kontinuumin vastakohtana . 

Kasittelyt suoritetaan lahinna staattisessa tapauksessa. 
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Tau1ukko 6.1.1 Virtuaa1isen tyon periaate ja rakenteet. 

0 
~ 
0 
~ 
E 
I 
> 

0 
~ 
0 
~ 
E 
I -
~ 

0 
~ 
0 
~ 
E 
I -> 

Ko1midimensioisen konti­

nuumin tasapainoyhtalot 

ja traktio- jannitysyhtey­

det 

Painofunktioi11a manipu-

1ointi ja osittais ­

integrointi 

Ko1midimensioisen konti ­

nuumin virtuaa1inen 

tyoyhta1o 

Tiettyyn rakennetyyppiin 

1iittyvat kinemaattiset 

ja dynaamiset otaksumat 

Rakennetyypin virtu­

aa1inen tyoyhta1o 

Osittaisintegrointi 

Rakennetyypin tasa­

painoyhta1ot ja trak­

tio-jannitysyhteydet 

0 
~ 
0 
~ 
E 
I 

Naita yhta1oita on se -

1ostettu kohdassa 4 . 4 

Tata vaihetta on se1os ­

tettu kohdassa 4.9.1 

Tama muoto sopii ko1mi ­

dimensioisen kontinuumin 

ana1ysoimiseksi e1ement ­

timenete1man avu11a 

Tata vaihetta on se1os ­

tettu mm . kohdissa 

6.1.2 ... 6.1.10 

Tama muoto sopii raken­

netyypin ana1ysoimiseksi 

e1ementtimenete1man 

~ avu11a 

-> 

0 
~ 
0 
~ 
E 
I 

> 

H'V' - aske1ta on se1os ­

tettu esimerkissa 6.1.1 

ja V'H' - aske1ta esimer ­

kissa 4.9.1 

Naita yhta1oita on se -

1ostettu mm. esimer ­

kissa 6.1.1 
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Laajennus dynamiikkaan tapahtuu tarvittaessa mm. sijoitusta 

(6.1.7) 

soveltamalla. 
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6.1.2 Tasojannitystila 

Kappaleen sanotaan olevan ~e§9l~~~!~Y§~!1e§§e (engl. plane 

stress state), jos mihin hyvansa kappaleeseen asetettuun pinta­

alkioon 1iittyva jannitysvektori t on aina tietyn tason - jat­

kossa xy-tason - suuntainen. Viimeisen kaavan (3.4.13) avu1la 

voidaan helposti osoittaa (vaihdellaan pinta-alkion suuntaa eli 

vektorin ~ komponenttien arvoja mielivaltaisesti), etta 

= T = 0 zx (6.1.8) 

ja siis vain jannityskomponentit ax, ay ja Txy = Tyx voivat olla 

nollasta eroavia (ks. kuva 6.1.3). 

Esimerkiksi kun ohutta levya kuormitetaan tasonsa suuntaises­

ti, levyyn syntyy likimain tasojannitystila. Jos nimittain le­

vyn pinnat z = vakio ovat kuten tavallista kuormittamattomat, 

traktio t(z) haviaa nailla pinnoilla eli viimeisen kaavan (3.4.10) 

perustee1la juuri komponentit a , T z yz 
Levyn o1lessa ohut nama suureet eivat 

levyn sisal1akaan [6.1, s. 2]. 

ja Tzx ovat nii11a nollia. 

ehdi saada suuria arvoja 

Tasojannitysti1an tarkastelu voidaan rajoittaa matemaattises­

sa mielessa paikan suhteen tyypillisen poikkileikkauksen z = va­

kio kasittelyyn (kuva 6.1.3). Suureiden mahdollinen riippuvuus 

koordinaatista z tulee esille myohemmin varsinaisen levyn yhtey­

dessa kohdassa 6.1.8. 

Koska kuormitus on ko. tason suuntainen, tilavuusvoiman inten­

siteetille f ja traktiolle t patee 

(6.1.9) 

ja 

(6.1.10) 

Edellisten esitysten perusteella virtuaalisen tyoyhta1on kan­

nalta riittaa vain siirtymakomponenttien 

u = u(x,y) , v = v(x,y) (6.1.11) 
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u = u f dA 

v = ~y . 

t\x 
f dA 

dA = dxdy X 

.. =tfxy A • y,v (J 
X = t 

X 

t = t y y 

x,u 

Kuva 6.1.3 Kappa1een poikki1eikkaus. 

mukaanotto. Samoin no11asta eroavia jannityskomponentteja vas­

taavien venymakomponenttien 1ausekkeet ovat (ks. kaavat (3.3.36)) 

au 
E = 

X ax ' 
au + av 

Yxy = ay ax · (6.1.12) 

Hooken 1aista (4.2.14) seuraa otaksuminen (6.1.8) perustee11a 

ensin yhta1ot . 

0 = 2GE + A(E +E +E ) , z X y Z 

0 = Gyyz (6.1.13) 

0 = Gyzx , 

joista saadaan 

) (6.1.14) 

v 
-1-( E +E: ) -v x y 

= Yzx = 0 . 



Vie1a 1isaksi 

+ + = 1-2v(r +c ) EV - EX Ey Ez 1 ~ ~ -v x y 

ja Hooken 1aki antaa 1opuksi yhteydet 

= ~(E +VE ) 
1-v x Y 

E 
ay = ----2 (E +vE ) 

1-v Y x 

Txy = Gyxy 

6 .1.15 

(6.1.15) 

(6.1.16) 

Ti1avuusa1kio dV = dzdA = dzdxdy ja pinta-a1kio dS = dzds 

(kuva 6.1.3). Tarkaste11aan kuitenkin z-suunnassa dz-paksuista 

kappa1etta ja jaetaan virtuaa1inen tyoyhta1o vie1a dz:11a; toi­

sin sanoen kirjoitetaan virtuaa1inen tyoyhta1o z-akse1in suun­

taista pituutta kohti. (Nain on tehty rnyos kuvassa 6.1.3 esi­

tettyjen ti1avuus- ja pinta-a1kioon vaikuttavien voirnien suh­

teen.) Sopivat rnatriisirnerkinnat tu1evat o1ernaan ede11isen pe­

rustee11a seuraavat: 

{u} [u v]T { E} [Ex = I = E 
2x1 3x1 y 

{f} [fx f ]T {a} [a = = a 
2x1 y 3x1 X 

{t} = [tx t ]T v = A s y I 

2x1 

[EaUJ = [~ax a~ayl dV -
3x2 a;ay a;axj 

Lisaksi on he1ppo osoittaa 1 etta 

T [a/ax 
[faa] = [ a J = 

E U O 
2x3 

0 

a;ay 

Yxy] 
T 

T 
Txy] y 

- s I 

dA dS -I 

a;ayl I 1 
a;axj 

(6.1.17) 

ds . 
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l,nx 
0 n~ 

[ n J = 
yl 

(6.1.18) 
~ n n~ ' 2x3 y 

{fi} 
d2 

= -p -{u} 
at 2 

Kimmoise11a isotrooppise11a ainee11a 

[D] = ~~~ 
\) 0 l . 1 0 (6.1.19) 

1-\! Lo 0 1-\! I 
2 J 
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6.1.3 Tasomuodonmuutostila 

Kappaleen sanotaan olevan ~~§2~~292~~~~~2§~!!~§§~ (engl. 

plane strain state), jos siirtymat ovat tietyn tason (esimerkik­

si xy-tason) suuntaisia ja eivat riipu tasoa vastaan kohtisuoran 

koordinaatin (siis z:n arvosta). Toisin sanoen kyseessa on ta­

soliike; ks. esimerkki 3.3.1. Talloin 

u = u(x,y) , v = v(x,y), w = 0 . (6.1.20) 

Tamanlainen siirtymatila syntyy z-akselin suuntaisessa sylinte­

rin muotoisessa kappaleessa, jonka ominaisuudet, kuormitukset ja 

reunaehdot eivat muutu z - akselin suunnassa. Kappale on ajatel­

tava tuetuksi paistaan kitkattomilla jaykilla levyilla. Taso­

muodonmuutos kehittyy likimain kaytannossa pitkanomaisiin raken­

teisiin kuten tukimuureihin, tunneleihin jne. 

Matemaattisessa mielessa tarkastelu voidaan siis jalleen ra­

joittaa paikan suhteen kappaleen tyypilliseen poikkileikauksen 

z = vakio kasittelyyn. Taten kuva 6.1.3 voidaan toistaa tassa 

miltei sellaisenaan (kuva 6.1.4). 

u = u f dA 

v = Jgy. 
t\x 

fxdA 
dA = dxdy 

• 
~fxy A • y,v a 

X = t 
X 

t t y y 

x,u 

Kuva 6.1.4 Kappaleen poikkileikkaus. 
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Lausekkeiden (6.1 . 20) perustee11a no11asta eroaviksi venyma­

komponenteiksi saadaan 

ja 

Lisaksi symmetriasyista 

= T = 0 zx 

= au + av 
ay ax (6.1.21) 

(6.1.22) 

(6.1.23) 

ja no11asta eroaviksi jannityskomponenteiksi jaavat ax, cry, az 

ja Txy = Txy (ks. kuva 6.1.4). 

Ti1avuusvoiman intensiteeti11e ja traktio11e patee ja11een 

ja 

= f (x,y) , 
y 

(6.1.24) 

(6.1.25) 

Hooken 1aista (4.2.14) seuraa kaavojen (6.1.22) ja (6.1.23) 

perustee11a yhteydet 

a = 2G E + A.( s x+ s y) 
X X 

cry = 2GE + A.(sx+sy) y (6.1.26) 

T = Gyxy xy 

ja 1isaksi 

az = A.( s +s ) = v(cr +a ) . X y X y (6.1.27) 

Jos Poissonin vakio v on no11a, saadaan siis sama11a tasojanni­

tysti1a. 

Virtuaa1isen tyoyhta1on kanna1ta voidaan vektorit {cr} ja {s} 

va1ita ede11een kuten tasojannitystapauksessa. Vaikka a ei z 
o1ekaan nimittain y1eensa no11a, sen tekema virtuaa1inen tyo 
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haviaa, koska E2 = o ja siis myos oE 2 = o. Taten kaikki kaavo­

jen (6.1.17) ja (6.1.18) esittamat matriisimerkinnat ovat ede1 -

1een voimassa. Ainoastaan [D]-matriisi muuttuu. Sen esityksek­

si tu1ee kaavojen (6.1.26) perustee11a 

l
2G+~ ~ 

[D] = ~ 2G+~ 

0 0 ~- (6.1.28) 

Poissonin suhteen v saadessa arvon 1/2 (kokoonpuristumaton 

tapaus), ~ ~ oo ja on siirryttava kaavojen (4.2.23) tyyppiseen 

esitykseen. Huomattakoon, etta tasojannitystapauksessa arvo 

v = 1/2 ei aiheuta vastaavaa onge1maa; vrt. kaava (6.1.19). 
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6.1.4 Pyorahdyssymmetrinen tapaus 

Sy1interikoordinaatisto. Mm. pyorahdyssymmetrisissa tapauksissa 

on edu11ista kayttaa karteesisen koordinaatiston sijasta sy1in­

terikoordinaatistoa va1iten sen z-akse1i yhtymaan tehtavan sym­

metria-akse1iin. Esitetaan taman vuoksi seuraavassa joitakin 

tarkeimpia kaavoja ensin sy1interikoordinaatistossa y1eensa i1-

man johtoa ja katsotaan 1opuksi kaavojen pyorahdyssymmetrisessa 

tapauksessa saamia muotoja. 

Kaytetaan kuvan 6.1.5 merkintoja. Lagrangen esitystavan mu­

z -+ 

-:-t~ ~8 
---r/J•~ ~r 

p;r t~ z 

y 

Kuva 6.1.5 Sy1interikoor­

dinaatisto. 

kaiset sy1interikoordinaatit o1koot 

r, 8 ja z. Pisteeseen P0 koordinaat -

tikayrien tangenteiksi asetetut yk­

sikkovektorit ~r' ~ 8 ja ~z muodosta ­

vat tassa jarjestyksessa oikeakati­

sen ortonormaa1in kannan. Mie1iva1 -

taisen vektorin f(r,8,z,t) esitys 

tassa kannassa on 

~ f -+e -+ f -+e ( ) r = r r + f8e8 + z z ' 6.1.29 

jossa komponentit fr, f 8 ja f
2 

ovat 

y1eisesti muuttujien r, 8, z ja t 

funktioita ja jossa 1isaksi kanta-

vektorit ~r ja ~ 8 riippuvat muuttu ­

jan 8 arvosta. Esimerkiksi ~!!~~~~~ ~ 1auseke on taten 

(6.1.30) 

01emme kasite11eet kinematiikkaa tahan asti vain karteesisia 

suoraku1maisia koordinaatteja sove1taen, jo11oin kantavektorei­

den suunnat ovat o11eet vakioita. Nyt taytyy tehda sopimus 

siita, mihin avaruuden pisteeseen kantavektorit ~r' ~ 8 on ku1 -

1oinkin assosioitava. Lagrangen esitystavan hengessa 1iitamme 

ne - ks. kuva 3. 3 .1 - partikke1in a1kuasemaan P0
• Taten ko. 

E~~~!~~~!!~_!!!~~~~~~~-~~~~~y~~~2~!~_EY~YY~~-Y~~!2!~~· Lagrangen 
esityksen korostamiseksi a1kuaseman koordinaatit ja kantavektorit 
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voitaisiin varustaa vaikka tunnuksi11a r 0
, e0

, z0 ja ~~' ~~' ~~ ­
Pitaydytaan kuitenkin tavanomaisissa sy1interikoordinaatiston 

merkinnoissa. 

Ede11isen perustee11a ymmarretaan, etta myos ainee11ista ai ­

kaderivaattaa 1" = Df/Dt = df/dt 1askettaessa kantavektorit pi ­

detaan vakioina. ~2E~~g~~ ja ~!!~tyyyyg~~ 1ausekkeiksi saadaan 

siis 

dU due dU -+ r -+ -+ z -+ 
v = e + + ee + e dt r dt dt z (6 . 1.31) 

ja 

d2u 2 ()2 
-+ r-+ d ue -+ ue -+ 
a = --e + ee + e 

dt2 r dt 2 dt 2 z (6 . 1.32) 

Infinitesimaa1isten y~~~~~2~E2~~~tt!~~ 1ausekkeet tu1evat 

o1emaan [4.6, s. 64] 

due 1 dU 
+ z 

Yez = Yze = dZ r d8 

dU dU z + r (6.1.33) Yzr = Yrz = dr dZ 

1 dUr 
+ 

du 8 ue 
Yre = Yer = -r d8 dr r 

Niiden fysikaa1iset tu1kinnat ovt vastaavat kuin kaavojen 

(3.3.36) maaritte1emi11a suurei11a. Koska Er' ES ja Ez esittavat 

suhtee11isia venymia ko1messa toisiaan vastaan kohtisuorassa suun­

nassa,g!!~t~~t!2~ 1ausekkeeksi saadaan kaavan (4.3.20) perustee11a 

(6.1.34) 

Kuva 6.1.6 esittaa sy1interikoordinaatiston i~~~!tY§~2~E2~~~­

t~!!!~ kaytettyja merkintoja [4.6, s. 62]. 

Koska koordinaattiviivat 1eikkaavat toisensa kohtisuoraan, 

~22~~~- !~~! antaa kaavojen (4.2.14) vastineiksi suoraan yhtey­

det 
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z 

y 

Kuva 6 .l. 6 Jannityskomponentit 

a = 2GE + A(E +E 8+E ) T8z = Gy8z r r r z 

a8 = 2GE
8 

+ A(E +E 8+E ) l = Gyzr (6.1.35) r z zr 

a = 2GE + A(E +E 8+E ) l = Gy z z r z r8 r8 

g~y~QY~_!!!~~YQE~!2!g~~ (4.4.5) komponenttimuodot ovat 

( 4.6, s. 64]. 

a -a r 8 
r 

= pa • z 

(6.1.36) 

Kiihtyvyyskomponenttien 1ausekkeet saadaan kaavasta (6.1.32). 

~~~~E!2:i~~~!EY§YQE~yg~~ (4.4.21) komponenttimuodot ovat 
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J 

(6.1.37) 

~~2~~~t~§~~ Kohdassa 3.3.2 on todettu, etta Lagrangen esitys on 

tavallaan partikkelimekaniikasta tutun kasittelytavan vastine 

kontinuumimekaniikkaa koskevana. Kuitenkin on huomattava, etta 

kayraviivaista koordinaatistoa kaytettaessa on partikkelimeka­

niikassa tapana - ks. esimerkiksi [3. 9, s. 43 J - liittaa kanta ­

vektorit aina partikkelin hetkelliseen asemaan painvastoin kuin 

mita on edella esitetty. 

Pyorahdyssymrnetria. Kun muodoltaan ja ominaisuuksiltaan pyorah­

dyssymmetriseen kappaleeseen vaikuttaa lisaksi pyorahdyssymmet­

rinen kuormitus, syntyy pyorahdyssymmetrinen siirtyma- , muodon ­

muutos- ja jannitystila. Valitaan edella esitetyissa sylinteri­

koordinaatiston kaavoissa z-akseli symmetria-akseliksi, jolloin 

kaikkien suureiden riippuvuus 8-koordinaatista haviaa ja vain r 

ja z jaavat riippumattomiksi paikkakoordinaateiksi. Matemaatti ­

sessa mielessa pyorahdyssymmetrista tehtavaa voidaan siten tar ­

kastella puolitasossa 8 = vakio, r 2 0 eli siis kappaleen tyypil­

lisessa z-akselin kautta kulkevassa poikkileikkauksessa (kuva 

6.1.7). 

Asetelma on taas hyvin lahella kohtien 6.1.2 ja 6.1.3 esitys ­

ta. Vain merkinnat ja vektorien {cr} ja { E } koot muuttuvat. 

Siirtymalle, tilavuusvoimien intensiteetille ja traktiolle 

patee (staattinen tapaus) 

u - u = u(r,z) u8 = 0 u - w = w(r,z) r z 

fr fr(r,z) fe = 0 f = f
2
(r,z) (6.1.38) ' z 

t = t ( s) te = 0 t t ( s) . r r z z 

Nollasta eroavien venymakomponenttien lausekkeet ovat (ks. 

kaavat (6.1.33)) 

au 
ar ' 

= aw + au ar az . (6.1.39) 



z ,w 

u = u, v = v 

t 
fzrdA 

r. t Jl .. 
~ frrdA 

drdz 

A 

r,u 

Kuva 6.1.7 Kappa1een poikki1eikkaus. 

t rds z 

= t 

t = t z 

r 

z 
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t rds r 

Jannityskomponentit Ter ja Tez haviavat symmetriasyista ja 

no11asta eroaviksi jannityskomponenteiksi jaavat or' az, a 8 ja 

Trz = Tzr (ks. kuva 6.1.7). 

Virtuaa1iseen tyoyhta1oon 1iittyvat matriisit voidaan va1ita 

taten esimerkiksi seuraavasti: 

{u} [u w]T { £} [£r 
T = ' = £ £8 Yrz 1 z ' 2x1 4 x1 

{f} [fr f ]T {a} [or 
T = = a ae Trz] 

2x1 z ' 4x1 z 

(6.1.40) 

{t} = [tr t ]T v = A s - s ' ' 2 x1 z 

-8/8r 0 

0 8/az 
[£au] = 1/r dV - rdA dS - rds . 0 ' 

4 x2 
l_a ;az a;ar 
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Lisaksi 

-a;ar+1/r , 0 -1/r a;az l 
[faa] = 

2x4 0 a;az 0 ' a;ar+1/rj 

r:r 0 0 
nzl 

[n] = ' 2x4 n 0 nrj z 
(6.1.41) 

{fr} 
a2 

{u} = -p 
at 2 

ja kimmoise11a isotrooppise11a ainee11a 

-2G+A A A 

[ D] A 2G+A A = (6.1.42) 
4x4 A . A 2G+A 

L 0 0 0 

Sy1interikoordinaatistossahan ti1avuusa1kio dV = rdedrdz = 
derdA ja pinta-a1kio dS = rdeds = derds (ks. kuva 6.1.7). Pyo­

rahdyssymmetrisessa tapauksessa riippuvuus koordinaatista e ha­

viaa ja 

f ( )dV = J de J ( )rdA = 2TI f ( )rdA , 
v e A A 

(6.1.43) 

f ( )dV = r de f ( )rds = 2TI f ( )rds . 
Je s s s 

Y1eensa pyorahdyskappa1etta koskeva virtuaa1inen tyoyhta1o kir-

joitetaan vie1a jaettuna suuree11a 2n; toisin sanoen kasite11aan­

kin koko kappa1een sijasta yhden radiaanin 1evyista sektoria. 

Esityksen (6.1.43) sijasta voidaan kirjoittaa ta11oin 

J ( f ( 1 
)dV - )rdA , 

l v A 
( 6 .1. 44) 

f ( )dV - f ( )rds . 
J s s 
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Kaavojen (6.1.40) a1ueita ja a1kioita koskevat merkinnat on va -

1ittu kaavojen (6.1.44) antaman tu1kinnan mukaisesti. Samoin 

kuvassa 6.1.7 esitettyjen ti1avuus- ja pinta- a1kioon vaikutta­

vien voimien yhteydessa on suoritettu 1uvu11a 2n jako. 

Jos a1ue A rajoittuu z-akse1iin (kuten on 1aita kuvan 6.1.7 

esittamassa tapauksessa), sil1a esiintyy symmetriasyista 

aina 'reunaehto u = 0. Samoin ta11a osa11a Trz = 0 ja jos reuna­

ehtoa w = w ei ole annettu, on kaytettava ehtoa t = 0. z 
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6.1.5 Nivelsauva 

Tarkastellaan kuvan 6.1.8 esittamaa nivelsauvaa. Koska ky­

seessa on suora sauva, kuvan 6.1.1 (a) koordinaatti s voidaan 

l'! 
A ~ 

r A-A 
A ..J x,u 

1 

y e 
(a) X z 

HO r---==-=q=-~~-- S . - - -- Hl -1. .--- .,._1 I~ 

(c) 

Kuva 6.1.8 (a) Nivelsauva. (b) Sauvan poikkileikkaus. (c) Sauvan 

voimasuureita. 

korvata tassa vaikka x-koordinaattiakselilla. Rakenteiden meka­

niikassa on usein tapana asettaa jokin koordinaattiakseli osoit­

tamaan suoraan alaspain ilmeisesti, koska vallitseva kuormituskin 

on tavallisesti - vaikkei nyt - samansuuntainen. Kuvassa (a) 

y-akseli osoittaa alaspain ja z-akseli vaakasuoraan. Nivelsau­

van oleellinen jannitysresultantti on normaalivoima eli sauva­

voima (ks. kuva 6.1.1 (b) ja (c)) 

s f a dA . 
A X 

(6.1.45) 

Eri rakennetyyppeja koskevat teoriat perustuvat yleensa aina 

tiettyihin ~!g~~~~tt!~!!g (siirtymia ja venymia koskeviin) seka 

gyg~~~!~!!g (jannityksia koskeviin) 2t~~~~~!!g, joiden mielek­

kyyteen ja oikeellisuuteen ei voida tassa yhteydessa kovin tar­

kasti puuttua. 
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~~Q~~~~~~ - !· Sanaa dynaaminen kaytetaan tassa merkityksessa 

"voimaperainen, voima- ". On huomattava, etta eraiden 1ahteiden 

mukaan perustana oleva kreikankielinen sana dynamis = voima. 

Taten eraat teokset pitavatkin dynamiikka- termia vaarana, jos 

silla tarkoitetaan mekaniikan oppia kappaleiden liikkeesta. 

Oikeampi nimitys on kinetiikka (perustana oleva kreikankielinen 

sana kinein = 1iikuttaa). 

Nivelsauvalle tehdaan kinemaattinen otaksuma: Ennen muodonmuu­

tosta sauvan poikkileikkaustasojen maarittamat ainepinnat ovat 

muodonmuutoksen jalkeenkin tasoja, jotka ovat kohtisuorassa sau­

van suorana sailyvaa akselia vastaan. Tama merkitsee, etta 

tietyn poikki1eikkauksen kaiki1la partikkelei1la on sama akselin 

suuntainen siirtymakomponentti u eli u ei riipu y:sta eika z:sta: 

u = u(x) (6.1.46) 

Ensimmaisen kaavan (3.3.36) perusteella venymakomponentti 

E - E 
X 

du 
dx 

ei siis myoskaan riipu y:sta eika z:sta. 

(6 . 1.47) 

Dynaaminen otaksuma: Sauvassa vallitsee ns. ~~~!~~!!~~~- i~~­

~!~Y~~!!~ (engl. uniaxial stress state) eli valitussa koordinaa ­

tistossa ainoa nollasta mahdollisesti eroava jannityskomponentti 

on a = crx(x,y,z) ja siis 

Tzx = Txy 0 • (6.1.48) 

Koska tassa dV = dAdx, jossa dA on poikkileikkauspinnan pin­

ta-alkio, saadaan (ks. virtuaalinen tyoyhtalo (6.1.5)) 

(6.1.49) 

Johdossa on kaytetty hyvaksi sita, etta E ja siis o E ei riipu 
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y- ja z-koordinaateista ja on siis vakio poikkileikkauspinnan 

yli suoritetun integroinnin suhteen. Vertailu ensirrunaisen kaa­

van (6.1.6) kanssa osoittaa, etta kasittely tuotti automaatti­

sesti venymasuuretta £ vastaavaksi konjugaattiseksi yleistetyk­

si jannitykseksi sauvavoiman s. 
Koostukoon ulkoinen kuormitus sauvan akselin suuntaisesta 

tilavuusvoiman intensiteetista f (x,y,z) ja sauvan paissa x = 0 
X 

ja x = 1 vaikuttavista traktiokomponenteista tx(O,y,z) = t 0 ja 

tx(l,y,z) = t 1 . Integrointi antaa 

1 

f {f}To{u}dV = J f oudV = J )( f oudAdx 
V V X 0 A X 

1 1 
= J (J f dA)oudx = J qoudx 

0 A X 0 
(6.1.50) 

ja 

joissa siis 

q = f f dA 
A X 

(6.1.52) 

ja 

Ha = J t 0ctA ' H1 = f t 1dA . 
A a Al 

(6.1.53) 

Suure q on sauvan kuormitus pituutta kohti ([q] = Nm- 1 ) eli 

kuormituksen pituusintensiteetti ja traktiosuure H on itse asi­

assa yhta kuin miinus- tai plusmerkkinen sauvavoima riippuen 

siita, onko kyseessa sauvan alku- vai loppupaa. Tassa siis 

V = x:n vali 0 < x < 1 ja s = pisteet x = 0 ja x = 1. Jos sau­

van vaipalla vaikuttaa lisaksi x-akselin suuntaisia traktiokom­

ponentteja, ei ole vaikeaa johtaa niiden antamaa osuutta suu-
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reeseen q. 

Virtuaalinen tyoyhtalo (6.1.5) on muuntunut muotoon 

(6.1.54) 

Yhtalo on kirjoitettu tassa tapauksessa, jossa kinemaattisia 

reunaehtoja ei ajatella esiintyvan ollenkaan. (Kohdan 4.7.2 

huomautuksen 1 mukaisesti tasapainotila on talloin mahdollinen 

vain mikali yhtalo fqdx + H0 + H1 = 0 toteutuu.) Jos otettai­

siin esimerkkina reunaehto 

u(O) = u 0 (6.1.55) 

H
0 

tulisi rajoitevoimaksi, joka poistettaisiin formulaatiosta 

valinnalla 8u(O) = 0. Piste x ~ 0 vastaisi talloin yleisen ta ­

pauksen reunan osaa Su. 

Huomautus 2. Tehtyjen otaksumien jalkeen sauvan siirtymatilan 

maarittaa kontinuumin kolmen kolmen muuttujan funktion u(x,y,z), 

v(x,y,z) ja w(x,y,z) sijasta yksi yhden muuttujan funktio u(x). 

On siis saavutettu oleellisesti helpompi asetelma. Rakenteiden 

mekaniikassa suureen u(x) tapaisia olioita nimitetaan joskus 

yleistetyiksi siirtymiksi. Esimerkiksi kohdassa 6.1.9 korkean 

palkin tapauksessa yleistetyt siirtymat ovat v(x) ja 8(x), jos ­

sa kiertyman 8 dimensio ei ole enaa sama kuin tavallisella siir ­

tymalla. Talloin attribuutti yleistetty on erityisen sopiva. 

Nain tulkitut yleistetyt siirtymat on siis kasitettava eri mie­

lessa kuin kohdassa 2.3.1 tarkastellut, aarellisen maaran va­

pausasteita omaaviin systeemeihin liittyvat yleistetyt koordi ­

naatit, joita myos nimitetaan usein yleistetyiksi siirtymiksi. 

Yleistettya siirtymaa vastaava konjugaattinen voimasuure 

kulkee joskus samoin nimella yleistetty voima - nyt taas eri 

mielessa kuin kohdassa 2.3.7. Nivelsauvalla saimme siis yleis­

tettya siirtymaa u vastaavaksi yleistetyksi voimaksi kappaleen 

sisalla suureen q ja kappaleen reunalla suureen H. 

Hooken laista (4.2.15) seuraa kaavojen (6.1.48) perusteella 

yksinkertainen yhteys 



0 = EE . 

Kaava (6.1.45) antaa 

Tama tulos esitetaan tavallisesti muodossa 

s = EAE ' 

jossa 

EA ::: f EdA 
A 
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(6 . 1.56) 

(6.1.57) 

(6.1.58) 

(6.1.59) 

on sauvan ns. ~~~2i~Y~~YY@ tai aksiaalinen jaykkyys (engl. axial 

stiffness) ([EA] = N). Merkinta EA(x) on kasitettava yleisessa ta ­

pauksessa kahden kirjaimen muodostamiseksi tunnukseksi. Vain jos 

E on vakio poikkileikkauksen alueella, kyseessa on samalla kimmo­

kertoimen E ja poikkileikkauspinta- alan A tulo. 

Kun siirtyma u on selvilla, myos venyma E tunnetaan ja janni­

tys 0 voidaan laskea kimmoiselle aineelle kaavasta (6 . 1.56). 

Yhteytta (6.1.58) kayttaen syntyy vaihtoehtoinen esitys 

s 
0 = E ( EA) . (6.1.60) 

Jos E on vakio poikkileikkauspinnan alueella, jannityskin tulee 

vakioksi ja saadaan lujuusopin ehka tunnetuin kaava 

s 
0 = A 

(6.1.61) 

Tarkastellaan hieman dynaamista tapausta. Otaksutaan, etta 

ainoa nollasta eroava kiihtyvyyskomponentti on 

(6.1.62) 

jossa nyt u = u(x,t) ja a 2u;at 2 on siis riippumaton y:sta ja 

z:sta. (Todellisuudessa sauva saa myos pienia siirtymia v ja w 
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ja vastaavia kiihtyvyyksia ay ja a
2

, mutta nama jatetaan taval ­

lisesti huomiotta.) Talloin 

fv{fi}To{u}dV = -JvP 
a 2u 1 Cl 2u oudV 

-JOJAP 
oudAdx = 

at2 at2 

fl f d2U 
1 Cl 2u oudx = -fall oudx ' = - ( pdA)-

at 2 0 A at 2 
(6.1.63) 

jossa 

(6 . 1.64) 

on sauvan massa pituutta kohti eli sauvan massan viivatiheys 

( [ ll] = kgm-l) . 

Sopivat matriisimerkinnat ovat 

{u} = u { £} = £ 
l xl l xl 

{f} = q {a} = s ' ' l x l l xl 

(6.1.65) 
{ t} = H ' v - 0 < X < 1 
l x l 

s = X ·- 0 ja X = 1 ' 

[£au] 
d dV dx j = - . ax ' 

l x l 

Lisaksi 

[faa] ( E: ()U] 
d = = ax ' 

l xl 

(n = -1 kun X = 0 ) 
[n] X = nx 
l xl (nx = 1 kun X = 1) 

(6.1.66) 

{fi} 
()2 

= -ll -{u} 
l xl at2 

ja kimmoisella isotrooppisella aineella 
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[D] = EA . 
lxl 

Kaavoihin (6.1.66) liittyvat voimayhteydet johdetaan esimerkis ­

sa 6.1.1. 

Esitetaan viela esimerkkina kimmoisen sauvan potentiaaliener­

gian lauseke otaksuen reunaehdon (6.1.55) olevan voimassa, kun 

alkuvenymia ja -jannityksia ei ole. Esimerkiksi lausekkeesta 

(4.10.25): 

V({u}) = 1
2 
f ( [ a ] { u} ) T [ D] [ a ] { u} dV + 
V E U E U 

(6.1.68) 

tulee merkintojen (6.1.63) perusteella lauseke (a/ax~ d/dx 

staattisessa tapauksessa) 

V(u) 

1 Jl d 2 fl = 2 0 EA(d~) dx-
0 
qudx- H1u(l) . (6.1.69) 

Potentiaalienergian yksityiskohtainen lauseke on paateltava aina 

kussakin tapauksessa erikseen asetettujen traktioreunaehtojen 

perusteella. Esimerkiksi kuvan 6.1.8 (a) esittamassa tapaukses­

sa reunaehdoista ei synny potentiaalienergiaosuuksia. 

Esimerkki 6.1.1 Vetosauva. Liikeyhtalon (4.4.5 111
) tasapainoversio ja 

traktio-jannitysyhteys (4.4 . 21 111
) ovat tassa sovellettavia merkintoja 

kayttaen kontinuumi lie 

ja 

(a) 

{t} = [n]{ a} . (b) 

Vetosauvalle esitettyjen merkintojen (6.1 .6?) ja (6.1.66) perusteella saa­
daan vastineet 
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ja 

H 0 : -s ( o) , } 

H1 - S(l) . 

(c) 

(d) 

(Koska kasittelemme staattista tapausta, voimme asettaa 3/3x ~ d/dx.) 
Johdamme nyt yhtalot (c) ja (d) kahdella eri tavalla: differentiaal i ­

geometrinen tapa ja virtuaal isen tyon periaatteen soveltaminen. 

(a) 

qdx -s -+-Jm__..., 
-1 ~dx 

dS 
S +- dx dx 

s ( ) ._.... 

kintoja soveltaen kolme vapaakappalekuviota. Ensimmaisessa tarkastel laan 
miel ivaltaisesta kohdasta otettuun dx-pituiseen sauvan alkioon vaikuttavia 
vo1m1a. Kaksi muuta esittavat sauvan paista otettuihin aarettoman lyhyi ­
siin ainekaistaleisiin vaikuttavia voimia. Saadaan val ittomasti tasapaino ­
yhta 1 at 

dS 
0 < X < ] q +- = 0 

' dx (e) 

Ho + S(O) 0 

} 
Hl - s ( l ) 0 

(f) 

eli yhtalot (c) j a (d) . 

~lct~~~ll~~~-!l~~-e~~l~~!!~~~ - ~~~~l!~~l~~~· Lahdetaan 1 i ikkeel le yhta ­
losta (6 . 1.54): 

Virtuaal inen venyma on esitetty si i rtyman avulla lausuttuna muodossa 
OE = o(du/dx) = d(ou)/dx. Osittaisintegrointi antaa 

(g) 

(h) 
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f
1 

dS 
-

0 
[q + dx]oudx- [H

0 
+ S(O)]Ou(O) - [H

1 
- S(1 )]ou(1) = o . ( i ) 

Koska taman yhta1on taytyy o11a voimassa mie1iva1taisen virtuaa1isen siir­
tyman ou suhteen, saadaan ja11een yhta1ot (c) ja (d). 

K i r j a t a a n v i e 1 a k e r t a a 1 1 e en n a k yv i i n y h t a 1 o i den ( e ) j a ( f ) k i mmo i sen 
aineen tapauksessa s iirtymien avu11a esitetyt muodot: 

q + ~x(EA ~~) = 0 , (j) 

1-1 0 -EA ~~ 
dx x=O 

(k) 

dul H 1 = EA dx . . 
x= 1 

Sauvan potentiaa1 ienerg ia 

1 J I d 2 J1 
V (u ) = 2 O EA(d~) dx-

0
qudx + rt . ( I ) 

Merkinta rt vi ittaa reunatermeihin e1 i sa uvan oaista ku11oinkin mahdoll i­
sest i tu1eviin potentiaa1ienergian osuuksiin; ~rt. lauseke (6.1.69 ). 

Huomautus 3. Olemme kasitelleet edella pelkastaan jatkuvasti 

jakautunutta kuormitusta q. Usein kuitenkin tiettyja kuormituk­

sia idealisoidaan pistevoimien avulla. Vaikuttakoon sauvan pis ­

teessa x = xp x-akselin suuntainen pistevoima P. Miten tama 

muuttaa vallitsevia yhtaloita? Nahdaan ensinnakin helposti, et­

ta sauvavoima ei ole jatkuva pisteessa x = xp, vaan saadaan hyp­

pyehto 

[ s] = -P (6.1.70) 

eli 

s+ - s = -P . (6.1.70') 

Virtuaaliseen tyoyhtaloon (6.1.54) ilmestyy lisatermi -Pou(xp). 

Eras tapa saada tama tulos on suorittaa virtuaalisen tyon peri­

aatteen johto ottaen osittaisintegrointivaiheessa huomioon, etta 

s ei olekaan jatkuva pisteessa x = xp, vaan toteuttaa ehdon 
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(6.1.70). Toinen suoraviivaisempi tapa on seuraava. Ajate11aan 

pistekuorma Diracin de1tafunktion 6 avu11a esitetyksi jakautu­

neeksi kuormitukseksi 

(6.1.71) 

Ta11oin virtuaa1isen tyoyhta1on (6.1.54) termi 

1 
- P J 

0 
6 ( x-xp ) 8 udx = (6.1.72) 

Diracin de1tan maarite1man 

(6.1.73) 

perustee11a. Muutokset potentiaalienergian 1ausekkeeseen saa­

daan vastaavaan tapaan. Esimerkiksi 1ausekkeeseen (6.1.69) tu-

1ee 1isatermi -Pu(xp). 

Vastaavat tu1okset voidaan tietenkin synnyttaa kaikkein he1-

poiten suoraan partikke1imekaniikassa esitettyjen tuttujen kaa­

vojen avu11a. 

Huomautus 4. Tarkaste11aan sauvan mahdol1ista kimmoista tuentaa. 

Otaksutaan, etta sauvaan vaikuttaa sen akse1in suuntainen, siir­

tymaan u verranno11inen pa1autusvoima ku sauvan pituutta kohti. 

Suure k (tassa [k] = Nm- 2 ) on ns. a1ustakerroin; vrt. kohta 

4.7.2. Tama otetaan siis huomioon kirjoittama11a vain y1eensa 

q ·- q - ku (6.1.74) 

seka potentiaa1ienergian 1ausekkeessa 

-qu := -qu + 1 ku 2 (6.1.75) 

Termi l/2•ku2 voidaan tu1kita paitsi kuormituksen - ku potentiaa-

1ienergiatiheydeksi myos itse kimmoisen tukirakenteen muodonmuu­

tosenergian tiheydeksi. 

Nive1sauva on tietenkin pe1kistetyn yksinkertainen rakenne -
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tyyppi. Olemme kasitelleet sita melko perusteellisesti eraanlai­

sena mallitapauksena. Jatkossa toimimme saman kaavan mukaan mut­

ta tarvittaessa esitysta tiivistaen. 
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6 .1. 6 Pa1kki 

Korkea pa1kki. Tarkaste11aan kuvan 6.1.9 esittamaa suoraa taso­

pa1kkia. Viimeise11a termi11a tarkoitetaan tassa, etta xy-taso on 

~ 
A+f 

~ 
A - A 

X 

A..i a dA ....te] 1 I X '-=• 
+ 

M 
T dA 

y,u xy 
(a) q ~. 

z 
M Tiff ~~ "' 

so ( tCJ!)(tl Jl ) s1 

vo 
Q v1 

Q ly (c) (b) 

Kuva 6.1.9 (a) Pa1kki. (b) Pa1kin poikki1eikkaus. (c) Pa1kin 

voimasuureita. 

pa1kin symmetriataso ja etta pa1kkia kuormitetaan siten, etta 

symmetriatasoon 1iittyva ainepinta sai1yy tasona muodonmuutosten 

ja1keenkin. 01ee11iset jannitysresu1tantit ovat ta11oin 1eik­

kausvoima 

Q = Q = f T dA Y A xy 
(6.1.76) 

ja taivutusmomentti 

M - -M = f a ydA . 
Z A X 

(6.1.77) 

Tassa on poikettu kuvan 6.1.1 esityksessa kaytetyista merkkisaan­

noista. Tasopa1kkien yhteydessa on nimittain tava11ista, etta 

taivutusmomentti maarite11aan positiiviseksi, kun se aiheuttaa 

"vetoa" pa1kin a1apintaan. 
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Kasitellaan ensin ns. korkeaa palkkia; englanninkielinen vas ­

taava nimitys on usein Timoshenko beam. Talla tarkoitetaan ta­

pausta, jossa leikkausjannityksista T (tai leikkausvoimasta Q) xy 
syntyvat muodonmuutokset otetaan huomioon . Naiden muodonmuutos -

ten merkitys kasvaa, kun palkin korkeuden suhde palkin pituuteen 

on suurehko, josta kaytetty nimitys. 

Kinemaattinen otaksuma: Ennen muodonmuutosta palkin poikki ­

leikkaustasojen maarittamat ainepinnat ovat muodonmuutoksen jal­

keenkin tasoja ja poikkileikkaus on omassa tasossaan muodoltaan 

muuttumaton. (Toisin sanoen poikkileikkaukset liikkuvat kuten 

jaykan kappaleen mallin mukaiset aarettoman ohuet tasolevyt.) 

I pft 
I 

Ql 
X 

dv/dx 

Kuva 6.1.10 Palkin siir­

tymatila. 

Lisaksi tassa otaksutaan, etta x - ak­

seli on ns. neutraaliakseli, jolla 

olleilla partikkeleilla akselin suun­

tainen siirtyma u haviaa. Kuva 6.1.10 

esittaa naiden otaksumien perusteella 

syntyvaa palkin poikkileikkauksen 

siirtymaa suuresti liioiteltuna. Ak ­

selilla oleva partikkeli (piste P) 

siirtyy suoraan alaspain ja poikki ­

leikkaus saa lisaksi pienen rotaation 

8 (symmetriasyista) z-akselin ympari. 

Kuvaa tarkastelemalla saadaan approk­

simaatio (ks. piste Q) 

u(x,y,z) -ye ( x ) , 

v(x,y,z) v(x,O,O) = v(x), (6.1. 78) 

w = 0 • 

Taten korkean palkin teoriassa kaksi siirtymasuuretta, ~~~E~~~ 

v(x) ja ~~~~~~~ 8(x), maarittavat kaavojen (6.1.78) perusteella 

taysin palkin siirtymatilan. Ne ovat siis tassa esiintyvat, koh­

dan 6.1.5 huomautuksen 2 mukaiset yleistetyt siirtymat. 

Kaavoja (3.3.36) soveltamalla ainoiksi nollasta eroaviksi 

venymakomponenteiksi saadaan 
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de 

1 
E - y = YK 

X dx , 

dv e 
J Yxy - y = - . dx 

(6.1.79) 

on kaytetty lyhennysmerkintaa 

K = de 
- dx · (6.1.80) 

Suureet K(x) ja y(x) ovat palkin ns. ~~¥~!~~~~ (engl. change of 

curvature) ja !!Y~Y~~ · Ne ovat korkean palkin teorian mukaiset 

yleistetyt venymat. Kuvasta 6.1.10 nakyy liukuman y geometrinen 

merkitys. Kayristyma K kuvaa poikkileikkauksen kiertyman muutos ­

voimakkuutta koordinaatin x suhteen. Voidaan osoittaa, etta 1/K 

on sen suoran (merkilla varustettu) etaisyys z - akselista, jolla 

kahden lahekkaisen poikkileikkausainetason jatkeet leikkaavat 

toisensa deformoituneessa tilassa. Jos leikkaussuora on palkin 

ylapuolella, 1/K ja K ovat positiivisia ja kaantaen. 

Dynaaminen otaksuma: Ainoat oleellisesti nollasta eroavat 

jannityskomponentit ovat ox ja Txy ja siis 

0 
y 

Huomautus 1. 

T zx = 0 . (6.1.81) 

Otaksumat (6.1.81) ovat itse asiassa tietyilta 

osin ristiriidassa kinemaattisten otaksumien (6.1.78) kanssa. 

Jalkimmaistahan seurasi mm: E = s = y = y = 0. Jos kysees -
Y z yz zx 

sa on esimerkiksi isotrooppista Hooken lakia noudattava materi-

aali, kaavat (4.2.14) antavat tulokset a = AE a = A£ . Kos -Y x' z x 
ka yleensa E ~ 0, siis myos a ~ 0 ja a ~ 0 . Jotta saadaan 

X y Z 
realistinen likiteoria, kinemaattisia ja dynaamisia otaksumia 

taytyy kayttaa hyvaksi "oikeissa paikoissa". Askeinen ristirii­

ta poistuu, kun siirrytaan hienostuneenpiin malleihin [4.4, s. 

237]; emme kuitenkaan kasittele niita tassa. 

Saadaan ensinnakin 

J (a oE +T oy )dV 
V x x xy xy 
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1 1 
= J J a yoKdAdx + J J T oydAdx 

0 A X 0 A xy 

1 1 
= f (f a ydA)oKdX + J (J T dA)oydx 

0 A X 0 A xy 

1 
= f

0 
(MoK+Qoy)dx . (6.1.82) 

Emme kay tassa 1avitse yksityiskohtaisesti pa1kkiin mahdo11i ­

sesti vaikuttavien ti1avuus- ja pintavoimien kasitte1ya. Loppu­

tu1oksena on, etta y1eistettyja siirtymia v(x) ja e(x) vastaavat 

y1eistetyt voimat tu1evat o1emaan q(x) ja r( x ) (kuva 6.1.9 (c)) . 

Suure q on pa1kin pystysuoran kuormituksen pituusintensiteetti 

([q] = Nm- 1 ) jar on jakautuneen momentin pituusintensiteetti 

([r] = Nmm- 1 = N). Tava11isimmin sove11utuksissa r = 0. Jos 

kuitenkin dynaamisissa tapauksissa otetaan huomioon poikki1eik­

kausten rotaatioon 1iittyvat hitausvoimat, syntyy termi r 1 . Ta­

man vuoksi kaavat kirjoitetaan jatkossa pitaen mukana myos osuut­

ta r. Pa1kin paissa vaikuttavat y1eistetyt voimat ovat pysty­

suora voima V ja momentti B (kuva 6.1.9 (c)). Saadaan 

(6.1.83) 

Virtuaa1inen tyoyhta1o (6.1.5) on muuntunut muotoon 

1 1 J
0 

(MoK+Qoq)dx - J
0 

(qov+roe)dx + 

(6.1.84) 

Kinemaattisten ja dynaamisten reunaehtojen kasitte1y tapahtuu 

tuttuun tyy1iin. 

Hooken 1aista (4.2.15) saadaan kaavojen (6.1.81) perustee11a 

ensin tu1okset (vrt. huomautus 2) 
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a = EE 
X X 

} (6.1.85) 

Taten (ks. kaavat (6.1.76), (6.1.77) ja (6.1.79)) 

(6.1.86) 

Nama esitetaan tavallisesti muodossa 

Q = GAy 

} (6.1.87) 

M = EIK 

joissa suureet 

GA - fA GdA , 

(6.1.88) 

ovat vastaavasti palkin ns. !~b~~~~~i~Y~~yy~ (engl. shearing 

stiffness) ja t~bY~t~~i~Y~~yy~ (engl. bending stiffness) ([GAJ = 

N, (EI] = Nm 2 ). Merkinnat GA(x) ja EI(x) on jalleen kasitettava 

yleisessa tapauksessa kahden kirjaimen muodostamiksi tunnuksiksi. 

Vain jos G ja E ovat vakioita poikkileikkauksen alueella, kysees ­

sa ovat vastaavasti suureiden G ja A seka E ja I tulot. Talloin 

(6.1.89) 

on poikkileikkauspinnan Eb~t~hbt~~~~Q~~~ttb (joskus sanotaan jay­

hyysmomentti) z-akselin suhteen ([I]= m4 ). 

Kun siirtymat v ja e ovat selvilla, myos venymat Ex ja Yxy 

tunnetaan ja jannitykset a ja T voidaan laskea kimmoiselle ai-x xy 
neelle kaavoista (6.1.85). Yhteyksia (6.1.87) kayttaen saadaan 

vaihtoehtoiset esitykset 
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M 
ox = Ey (EI) I 

(6.1.90) 

Jos E ja G ovat vakioita poikkileikkauksen alueella, saadaan 

tavanomaiset kaavat 

(6.1.91) 

Talloin siis normaalijannitys muuttuu poikkileikkauksen alueella 

lineaarisesti y:n suhteen ja leikkaujannitys on vakio. 

Huomautus 2. Jalkimmaisesta kaavasta (6.1.91) nakyy selvasti, 

etta kyseessa on likiteoria. Palkin yla ja alapintoihin ei vai­

kuta yleensa ulkoisia x-akselin suuntaisia traktiokomponentteja. 

Taten naissa kohdissa tulisi olla Tyx = Txy = 0. Todellisuudes­

sa palkin poikkileikkaukset eivat pysykaan taysin tasoina vaan 

kayristyvat (engl. warping). Tama seikka otetaan tavallisesti 

huomioon suorittamalla esimerkiksi ensimmaisessa kaavassa 

(6.1.87) sijoitus 

GA := k(GA) (6.1.92) 

jossa k on ns. 1!~~~~~~2~i~~~~~~~2!~ (engl. shear correction 

factor) ([k] = -). Usein samalla termilla tarkoitetaan k:n 

kaanteisarvoa. Lahteessa [4.6, s. 287] tata suuretta ~ = 1/k 

nimitetaan E2!~~!1~!~~~~~E!~~~~-~!!~~~~~~~~2!~~~~!· Kirjalli­
suudessa on selostettu k:n arvon maarittamistapoja. Esimerkiksi 

suorakaidepoikkileikkaukselle saadaan homogeenisessa tapauksessa 

suuruusluokka - arvio k = 5/6. Liukuma y - esimerkiksi kuvassa 

6.1.10 - tulee kasittaa eraanlaiseksi keskimaaraiseksi arvoksi. 

Jalkimmaisia kaavoja (6.1.90) ja (6.1.91) ei tulekaan soveltaa 

kaytannossa. Leikkausjannitykselle saadaan realistisempi tulos 

otaksumalla ox:n lauseke oikeaksi ja operoimalla sitten konti­

nuumin tasapainoyhtaloiden avulla sopivasti [4.6, s. 205]. 
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Tarkaste11aan vie1a dynaamista tapausta. Ajasta riippuvaa 

siirtymakenttaa (6.1 . 78) vastaa kiihtyvyyskentta 

(6.1.93) 

jossa nyt v = v(x,t) ja 8 = 8(x,t). Saadaan 

fv{f 1
}o{u}dV = 

= 

= 
1 2 1 2 

f (J py2dA)~ o8dx- ( (J pdA)~ ovdx 
0 A <1t 2 Jo A <1t 2 

(6.1.94) 

jossa 

(6.1.95) 

on pa1kin poikki1eikkauksen ns. ~~§§~~~t~~§~2~~gtt~ z-akse1in suh­

teen pa1kin pituutta kohti ([J] = kgm) ja ~on maarite1ty jo kaa­

va11a ( 6 .1. 64). Jos p on poikki1eikkauksen a1uee11a vakio, J = pi. 

Kaava (6.1.94) osoittaa, etta y1eistettyja siirtymia v . ja 8 vas­

taavat konjugaattiset hitausvoimat ovat -~a 2v/<1t 2 ja -J<1 2 8/<1t 2 . 

Sopivat matriisimerkinnat tulevat o1emaan 

{u} = {~} { E} = {~} 
2x1 2 x1 

{f} = {;} {a} = {~} 
2x1 2x1 

(6.1.96) 

{~ 
v - 0 < X < 1 ' {t} = 

' :: X 0 ja x = 1 2x1 s = 
' 
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ra;ax -1 l 
(EdU] = I 

- a;aJ 
dV - dx . 

2x2 L o 

Lisaksi 

["~ax 0 l 
[faa] = I ' 

2x2 - a;a~ 

[ 

0

l 
(nx = - 1 kun x = 0) 

' 
[ n] = 

0 x -nxJ 2x2 (nx = 1 kun x = 1) 
' 

(6.1.97) 

{ 
2 2} 1 11a v/at 

{f } = -
2x1 Ja 2e;at2 

ja kimmoise11a isotrooppise11a ainee11a 

lkGA Ol 
[D] = I • 
2x2 0 Eij 

(6.1.98) 

Esimerkki 6.1 .2 Korkea palkki. Kirjataan tasapainoyhtalon 

(a) 

ja jannitys - traktioyhteyden 

{t} = [n]{cr} (b) 

saamat yksityiskohtaiset muodot korkean palkin tapauksessa. Merkintojen 
(6.1.96) ja (6.1.97) perusteella saadaan yhteydet 

ja 

(d) 

eli 

J 
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dQ 

} 
q + dX = 0 ' 

r + Q 
dM 

0 - - = 
dx 

(e) 

ja 

vo -Q( 0) Bo M(O) 

1 
v = Q ( l ) ' B = -t1( l ) 

J l l 

(f) 

Kimmoisen aineen tapauksessa yhtalot (e) ja (f) saavat siirtymien avul ­
la lausutut muodot 

q + ~[kGA(~ -8)]1 
dx dx x=O ' 

(g) 

r + kGA(ddxv -e) + ~(EI ~) 
dx dx 

0 

ja esimerkiksi 

= - k GA ( ~ -8) I ~ 
vo 

dx x=O . } 
Bo - - EI ~~ - dx 

0 
· 

X= 

(h) 

Pal kin potentiaal ienergian lauseke tulee olemaan 

( i ) 

Olemme pitaneet edel la suureita v ja 8 korkean palkin yleistettyina 
siirtymina. Vaihtoehtoinen mahdollisuus on valita naiksi v jay, jolloin 

(j) 

ja 

K = (k) 

Esimerkiksi potentiaalienergian lauseke tulee olemaan talloin 

V(v,y) 1 fl d
2

v dy 2 2 - [ E I (- - -) + kGAy ] dx + 
2 0 dx2 dx 

f
l d 

-
0 

[qv + r(d~ -y)]dx + rt . ( l ) 

J 
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Hoikka palkki. Kaikkein tavanomaisin palkkiteoria otaksuu, etta 

leikkausmuodonmuutokset y haviavat. Toisin sanoen korkealle 
xy 

palkille esitetty kinemaattinen otaksuma muuttuu muotoon: Ennen 

muodonmuutosta palkin poikkileikkaustasojen maarittamat ainepin­

nat ovat muodonmuutoksen jalkeenkin tasoja, jotka ovat lisaksi 

kohtisuorassa palkin deformoitunutta akselia vastaan ja poikki­

leikkaus on omassa tasossaan muodoltaan muuttumaton. 

Askeiseen otaksumaan tukeutuvaa palkkiteoriaa nimitetaan 

usein Bernoullin teoriaksi; puhutaan samoin ns. teknillisesta 

taivutusopista. Nimityksemme hoikka tai matala palkki viittaa 

tassa samaan asiaan. Englanninkielisia termeja ovat mm. Bernoul ­

li beam tai Bernoulli - Euler beam. 

Jalkimmaisesta yhtalosta (6.1.79) tulee nyt rajoitusyhtalo 

dv 8 0 -dx ( 6. 1. 99) 

eli 

8 dv 
dx . (6.1.100) 

Taten hoikan palkin tapauksessa kiertyma 8(x) ei ole enaa riip­

pumaton yleistetty siirtyma, vaan se on sidottu taipumaan kaa­

van (6.1.100) mukaisesti. Vastaavasti leikkausvoimasta Q tulee 

nyt rajoitevoima, eika sille voida esittaa ensimmaisen kaavan 

(6.1.87) tapaista konstitutiivista yhteytta. Eras tulkinta 

Bernoullin palkin syntymiselle on ajatella palkin materiaali 

anisotrooppiseksi ja antaa liukukertoimen G arvon kasvaa kaavas­

sa (6.1.87) hyvin suureksi. Tassa ei puututa niihin rajoihin, 

joiden alaisina korkean tai hoikan palkin teoriaa on mielekasta 

kayttaa. Jos kyseessa on epahomogeeninen rakenne, esimerkiksi 

ns. ~~~~2~E~!~~! (engl. sandwich beam), jossa palkin materiaali 

on pintakerroksia lukuunottamatta melko joustavaa, leikkausmuo­

donmuutosten osuus voi olla mitoiltaan hoikankin palkin tapauk­

sessa huomattava. 

Hoikalle palkille patevat yhtalot saadaan edella korkealle 

palkille esitetyista yhtaloista ottamalla vain huomioon rajoite 

(6.1.100). Esimerkiksi kaavojen (6.1.78), (6.1.79) ja (6.1.80) 

vastineet ovat 



ja 

u(x,y,z) dv(x) = -y dx 

v(x,y,z) = v(x,O,O) - v(x) , 

w = 0 , 

YK , 

K = 
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(6.1.101) 

(6.1.102) 

(6.1.103) 

Nyt termi 1/K on nimenomaan pa1kin deformoituneen akse1in kaare­

vuussade ja kayristyma siis sama kuin ko. kayran kaarevuus. 

(Jos kyseessa on jo hieman a1kukaarevuutta omaava pa1kki, K tu-

1ee o1emaan merkitykse1taan yhta kuin kaarevuuden muutos, joten 

termi kayristyma on sopivampi kuin termi kaarevuus.) 

Viematta kehitte1yjen yksityiskohtia 1api annetaan suoraan 

tarvittvat matriisikaavat (esimerkissa 6.1.3 johdetaan eraita 

tu1oksia): 

{u} = v 
1x1 

{f} = q -
1x1 

3r 
dX 

{E} = K , 
1x1 

, {a} 
1x1 

r+:xr} (n = 
{t} X = 
2x1 (nx = 

M = , 

-1 , 

1 , 

{dV~dX} {373x}{u} {ut} = = 
2x1 

d2 v - 0 < 
{EdU} = - ·-2 , 
1x1 dX s - X = 

dV ::: dx . 

kun X = 0) 

kun X = 1) 

(6.1.104) 

X < 1 

0 ja X = 1 , 
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Lisaksi 

ja kimmoisella isotrooppisel1a aineella 

[ D] = EI • 
1xl 
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(6.1.105) 

(6.1.106) 

Ede1la on maaritelty erikseen siirtyma pa1kin aluee1la ja paissa 

merkinnoin {u} ja {ut}, jotta termi {t}To{u} ~ {t}To{ut}, ottaisi 

oikein huomioon palkin paissa vaikuttavien voimasuureiden tekeman 

virtuaa1isen tyon. Vaihtoehtoisesti siirtyma voitaisiin maari­

te1la kaikkia11a muodossa {u} = [v, 3v/3x]T, jo1loin kuitenkin 

esitettyja matriisimerkintoja tu1isi vastaavasti muuntaa. Todet­

takoon, etta hitausvoimia kasite1taessa jatetaan osuus J3 3v/3x3t 2 

hoikil1a pa1kei1la usein pienena termina pois . 

Esimerkki 6.1.3 Ulkoisten vo1m1en tekema virtuaal inen tyo. Tarkastellaan 
lausekkeen (6. 1 .83) saamaa muotoa hoikan palkin tapauksessa. 

Saadaan 

fl ( dov ) ( dow I + 8 dow I ( ) 
0 

qov+r ~ dx + v0ov 0) + B0 ~ x=O + v1ov(l) 1 dx x=l b 

dowl dowl + 80 dX + 8 1 dX ' 
x=O x=l 

(c) 
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E5ity5 (b) on 5inan5a oikein ja kaytettavi55a, mutta o5ittai5integrointia 
5oveltamal la (k5. kaava (L.2.11 11

)) 5ynnytetty muoto (c) omaa tiettya mielen­
ki intoa. Se o5oittaa, etta virtuaal i5en tyon periaatteen kannalta 5Y5teemi 
kokee poikittai5en kuormitu5inten5iteetin olevankin termin q 5ija5ta muotoa 
q - dr/dx. Va5taava5ti palkin pai55a nayttaa vaikuttavan py5tyvoimat 
Vo - ro ja V1 + r

1
• Normaal i5tihan termi 1 la rei ole paljon kaytannon mer ­

kity5ta, mutta ka5ittely palvelee li5ak5i e5imerkis5a 6.1 .5 myohemmin tar ­
ka5teltavan laatan korvikeleikkau5voiman ka5itteen ymmartami5ta. 

E5imerkki 6.1.4 Hoikka palkki. E5itetaan va5taavat yhteydet kuin e5imerki5 -
5a 6.1. 2. 

Ta5apainoyhtalon ja jannity5-traktioyhteyden va5tineet ovat kaavojen 
(6.1.104) ja (6.1.105) peru5teella 

ja 

dr 
q - dx 

dMf 
- dX x=O 

M ( 0) 

B l = -M (I) . 

(a) 

(b) 

Formulaatio5ta on 5115 eliminoitu rajoitevoima Q. Huomattakoon, etta e5i­
merki55a 6.1 .2 e5itetyt ta5apainoyhtalot 

dQ 
q + dx = 0 ' 

(c) 

r + Q-iti= 
dx 

ovat edelleen voima55a . Leikkau5voima 5aadaan 5iten tarvittae55a kaava5ta 

Q 
dM 
dx - r ' (d) 

kun taivutu5momentti on 5elvi lla. Huomataan 1 i5ak5i, etta yhtalo (a) 5yntyy 
yhtaloi5ta (c) el iminoimal la Q. 

Kimmoi5en aineen tapauk5e55a yhtalot (a) ja (b) 5aavat 5i irtymien avulla 
lau5utut muodot 

dr 
q - dx 

2 2 
_d -(El ~) 
dx 2 dx 2 

ja e5imerkik5i 

0 

2 l ~(EI ~) 
dx dx2 

x=O 

(e) 

(f) 
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J 

Palkin potentiaal ienergia 

1 J 1 d2 2 f l d V(v) =- El (-v) dx - (q - ___c_)vdx + rt . 
2 0 dx2 0 dx 

(g) 

~~9~~~~~~ -~ · Teemme joitakin palkkimalliin ja reunaehtoihin 

liittyvia kommentteja. Koska palkki tai yleisemmin sauva voidaan 

ajatella matemaattisessa suhteessa tietyin ominaisuuksin varuste-

~ v = 0 

~ ~ v = 0, 8 = 0 
(a) (b) 

94 

~ v = 0 

' ' ' \ 
~ ' \ t-H v = 0 I 8 = 0 

(b) (d) 

Kuva 6.1.11 Sauvan ja eraiden reunaehtojen symbolisia esityksia. 

tuksi viivaksi, sauvan esittaminen piirroksissa pelkkana akse ­

lina kuvan 6.1.11 (a) tapaan on usein luontevaa. Kuva (b) esit­

taa vastaavasti symbolisesti kahta tavanomaista kinemaattista 

reunaehtoa: palkin ns. ~~E~~~~~ -~~~~~~ paa (engl. freely supported 

end) ja j~y~~~~~-~~~gg~~~~~y paa (engl. fixed end). Edelliseen 

liittyy tavallisimmin traktioreunaehto B = 0. Vastaavina rajoi­

tevoimina ovat edellisessa tapauksessa V ja jalkimmaisessa V ja 

B. Moninaisia muuntyyppisia reunaehtoja voidaan esittaa; ehto­

jen lukumaaran tulee vain olla palkkiteoriassa palkin kummassakin 

paassa kaksi. 
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Tietyissa tapauksissa kuvan (c) tapainen sauvan symbolinen 

esitys ("piikkimalli" tasotapauksessa) auttaisi kuitenkin askeis ­

ta paremmin muistuttamaan, mista sauvateoriassa on oikein kysymys: 

Sauva saa muodonmuutoksia nimenomaan poikkileikkaustensa valis ­

ten siirtyma- ja kiertymaerojen johdosta ja sauvan paissa vaikut ­

tavat jannitysresultantit tekevat tyota juuri poikkileikkauspin­

toihin eivatka akseliin. Taman korostaminen on tarkeaa etenkin 

Timoshenko - palkin yhteydessa. Vastaavasti voitaisiin esittaa 

kuvan (b) symboliikan sijasta kuva (d). Siis jaykasti kiinnite ­

tyssa tapauksessa palkin paan poikkileikkaus on "liimattu" kiinni 

ymparistoon. 

Huomautus 3. Jos palkkiin vaikuttaa leikkausvoiman Q ja taivu-

tusmomentin M lisaksi myos normaalivoima N tai s, vallitsevat 

yhtalot saadaan tavallaan lineaarikombinaationa taman kohdan 

(kohta 6.1.6) ja kohdan 6.1.5 esityksista. Samoin yleistys ta ­

pauksiin, joissa palkin taivutusta tapahtuu seka xy- etta xz - ta­

soissa, ei ole periaatteessa vaikea. Huomautettakoon kuitenkin, 

etta oleellisten vaantomomenttien Mt vaikuttaessa teoria mutkis­

tuu, koska otaksuma tasoina pysyvista poikkileikkauspinnoista ei 

ole talloin yleensa riittavan hyva. Akseliltaan kaarevien sau­

vojen kasittely ei poikkea myoskaan ratkaisevasti otaksumiltaan 

edella esitetyista suuntaviivoista. Karkeimmillaan kaarevaa 

sauvaa voidaan kuvata tietylla maarallla suoria sauvaelementteja. 
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6.1.7 Jannitetty lanka 

Kuva 6.1.12 esittaa esijannitysvoiman s0 alaista lankaa. 

Lanka otaksutaan taysin taipuisaksi; toisin sanoen langan 

ainoa oleellinen jannitysresultantti on siirtymista 

A I 

~ A ...l ~ X 

ry.v 
1 --I A-A 

• z 
(a) 

_gq ..-- (b) 
y 

H0 J -1---... s ......- ~ Hl 
vo vl 

(c) 

Kuva 6.1.12 (a) Jannitetty lanka. (b) Langan poikkileikkaus. 

(c) Langan voimasuureita. 

riippumatta pelkastaan lankavoima s. Lanka on ilman kuormi­

tusta luonnollisesti taysin suorassa. Poikittaiskuormituksen q 

vaikuttaessa ei tasapaino ole selvastikaan enaa mahdollinen il ­

man langan taipumaa ja siita seuraavaa lankavoiman S suunnan 

muuttumista paikan suhteen. Kyseessa on tarkasteluissamme en­

simmainen sovellutus, jossa tasapainoyhtalot on muodostettava 

systeemin deformoitunut asema huomioon ottaen (geometrisesti 

epalineaarinen tapaus; ks. taulukko 4.1.1), jotta saavutettai­

siin realistisia tuloksia. 

Kinemaattinen otaksuma: Langan pieni siirtyma on pelkastaan 

poikittainen eli langan akselilla 

u = 0 , v = v(x) , w = 0 . ( 6 .1.107) 

On siis lisaksi otaksuttu tasoliiketapaus. Langan akselin suun­

tainen venyma s on ainoa bleellinen muodonmuutossuure. Geomet­

risesti lineaarisen teorian mukaiset kaavat antaisivat tuloksen 
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£ = au/ax = 0. On sovellettava Green- Lagrangen aarellisten 

venymakomponenttien lausekkeita (3.3.33). Saadaan 

g£ = g£ = g£ = 1(dv)2 
X XX 2 dx 

(6.1.108) 

ja siis 

8 g£ dv d8v = dx dx 
(6.1.109) 

Dynaaminen otaksuma: Lankavoiman S arvo ei muutu siirtyman v 

tapahtuessa eli 

(6.1.110) 

Tama otaksuma on mielekas, jos esijannitysvoima S0 on "suuri" 

ja siirtymat ovat pienia. Otaksumasta seuraa se erikoinen ti ­

lanne, etta langan aineen konstitutiivisia ominaisuuksia ei 

tarvita lainkaan. Voidaan esimerkiksi ajatella, etta kaytetaan 

esitysta (4.2.24) muodossa {Po} = {Pa0
}. 

Koska kasitellaan kuitenkin pienia siirtymia, venyma 

(6.1.108) jaa samoin pieneksi ja voidaan jattaa viitteet g ja p 

pois. Saadaan kaavaa (6.1.49) hyvaksikayttaen 

f T Jl Jl dv d<'lv V{o} 8{£}dV = 
0

S8£dX = 
0

s dx dx dx. (6.1.111) 

Vastaavasti 

1 
J

0
q<Svdx + v0 <Sv(O) + v1 <Sv(l) . ( 6.1.112) 

Huomattakoon, etta tehdyn kinemaattisen otaksuman perusteella 

vaakavoimat H0 ja H1 eivat tee kinemaattisesti luvallisessa 

siirtymassa virtuaalista tyota, koska 8u(O) =8u(l) = 0. Tavan­

omaisimmat reunaehdot ovt tyyppia v(O) = v0 , v(l) = v1 , jolloin 

siis kinemaattisesti luvallisessa virtuaalisessa siirtymassa 
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ov(O) = ov(1) = 0 ja 1ausekkeen (6.1.112) kaksi viimeista ter­

mia haviavat. 

Emme pyri esittamaan mitaan matriisimerkintoja, koska asete1 -

ma ei sovi aikaisemmin esitetyn 1ineaarisen teorian mukaisen 

standardimuodon sisa11e. 

Virtuaa1isesta tyoyhta1osta saadaan johdettua osittaisinteg­

roima11a (vrt. esimerkki 6.1.1) he1posti paika11inen tasapaino ­

yhta1o 

q + dd (S ddv) = 0 . 
X X 

(6.1.113) 

Jos 1ankaan ei vaikuta vaakasuoraa kuormitusta (kuten on asian-

1aita kuvassa 6.1.12 (c)), Son vakio x:n suhteen (ks. huomautus) 

ja yhta1o (6.1.113) saa tavanomaisimman muotonsa 

(6.1.114) 

On mie1enkiintoista todeta, etta vaikka 1auseke (6.1.108) on 

epa1ineaarinen, 1opu11inen va11itseva yhta1o tu1ee tehdyn dynaa­

misen otaksuman johdosta kuitenkin 1ineaariseksi. 

Muodonmuutosenergian pituustiheyde11e saadaan esimerkiksi 

kaavaa (4.10.1) ana1ogisesti sove1tama11a esitys SE = S 1/2· 

(dv/dx) 2 . Saadaanhan nimittain tu1os a(SE)/aE = s, koska son 

vakio. Potentiaa1ienergian 1auseke tu1ee siis o1emaan 

1 (
1 

dv 2 J1 
V(v) = 2 JoS(dx) dx-

0
qvdx + rt. (6.1.115) 

Mahdo11inen dynaaminen tapaus hoidetaan sijoitukse11a 

(6.1.116) 

jossa ~on massan pituustiheys (6.1.64). 

Huomautus 1. Jos va1i11a 0 < x < 1 ei vaikuta vaakasuoraa kuormi------------
tusta, on he1ppo todeta, etta tarkasti ottaen vain 1ankavoiman 
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vaakakomponentti 

(6.1.117) 

on paikan suhteen vakio. Toisaa1ta kun dv/dx << 1, approksimaa­

tio SH ~ s on hyvin tarkka. Lankavoiman pystykomponenti11e 

(6.1.118) 

saadaan vastaavasti approksimaatio SV ~ Sdv/dx. Taten esitta­

mamme 1ikiteorian puittissa saamme mm. kuvaan 6.1.12 (c) 1iitty­

vat tu1okset 

Ho = -S(O) , vo = -s dvl 
dx x=O 

, 

(6.1.119) 

H1 = S(1) v1 = s dv I 
dx x=1 

. 

---
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6.1.8 Levy 

Kuva 6.1.13 esittaa levyrakenteisiin liittyvia merkintoja. 

Kysymyksessa on pitkalti kohdassa 6.1.2 kasitellyn tasojannitys ­

tapauksen toisinto. Aikaisempi tarkastelu rajoittui oikeastaan 

vain tutkimaan levyn tiettya kerrosta; nyt siirrytaan kasittele ­

maan levyn paksuussuunnassa integroituja suureita. Oleelliset 

u = 
v 

x,u 
(a) 

T ds 

f;n 
ds - 111 

T ds 
X 

..._s 
t 

A- A 

y 

h(x,y) __..,.... 

(b) 

z 
- 0 X 

Kuva 6.1.13 (a) Levy. (b) Levyn poikkileikkaus. 

jannitysresultantit ovat jo kuvan 6.1.2 (c) kaavoissa esiintyvat 

suureet Nx, NY ja Nxy· 

Kinemaattinen otaksuma: Ennen muodonmuutosta levyn keskitasoa 

vastaan kohtisuorassa olleet ainesaikeet ovat muodonmuutoksen 

jalkeenkin suoria ja kohtisuorassa levyn tasona sailyvaa keski­

tasoa vastaan. Tama merkitsee, etta kunkin ainesaikeen kaikilla 

partikkeleilla on samat keskitason suuntaiset siirtymakomponentit 

eli 

u = u(x,y) , v = v(x,y) . 

Keskitason "suuntaiset" venymakomponentit 

_ au + av 
Yxy - ay ax 

(6.1.120) 

(6.1.121) 
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eivat siis myoskaan riipu z:sta. 

Dynaaminen otaksuma: Kussakin levyn keskitason suuntaisessa 

kerroksessa vallitsee tasojannitystila eli 

= Tzx = 0 

Saadaan (A on levyn alue xy- tasossa) 

J
( (a OE +a OE +T oy )dV v x x y y xy xy 

h/2 
= f J( (a OE +a OE+T oy )dzdA x x y xy xy 

A -h/2 

= )( [(J a dz)oE + (J a dz)o E + (J T dz)oy ]dA A X X y y xy xy 

(6.1.122) 

(6.1.123) 

Edella siis pelkka merkinta f( )dz viittaa maarattyyn integ­

raaliin levyn paksuuden h ylitse. 

Vastaavasti 

f (F ou+F ov)dA + f (T ou+T ov)ds . 
A X y S X y 

(6.1.124) 

Tassa Fx ja F ovat levyn kuormituskomponentit levyn pinta- alaa 

k ht ' ( [ F ] NY - 2 ) . T . 1 . k o 1 = m Ja x Ja Ty taas evyn reunaan val uttavat 

kuormituskomponentit levyn reunan pituutta kohti ([T] = Nm- 1 ). 

Isotrooppista Hooken lakia sovellettaessa kaytetaan tasojan­

nitystilan kaavoja (6.1.16), jolloin 

= ( f E d + ( J( Ev d ) - - 2 Z) EX 2 Z Ey 
1 - v 1-v 

NY = J aydz = ( J __§_2 dz) E + ( ( Ev dz) Ex , 
1-v Y J l - v2 (6.1.125) 
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Nxy = f Txydz = (J Gdz)yxy 
J 

eli 

N 
p p 

= dll£x + dl2£y X 

NY = d~l£x + d~2£y (6.1.125') 

N = dp 
xy 33Yxy 

jossa kertoimien dp (di2 = d~1 ) merkitys selviaa kaavoja 

(6.1.125) ja (6.1.125') vertaamalla. Suureita dp voidaan nimit­

taa vaikka !~YYi~Y~~yy~~!~~! ([d)= Nm-
1

). ~~~~Q~1~YY!!!~ (engl. 

sandwich plate) eri materiaalikerrokset voivat olla konstruoidut 

voimakkaasti anisotrooppisiksi, jolloin tasojannitystilan mer­

kintoja (6.1.17) kaytettaessa yhteyden {o} = [D]{s} matriisi [D) 

on lauseketta (6.1.19) mutkikkaampi. Talloin vallitsee kaavojen 

(6.1.125) sijasta yleisempi yhteys 

jossa 

(6.1.127) 

Jos levyn ominaisuudet eivat muutu paksuussuunnassa ja jos ky­

seessa on lisaksi isotrooppinen homogeeninen materiaali, kaavo­

jen (6.1.127) ja (6.1.125) nahdaan antavan tulokset 

mit 

\) 

1 

0 

0 l 0 . 
1-v -TJ 

(6.1.128) 

Hitausvoimista kertyy levyn paksuuden yli integroituina ter-
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-f CJ
2u 2 ()2u FI dz= - (Jpdz)() ~ = 

X 
- p 

()t2 
- ]J 

()t2 ()t 
(6.1.129) 

FI - ( CJ
2v f ()2 CJ

2v p dz = - ( pdz)~ = - ]J y -
J ()t2 ()t2 ()t2 ' 

jossa siis 

]J - Jpdz ( 6.1.130) 

on nyt 1evyn massan pintatiheys ([]J]= kgm- 2 ); vrt. kaava (6.1.64). 

Jos tiheys on vakio z:n suhteen, l1 = ph. 

Sopivat matriisimerkinnat ovat tasojannitystapauksen kaavojen 

(6.1.17) ja (6.1.18) perustee11a niin i1meiset, ettei niita 1iene 

tarpeen kirjata. 
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6 .l. 9 Laatta 

Paksu laatta. Tarkastellaan kuvan 6.1.14 esittamia, laattaan 

liittyvia merkintoja. Oleelliset voimasuureet nakyvat kuvassa (b). 

(a) 

(b) 

Kuva 6.1.14 (a) Laatan kinemaattisia suureita. (b) Laatan 

voimasuureita. 

Osa niiden laus~kkeista on esitetty jo kuvassa 6.1.2 (c). Laatan 

yhteydessa sovelletut otaksumat ovat pitkalti analogisia palkil ­

le tehtyjen otaksumien kanssa. Palkin poikkileikkausten sijasta 

tarkastellaan nyt - kuten levylla - laatan referenssitasoa 

(keskitasoa) vastaan alunperin kohtisuorassa olleita ainesaikeita. 

Kasitellaan ensin ns. paksua laattaa (engl. thick plate); 

englanninkielisessa kirjallisuudessa kaytetaan usein myos termia 

Mindlin plate. Se on Timoshenko- palkin laattavastine. Leik-
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kausjannityksista T ja T (tai leikkausvoimista Q ja Q ) syn-xz yz x y 
tyvat muodonmuutokset otetaan huomioon. Jatamme seuraavassa laa-

tan kasittelyn melko suppeaksi. Useimmat tulokset ovat tarvit ­

taessa johdettavissa toistamalla vain kohdissa 6.1.5 ja 6.1.6 

esitettyja ajatuskulkuja. 

Kinemaattinen otaksuma: Ennen muodonmuutosta laatan referens­

sitasoa vastaan kohtisuorassa olleet ainesaikeet ovat muodonmuu-

toksen jalkeenkin suoria ja pituudeltaan muuttumattomia. (Toisin 
sanoen nama ainesaikeet liikkuvat kuten jaykan kappaleen mallin 

mukaiset aarettoman hoikat sauvat.) Lisaksi tassa otaksutaan, 

etta referenssitaso = xy-taso on neutraalitaso, jolla olleilla 

partikkeleilla tason suuntaiset siirtymakomponentit u ja v havi­

avat. Pienten kulmanmuutosten yhteydessa ainesaikeen rotaatio 

(ks. kohta 2.2.2) voidaan esittaa vektorina (kuva (a)) 

~ 7 7 
e(x,y) = ex(x,y)l + ey(x,y)J . (6.1.131) 

Huomattakoon, etta tama vektori on pakosti xy-tason suuntainen, 

koska aarettoman ohuen sauvan rotaatiota sauvan oman akselin ym­

pari ei voida maaritella. Ajatellaan nyt piirretyiksi kuvan 

6.1.10 tapaiset esitykset laatan leikkauksissa y = vakio ja x = 

vakio. Pieni tarkastelu osoittaa silloin, etta laatan siirtymi­

en approksimaatio on muotoa 

u(x,y,z) = zey(x,y) , 

v(x,y,z) (6.1.132) 

w(x,y,z) = w(x,y,O) = w(x,y) . 

Taten paksun laatan teorian mukaiset kolme yleistettya siirtymaa 

ovat taipuma w(x,y) ja kiertymakomponentit ex(x,y) ja ey(x,y). 

Kaavojen (3.3.36) perusteella nollasta eroaviksi venymakompo-

nenteiksi saadaan 

ae 
E = z 

__y 
ZK 

X ax X 

ae 
X 

E - z = ZK y ay y 
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a8 a8 _y X 
Yxy = z z = ZKXY ay ax (6.1.133) 

Yxz - Yx = aw + 8 ax y 

aw 8 Yyz - Yy = -ay X 

On kaytetty 1yhennysmerkintoja 

a8x 
=- --ay Kxy =~ ay (6.1.134) 

Suureita Kx ja KY nimitetaan vastaavasti kuin pa1ki11a ~~Y~!~ty­

~!~~! j a Kxy/2 on ns. y~~gt~~ (engl. twist). 

Dynaaminen otaksuma: Jannityskomponentti 

(6.1.135) 

Menette1ema11a vastaavasti kuin kaavan (6.1.82) johdossa saadaan 

= ( 
J 

h/2 

f 
- h/2 

+ T oy + l oy )dv xz xz yz yz 

(a ZOK +a zoK +T zoK + x x y y xy xy 

= J (M oK +M oK +M oK +Q oy +Q oy )dA A X X Y y XY xy X X ·y y (6.1.136) 

Laatan reuna11a on tapana toimia x- ja y-akse1in suuntien si­

jasta paika11isen kierretyn nt - koordinaatiston suunni11e refe­

roitujen komponenttien avu11a (kuva 6.1.14 (b)). Kysymyksessa 

on kuvan 4.7.4 esittamaa asete1maa muistuttava tapaus. Kierret­

tya koordinaatistoa kaytetaan tavanomaisten reunaehtojen asette ­

lun yksinkertaistamiseksi. Esimerkiksi ensimmaisten kaavojen 
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( 4 . 7 . 5 ) vastineiksi sa ada an 

-+ -+ 

} 
e = n· e = n e + n e n X X y y 

(6.1.137) 
-+ -+ 

et = t·e = t e + t e = -n e + n e 
X X y y y X X y 

Emme esita tassa traktiosuureiden W, Bn' Bt ja sisaisten janni ­

tyssuureiden Qx' Qy' Mx, My, Mxy valisia yhteyksia; ks. esimer­

kiksi [6.1]. Ne syntyvat periaatteessa kaavoja {t} = [n]{o} ja 

{t'} = [L]T{t} perakkain soveltamalla. Kierrettyja paikallisia 

koordinaatteja voidaan kayttaa tietenkin tarvittaessa vastaavas­

ti myos esimerkiksi levyn yhteydessa. 

Kuvassa 6.1.14 esitetyt, etenkin laatan reunaan liittyvat mer­

kinnat eivat kaikki ole kovin tavanomaisia. Mm. seuraavia yh­

teyksia voi esiintya tassa kaytettyjen ja kirjallisuudessa usein 

esiintyvien tunnusten valilla: ex - -ey' ey - ex, en = -et' 

e = e W = Q B = -Mns' Bt - M Lukuisia muitakin merkinta-t n' n' n n 
tapoja nakyy ja taten on tarpeen olla tarkkana eri lahteita seu-

rattaessa. 

Lausekkeen (6.1.83) vastineeksi saadaan 

(6.1.138) 

Poikittaisen kuormitusintensiteetin p ja jakautuneen momentin 

intensiteettien r jar dimensiot ovat tassa: [p] = Nm- 2 , [r] = 
X y 

Nmm- 2 = Nm- 1 . Tavallisimmin staattisissa sovellutuksissa rx = 
= 0. 

Kimmoiselle materiaalille kirjoitetaan laatan yhteydessa ta­

vallisesti yhteydet 
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(6.1.139) 

ja 

(6.1.140) 

joissa erityisesti isotrooppisen Hooken lain tapauksessa 

[D] = l-~2 ~ [G] = G ~ J . (6.1.141) 

Kaavan (6.1.139) kaytto merkitsee, etta otaksumme laatan kunkin 

kerroksen z = vakio olevan oleellisesti tasojannitystilassa. 

(Isotrooppisen Hooken lain tapauksessa on riittanyt, etta olemme 

ottaneet huomioon tiedon (6.1.135).) 

Kertomalla yhtalo (6.1.139) puolittain koordinaatilla z ja 

suorittamalla integrointi laatan paksuuden yli saadaan kuvan 

6.1.2 (c) kaavojen perusteella yhteydet 

M K 
X X 

M = [Db] K y 3x3 y (6.1.142) 

M K xy xy 

jossa 

[Db] = J [D]z
2
dz 

3x3 3x3 
(6.1.143) 

ja erityisesti isotrooppisessa homogeenisessa tapauksessa 

\) 0 

1 0 
0 1-\) 

2 

(6.1.144) 
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Vastaavaan tapaan saadaan 

(6.1.145) 

jossa 

[D
5

] = kJ[G]dz 
2 x 2 2 x 2 

(6.1.146) 

ja erityisesti isotrooppisessa hornogeenisessa tapauksessa 

(6.1.147) 

Korjauskerroin k on otettu rnukaan vastaavista syista, joita on 

se1ostettu kohdan 6.1.6 huornautuksessa 2. Taten sarnoin esirner­

kiksi kaavoja (6.1.140) ei tu1e kayttaa suoraan 1eikkausjannitys­

ten Txz ja Tyz 1askerniseen. 

Dynaarnisessa tapauksessa saadaan vastaavaan tapaan kuin kaavan 

(6.1.94) johdossa 1opputu1os 

(6.1.148) 

jossa ~ on kaavan (6.1.130) rnukainen 1aatan rnassan pintatiheys 

( [ ~ J = kgrn- 2 ) j a 

(6.1.149) 

on esityksesta (6.1.95) poiketen nyt 1aatan rnateriaa1isaikeen 

rnassahitausrnornentti 1aatan pinta-a1aa kohti ([J]= kg). Jos ti ­

heys on vakio z:n suhteen, J = ph3 /12. 

Matriisimerkinnat voidaan va1ita seuraavasti: 



w 

{u} = ex 
3x1 

q 

{f} = rx 
3x1 

w 

{t} = Bn 
3x1 

w 

3x1 
= 

a;ax 
a;ay 

V :: A S = S I 

dV = dA 1 dS = ds 1 

1 0 

0 

0 -n 
y 

0 

-1 

0 

-a;ay 
-a/ax 

1 l 
o I 

a;axj 
o I 

a;ayj 

Kimrnoise11a 1aata11a 

[D] = 
5x5 

6.1.67 

(6.1.150) 

(6.1.151) 
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~~2~~~~~~ - !· Joskus voi olla edullista pitaa paksun laatan 

yleistettyina siirtymina suureiden w, 8 ja 8 sijasta suureita 
X y 

w, y jay (vrt. esimerkki 6.1 . 2). 
X y 

Ohut laatta. Tama on Bernoulli - palkin laattavastine. Kirjalli ­

suudessa puhutaan talloin tavallisesti Kirchhoff-laatasta. Liu­

kumien Yxz ja Yyz otaksutaan haviavan. Saadaan siis rajoitus ­

yhtalot 

'dw + ey 0 'dw 
8 0 = ' - = 'dx 'dy X 

(6.1.152) 

eli 

8 
'dw 

8 
'dw = ' = - . 

X 'dy y 'dx 
(6.1 . 153) 

Vastaavat rajoitevoimat ovat Qx ja QY. Taten ohuen laatan teoria 

perustuu kolmen siirtymasuureen w, ex ja ey sijasta vain yhden 

suureen, laatan taipuman w(x,y) kasittelyyn. Esimerkiksi kaavat 

(6.1.134) muuntuvat siis muotoihin 

(6.1.154) 

Sopivat matriisimerkinnat tulevat olemaan (ks. myos esimerkki 

6.1.5) 

{u} = w ' {£} = 1:: l xl 3 x l 

l xy 

M 
'dr 'dr X 

{f} p + ~ X 
{a} M = --- = 

l x l 'dx 'dy 3 xl y 

M xy 

{t} r- 'dBn/'ds -rt} ' (6.1.155) = 
2xl Bt 



-8 2/8x2 

(£8U) = -()2/()y2 

-28 2/8x8y 

Kimmoise11a 1aata11a 

V = A , S - s , 

dV = dA , dS = ds . 
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(6.1.156) 

tl~Q~~~~~~-~· Seka paksun etta ohuen 1aatan teoriassa ovat voimas­

sa siirtymaan ja kiertymiin vastaavasti 1iittyvat tasapainoyhta1ot 

8Qx ~ 
p + ~ + 8y = 0 ' 

8Mxy 
r + Q -

X y dX 

8M 
__y_ = 0 
()y ' 

0 . 

(6.1.157) 

Ohuen 1aatan tapauksessa rajoitevoimat Qx ja Qy voidaan siis tar­

vittaessa maarittaa kaavoista 

8M 8M 
Q =~+~+r 

X dX 8y y 

(6.1.158) 
8M 8M 

Q =~+__y_-r y dX ()y X 

kun taivutus - ja vaantomomentit ovat se1vi11a. Sijoittama11a 

1ausekkeet (6.1.158) ensimmaiseen tasapainoyhtaloon saadaan tu1os 

0 . (6.1.159) 
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Jos tahan ajate11aan vie1a sijoitetuiksi yhteydet (6.1.139) ja 

(6.1.154), havaitaan, etta kimmoisen ohuen 1aatan taipuman diffe­

rentiaa1iyhta1o tu1ee o1emaan (kuten vastaava hoikan pa1kin yh ­

ta1o; esimerkki 6.1.4, kaava (e)) ne1jatta kerta1ukua. 

~~2~~~t~~-~· Siirryttaessa paksun laatan teoriasta ohuen 1aatan 

teoriaan tapahtuu i1mio, jota ei esiinny vastaavana pa1ki11a. 

Laata11a kaytettavissa o1evien reunaehtojen 1ukumaara laskee ni­

mittain ta11oin ko1mesta kahteen, kun taas palki11a reunaehtojen 

lukumaara sai1yy pa1kin kummassakin paassa ede11een kahtena. 

Mind1in-laata11e voidaan esimerkiksi esittaa kinemaattiset ehdot 

w = w, en = en ja et = St. Kirchhoff-1aata11e riittavat vastaa­

vasti ehdot w = w, et = -8w/8n = et , koska kiertyma en = 8w/8s 

maaraytyy jo funktion w(s) perustee1la. Traktioreunaehtojen suh­

teen reunaehtojen lukumaaran a1entumista on vaikeampi heti ymmar­

taa. Esimerkissa 6.1.5 suoritettu tarkaste1u va1aisee hieman 

tata seikkaa. 

Esimerkki 6.1.5 Korvikeleikkausvoima. Tarkastellaan lausekkeen (6.1.138) 
muuntumista ohuen laatan teorian tapauksessa. 

Sa a d a a n ( v r t . e s i me r k k i 6 . 1. 3 ) 

J (pow+r o6 +r o6 )dA + J (Wow+B o6 +Bto6t)ds 
A xxyy s nn 

(a) 

J ( 
aow aow) J aow aow) 

A pow+r x ay -r Y a>< dA + 
5 

(Wow+Bn as- -Bt ~ ds (b) 

J 
(p- arx + ~)owdA + J [(W-

38
n)ow - B aow]ds + 

A ay ax s as t an 

n s i+1 

J ( n r - n r ) owd s + L: I B ow = yx xy . 
1 

n 
S I= S. 

(c) 

I 

J 
ar ar J aB 

(p+ _y- ~) owdA + [(W- _n -r )ow 
A ax ay s as t 

- B aow ]ds + 
t an 

n 
- L: [ B ] . ow. 

j =1 n I I 
(d) 
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Ensin on otettu huomioon lausekkeet (6.1 .153) seka kuvasta 6.1.14 (a) paa­
teltavissa olevat yhteydet 8 = 3w/3t = 3w/3s ja 8t = -3w/3n. Taman jalkeen 
termien rx3ow/3y, ry36w/3x j~ Bn3w/3s suhteen on sovel lettu osittaisinteg­
rointia. Pisteet i = 1,2, ... ,n viittaavat reunalla suureen Bn mahdollisiin 
epajatkuvuuskohti in. Naita ovat taval 1 isimmin reunan karkipisteet, jos 
reuna ei ole silea. Reunaa pitkin tapahtuva osittaisintegrointi on taten 
suoritettava paloittain, joka seikka sel ittaa kaavoissa esi intyvat summa­
lausekkeet (huom. pisteet 1 ja n yhtyvat; reuna on tal loin kierretty ympari .) 

Saatu lauseke (d) osoittaa, etta Kirchhoffin laatta- jossa w(x,y) on 
ainoa yleistetty si irtyma- kokee laatan kuormituksen muodostuvan vi rtuaa­
lisen tyon periaatteen kannalta poikittaisesta kuormitusintensiteetista 

3r 
p + _Y_ 

dX 

3 r 
X 

3y 

reunalla vaikuttavasta poikittaisesta vi ivakuormituksesta 

3B n 
W-dS -rt 

(e) 

(f) 

ja reunan karjissa tai yleisemmin B :n e~ajatkuvuuskohdissa 
n 

vaikuttavista 
poikittaisvoimista 

-[B ] .. 
n 1 

(g) 

Lisaksi mukana on reunan suuntainen taivutusmomenttikuormitus Bt. 
Lauseketta (f) nimitetaan (tavall isesti rt = 0) korvikeleikkausvoimaksi 

[4.4, s. 827]. Lausekkeen (d) muodosta voidaan paatella, etta Kirchhoff­
laatan reunaehtoina saadaan antaa suureiden 

w ta i w - 3B / 3s - rt 

} 
n (h) 

dW tai Bt 3n 

arvot; syntyy s i is a ina vain kaksi ehtoa ( v rt. esitys (4.?.4)). 

Huomautus 4. Kohdan 6.1.6 huomautus 3 patee ana1ogisesti tassa-

kin. Ohut 1evymainen rakenne voi siis toimia samanaikaisesti se­

ka 1evyna etta 1aattana. Samoin kuorta voidaan approksimoida 

karkeimmi11aan esimerkiksi tiety11a maara11a ko1mionmuotoisia ta­

soe1ementteja. 
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6.1.10 Jannitetty ka1vo 

Kuva 6.1.15 esittaa esijannitettya,a1unperin xy-tasossa sijait ­

sevaa ka1voa. Kasittely on laheisesti samanlainen kuin jannite-

lpdA 

ct.zb 

Kuva 6.1.15 Jannitetty ka1vo. 

... s 
X 

tyn langan tapauksessa. Olee1liset jannitysresu1tantit ovat Nx, 

NY ja Nxy' joita tu1laan merkitsemaan tassa tunnuksi1la sx, sy 

ja sxy 

Kinemaattinen otaksuma: Ka1von pieni siirtyma on pelkastaan 

poikittainen eli 

u = 0 ' v = 0 ' w = w(x,y) . (6.1.160) 

Kalvon tasossa val1itsevat Green-Lagrangen aare1liset venymakom­

ponentit (3.3.33) saavat arvot 

(6.1.161) 

aw 'dw = dX 'dy • 
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Vastaavat virtuaaliset venymat ovat 

aw aow = ax ax 

aw aow = ---ay ay (6.1.162) 

ogy = aw aow + aw aow 
xy ax ay ay ax 

Dynaaminen otaksuma: Jannitysresultanttien Sx, SY ja sxy arvot 

eivat muutu siirtyman w tapahtuessa eli 

sy = s 0 

X ' 
(6.1.163) 

Saadaan kaavaa (6.1.123) hyvaksikayttaen (jatetaan viitteet p 

ja g pois) 

r {cr}To{E}dV = f (S o£ +S o£ +S oy )dA Jv A x x y y xy xy 

= J [S aw C3ow + S aw C3ow + 
A x ax ax y ay ay 

+ 8 ( aw a ow + aw a ow) J dA . 
xy ax ay ay ax (6.1.164) 

Vastaavasti 

JA powdA + t Wowds . (6.1.165) 

Tavallisin reunaehto on w = w koko reunalla, jolloin kinemaatti­

sesti luvallisessa tapauksessa ow= 0 ja lausekkeen (6.1.165) 

jalkimmainen termi haviaa. 

Virtuaalisen tyoyhtalon avulla paikalliseksi tasapainoyhtalok­

si saadaan 
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P + a (S aw) + l_(S ~w) + a (S aw) + 
ax x ax ay y ay ax xy ay 

+ l_(s aw) = o 
ay xy ax · (6.1.166) 

Jos jannitysresultantit ovat paikan suhteen vakioita, yhtalo yk­

sinkertaistuu muotoon 

+ sx 
a 2w + 2Sxy 

a 2w + sy 
a 2w 0 (6.1.167) p -2 = 

ax2 axay ay 

ja jos kalvo on isotrooppisesti ja homogeenisesti esijannitetty 

eli jos s s - s = vakio ja s = 0 ' 
yhtalo on muotoa 

X y xy 

2 2 
P + S(a w2 + a w2) = 0 . 

ax ay 
(6.1.168) 

Huomattakoon, etta esijannitysresultantit eivat voi olla arvoil­

taan taysin mielivaltaisia, vaan niiden on toteutettava kalvon 

tason suuntaiset "levytasapainoyhtalot" (ks. kohdat 6.1.8 ja 

6.1.2) 

0 ' 
(6.1.169) 

0 • 

Ne on kirjoitettu tassa tapauksessa, jossa kalvoon ei vaikuta 

kalvon tason suuntaisia voimia. 

Kalvon potentiaalienergian lauseke tulee olemaan 

V(w) 

(6.1.170) 

Mahdollinen dynaaminen tapaus hoidetaan sijoituksella 
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(6.1.171) 

jossa ~ ([~] = kgm- 2 ) on kalvon massan pintatiheys (6.1 . 130). 

~~2~~~~~e~~ Esittamissamme jannitetyn kalvon kaavoissa jannitys ­

resultantit s 1 s 1 s ovat annettuja suureita ja siirtyma w on x y xy 
tuntematon. On mielenkiintoista todeta 1 etta esimerkiksi tasa-

painoyhtalot (6.1.166) ja (6.1.169) patevat toisaalta mielival ­

taiselle kalvotilassa (ks. kohta 6.1.1) olevalle kuorelle . Tal ­

loin jannitysresultantit ovat tuntemattomia ja suure w taytyy 

tulkita annetuksi 1 kuoren muotoa kuvaavaksi paikalliseksi funk ­

tioksi eika siirtymaksi. Tarkemmin sanoen valitaan kuoren kuhun ­

kin pisteeseen kuvan 6.1.2 (b) tapaan paikallinen karteesinen 

koordinaatistol jolloin kuoren muoto pisteen valittomassa ympa ­

ristossa on esitettavissa funktion z = w(x 1 y) avulla. Itse asi ­

assa termit a 2w;ax2 ja a2w;ay2 kuvaavat talloin kuoren kaare­

vuuksia. Nain tulkittuna yhtalo (6.1.168) antaa myos uudelleen 

pintajannityksen yhteydessa esitetyn tuloksen (5.2.44). 
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6.1.11 Yhdistetyt rakenteet 

Kaytannon rakenteita voidaan ana1ysoida usein ajatte1ema1la ne 

koostuneiksi kohdissa 6.1.2 ... 6.1.10 esitetyn kaltaisista raken­

neosista. Laatta voi liittya reunoi1taan palkkeihin. Pa1kin si­

sa1la voi ku1kea esijannityskaape1i, jota voidaan approksimoida 

kaarevana vetosauvana. Kevytrakenteet koostuvat tyypi1lisesti 

1evyista ja ohuista sauvoista jne. 

Virtuaalisen tyon periaate (ja sen erikoistapauksena potenti ­

aalienergian stationaarisuuden periaate) sopii ede1leen erinomai­

sesti tallaisten yhdistettyjen rakenteiden analysointiin. Muis­

tetaan, etta virtuaalinen tyo on summeerautuva suure: tyoosuudet 

1asketaan siten yhteensa koko rakenteen avaruudesta varaamasta 

a1ueesta. Jos rakenteen eri osissa kaytetaan toisistaan poikkea­

via sopivia siirtymien ja jannitysten approksimaatioita, tama ei 

millaan lai1la esta edelleen soveltamasta virtuaalisen tyon peri ­

aatetta. (Kaytannossa ei ole nimittain useinkaan mielekasta pyr­

kia mallittamaan koko rakennetta puhtaana kolmidimensioisena kon­

tinuumina ilman mitaan yksinkertaistavia otaksumia.) 

Analyysiin kaytettyjen mallien valinta riippuu tietenkin ku1-

1oisestakin tarkoituksesta. Esimerkiksi tietyn 1aatan ja pilarin 

yhtymakohdan va1ittomassa ymparistossa seka tavanomainen laatta­

etta sauvateoria antavat aivan vaaran tiedon jannityskentasta, 

jossa esiintyy voimakkaita keskittymia. Kohtuullise1la etaisyy­

della yhtymakohdasta jannitykset ovat tasaantuneet Saint- Venantin 

periaatteen hengen mukaisesti [4.4, s. 148] ja laatta- ja sauvate­

orian antamien tulosten voidaan jo otaksua o1evan rea1istisia. 

Jos jannityskeskittymista halutaan tarkempaa tietoa, tarkaste1ta­

va rajattu alue voidaan mal1ittaa erikseen ko1midimensioisena 

kontinuumina ottaen reunaehdot alkuperaisen karkean analyysin 

antaman ratkaisun perusteella. 
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6.1.12 Energiayhtalon erikoistapauksia 

Yleista. Kohdissa 6.1.1 ... 6.1.11 esitetyt tarkastelut rajoittui ­

vat puhtaasti mekaanisiin probleemeihin. On ilmeista, etta myos 

energiayhtalon ja sen heikon muodon yhteydessa voidaan tehda vas ­

taavantapaisia tilanteesta riippuvia yksinkertaistuksia. Asetel ­

ma ei ole kuitenkaan niin pitkalle standardisoitu terminologian 

yms. suhteen kuin rakenteiden mekaniikassa. Esimerkiksi levyn 

yhteydessa tullaan operoimaan suureilla fqxdz ja fqydz, jotka 

ovat jonkinlaisia levyn voimasuureiden N ja N vastineita. 
X y 

Edellisille ei ole kuitenkaan tiettavasti vakiintuneita nimityk-

sia lammonsiirron teoriassa. 

Palautetaan mieleen joitakin vallitsevia kaavoja suorittaen 

jalleen kuten kohdassa 6.1.1 merkinnalliset siirtymat a ~ x, 

dV0 ~ dV jne. Tarkastelemme energiayhtaloa tassa kohdan 4.11.1 

esityksen mukaan muodossa 

V:ssa , (6.1.172) 

jossa suureeseen Q katketaan tarvittaessa aina sopivasti tietty­

ja termeja. Tavanomaisimmat reunaehdot ovat 

T T (6.1.173) 

(6.1.174) 

(Ks. myos kohdan 4.11 kaavoja (4.11.9), (4.11.10), (4.11.24).) 

Heikko muoto (4.11.6) on tassa 

-f (q _aoT + aoT + 3oT)dV + v x ax qy ay qz az 

(6.1.175) 

jossa on kaytetty viela tulkintaa (4.11.11): w =aT. 

Jos lampovuovektorin otaksutaan syntyvan vain johtumisesta ja 

jos Fourierin lammonjohtumislain otaksutaan olevan voimassa, patee 

siis 
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(6.1.176) 

eli {q} -[k]{V}T. Lisaksi variaatioperiaate on= 0 on kay­

tettavissa, jossa funktionaali (4.11.23): 

aT/ax T rkxx kxy kxzl 
aT/ax 

1 

fv lkyx IT(T) = aT/ay k kyzj aT/ay dV + 2 

lkzx 
yy 

aT/az k kzzj aT/az zy 

- f QTdV + f qnTdS (6.1.177) 

v s 
q 

Tasotapaus. Jos 1ampotila ei riipu tietysta koordinaatista 

(esimerkiksi z-koordinaatista), saadaan kaksidimensioinen prob­

leema, jossa on siis maaritettava 

L T = T 

X 

Kuva 6.1.16 Kappaleen 

funktio T(x,y). Tallainen lampoti­

lajakautuma syntyy z-akselin suun­

taisessa sylinterin muotoisessa 

kappaleessa, jonka ominaisuudet ja 

reunaehdot eivat muutu z-akse1in 

suunnassa. Ana1yysi voidaan suorit­

taa tarkastelemalla kappa1een mie1i­

valtaista poikki1eikkausta z = vakio 

(kuva 6.1.16). Tarvittavat kaavat 

ovat ko1midimensioisen tapauksen pe-

poikkileikkaus. rustee11a itsestaan se1vat; q 2 = o 
ja suureiden riippuvuus z-koordinaa­

tista haviaa. Kirjataan kuitenkin jatkoa si1ma11apitaen joita­

kin kaavoja nakyviin. 

saadaan mm. yhtalot 

aqx ~ 
ax + ay - Q = 0 A:ssa , (6 .. 1.178) 



T = T 

-n q + n q = qn X X y y 

Heikko muoto on 

_( (q aoT + q aoT)dA 
JA x ax y ay 

Fourierin 1aki on 

- (k aT k _aT) 
qx = - + 

XX ax xy ay 

-(k aT k aT) q = - + y yx ax yy ay 

ja funktionaa1i (6.1.177) saa esitysmuodon 

IT(T) = 1 f [k (~~)2 + 2k aT aT+ k (aT)2 ]dA + 
2 A xx ax xy ax ay yy ay 
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(6.1.179) 

(6.1.180) 

(6 . 1.181) 

(6.1.182) 

(6.1.183) 

Esimerkiksi kenttayhta1osta tu1ee 1ausekkeet (6.1.182) huomioon­

ottaen vie1a 

a (k aT + k ~T) + ..L_(k aT + k aT) + Q = 0 . (6 1 184) 
ax xx ax xy ay ay yx ax yy az · · 

Isotrooppisessa (k - k = k, k = 0) ja homogeenisessa ta-xx - yy xy 
pauksessa (k ei riipu paikasta) yhta1o on yksinkertaisimmi11aan: 

0 . (6.1.185) 

~evy. Tarkaste11aan kuvan 6.1.17 esittamaa 1evya. Poiketen koh­

dan 6.1.8 esityksesta emme kuitenkaan tassa enaa vaadi, etta 

1evyn pitaisi o11a symmetrinen keskipintansa suhteen, jonka tu1i 

siis vie1a o11a taso. Kuva 6.1.17 esittaa siis tasma11isemmin 
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~ 

n 

qn A - A 
A A 

L ~ 
z 

~h(x,y) 

lH2(x,y) H1 (x,y) 

ST T T 
y X 

X = 
(a) (b) 

Kuva 6.1.17 (a) Levy. (b) Levyn poikkileikkaus. 

sanottuna laakeaa, suunnilleen xy-tason suuntaista kuorta. 

(Kohdan 6.1.8 levyteorian otaksumat eivat olisi nyt sopivia, 

koska rakenne toimisi myos laattamaisesti.) Energiayhtalon kan­

nalta pieni poikkeama tasosta ei osoittaudu tarkeaksi. Tulemme 

nimittamaan levyn pintoja z = H1 (x,y) ja z = H2 (x,y) mukavuus­

syista jatkossa vastaavasti levyn ala- ja ylapinnoiksi. Samoin 

lyhennysmerkinta J( )dz tarkoittaa tassa seuraavaa: 

f ( 
H 

f 
2( 

)dz = 
Hl 

(6.1.186) )dz . 

Jos olosuhteet levyn ala- ja ylapuolella ovat suunnilleen sa­

manlaiset, on mielekasta tehda seuraava otaksuma: 

T = T(x,y) . (6.1.187) 

Toisin sanoen levyn lampotilan otaksutaan olevan vakio z-akselin 

suunnassa. Jos levyn pinnat ovat taysin lampoeristetyt - siis 

adiabaattiset reunat - paadytaan talloin edella tasotapauksessa 

esitettyyn asetelmaan ja vastaaviin yhtaloihin. Usein pinnoilta 

tapahtuu kuitenkin konvektiivista lammonsiirtymista (esimerkiksi 

jaahdytysripa) ja vallitsevat yhtalot taytyy johtaa erikseen. 

Kaytetaan tahan apuna energiayhtalon heikkoa muotoa. 
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Yhtalo (6.1.175) on kirjoitettavissa kuvan 6.1 . 17 geometrian 

huomioon ottaen muotoon (A on levyn keskipinnan projektio ja s 

pinnan reunan projektio xy- tasolle) 

( ( ( 3oT 3oT 3oT)dzdA + 
- JA J qx 3x + qy 3y + qz 3 z 

+ J J qnoTdzds - J. J QoTdzdA = o . 
s A 

Tassa merkinnat 

dS. 
l 

3H. 2 
l = [1 + (ax-) 

3H . 2 1/2 
+ ( 3y l) ] dA 

(6.1.188) 

i = 1,2 (6.1.189) 

viittaavat levyn ala - ja ylapinnan pinta- alkioiden lausekkeisiin. 

Yhtalon (6.1.188) muiden merkintojen sisalto lienee ilmeinen. 

Heikko muoto (6.1.188) on viela miltei eksakti (levyn reunojen 

muodosta riippuen voi syntya pienia virheita). Otaksumasta 

(6.1.187) seuraa, etta myoskaan virtuaalinen lampotila ei riipu 

z-koordinaatista; ts. 

oT = oT(x,y) . (6.1.190) 

Yksinkertaistetaan kasittelya lisaksi ottamalla huomioon, etta 

rakenne on!~~~§~ (engl. shallow). Tama tarkoittaa matemaatti ­

sesti, etta 

3H. 
13xll << 1, 

3H. 
layll << 1 , i = 1,2 . (6.1.191) 

Kaavaa (6.1.189) tarkastelemalla ymrnarretaan, etta approksimaa­

tio 

dS. ::: dA , 
l 

i = 1,2 (6.1.192) 

on talloin hyvin perusteltu. Taman approksimaation kaytto ei 
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ole tietenkaan valttamatonta, mutta lausekkeiden (6.1.189) sovel ­

taminen otaksuman (6.1.187) yhteydessa olisi liioittelua. Yhta ­

lo (6.1.188) saadaan siis muotoon 

- J (JQdz)oTdA = o . 
A 

(6.1.193) 

Kaytetaan lyhennysmerkintoja 

(6.1.194) 

ja 

6 = Joctz . (6.1.195) 

~ ~ 

Suureet q(x,y), q(x,y) ja qn(s) ovat lampovirtoja levyn y-, x- tai 

s-suuntaisia pituuksia kohti ([q] = wm- 1 ). suure Q on lampolah­

teen antoisuus levyn xy-pinta-alaa kohti ([Q] = Wm- 2 ). Lopulli­

nen heikko muoto on taten 

_( (q 3oT + 3oT (q(l)+q(2) )oT]dA + 
j x 3x qy 3y - n n 
A 

(6.1.196) 

Rakenteiden mekaniikassa noudatettua terminologiaa mukaillen voi -
~ ~ 

simme nyt nimittaa termeja q ja q vaikka yleistetyiksi lampo-x y 
vuokomponenteiksi. 

Niin haluttaessa heikosta muodosta saadaan johdettua tuttuun 

tyyliin osittaisintegrointia soveltamalla kenttayhtalo A:ssa 
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~ 

3q 3q 
+ ( 1) ( 2 ) ~ 

~+ ~ + Q = 0 
dX 3y qn qn (6.1.197) 

ja reunaehto osalla s q 

nxqx + nyqy = qn (6.1.198) 

Kenttayhtalo (6.1.197) eroaa siis tyypiltaan tasotapauksen yhta­

losta (6.1.178) levyn ala- ja ylapintoihin yhteensa liittyvan 

lampovirran tiheyden q(l) + q( 2 ) suhteen. 
n n 

Huomautus 1. Yhtalo (6.1.197) voidaan johtaa vaihtoehtoisella 

tavalla integroimalla kolmidimensioinen yhtalo (6.1.172) ensin 

z:n suhteen levyn paksuuden yli ja soveltamalla sitten Leibnitzin 

saantoa (L.2.13). Kohdassa 6.11 annetaan nayte tamantapaisesta 

kasittelysta. 

Koska tassa 3T/3z = 0, Fourierin laki (6.1.176) johtaa taso­

tapaukseen liittyviin yhteyksiin (6.1.182). Niiden sijoitus 

kaavoihin (6.1.194) antaa (derivaatat 3T/3x ja 3T/3y eivat myos ­

kaan riipu koordinaatista z) 

-k 3T k 3T 

l 
qx = XX dX xy 3y , 

(6.1.199) 

-k 3T k 3T 
qy = yx dX XX 3y , 

joissa 

k - Jkxxdz , k - Jkyydz , 
XX yy 

(6.1.200) 

k = k - Jkxydz . xy yx 

Kayttamalla merkilla ~varustettuja levyn paksuuden yli inte ­

groimalla saatuja suureita olemme siis paatyneet miltei tasota­

pauksen lammonjohtumisyhtalon kanssa identtisiin yhtaloihin. 

Otaksutaan lammonsiirron levyn pinnoilta tapahtuvan kaavan 

(4.7.18) mukaisesti konvektiivisesti: 
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q (i) = a(T-T ) n oo , i = 1,2 (6.1.201) 

(Lammonsiirtokerrointa h on merkitty tassa tunnukse11a a, koska 

halutaan valttaa mahdollinen sekaannus 1evyn paksuuden kanssa). 

Kenttayhta1o (6.1.197) on siis kaavoja (6.1.199) ja (6.1.201) 

kaytettaessa seuraava: 

Lo< aT + k aT) + 
ax xx ax xy ay 

+ a (k aT + k aT) - 2a(T-T ) + Q~ = 0 
ay yx ax yy ay oo • 

(6.1.202) 

Ei ole vaikea osoittaa, etta vastaava funktionaa1i on 

2 2 
IT(T) = 1 f [k (aT) + 2k aT aT + k (aT) ]dA + 

2 A XX a X XY a X a y yy a y 

(6.1.203) 

Usein reunalta sq tapahtuva 1ammonsiirto jatetaan tassa yhtey­

dessa pienena termina pois. 

Huomautus 2. Mahdol1inen lampovirta levyjen pinnoilta ulos mer-

kitsee tietenkin, etta pintojen 1aheisyydessa levyn lampotilan 

gradientilla tulee o11a (ainakin isotrooppisessa tapauksessa) 

normaalin suuntainen nol1asta eroava komponentti, jotta johtumis­

ta ulos voisi yleensa tapahtua. Taten otaksuma (6.1.187) ei siis 

ole taysin oikeellinen; se johtaa kuitenkin monessa suhteessa 

rea1istiseen likiteoriaan. Vastaavan1aatuisia ristiriitaisuuksia 

havaittiin ede1la jo puhtaasti mekaanisten likiteorioiden yhtey­

dessa. 

Otaksuma T on vakio 1evyn paksuuden suunnassa on analoginen 

siirtymia koskevan otaksuman (6.1.120) kanssa, joka taas johti 

tietynlaisen mekaanisen levyteorian formulointiin. Tassa kohdin 

seuraava luonteva hienostettu otaksuma voisi olla muotoa 



T = 
H - z 2 

h 
T

1
(x,y) + 

z - H 1 
h T2(x,y) • 
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(6 . 1.204) 

Lampotilakenttaa approksimoidaan kahdella kahden muuttujan funk ­

tiolla T1 ja T2 , jotka kuvaavat vastaavasti levyn ala - ja ylapin­

nan lampotiloja. Lampotilan otaksutaan siis jakautuvan lineaari ­

sesti levyn paksuuden suunnassa. Kyseessa olisi analoginen ti ­

lanne mekaanisen yhdistetyn levy- ja laattateorian kanssa . 

Approksimaatio (6.1.204) voisi olla tarpeen tapauksissa, joissa 

levyn eri pintojen laheisyydessa vallitsisi oleellisesti erilai­

set ympariston lampotila- arvot. otaksumaan (6.1 . 204) liittyvat 

yhtalot saataisiin jalleen lahtien liikkeelle heikosta muodosta 

(6.1.193). 

~~2~~~~~~ - ~· Olemme kasitelleet levya tahan asti otaksuen sen 

keskipinnan poikkeavan vain lievasti tasosta. Mutta levyn tietyn 

pisteen pienessa ymparistossa nain on aina asianlaita, kun vain 

valitaan referenssitaso yhtymaan levyn keskipinnan tangenttita­

soon ko. pisteessa. Tama antaa mahdollisuuden analysoida mieli­

valtaisia kuorimaisia kappaleita. Funktionaalissa (6.1.203) ase ­

tetaan ensinnakin vain dA ~ dS, jossa S viittaa kuoren keskipin­

taan. Lisaksi x ja y on tulkittava kussakin kuoren pisteessa ai­

na kahdeksi pinnan tangenttitasossa sijaitseviksi, toisiaan vas ­

taan kohtisuorassa oleviksi suunniksi. 

Pyorahdyssyrnmetrinen tapaus. Kuva 6.1.18 esittaa kappaleen tyy­

pillista z - akselin kautta kulkevaa poikkileikkausta . Lampotila 

ei riipu kulmasta e, ja tehtavaksi jaa 

T = T 

~ 

n 

Kuva 6.1.18 Kappaleen 

poikkileikkaus . 

siis funktion T(r,z) tai T(r,z,t) maa­

rittaminen. 

Heikossa muodossa (6 . 1 . 175) esiinty­

va termi 

(6 . 1.205) 

on koordinaatistosta riippumaton inva­

riantti. Sylinterikoordinaatistossa 
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[3.2, s. 134] 

-+ -+ -+ -+ 

) 
q = qrer + qeee + q e z z 

vaT doT -+ 1 doT -+ doT -+ 
= er + e8 + ez dr r d8 dZ 

(6.1.206) 

ja siis 

-+ -+ doT 1 doT doT q •VoT = q + q + q r dr 8 r d8 z dZ (6.1.207) 

Viela erityisesti pyorahdyssymmetrisessa tapauksessa 

(6.1.208) 

Heikko muoto on siis kaavojen (6.1.44) mukaista esitysta kayttaen 

-f (rq doT + rq 8oT)dA + 
A r dr z dZ 

(6.1.209) 

Tasta voidaan osittaisintegroimalla paatella, etta vallitseva 

kenttayhtalo A:ssa on 

(6.1.210) 

ja reunaehto sq:lla on 

(6.1.211) 

Nama tulokset osoittavat tavallaan, etta pyorahdyssymmetrisessa 

tapauksessa "yleistetyt lampovuokomponentit" ovat suureiden qr 

ja q sijasta suureet rq ja rq . z r z 
Fourierin laissa (6.1.177) eli q = -}t·VT koordinaatit x, y ja 

z viittaavat kolmeen mielivaltaiseen, toisiaan vastaan kohtisuo­

raan suuntaan. Sylinterikoordinaatistossa voidaan taten kirjoit­

taa 
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qr k k re k ClT/Clr rr rz 

qe = ker k88 kez ~ ClT/88 (6.1.212) 

qz k k ze k ClT/Clz zr zz 

ja erityisesti pyorahdyssymmetrisessa tapauksessa 

- (rk ClT + rk ClT) 

) 
rqr = rr Clr rz Clz 

(6.1.213) 

rqz = -(rkzr 
ClT rk ClT) - + Clr zz Clz 

Kertominen r:l1a on suoritettu, jotta saataisiin yhta1ossa 

(6.1.210) esiintyvat suureet. 

Vertai1u tasotapauksen vastaavien kaavojen kanssa osoittaa, 

etta kyseessa on tayde11inen ana1ogia: x = r, y = z, qx = rqr' 

kxx - rkrr' Q = rQ jne. Taten variaatioperiaatteen funktionaa1i 

II(T) 

Huomautus 4. 

JA rQTdA + t rqnTds 
q 

(6.1.214) 

Jos a1ue A rajoittuu z-akse1iin (kuten on 1aita 

kuvan 6.1.18 esittamassa tapauksessa), si11a on voimassa symmet ­

riasyista aina reunaehto qn = 0; ks. kuitenkin 1auseke (6.1.214). 
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6.2.1 

6.2 Nestemekaniikan erikoistapauksia 

6.2.1 Yleista 

Tama kohta on periaatteessa kiintean aineen mekaniikkaa koske ­

van kohdan 6.1.1 vastine. Virtausprobleemien ratkaisut poikkea­

vat kuitenkin tyypiltaan usein oleellisesti kiintean aineen meka ­

niikan tehtavien ratkaisuista. Kohdassa 6.8.1 kasitellaan ns. 

yleista konvektio-diffuusioyhtaloa. Epatasmallista terminologi­

aa kayttaen voinemme sanoa, etta kiintean aineen mekaniikan yhta­

lot muistuttavat luonteeltaan yleensa puhdasta diffuusioyhtaloa 

ja taas nestemekaniikan yhtalot ovat lahella puhdasta konvektio­

yhtaloa. Puhdas diffuusio merkitsee mahdollisten epatasaisten 

jakautumien voimakasta tasoittumista paikan suhteen, kun etaanny­

taan hairiokohdasta. Tasta esitettiin esimerkkina kohdassa 

6.1.11 laatan ja pilarin liittymaalueen tarkastelu. Hieman as­

keista muistuttava virtausmekaniikan asetelma voisi olla seuraa­

va: Putkesta virtaa nestetta nesteen tayttamaan sailioon. Kun 

virtausnopeus putkessa on suurehko, vastaava nopeuskentta saili­

ossa ei ole havaintojen mukaan lainkaan silea, vaan pikemminkin 

kyseessa on putken suulta laht.evasta pitkalle ulottuvasta suih­

kusta. Toisin sanoen hairio leviaa konvektion johdosta kauas 

eika Saint-Venantin periaatteen tapaista tasoittumista ilmene 

sanottavasti. 

Nestemekaniikassa on tietenkin myos kehitetty eri tarkoituk­

siin soveltuvia yleisten yhtaloiden yksinkertaistettuja erikois ­

muotoja: Puhutaan putkivirtauksesta, avouomavirtauksesta, mata­

lan veden virtauksesta, rajakerrosteoriasta jne. Rakenteiden 

mekaniikassa mutkikas geometria - esimerkiksi rivoilla vahvis ­

tettu kuori - voidaan analyysitarkoituksia varten ajatella usein 

jaetuksi yksinkertaisempiin osiin - silea kuori ja erilliset 

sauvat - joille kullekin sovelletaan erikseen omaa teoriaansa. 

Nestemekaniikassa eri approksimaatioita omaavien geometriaosien 

vastaava suoraviivainen "liimaaminen" toisiinsa ei valitettavas­

ti johda yleensa hyvaan lopputulokseen, koska hairiot eivat jaa 

paikallisiksi. Tarve kohti taydellista kolmidimensioista ana­

lyysia kasvaa. 
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seuraavassa esitetaan joitakin nestemekaniikan yhtaloiden 

erikoistapauksia. Putkivirtaus ja avouomavirtaus kasitellaan 

tavallisesti yksidimensioisina ja taten kyseessa ovat lahinna 

sauvateorioiden nestemekaniikkavastineet. Paljon eroavaisuuk­

siakin on: Esimerkiksi referenssiviivan suuntaisen nopeuskompo­

nentin jakauma putken tai uoman poikkileikkauksen alueella ei 

ole alkuunkaan lineaarinen; vrt. vastaava siirtymakomponentti. 

Tarvittavat johdot vaatisivat melko pitkalliset kehittelyt. 

Jatamme siksi ko. nestemekaniikan erikoisalueen tassa pois. 

Tode~takoon viela, etta elementtimenetelma on parhaimmillaan 

useampidimensioisissa probleemeissa, joissa tarkasteltavan alu­

een reuna on muodoltaan monimutkainen. Yhdessa dimensiossahan 

reunat ovat hyvin yksinkertaiset: kaksi pistetta. Samoin edella 

kohdassa 6.1 kasitellyt yksidimensioiset tapaukset on otettu mu ­

kaan lahinna palvelemaan tiettyja demonstraatiotarkoituksia; ks. 

esimerkiksi esimerkki 4.9.1. 

Kasittely tulee eroamaan kohdan 6.1 vastaavista tarkasteluis­

ta myos sikali, etta emme tule painottamaan heikkoja muotoja 

vaan lahinna vallitsevia differentiaaliyhtaloita. Valittomasti 

kasitellaan vain tasovirtausta ja pyorahdyssymmetrista virtaus­

ta. Lisaa esitarkastelua vaativat, .sisalloltaan periaatteessa 

tahan yhteyteen oikeastaan kuuluvat aiheet kuten rajakerrosteo­

ria, voiteluprobleema ja matalan veden virtaus jatetaan myohem­

paan vaiheeseen. Merkintoja yksinkertaistetaan tarpeen vaaties-

sa kun sekaannuksen vaaraa ei ole - seuraavasti: v ~ u, 
X 

~ w. 
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6.2.2 Tasovirtaus 

Kiintean aineen yhteydessa ns. tasotapaus voi tarkoittaa me ­

kaanisessa mielessa joko tasojannitys - tai tasomuodonmuutostilaa . 

Nesteilla ei niiden luonteen vuoksi sen sijaan esiinny edellista 

mahdollisuutta. Tasotapauksessa on siis kyse tasoliikkeesta ja 

tasomuodonmuutoksesta: Nesteen kaikki nopeusvektorit ovat tietyn 

tason suuntaisia ja yhtasuuria taman tason normaaleilla. Vallit ­

sevien yhtal6iden muodot ovat itsestaan selvia; kolmidimensioi­

sista kaavoista haviavat vain riippuvuudet yhdesta, liike~asoa 

vastaan kohtisuorassa olevasta koordinaatista. Emme esita naita 

kaavoja viela tassa, vaan lahempana eraita sovellutuskohteita; 

ks. esimerkiksi kohta 6 . 10 . 

J 
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6.2.3 Pyorahdyssymmetrinen virtaus 

Sy1interikoordinaatisto. 

z 

Kuva 6.2.1 Sy1interi­

koordinaatisto. 

y 

Sy1interikoordinaatistoa tarvitaan 

vastaavista syista, jotka o1ivat 

esi11a kohdassa 6.1.4. Kaytetaan 1i ­

saksi samoja tunnuksia (kuva 6.2.1), 

mutta nyt siis kyseessa on kuitenkin 

Eu1erin esitystapa. Sen hengessa 

kantavektorit ~r ja ~e on 1iitettava 

partikke1in hetke11iseen asemaan P. 

Taten ko. E~~t!~~~~!~-~!!~~~~~~~ - ~~~­

t~Y~~t9~!t_~!Y~t_EY~Y_Y~~~~~~-Y~~!9!-
na. 

~9E~~9~~ esitys on 

( 6 .2. 11 

Funktion f = f(r,e,z,t) ainederivaa-. ~ ~ 

tan f = Df/Dt = at/at + v•Vf esitys -

muoto voidaan synnyttaa etsima11a esimerkiksi 1ahteesta [3.2, s. 

134] gradientin Vf 1auseke 

joten 

f 
Df 

- Dt 

(6.2.2) 

(6.2.3) 

Tama kaava patee myos vektorifunktio11e f. Suoritetaan johto 

vie1a ma11iksi vastaavasti kuin kaavojen (3.3.58) ... (3.3.60) yh­

teydessa. Funktion f(r,e,z,t) muutos 

= at dr + a£ de + a£ dz + at dt 
ar ae az at (6.2.4) 

riippumattomien muuttujien r, e, z ja t muutosten dr, de, dz ja 

dt johdosta. Differentiaa1igeometrinen tarkaste1u osoittaa, etta 

tiety11e ainea1kio11e 
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6.2.5 

dr = v dt de = vedt/r dz = v dt (6.2.5) r , z 

Taten paadytaan tulokseen 

f Df at at ve at + at ( 6 . 2 . 6 ) - = - + v -- + v . Dt at r ar r ae z az 

Suorittamalla tarvittavat derivoinnit lausekkeen f = f ~ + r r 
fe~e + f ~ suhteen soveltaen tulon derivoimissaantoa ja ottaen z z . . 
huomioon, etta ~r = ~r(e) ja ~e = ~e(e) paadytaan lopulta tulok-

seen 

Df af af ve afr af ve f. r ~+ r -+ 
- = (at + v + v - -- fe)er + Dt r ar r ae z az r 

ate ate ve ate ate ve -+ 
+ (at+ v ar + -- + v az + fr)ee + r r ae z r 

af at ve ()f af z z z z -+ 
( 6 . 2 . 7 ) + (-- + v ar + 3"8 + v az-le 2 at r r z 

Taman kaavan perusteella !s!!!}!yyyyg~!} 

-+ -+ -+ -+ 
a = a e + aeee + a e r r z z (6.2.8) 

komponenttien lausekkeet ovat 

av av av av 2 
.--.-!:. + ~+ 

ve r r ve 
a = v 3"8 + v -r at r ar r z az r 

ave ave ve ave ave v rve 
ae = at+ v -- + + v --+ r ar r ae z az r (6.2.9) 

av
2 

av ve av av
2 a = + v -2+ z + v 

z at r ar r 3"8 z az 

Lahteen [3.2, s.l34] mukaan vektorifunktion f roottori saa 

sylinterikoordinaatistossa muodon 

J 



dV z 
~) 

1 1 ()(rve) 
wz = 2 r( ----:::-d-r ----=--

-+ -+ -+ 
w = vxv/2 

6.2 . 6 

(6.2.10) 

komponentit ovat 

( 6. 2. 11) 

~~~2~~~~~!2~2E§~§~2~EQg~gtt~~g 1ausekkeet ovat (vrt. kaavat 
( 6.1. 33)) 

dV ()v
8 1 dV 

d r z = qez = gze = -- + r ()r dZ r d8 

1 ()v
8 v dV dV 

de 
r __ z + r (6.2.12) = ~+ gzr = grz = r r ()r dZ 

dV 1 dV ()v
8 ve 

d z r = gre = ger = + -- -z dZ r d8 ()r r 

Vektorifunktion f divergenssin 1auseke on [3. 2' s. 13 4 J 

Esimerkiksi i~t~~y~~§YQt~!gg muotojen (5 . 3.3) ja (5.3.7) vasti ­

neet ovat Uiten 

( 6. 2. 14) 

ja 

( 6. 2. 15) 
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Viimeisen kaavan vasen puo1i on g~!~~~~~~Q~QE~~~ (vrt. kaava 
(5.3.8)) 

( 6. 2. 16) 

kuten havaitaan suorittama11a kaavan (6.2.12) ensimmaiseen ter­

miin 1iittyva derivointi. 

Voidaan osoittaa, etta kaavan (3.4.17) maaritte1ema paine p 

z 

y 

tietyssa pisteessa on invari­

antti suure siina mie1essa, 

etta sen arvo ei muutu va1it­

tiinpa toisiaan vastaan kohti­

suorassa o1evat ko1me akse1ien 

x, y ja z suuntaa miten hyvan­

sa. Taten kuvan 6.2.2 janni­

tyskomponenttien merkintoja 

kayttaen voidaan tassa kirjoit­

taa E~~~~~~ 1auseke 

p = 

Kuva 6.2.2 Jannityskomponentit. 

Kaavojen (3.4.16) ja (3.4.15) 

vastineet ovat 

ja 

Stokes in 

* a = - p + a e e 

T = T zr rz 

kitka1aki ( 5. 2. 23) sa a ------------------
* 2)Jdr + >-.*(d +d8+d ) a = Tez r r z 

* 2]Jd8 + >-.*(d +d 8+d ) ae = T r z zr 

* 2]Jd
2 

+ >-.*(d +d
8

+d ) a = T z r z ' re 

(6.2.18) 

(6.2.19) 

muodon 

= Jlgez 

= 11gzr ( 6. 2. 20) 

= Jlgre . 
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g~~g~y~-!~~~~Y~t~!9~9~~ (5.4.10) komponenttimuodot ovat 

aar* 8Ter CIT or* - a* 
b .££+ +1 +__g+ 8= 

p r - dr dr r 88 dZ r par ' 

dT * dT 
1:..££+ re 1 aa 8 ze Tre 

pbs - + r 88 + + 2 = pae ' 
(6.2.21) 

r 88 ar dZ r 

dT dTez dO * 
.£E. 1 T 

pbz + ~+ + __ z + rz - = paz dZ ar r ae dZ r . 

Kiihtyvyyskomponenttien 1ausekkeet saadaan kaavoista (6.2.9). 

~~~~t~2:i~~~~tY~Y~t~yg~~ (5.4.26) komponenttimuodot ovat 

t + * + + = -n P n r 0 r neTer nzTzr r r 

te + + * + = -n P n rTr8 neoe n T 8 z ze 
(6.2.22) 

t + + + * = -n zP n T n8T8z n z 0 z z r rz 

( 6. 2. 23) 

ja termi 

0 : ~ = - pd + a* d + a *
8 

d 
8 

+ a* d + V r r z z 

( 6. 2. 24) 

[9~~~~~~~ isotrooppinen !~~9~i2~t~~~~!~~~ (5.2.40) saa kom­

ponenttimuodon 

c = -k CIT c = -k 1 CIT 
qr ar ' qe r ae ' ( 6. 2. 25) 

q = n q + n 8q 8 + n q . (6.2.26) n r r z z 
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Pyorahdyssymmetria. Pyorahdyssymmetriseen tapaukseen liittyvat 

yhtalot saadaan helposti sylinterikoordinaatistossa esitetyista 

kaavoista asettama1la v 8 = 0, q 8 = 0 ja ottamalla huomioon, etta 

suureiden riippuvuus koordinaatista e haviaa. Esitetaan tar­

keimpia kaavoja. 

Nopeusvektori on muotoa 

( 6. 2. 27) 

ja kiihtyvyyskomponentit ovat 

av av av r + _____.!:. + r a = v v r at r ar z az 
( 6. 2. 28) 

av av av z + __ z + z 
az = v v at r ar z az 

Kulmanopeuden ainoa nollasta eroava komponentti on 

( 6. 2. 29) 

Nollasta eroavien deformaationopeuskomponenttien 1ausekkeet ovat 

ja dilataationopeus 

avr av vr 
d = +--z+ v ar az r 

Jatkuvuusyhtalot (6.2.14) ja (6.2.15) ovat vastaavasti 

ja 

1 a - -(rv ) 
r ar r 

av 
+--z=O 

az · 

( 6. 2. 30) 

(6.2.31) 

( 6. 2. 32) 

( 6. 2. 33) 

Jannityskomponentit Tez ja Tre haviavat ja cauchyn liikeyhta-

1ot ovat 
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dO* dT a* - a* 
pbr lE + 

r 
+ ~+ r e - = pa dr dr dZ r r ' 

( 6. 2. 34) 

lE 
dT dO* T 

pbz + ~+ __ z + rz - = paz dZ dr dZ r . 

Kun r on suuri, yhta1oiden nahdaan 1ahestyvan muodo1taan tasovir­

tauksen vastaavia yhta1oita. Traktio-jannitysyhteydet ovat 

t = - n P + n a* + n T r r r r z zr 

t = - n P + n T + n a* z z r rz 

Energiayhta1on termi 

v·~q = 1 d (rq ) + dqz r 8-r r dZ 

ja termi 

z z 
} . 

(6.2.35) 

( 6. 2. 36) 

(6.2.37) 
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6.3 Nopeuspotentiaali ja virtafunktio 

Pyorteeton kokoonpuristumaton virtau~. Kohdassa 3.3.3 virtauksen 

todettiin olevan PY2E!~~!9~!~' mikali kulmanopeusvektori haviaa eli 

mikali ns. 2Y2E~~~~!9~yy~~~t2 

-+ 1 -+ -+ w _ 2 IJxv 

eli ehdot (ks. kaavat (3.3 . 76')) 

Clv z 
()y 0 ' 

dV 
X 

az-
dV z 
ax 

(6.3.1) 

0 ' (6 . 3.1 1
) 

ovat voimassa. Jos nain ei ole, virtauksen sanotaan vastaavasti 

olevan 2YQE~§~!!~§t~ (engl. rotational). Kitkallinen virtaus on 

yleensa pyorteellista. Sen sijaan kitkattomaksi otaksuttu vir ­

taus voidaan usein kasitella kohdassa 6 . 5 esitetyista syista 

pyorteettomana. 

Esimerkki 6.3.1 Pyorteeton ja pyorteellinen virtaus. Termia pyorteeton 
ei tule ottaa kovin kuvaannollisesti . Tarkastellaan tahan liittyen kuvis­
sa (a) ja (b) seka vastaavissa kaavoissa (a) ja (b) esitettyja nopeusja -
kautumia . Suureet r 0 ja v0 ovat miel ivaltaisia pituuden ja nopeuden 
referenssiarvoja . 

l<.ummassakin tapauksessa on kyse tasovirtauksesta, jossa partikkelit 
ovat tasaisessa ympyral iikkeessa z-aksel in ympari. Ainoa nollasta eroava 
syl interikoordinaatiston nopeuskomponentti v8 riippuu vain muuttujasta 
r : v 8 = v8 (r). Kaavojen(6.2.11) perusteella ainoa mahdollisesti nollasta 

~ = 0 
v 0 

r 
-+ 

v8e8 
r 

0 (a) V8 v 
r 0 

v 0 
z 

(a) z 



v 
->- 0 ->-

ve w =- e 
r z 

0 

->-
= ve e e 

(b) 

->-e roava w:n komponentti on tassa 

w z 2 r dr 

6 . 3 .2 

v 0 r 

r 
v e = - v 

r 0 
(b) 

0 

v 0 z 

(c) 

ja suorittamalla laskelmat saadaan va s taavasti tulokset w = 0 jaw = 
v /r , joten kuvan (a) esittama virtaus on pyorteetonta j~ kuvan (b) pyor ­
t~el9ista. Maallikko kuvaisi ilmeises tikin kumpaakin virtausta z- akselin 
ympari tapahtuvana pyorteena . Jalkimmainen tapaus vastaa jaykan kappaleen 

+ rotaatiota z-aksel in ympari kulmanopeudel la v /r •e . 
0 0 z 

Virtauksen kokoonpuristumattomuus on hyvin usein realistinen 

otaksuma varsinaisilla nesteilla ja myos kaasuilla . Talloin siis 

patee ~2l522~E~!:i~:!::~~§::!:::!::2~~~~~b:!::2 (ks . kaava (5.3.7)) 

(6.3.2) 

eli 

0 . (6 . 3 . 2 1
) 

Kun tassa puhutaan lyhyesti ~S~~~!i~~!::!::~~l5~~~:!::~' silla 

tarkoitetaan yhtalot (6 . 3.1) ja (6.3 . 2) toteuttavaa tapausta 

eli siis pyorteetonta kokoonpuristumatonta virtausta. Ideaali ­

virtauksen yhtalot ovat nestemekaniikan kannalta poikkeukselli ­

sesti lineaarisia, joka helpottaa ratkaisuyrityksia huomattavas ­

ti . Tuntemattomia on kolme, v , v , v ja yhtaloita nelja . 
X y Z 

Tama selittyy silla, etta yhtalot (6.3 . 1 1
) eivat ole riippumat -



6.3 .3 

tomia; esimerkiksi eliminoimalla v kahdesta ensimmaisesta yhta­z 
losta derivointien ja vahennyslaskun avulla paadytaankin muuttujan 

z suhteen derivoituun kolmanteen yhtaloon. 

Nopeuspotentiaali . Kaytannossa ei kuitenkaan pyrita yleensa 

ratkaisemaan suoraan ideaalivirtauksen tuntemattomia vx 1 vy ja 

v 1 vaan usein otetaan kayttoon tietty apumuuttuja 1 ns . ~~E~~~ -
z . 2 - 1 

E~~~~~~~~!~ (engl . velocity potential) ¢ (x 1 y 1 z 1 t) ([¢] = m s ) 

siten 1 etta 

-+ 
v¢ l v = (6 .3. 3) 

eli 

v E..<t v l~ v l~ 
X ax I y ay I z az . (6 . 3 . 3') 

Nopeusvektorin komponentti tiettyyn suuntaan s (kuva 6.3.1) 

-+ 
e vs s 

Kuva 6.3.1 No-
+ peuden v kompo-

nentti v
8 

suun­
nalle s. 

Tat en 

v s 

-+ -+ on v
8 

= v•e. Toisaalta funktion ¢ differenti -
+ -+ 7 7 ~ 

aali muutoksen ds = dse = d l + d J + d k joh-x y z 
dosta on 

d~ = a¢ dx + E_<t d + a¢ dz 
'I' ax Cly y fi 

-+ -+ -+ -+ 
'il¢•ds = 'il¢·dse 

V·eds = v ds s (6. 3.4) 

( 6. 3. 5) 

eli virtausnopeuden skalaarikomponentti tiettyyn suuntaan on 

yhta suuri kuin nopeuspotentiaalin derivaatta tahan suuntaan. 

Kaavat (6.3.3') ovat taman tuloksen erikoistapauksia. 

Nimitys nopeuspotentiaali tulee siita 1 etta nopeusvektori 

saadaan nopeuspotentiaalin gradienttina samaan tapaan kuin 



6. 3. 4 

konservatiivinen voima saadaan potentiaalienergian miinusmerk­

kisena gradienttina (vrt. kaava (2.3.11)). Usein kirjallisuu­

dessa miinusmerkki otetaankin mukaan maaritelmaan (6.3.3). 

Talloin tietysti myos kaava (6.3.5) taytyy varustaa miinusmer­

killa. 

Sijoittamalla lauseke (6 . 3.3) yhtalon (6.3.1) vasemmalle puo­

lelle tai sijoittamalla samoin lausekkeet (6.3.3') yhtaloiden 

(6.3.1') vasemmille puolille havaitaan, etta yhtalot toteutuvat. 

Taten ~2E~~~E2~~~~~~~!~~-~~y~~~-~~~~~-~~~~~~~~~~~~~~~-EY2~~~~~­
~2~YY~~0~2~-~2~~~~~~!~~~ - pyorteetonta virtausta nimitetaankin 

monasti potentiaalivirtaukseksi - , ja jaljelle jaa vain kokoon ­

puristumattomuusehto (6.3.2), joka tulee muotoon 

eli 

0 . (6.3.6') 

Funktio ¢ ratkaistaan tasta tutusta Laplacen differentiaaliyhta­

losta tiettyjen reunaehtojen alaisena, jonka jalkeen nopeus saa­

daan helposti kaavan (6.3 . 3) avulla . 

Kun paineen arvo tunnetaan yhdessa alueen pisteessa, paine 

kaikkialla muualla saadaan Bernoullin yhtalon (6.4.30) avulla, 

joka johdetaan kohdassa 6.4 . 

Esimerkki 6.3.2 Nopeuspotentiaal in kaytto. Kuva (a) esittaa se 1nam1 en 
AB ja CD rajoittamaa z-aksel in suunnassa muuttumatonta aluetta, jossa vir­
tauksen otaksutaan olevan xy-tason suunta i sta vakiotiheysnesteen ideaal i­
virtausta. Tarkastellaan virtauksen maarittamistehtavaa nopeuspotentiaa-
1 ia kaytettaessa erityisest i reunaehtojen kannalta. 

Tehtavana on siis maarittaa funktio ¢(x,y)- myos riippuvuus ajasta 
saisi olla mukana, s illa tama ei muuttaisi kasittelya- sopivast i val i­
tussa xy-tason alueessa. Juuri sopivan alueen val inta ni in, etta voidaan 
a s ettaa mielekkaat reunaehdot synnyttaa nytkin tietyn ongelman (vrt. koh ­
ta 5. 7) . 

Tassa tapauksessa seinamat AB ja CD muodostavat eraan selvan reunan 
osan, jolla nopeuskomponentti reunan normaalin suunnassa haviaa ja saa-



D 

L z 
A 

(a) 
X 

D 

(b) 

6 .3.5 

daan si is reunaehdot 

v = 0 reunal la AB 
n 

ja CD . (a) 

Reunavi ivojen BC ja DA 
val inta on e pamaaraisempaa. 
Eras mahdoll isuus on otak ­
sua, etta kohd i 1 1 a, j o i 11 a 
seinamat ovat jonkin mat ­
kaa likimain yhdensuuntai ­
sia, virtauskin on 1 ikimain 
yhdensuuntaisvirtausta. 
Kuva (b) es ittaa tahan 
1 i it tyvaa peri aa tteessa 
mahdoll ista konstruktiota. 
Va 1 i taan to i se 1 ta reuna 1 ta 
pi ste A. Pi irretaan pi s­
teen A kautta reunan nor ­
maali. Piirretaan pisteen 
A kautta kulkevia yha suu­
rempisateisia ympyroita, 
joiden keskipiste on nor­
maalilla, kunnes saadaan 
ympyra, joka sivuaa toista 
reunaa ja saadaan piste D. 
Alueen rajaksi otetaan 0 1 

- keskeinen ympyrankaari 
DA. Otaksutaan, etta tal­
la reunan osa lla virtaus­
nopeusvektorien vaikutus­
suorat kulkevat aina pis -
teen 0 1 kautta. Talloin 

tangentiaalinopeus vt haviaa. Tama pitaa tasmallisesti paikkansa p~steis­
sa A ja D, koska kiinteat seinamat ovat ideaalivirtauksessa yleensa vir ­
taputkia ja ta ss a reunat siis virtavi ivoja . Nain on saatu 1 ikimaaraiset 
reunaehdot 

v = 0 
t 

reunalla BC ja DA . (b) 

Huomautettakoon, et ta kuvaan (b) 1 i ittyva konstruktio on taman kirjoit ­
tajan ehdotelma, e ika mikaan yleise st i alan kirjallisuudessa esiintyva 
ohje. Joka tapauksessa jotain vastaavantapaisia otaksumia on tehtava 
mielekkaiden reuna ehtojen asettamiseksi. 

Reunaehdot taytyy viela lausua nopeuspotentiaalin cjJ avulla. Kaavan 
(6.3.5) per ustee lla reunaehdot (a) merkitsevat, etta nopeuspot entiaal in 
derivaatan normaal in n suuntaan e li ns. normaal iderivaatan acp/an tulee 
havita. Reunae hdot (b) taas merkit sevat, etta nopeuspotentiaal in deri ­
vaatan reunan tangent in suunnassa tulee havita eli nopeu s potentiaal in 
tulee si is olla vak io osilla DA ja BC . Tiettyyn nopeus potentiaal in lau ­
sekkeeseen voidaan 1 isata tai vahentaa miel ivaltainen vakio i lman, etta 
derivoimalla saa tu nopeus (6 . 3.3) muuttuu; vrt. vertailupisteen valinta 
potentiaal ienergian kasitteen yht e ydes sa kohdassa 2 . 3.1. Talla perus ­
teel la cp:lle voidaan ottaa vaikka arvo nolla osal la DA . Osal la BC cp:l le 
otetaan mielivaltainen vakioarvo cjJ. 

0 
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Syntyvan reuna - arvotehti:5van matemaatt i nen asetelma nakyy kuvassa (c). 

D 

82¢ 82¢ = -- + 
8x

2 8y 2 

~ 
¢ = 0 

........... ~= 0 
8n 

A 
(c) 

~ = 0 
8n 

B 

c 

¢0 

Ratkaisun loydyttya - ta ­
vall isimmin nurneerisesti 
- voidaan laskea ti lavuus ­
virta leikkauksen BC lapi 
lausekkeesta 

Q = 
0 

b Jcv ds 
B n 

J
c 8" 

b _'t' ds 
8n ' B 

(c) 

jossa bon alueen levys z-
akse 1 in suunnassa. Jos 
tehtavassa o 1 i a 1 unper in 
annettu tilavuusvirran ar ­

vo Q, on vain kerrottava ensin saatu nopeuskentta luvulla Q/Q0 • Tarna pe ­
rustuu kuvan (c) tehtavan lineaarisuuteen; ratkaisu riippuu lineaarisesti 
arvosta ¢Q. Jos paine tunnetaan esimerkiksi pisteessa D, Bernoullin yhta ­
lon (6.4 . .50) vasen puoli voidaan laskea (D £, 1) ja taman jalkeen paine 
kaikkialla alueessa mm . mahdollisen kavitaatiovaaran selvittarniseksi. 

Jos kuvan (a) seinama CD korvataan vapaal la pinnal la, tehtava vaikeutuu 
oleellisesti . Vapaan pinnan asema on 1 isatunternaton, joka pyritaan sovit ­
tarnaan iteratiivisesti paikoilleen kayttaen ehtona tietoa, etta Bernoull in 
yhtalosta lasketun paineen tulee yhtya vapaal la pinnal la ulkoiseen ilman-
paineeseen. 

Virtafunktio. Tasovirtauksessa ja pyorahdyssyrnmetrisessa virtauk-

sessa erittain hyodyllinen toinen yleinen apumuuttuja on ns. 

Y!~~~!~~~~~2 (engl . stream function) w ([w] = m
2

s -
1
). Karteesi ­

sessa suorakulmaisessa xy- koordinaatistossa w(x,y,t) maaritellaan 

tasovirtauksessa kaavoilla 

l v aw v _ -IJa x 3 y ' y - 3x ' 

~------------------------

( 6. 3. 7) 

joiden sijoitus tasovirtauksen kokoonpuristumattomuusehtoon 

dV 
X 

dX 

dV 
y +ay- 0 (6.3 . 8) 

Kokoonpuristumattomuus on 

nestemekaniikassa paljon yleisempi ja realistisempi otaksuma kuin 
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pyorteettomyys, joten virtafunktio on tassa suhtee s s a tarkeampi 

apuvaline kuin nopeuspotentiaali ja sita kayteta an paljon myos 

kitkallisen virtauksen yhteydessa. Toisaalta virtafunktio ei 

yleisty yksinkertaisella tavalla kolmeen dimensioon. Maaritel ­

missa (6 . 3 . 7) valitaan kirjallisuudessa plus - ja miinusmerkkien 

paikat usein kaanteisesti . 

Virtafunktiolla on se havainnollinen merkity s, etta sen tasa ­

~E~2~~y~~~ -~~~~ samalla ~~~~~~~~~2i~ · Tarkastellaan taman todis ­

s 

"' / v n 

Kuva 6.3.2 Suunnat ­
tu kayra s. 

tamiseksi kuvaa 6 . 3.2 . Olkoon s suunnat­

tu kayra, jonka tiettyyn pisteeseen ase-

tetaan positiiviseen suunta an osoittava 

yksikkotangenttivektori ~ seka tasta myo ­

tapaivaan 90° kaantymalla yksikkonormaa ­

livektori ~ . Kun merkitaan ~ = n 1 + n j, 
-+ -t X -t y 

niin kuvan perusteella e = - n 1 + n J . y X 
Funktion ~ differentiaali muutoksen 

-+ -t -t-
ds = dxl + dyJ 

-+ = dse d 
-t -+, 

-n Sl + n dsJ (6.3.9) y X 

johdosta on 

d~ 

Tat en 

-()~ d''' dx + _:r... dy ax ()y 

(v n +v n ) ds 
X X y y 

~ 
~ 

- v dx + v dy = v n ds + v n ds y X y y X X 

-+ -+ 
v•nds = v ds 

n 
(6 . 3 . 10) 

(6 . 3 . 11) 

eli virtausnopeuden skalaarikomponentti tiettyyn suuntaan on yh­

ta suuri kuin virtafunktion derivaatta tasta suunnasta 90° vas ­

tapaivaan kierrettyyn suuntaan . Kaavat (6 . 3 . 7) ovat taman tulok­

sen erikoistapauksia. Jos maaritelmissa (6.3 . 7) vaihdetaan mer ­

kit, on askeisessa lauseessa tehtava muutos vastapaivaan -+ myo ­

tapaivaan . 



------------- --------------------------------------

6 . 3 . 8 

01koon sitten funktio11a ~ pisteessa 1 arvo ~ 1 (kuva 6 . 3 . 3) . 

Kuva 6 . 3 . 3 Ti1avuusvirran 
1askeminen . 

Funktion ~ arvo mie1iva1taises sa 

toisessa pisteessa 2 

(6.3 . 12) 

Jos integroimistie ksi otetaan itse 

virtaviiva, nopeuskomponentti vn 

on no11a virtaviivan maarite1man perustee11a ja siis virtaviiva1 -

1a ~ on vakio kuten piti todistaakin . Kun integrointi suorite­

taan virtaviiva1ta eroavaan pisteeseen 2, suure 

(
2 

v ds 
J 1 n 

(6 . 3 . 13) 

i1maisee virtaviivojen ~ = ~2 ja ~ = ~1 va1ista ku1kevan ti1avuus ­

virran z - akse1in suuntaista 1eveytta kohti 1askettuna . 

On he1ppo todeta, etta tasovirtauksessa virtafunktion ja no ­

peuspotentiaa1in tasa - arvokayrat 1eikkaavat toisensa kohtisuoraan . 

Ideaa1ivirtauksen kasitte1y tasovirtauksessa virtafunktion avu11a 

tu1ee hyvin samantapaiseksi kuin nopeuspotentiaa1ia kaytettaessa . 

Pyorteettomyysehdoista (6 . 3 . 1') jaa ja1je11e vain viimeinen : 

dV _y_ 
ax 

av 
X - - -

ClY 0 ' 

josta saadaan siis kaksidimensioinen Lap1acen yhta1o 

------+ 
0 . 

(6 . 3 . 14) 

(6 . 3 . 15) 
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Esimerkki 6 .3. 3 Virtafunktion k~ytt8. Ta rkastellaan es ime rkki~ 6.3 .2 
uudestaan nyt virta funktioon l iittyvien reunaehtojen kannalta. 

Reuna e hdo t 

v = 0 
t 

reunal la BC ja DA (a) 

merkitsev~t kaavan (6.3 . 11) pe ru s teella, ett~ normaa lid e rivaatan aljJ / an tu­
l ee h~vit~. Reunaehdot 

v = 0 n reunalla AB ja CD 

merkitsev~t vastaava st i, ett~ virtafunktion 

D 

("' 

~ = 0 
a n 

(a) A 

c 

(b) 

derivaatan reunan tangentin 
suunna ssa tul ee h~vit~ eli 
virt afunktion tulee ol la 
vakio os illa AB ja CD. Es i­
merkiks i osall e AB ljJ:n arvok­
si voidaan ottaa vaikka nel­
la. Jos virtaama Q on an­
nettu, voidaan kaavan 
(6.3.13) tulkinnan perust ee l ­
la ottaa ljJ:n arvoksi reunal-
1 a CD ljJ = Q/ b • Ku v a (a ) 

. . ... o .. estttaa syntyvan reuna -a rvo -
0 teht~v~n as e telman. 

Tau1ukkoon 6.3.1 on 1opuksi keratty yhteenvetona o1ee11isimmat 

tasovirtauksen nopeuspotentiaa1ia ja virtafunktiota koskevat tu -

1okset. 

Tau1ukko 6 . 3 . 1 Nopeuspotentiaa1i ja virtafunktio tasovirtauksessa. 

z 

v 
y y -+ 

v 
X 

0-------
X 

v 

' 

No peuspotentiaa1i ¢(x,y,t) 

Tau1ukko 6.3.1 jatkuu 

¢=¢1 

Virtafunktio $(~,y,t) 



8¢ 
8x ' 

8¢ 
as' 

Pyorteettomyysehto 

8v 
___:j_ -
8x 

8v 
X 

8y = 0 

(1) 

( 2) 

( 3) 

6 . 3 . 10 

(1 I) v = Ej_ 
X 8y ' 

= - Ej_ 
8x 

v = 81/J 
n as ( 2 I ) 

Kokoonpuristumattomuusehto 

8v 8v 
-~+-Y=o 
8x 8y 

( 3 I ) 

toteutuu automaattisesti 

Ideaa1ivirtauksen va11itsevaksi yhta1oksi jaa Lap1acen yhta1o 

( 4) ( 4 I ) 

\-------------------------------------L-------------------------------------
Kaavojen (1) ja (2) mukaan virtausnopeuden skalaarikomponent­
ti tiettyyn suuntaan on yhta suuri kuin nopeuspotentiaa1in 
derivaatta tahan suuntaan. 

Kaavojen (1 1
) ja (2 1

) mukaan virtausnopeuden ska1aarikompo­
nentti tiettyyn suuntaan on yhta suuri kuin virtafunktion de­
rivaatta tasta suunnasta 90° vastapaivaan kierrettyyn suun­
taan. 

Virtafunktion tasa-arvokayrat ovat virtaviivoja. Kahta mie1i ­
v a 1taista pistetta 1 ja 2 y hdistavan mie1iva1tai sen kayran z ­
akse1in suuntaan siirtyessaan muodostaman pinnan 1api ku1keva 
ti1avuusvirta z-akse1in suuntaista leveytta kohti on 

( 5) 

Tassa virta maarite11aan positiiviseksi, kun pisteesta 1 pis ­
teeseen 2 pain ku1jettaessa virtaussuunta on vasemma1ta oike-
al1e pain . j 

Pyorahdyssymmetrinen virtaus. Kaytetaan kohdassa 6.2.3 esitetty­

ja merkintoja. Kaavan (6.2.29) mukaisesti ainoan no11asta mah­

do11isesti eroavan ku1manopeuskomponentin w
8 

1auseke on 

8v z 
a;-l (6 . 3 . 16) 
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Tau1ukko 6 . 3.2 Nopeuspotentiaa1i ja virtafunktio pyorahdyssym­
metrisessa virtauksessa 

Nopeuspotentiaa1i ¢(r,z,t) 

v 
r 

v s = 

acp 
fi' v z ( 1) 

( 2) 

¢ = ¢ 
1 

¢ = ¢ 
2 

Virtaftinktio l)J(r,z,t) 

\j!=\j! 
2 

\j!=\j! 1 

( 1 I ) 

( 2 I ) 

Pyorteettomyysehto Kokoonpuristumattomuusehto 

av z 
ar 

av 
r az = o ( 3) 

toteutuu automaattisesti 

Ideaa1iv~rtauksen va11itsev~ksi yhta1oksi jaa 
yhta1o yhta1o 

( 3 I ) 

l_(r ~)+ ~(r ~) = 0 
ar ar az az 

( 4) .L (! ~) + a ( 1 al)J) = 0 ( 4 I) 
ar r ar az r az 

Kaavojen (1) ja (2) seka (1 1
) ja (2 1

) tu1kinta on vastaava 
kuin tau1ukon 6.3.1 esittamassa tapauksessa; ja1kimmaisissa 
kaavoissa on 1isaksi mukana kerroin 1/r. 

Virtafunktion tasa-arvokayrat ovat virtaviivoja. 

Kahta mie1iva1taista pistetta 1 ja 2 yhdistavan mie1iva1tai­
sen kayran z-akse1in ympari pyorahtaessaan muodostaman pinnan 
1api ku1keva ti1avuusvirta on 

( 5) 

Tassa virta maarite11aan positiiviseksi, kun pisteesta 1 pis­
teeseen 2 pain ku1jettaessa virtaussuunta on vasemma1ta oi­
kea11e pain. 



Taten pyorteettomyysehto on tassa 

Clv 
r 

Clz 

Clv z - a:r- = 0 • 

Kokoonpuristumattomuusehto (6. 2 .. 33) on 

6.3.12 

(6.3.17) 

(6 . 3 . 18) 

josta tu1ee symmetrisemman nakoinen kertoma11a yhta1o puo1ittain 

r:11a ja ottama11a huomioon, etta r ei riipu z:sta : 

~(rv ) + ~(rv ) = 0 . or r oZ z (6 .3. 19) 

Nopeuspotentiaa1in ¢ ja virtafunktion ~ kayttoon 1iittyvat 

o1ee11isimmat tu1okset on keratty tau1ukkoon 6.3.2 i1man johtoja. 

Virtafunktiota ~ nimitetaan pyorahdyssymmetrisessa tapauksessa 

y1eensa ~t~~~~~~-~~~~~!~~~t~~~~~· 

~~2~~~t~~-!· Tasovirtauksessa nopeuspotentiaa1in ja virtafunk­

tion tasa-arvopinnat ovat z-akse1in suuntaisia sy1interipintoja. 

Vastaavat tasa- arvoviivat ovat naiden pintojen ja xy-tason 1eik­

kausviivoja. Pyorahdyssymmetrisessa virtauksessa nopeuspotenti ­

aa1in ja virtafunktion tasa- arvopinnat ovat z-akse1in suhteen 

pyorahdyspintoja. Vastaavat tasa-arvoviivat ovat naiden pinto ­

jen ja va1itun z-akse1in kautta ku1kevan rz-meridiaanitason 1eik­

kausviivoja. Tasovirtauksessa kaytetaan joskus apuna napakoordi­

naatistoa ja pyorahdyssymmetrisessa virtauksessa pa11okoordinaa ­

tistoa. Tarvittavat kaavat on esitetty mm. 1ahteessa [6.4, s. 

562, s. 593]. 

Huomautus 2. Virtafunktio ~ voidaan 1aajentaa koskemaan EZ~¥~~~ 

~~~~~~E~~~~~~~~~ tasovirtausta tai pyorahdyssymmetrista vir -

tausta. Kaavojen (5.3 . 6') ja (6 . 2 . 32) perustee11a vastaavat jat ­

kuvuusyhta1ot ovat 

(6.3 .2 0) 

ja (vrt. kaavojen (6.3.18) ja (6.3 . 19) va1inen aske1) 

l 
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0 . (6 . 3 . 21) 

Vertai1u kaavojen (6 . 3 . 8) ja (6 . 3 . 19) kanssa osoittaa, etta nama 

jatkuvuusyhta1ot toteutuvat automaattisesti, kun virtafunktio 

va1itaan siten, etta vastaavasti 

1 ~ 1 d\j! (6 . 3 . 22) v = v 
X p ay ' y p ax 

ja 

1 ~ 1 d\j! (6 . 3 . 23) v ' v = ar . r pr az z pr 

On kuitenkin huomattava, etta tiheys p on nyt tuntematon suure, 

joka on maaritettava osana ratkaisua . 



6.3.14 



6.4.1 

6.4 Bernoullin yhtalo 

Otaksumaluettelo. Nestemekaniikan kirjallisuudessa esiintyy 

suuri maara enemman tai vahemman samannakoisia kaavoja, jotka 

kaikki kulkevat Bernoullin yhtalon nimella. Ne saadaan manipu­

loimalla cauchyn liikeyhtaloa sopivasti ja tekemalla lisaksi 

tiettyja otaksumia, joiden maarasta ja luonteesta riippuu val­

litsevan yhtalon yksityiskohtainen muoto. Lahteen [6.5, s. 73] 

mukaan D. Bernoulli (1700-82) ei tuntenut nimeaan kantavaa yhta­

loa. 

Kirjoitetaan nakyviin Cauchyn liikeyhtalon muoto (5.4.10): 

l pb -vp -+ +-+ pa J +'V•a* = ( 6 . 4 . 1 ) 

t t t t 

Tilavuus- Paine- Kitka- Kiihtyvyys-
voimatermi termi termi termi 

Tahan on merkitty lisaksi nakyviin eraita usein kaytettyja nimi­

tyksia. Jos kiihtyvyystermi siirretaan yhtalon toiselle puolel­

le, syntyvaa suuretta -pa nimitetaan hitaustermiksi. Jakamalla 

liikeyhtalo viela puolittain tiheydella p ja sijoittamalla kiih-
-+ tyvyyden a lauseke (3.3.79) sadaan tassa yhteydessa sopiva muoto 

o+b- 1-+ 1-++-+ 'Vp +- 'V·a* = p p 

"v-+ 2 0 + V V + 2~x~ • at 2 ( 6 • 4 • 2 ) 

Kirjataan sitten eraita otaksumia ja katsotaan, mita niis­

ta seuraa. Merkitaan: otaksuma n = O(n). 

Q1!l_~!~~~~2~_y!~~~Y~· Kitkattomassa virtauksessa eli ideaali­

nesteen virtauksessa kaikkien leikkausjannitysten otaksutaan ha ­

viavan. Kohdan 3.4.3 huomautuksen 1 mukaisesti siis myos kaikki 

deviaatiojannitykset haviavat eli 

~ 
~ (6.4.3) 



eli viela 

a* 
X 

a* = a* = y z T zx 

6.4.2 

= 'xy = 0 • (6.4.3') 

Tata otaksumaa on kasitelty jo kohdassa 5.4. Yhtalo (6.4.2) 

muuttuu Eulerin liikeyhtaloksi (5.4.13). 

Q1~l_EY9~t~~t9~_Y2!~~~~~tt~· Jos on olemassa funktio Q siten, 

etta kenttavoiman intensiteetti 

eli karteesisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa 

aQ 
ax ' 

aQ 
ay ' 

aQ 
d z ' 

(6.4.4) 

(6.4.4') 

voimakenttaa nimitetaan EY9~t~~tt9~~~@! (engl. irrotational). 

Pyorteettomyyden maarittely voi tapahtua myos kahdella muulla 

tavalla [3.2, s. 77], joista toinen: vektorin b roottori haviaa 

eli vxb = o, on pyorteettoman virtauksen maaritelman <vx~ = o) 
perusteella helposti muistettavissa. Suuretta Q ([Q] = Jkg-l) 

tullaan nimittamaan tassa Y2!~~E2t~~t!~~!!~@! (engl. force 

potential, body force potential). 

~~2~~~t~@_!· Kaavan (6.4.4) mukaisesta asetelmasta kaytetaan 

nestemekaniikan kirjallisuudessa hyvin yleisesti nimitysta 

konservatiivinen voimakentta. Itse suuretta Q nimitetaan taas 

usein myos Y2!~~;~~~t!2~@! (engl. force function) ja kaava 

(6.4.4) varustetaan joskus plusmerkilla. Tassa esityksessa 

on kuitenkin haluttu valttaa kaavan (6.4.4) yhteydessa sanaa 

konservatiivinen. Tama siksi, etta kiintean aineen mekaniikas ­

sa termi konservatiivinen on varattu normaalin kaytannon mukaan 

siihen, etta esimerkiksi kaavassa (2.3.11) potentiaalienergia 

""* V = V(r) saa o11a vain paikan funktio; ts. aika ei saa o11a 

eksplisiittisesti mukana argumentti1uettelossa. Nestemekanii­

kassa voidaan kuitenkin sal1ia riippuvuuden Q = Q(t) - joka on 

varsinainen konservatiivinen tapaus - 1isaksi myos tapaus 
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-+ 
Q = Q(r,t) ja si1ti o1ee11iset tarkeat yhteydet pysyvat voimassa. 

Se1itys tahan annetaan huomautuksessa 6. Otsikon teksti voisi 

tietenkin o11a partikke1imekaniikan mukaisesti monogeeninen voi­

makentta, mutta tata termino1ogiaa ei nayteta kaytettavan koskaan 

nestemekaniikassa. 

Konservatiivisen (ja monogeenisen) voimakentan tapauksessa Q 

saadaan jakama11a kohdassa 2.3.1 esitetty partikke1iin vaikutta­

van voiman potentiaa1ienergia V(t) (ajasta riippuva potentiaa1i ­

energia V' (t,t)) partikke1in massa11a. (Vrt. kohdan 4.10 suure 

ub.) 

Esimerkki 6.4. 1 Keskipakovoima. Maaritetaan keskipakovoimakentasta syn ­
tyva voimapotent iaa1 i. 

Kuvan 2.3.6 kaava (2.3.19) antaa tu1oksen (Q = V/m) 

A 1 2 2 2 
Q = - 2 wF (x +Y ) ' 

josta seuraa kaavojen (6.4.4') mukaisesti 

A 2 
b = w y 

y F 

kuten pitaakin (ks. kaavat (2.3.18)) . 
Huomattakoon, etta kaava (2.3.19) o1isi muotoa 

1 2[( 0 )2 0 2 - 2 mwF x +u + (y +v) ] 

0 
X U + l u2 + l(yo)2 o 1 2] 2 2 + y v + 2 v ' 

(a) 

(b) 

(c) 

j os ve rta i 1 usuorak s i ( suoraks i, j o 11 a V = 0) otetaan z - akse 1 i. Kohdan 
2 . 3 . 1 yhteydessa asioita 2n tarkaste1tu kuitenkin Lagrangen esityksen kan ­
na1ta, jo11oin vakion -mwF[(xo)2+(yo) 2]/2 poisjatto eli vertailupisteen 
muuttamine n yksinkertaistaa hieman 1ausekkeita. Merkinnan wF ja vi itteen 
A kayton syy se1viaa huomautuksessa 2 . 

Huomautus 2. Askeinen esimerkki kasitte1i keskipakovoimakenttaa, 

joten kyseessa o1i naennaisvoima . Y1eisesti jos toimitaan ei­

inertiaa1ikehyksessa, kaavasta (2.3.142) saadaan naennaiskentta-
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voiman intensiteetti ---- --

( 6 . 4 . 5 ) 

Merkintoihin on tehty tiettyja muutoksia. Kehyksen kulmanopeus 

~F(t) on varustettu viitteella F (frame), jottei syntyisi sekaan­

nusta itse nesteen kulmanopeuden ~(r,t) kanssa. Jos operoidaan 

koko ajan ei-inertiaalikehyksessa, on lisaksi syyta luopua 

kaavan (2.2.8) johdossa kaytetyista erityistunnuksista ja siir ­

tya tavanomaisempiin merkintoihin (~ ~ r, ~r ~ v) ymmartaen vain 

oikein niiden merkitykset. 

Esimerkissa 6.4.1 kasiteltiin jo keskipakovoimakentan 

-~Fx(~Fxr) osuutta, jonka havaittiin olevan pyorteeton. Huomat­

takoon kuitenkin, etta jos ~ ei ole va~io (suunnaltaan tai suu­

ruudeltaan tai molempia), myos termi -~Fxr tulee mukaan ja se 

taas on pyortee+linen. Tama voidaan osoittaa kehittamal-

la lauseke Vx(-~Fxr), josta tulee nollasta eroava. 

On mielenkiintoista todeta, etta Coriolistermi -2~x~ on myos 

pyorteellinen, vaikka se kohdassa 2.3.1 luokiteltiin konservatii ­

viseksi voimaksi. (Ks. kuitenkin huomautus 4.) 

Tarkastellaan viela yksinkertaisena esimerkkina kehyksen puh­

dasta translaatiota kiihtyvyydella ~ 0 (t), jolloin siis bA -~ 0 . 
On helppo todeta (V x (-~ 0 ) = 0, koska ~O ei riipu paikasta), etta 

kyseessa on pyorteeton voimakentta j a etta QA = ( a 0 ) xx + ( a 0 )Yy + 

(a 0)
2
z. Tassa on siis esimerkki tapauksesta Q = fl(r,t), jos ~ 0 

ei ole ajan suhteen vakio. 

Q1~~l_Y~~!QE~!gQYQ!~~~~g~~~- Otaksuman 2 kaytannossa ylivoimai­

sesti tavallisin erikoistapaus on tavanomaisen suunnaltaan ja 

suuruudeltaan vakioarvoisen b = g painovoimakentan tapaus eli 

ns. vakiopainovoimakentta. Talloin voimapotentiaali 

( 6 . 4 • 6 ) 

jossa g on putoamiskiihtyvyyden arvo ja h on korkeusasema ylos­

pain positiivisena mitattuna johonkin mielivaltaiseen vaakasuo­

raan vertailutasoon nahden. Korkeusasema on koordinaatiston 
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valinnan mukaisesti a1'na tietty funkt1'o h = h(x y z) J·a koska g 
' ' 

on vakio 

eli 

-7 
-g\i'h 

()h = -g dX 1 
()h = -g ()y ' 

( 6 . 4 . 7 ) 

()h 
bz = gz = -g ~ · aZ 

(6.4.7') 

Usein otetaan yksinkertaisesti h = z, jolloin kaavat (6.4.7) an­

tavat b = 0 b = 0 J·a b = -g. 
X 1 y Z 

Qi~l-~~~2t~22EE!Q~Q-~2~29~~Q!Q~Q_Q~~t~· Tilanyhtalo (5.2.5) 

ajatellaan kirjoitetuksi muotoon p = p(p). Talloin voidaan 

maaritella ns. E~bQ~~~Q~tb2 (engl. pressure function) ~ ([~J = 
Jkg-l) funktion 1/p(p) integraalifunktiona: 

f 
dp 

'l'(p) = p(p) . 

Taman tarkoitus selviaa seuraavasta. 

(Integraalifunktion derivaatta on ko. 

d~ = d~ .££ = l.££ l 
dX dp dX p dX ' I 

I 
d~ = d~ .££ = l.££ l 
()y dp ()y p ()y ' ( 

I 

d~ d'l' .££ l .££ J = = dZ dp dZ p dZ 

( 6 • 4 • 8 ) 

Ketjuderivoimalla saadaan 

integroitava funktio.) 

(6.4.9') 

Taten yhteisesti (Kerrotaan yhtalot vektoreilla i, j ja k ja 

lasketaan yhtalot puolittain yhteen.) 

( 6 • 4 • 9 ) 

Kaavan (6.4.9) oikean puolen nahdaan esiintyvan liikeyhtalossa 

(6.4.2). 
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Painefunktio sisaltaa mielivaltaisen integroimisvakion, jonka 

valinnalla ei ole merkitysta kunhan se vain pidetaan sitten 

kiinteana tietyn tarkastelun aikana; vrt. potentiaalienergian 

vertailupisteen valinta. 

Painefunktio esitetaan usein myos maaratyn integraalin muo­

dossa 

1 
1jJ(p) .... d 

p(p) p 

jossa p 0 on jokin valittu referenssipaine. Talloin siis 

llJ(po) = 0. 

(6.4.10) 

ES?!YE~22EE4::2~:2:2e_E~E~~~:2~:2:2e (kaava (5.2.7)) saadaan integroi ­

malla lopuksi painefunktion lauseke (p0 on referenssipainetta p 0 

vastaava tiheys) 
n-1 

0 n 
'¥ 

n E._ [(E._) 1] (6.4.11) = n-1 0 Po 
. 

p 

Kun n = 1 eli isotermisessa tapauksessa tam a ei pade, vaan sil -

loin 

0 

'¥ = E._ ln E._ (6.4.12) 
0 0 p p 

Todettakoon viela, etta otsikossa esiintyvaa sanaa homogeeni ­

nen (ks. kohta 5.1) on tarvittu, jotta voitaisiin kirjoittaa 
-+ 

'¥ = 'i'(p(r,t)). Epahomogeenisessa tapauksessa yhteyden p = p(p) 

yksityiskohtainen muoto riippuisi paikasta ja ajasta ja tulisi 

siis kirjoittaa p = p(t,t,p(t,t)), jolloin saataisiin riippuvuus 

'¥ = 'i'(t,t,p(t,t))eika '¥ = 'i'(p(t,t). Vrt. kuvaan 5.2.1 liittyva 

teksti.) 

Huomautus 3. Otsikko barotrooppinen homogeeninen neste on hie -

man huolimaton. Tasmallisempaa olisi sanoa homogeenisen nesteen 

barotrooppinen virtaus. Nesteen ominaisuudet kun eivat yleensa 

sinansa maarita, voidaanko tilanyhtalo kirjoittaa muotoon 

f(p,p) = 0, vaan lahinna prosessi, jonka alaisena nestealkio 

tulee olemaan. Lahteessa [6.6, s. 150] puhutaan kyllakin kasit -
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teesta E!~~§2~~2QEE!~~~-~~§~~ (engl. piezotropic fluid), jolla 

tarkoitetaan, etta barotrooppisuus on nimenomaan nesteen ominai ­

suus. 

Ql~~l_Y~~!Q~!~~Y§~~§~~· Otaksuman 3 hyvin tavallisena erikois­

tapauksena saadaan vakiotiheysneste, jolloin (otetaan kaavassa 
0 (6.4.10) p = 0) 

eli 

1 - dp 
p 

p 

= 1 I P 
p 0 

(6.4.13) 

(6 . 4.14) 

Ql~l-~Y§YY~_y!~~~~§· Talloin siis kaikki riippuvuudet ajasta ja 

samoin lokaaliset derivaatat haviavat eli 

.li_l_ = 0 
()t 

(6.4.15) 

ja mm. virtaviivojen asemat eivat muutu alueessa ajan muuttuessa. 

Ql~l-~Y2~~~~~2~ _Y!~~~~§· Pyorteettomassa virtauksessa virtauk­

sen kulmanopeus 

1 ~=a .[ (6.4.16) 

Bernoullin yhtalo (muoto 1) [0(1), 0(2), 0(3)]. Merkitaan aina 

tarvittaessa tulosten ja tassa siis myos otsikon yhteyteen haka ­

suluissa luettelo niista otaksumista, joita on kaytetty tai tul­

laan kayttamaan . 

Kun otaksutaan 0(1): ~!~~~~2~_y!~~~~§ (~* = {}), 0(2): EY2~­
~~~~2~_Y2!~~~~~~~~ (b = -VQ) ja 0(3): ~~~2~~2QEE!~~£-~2~Qg~~~! ­
~~~-~~§~~ (1/p·Vp = V~), liikeyhtalo (6.4 . 2) muuntuu seuraavas ­

ti: 
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1 1 
-+ 2 

b -+ -+ +-+ ()V -+ y_+ -+ -+ 
V'p + 'V•a* = a-t+ V' 2wxv p p 2 

-+ 2 -+ v'¥ -+ Clv -vy_ -+ -+ -V'Q - + 0 = + + 2w xv Clt 2 

()~ 2 -+ -+ -+(v +'l'+Q) 0 ( 6 . 4 . 1 7 ) + 2wxv + \7- = . Clt 2 

Manipu1ointien tarkoituksena on o11ut saada mahdo11isimman pal­

jon termeja gradienttimuotoon. 

Ha1uttu yhteys syntyy ottama11a yhta1on kummankin puo1en ska-

1aariset viivaintegraa1it tiety11a hetke11a - ~~~~-~~~~-i~~9Yt~ ­

!~~~-~~!~~E9~~!~~- §~9E~!~!!~~§§9 - pitkin tiettya nesteessa o1e­
vaa tieta, jo11oin saadaan ede11een yhta1o, jonka oikea ja siis 

myos vasen puo1i ovat no11ia. Tie va1itaan ku1kemaan pitkin jo-

2 

~ 
1~~e . 
~ dr 

Virtaviiva 

Kuva 6.4.1 Integroimistie. 

densuuntaisia ko. ska1aariko1mitu1ossa. 

2 -+ 2 2 
J ~~ . d~ + J v ( ~ +'!'+Q) . d~ = 0 . 

1 1 

tain virtaviivaa mie1i­

va1taisesta pisteesta 1 

toiseen mie1iva1taiseen 

pisteeseen 2 (kuva 6.4.1). 

Tama va1inta tehdaan, 

koska si11oin paastaan 

eroon ku1manopeusvekto ­

rin ~ sisa1tavasta ter­

mista 2~x~·d~; vektorit 

~ ja d~ ovat ta11oin yh-

Saadaan siis yhta1o 

( 6. 4. 18) 

Koska mie1iva1taise11e funktio11e f(~,t) patee 

2 

f -+ -+ 
V'f•dr 

1 

2 
= r (~ dx+ ()f dy+ ~ dz) h Clx Cly Clz 
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2 2 
= f df = I f = f2 - f1 I 

1 1 
(6.4.19) 

yhta1o saa muodon [0(1), 0(2), 0(3)] 

dV 
8t ds . (6.4.20) 

Tama on eras ~~~~Q~!!!~_YQ~~!2 (muoto 1). Se koskee siis !i~­

~~!!~-~~~~~!!~-~~~q~~~~-~~~~!!~-~~~~~~~~~~!!~-~!~~~~~~-~~~~~~~-
~~ 1askettuja suureiden v, ~ ja D arvoja, kun otaksumat 1, 2 ja 

3 ovat voimassa. Tassa vektori ~ on suunnattu kuvan 6.4.1 esit-
~ ~ ~ ~ . ~I ~ I tama11a tava11a, jo11oin v = ve, dr = dse Ja 8v 8t·dr = 8v 8t•ds. 

Viimeisen tu1oksen tasma11isempi johto on seuraava. Derivaatta 

8v 
~ 

d ~ dV ~ v 8e = at(ve) = e + 8t 8t 8t (6.4.21) 

joten 

~ 

dV 
~ . 

dV ~ ~ ~ 8e "" ~ 8V ds •dr = e•dse + v - __....-'•dse = . 8t 8t _,8-t: 8t ( 6. 4. 22) 

on kaytetty hyvaksi tunnettua tietoa, etta yksikkovektorin deri­

vaatta on kohtisuorassa ko. vektoria vastaan. Merkinnan v = v~ 
kaytto merkitsee, etta v on kasitettava tassa ska1aariseksi no­

peudeksi; ts. se voi o11a myos negatiivinen jos pisteet 1 ja 2 

on va1ittu tassa jarjestyksessa virtauksen suhteen vastakkaiseen 

suuntaan. 

Bernou11in yhta1o (6.4.20) nakyy usein myos muodossa [0(1), 

0(2), 0(3)] 

·1 v
2 I dV . 2 + '¥ + D + 8t ds = = vakio tiety11a 

virtaviiva11a tiety11a hetke11a. (6.4.20') 

Kaava saadaan yhta1osta (6.4.20) ajatte1ema11a piste 1 kiinnite­

tyksi ja poistama11a mie1iva1taisen pisteen 2 tunnus. 
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~~Q~~~~~§ - ~· Yhta1on (6.4.20) eras kaytannossa harvemmin nakyva 

muoto saadaan suorittama11a integrointi pitkin jotain pyorrevii ­

vaa (ks. kohta 6.5). Ta11oin nimittain ska1aariko1mitu1o 

2~x~·dt haviaa ja11een, koska vektorit ~ ja ctt ovat yhdensuuntai ­

set. Samoin nahdaan kayvan myos huomautuksessa 2 mainitun Cori -
-+ -+ -+ o1isvoimatermin suhteen, si11a myos ska1aariko1mitu1o - 2wF xv•dr = 

0, jos integroidaan pitkin (1iikkuvan koordindatiston suhteen 

mitattua) virtaviivaa. 

Jos kyseessa on 1isaksi 0(4): EY§Y~~ -~~~~~~§ ( dv /6 t = 0), yh ­

ta1osta (6.4.20) saadaan muoto [0(1), 0(2), 0(3), 0(4)] 

( 6. 4. 23) 

Yhta1o (6.4.20') muuntuu vastaavasti siten, etta con vakio myos 

ajan suhteen. 

Hydrau1iikassa pa1jon kaytetty yhta1o syntyy ede11isesta 

otaksuma11a erityisesti 0(2' ): ~~~!QE~!~Q~Q!~~~~~~~~ (Q = gh) ja 

0(3)') y~~!Q~!h~Ye~~§~~ (~ = p/p) . Jakama11a yhta1o (6.4.23) 

1isaksi puo1ittain putoamiskiihtyvyyde11a g saadaan muoto 

[0(1), 0(2'), 0(3'), 0(4)] 

2 
v1 + P1 + h 
2g pg 1 (6.4 . 24) 

Yhta1on termei11a on pituuden dimensio. Tahan 1iittyen naita 

teLmeja on tapana havainno11istaa kuvan 6.4.2 tapa1se11a esityk­

se11a; 1isana tavanomaisia nimityksia, jotka vaihte1evat melko 

pa1jon eri 1ahteissa. Yhta1o (6.4.24) voidaan siis i1maista 

sanoma11a, etta kokonaiskorkeus on tiety11a virtaviiva11a vakio. 



"--. Virtavii va 
h2 

Vertailutaso 

6.4.11 

h = asemakorkeus (eng. elevation head, geometrical head) 

p/(pg) painekorkeus (engl. pressure head) 

v
2

/(2g) = nopeuskorkeus (engl. velocity head) 

p/(pg)+h pietsometrinen korkeus (engl. piezometric 

head) 

v 2/(2g)+p/(pg)+h kokonaiskorkeus (engl. total head) 

Kuva 6.4.2 Bernoullin yhtalon termeja. 

Esimerkki 6.4.2 

2 A 1 
v 1 

29 

/ 

h 1 

(a) 

Vapaa pinta. Kuva (a) 

...... 

esittaa veden virtausta teravareu­
naisen yl isyoksypadon kohdal la. 
Pisteessa 1 vapaalla pinnalla on 
mitattu virtausnopeuden arvo v 1. 
Vapaan pinnan muoto tunnetaan samoin 
mittausten perusteella. Mika on 
virtausnopeuden ar.vo mielivaltaises­
sa vapaalla pinnal la olevassa pis­
teessa 2? 

Otaksutaan vakiotiheysneste ja 
pysyva tasovirtaus. Stationaarises­
sa tapauksessa vapaan pinnan tiet­
tyyn pisteeseen 1 i ittyvan virtaus­
nopeusvektorin on oltava aina pin­
nan tangenttitason suuntainen, sil­
la muul loin pinnan muodostavi lla 
nestealkioilla olisi tietty normaa-
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linopeus eika pinta s11s pysyisi paikoillaan. Taman perusteella tietyn 
vapaan pinnan pisteen kautta kulkeva virtaviiva kulkee jatkuvasti pitkin 
vapaata pintaa ja erityisesti kuva~ (a) tapauksessa pisteet 1 ja 2 ovat 
siis samalla virtaviivalla. Otaksutaan, etta virtaus tapahtuu kitkatto­
masti ja sovelletaan Bernoull in yhtaloa (6.4.24): 

josta saadaan 

(a) 

(b) 

Edella on toimittu ilmanpaine referenssiarvona otetun ns. mittapaineen 
(engl. gauge pressure) avulla, jolloin painekorkeustermit haviavat. Yhta 
hyvin voidaan kayttaa myos absoluuttista painetta p

0
, silla vastaavat pai­

nekorkeudet kumoavat toisensa yhta suurina termeina. 

Bernou11in yhta1o (muoto 2) [0(1), 0(2), 0(3), 0(5)]. 01ipa Ber­

nou11in yhta1on muoto 1 kirjoitettu koskemaan tiettya virtavii­

vaa tai pyorreviivaa niin sen sove1tamisessa tarvitaan siis peri­

aatteessa tieto nopeuskentasta, jotta virtaviivat tai pyorrevii­

vat o1isivat se1vi11a. Taten Bernou11in yhta1on sove1taminen 

vaatii kohtuu11isen hyvan arvauksen nopeuskentasta, joka voi o11a 

vaikeaa. Jos voidaan tehda 1isaksi otaksuma 5: EY2~~~~~2~_y!~­

~~~~ (~ = 0), kasitte1y he1pottuu huomattavasti. 

Lahdetaan 1iikkee11e 1iikeyhta1osta (6.4.17) ja otetaan otak­

suman 5 johdosta 1isaksi kayttoon virtauspotentiaa1i ~ (ks. kaa­

va ( 6. 3. 3 ) ) : 

d -v~ 
Clt + 0 . ( 6. 4. 25) 

Derivointi ajan ja paikan suhteen ovat vaihdannaisia operaatioita 

ja siis 

d ---* d --1- ~ +! ~ +k ~) 
Clt \7~ at(l Clx Cly Clz 

~ d~ + -+ d ClcjJ + k ..L(~) = l Clx(Clt) J Cly(Clt) Clz Clt 

---* ~ ( 6. 4. 26) \7 Clt ' 
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joten liikeyhtalo saadaan muotoon 

~ a~ + v 2 ~ v( fE 2 +'¥+D) = u • (6.4.27) 

Kun nyt otetaan yhtalon kummankin puolen ska1aariset viivainteg­

raa1it pisteesta 1 pisteeseen 2 pitkin mie1iva1taista nesteessa 

o1evaa tieta, yhta1o saa muodon [0(1), 0(2), 0(3), 0(5)] 

( 6. 4. 28) 

Tama on eras ~~~~Q~!±!~_YhE~±2 (muoto 2). Se koskee siis E!~Ey1-

±~-h~E~~±±~-~~h9~~~~-~±~~~~-~!~±!Y~±E~!~~~~~-E!~E~~~~~ 1askettuja 
suureiden a~;at, v, '¥ ja r2 arvoja, kun otaksumat 1, 2, 3 ja 5 ovat 

voimassa. (Yhta1on termit v 2 /2 voidaan tarvittaessa korvata mer­

kinna11a (V~) •(V~)/2.) Kaavojen (6.4.27) ja (6.4.28) va1isen as­

ke1een suorittaminen tapahtuu samaan tapaan kuin muodon 1 johdos­

sa. 

Bernou11in yhta1o (6.4.28) nakyy usein myos muodossa [0(1), 

0(2), 0(3)1 0(5)] 

j = vakio koko 

a1ueessa tiety11a hetke11a . (6.4.28') 

Tama tu1os nahdaan oikeaksi myos yhta1osta (6.4.27)1 jonka mukaan 

su1uissa o1evan 1ausekkeen taytyy o11a paikan suhteen vakio. 

Jos kyseessa on 1isaksi 0(4): EY~YY~_y!~E~Y§ ( a~;at = 0), yh­

ta1osta ( 6. 4. 2 8) saadaan muoto [ 0 ( 1) 1 0 ( 2) 1 0 ( 3) 1 o ( 4) , 0 ( 5) ] 

2 
v1 
2 + '¥1 + stl = (6.4.29) 

Tama muistuttaa muotoa (6.4.23), mutta nyt siis 1 ja 2 ovat nes ­

tea1ueen mie1iva1taisia pisteita. Yhta1o (6.4.28') muuntuu vas­

taavasti siten 1 etta c on vakio myos ajan suhteen. 
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Yhtalon (6.4.24) vastineeksi saadaan muoto [0(1), 0(2'), 0(3' ), 

0(4' ), 0(5)] 

( 6. 4. 30) 
V 2 p 2 

1 1 v2 P2 
-- + + h = h 2g pg 1 ~ + pg + 2 . 

Kuva 6.4.2 voitaisiin toistaa tassa miltei sellaisenaan; pistei­

den 1 ja 2 ei vain tarvitse olla samalla virtaviivalla. 

Bernoullin yhtalon kuten (6.4.30) tavanomainen kayttotarkoitus 

on paineen jakautumisen maarittaminen, kun nopeuskentta ajatel ­

laan tunnetuksi (vrt. esimerkki 6.3.2). 

Huomautus 5. Edella Bernoullin yhtalosta kaytetyt nimitykset muo-

to 1 ja muoto 2 eivat ole yleisessa kaytossa. Nama muodot ovat 

kuitenkin tietynlaiset perustyypit, jotka on helppo erikoistaa 

kunkin yksityistapauksen mukaisiksi. Kaasumekaniikassa on esi­

merkiksi tavallista, etta massavoimiin liittyva termi Q jatetaan 

muiden Bernoullin yhtalon termien rinnalla pienena pois. 

Tassa esitettyjen Bernoullin yhtaloiden muotojen oleellisena 

rajoituksena on otaksuma kitkattomasta virtauksesta 0(1): ~* = {}. 
Esimerkiksi yhtalo (6.4.18) on periaatteessa helppo taydentaa 

kitkallisessa tapauksessa termilla f 1/p(V·~*)·dt, mutta kaytan­

nossa taman termin arvioiminen on hyvin vaikeaa. Putkivirtausta ja 

avouomavirtausta varten on johdettu omia kitkallista virtausta 

koskevia Bernoullin yhtalon muotoja, joilla on paljon sovellutuk­

sia [3.5]. Naiden muotojen johdossa mekaanisen energian taseen 

periaate on sopiva lahtokohta. (Muistetaan, etta myos tama peri­

aate synnytettiin manipuloimalla cauchyn liikeyhtaloa.) 

~~2~~~~~§-~~ Bernoullin yhtalon ja partikkelimekaniikan ns. 

energiaperiaatteen (kaava (2.3.61)) johtamistavan valilla on 

tiettya naennaista samankaltaisuutta. Energiaperiaate voidaan 

johtaa yhdelle partikkelille ottamalla liikeyhtalon F = m~ kum­

mankin puolen skalaariset viivaintegraalit pitkin partikkelin 

rataa: 



f
2 """* """* 

1 
F•dr 

eli W = L'IK. 

d~ """* 
dt •vdt 

6.4 . 15 

(6.4.31) 

(Kohdassa 2.3.5 tama tulos johdettiin partikkelisys -

teemille ja hieman eri tavoin.) Oleellinen ero on kuitenkin nyt 

siina, etta yhtalon (6.4.31) integraaleihin liittyy fysikaalises ­

ti ajan muutos, koska differentiaali d~ = ~dt. Bernoullin yhta­

lon johdossahan aika jaadytettiin eli d~ on vain integroimisreit­

tiin liittyva differentiaalinen kaari - alkio (, vaikkakin esimer ­

kiksi pysyvassa virtauksessa nestepartikkelit sattuvatkin vaelta ­

maan pitkin virtaviivoja, joita kaytetaan integroimisteina muo­

dossa 1. ) . 
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6.5.1 

6.5 Pyorteisyys ja sirkulaatio 

Lisaa pyorteisyydesta. Kirjallisuudessa pyorteisyytta eli pyor ­

revektoria merkitaan usein tunnuksella t tai ~; siis ~ = 9x~ = 
2~. Tulemme toimimaan lahinna kulmanopeusvektorin ~ avulla . 

-+ 
Esitettyjen kaavojen muuttaminen tarvittaessa suuretta ~ koske -

viksi on taten vain vakiolla kertomisoperaatio. 

Pyorteisyys esiintyy eraissa nestemekaniikan formulaatioissa 

perustuntemattomana. Todettakoon viela, etta jos dilataationo­

peuden v·~ ja pyorteisyycten vx~ jakautumat tunnetaan tietyssa 

alueessa, nopeuskentta ~ maaraytyy yksikasitteisesti, mikali 

viela ~:n normaalikomponentti on annettu alueen reunalla [3.3, 

s. 127]. 

Kohdassa 3.3 . 3 esitettiin virtausnopeuskentan ~(t,t) suhteen 

mm. kasitteet virtaviiva, virtaputki ja virtasaie. Kulmanopeus ­

kentan ~(t,t) yhteydessa on tapana maaritella vastaavasti kasit­

teet EY2~~~Y!!Y~ (engl. vortex line), EY2~~~E~~t! (engl. vortex 

tube) ja EY2~~~~~!~ (engl. vortex filament). Esimerkiksi pyor ­

reviiva on siis viiva, jonka kuhunkin pisteeseen kuuluva kulma ­

nopeusvektori (pyorrevektori) sivuaa tata viivaa. 

Maaritelmasta ~ = Vx~/2 johtuen kulmanopeusvektori on ns. lah­

~~~~2~ eli solenoidaalinen eli divergenssivapaa (engl. solenoi ­

dal, divergence-free); toisin sanoen 

(6.5.1) 

Tama voidaan todeta helposti laskemalla ko. skalaaritulo [3.2, s. 

45]. Kokoonpuristumattoman nesteen virtausnopeusvektori on myos 
-+ -+ 

lahteeton, silla jatkuvuusyhtalo on silloin muotoa V·v = 0. 

Taman perusteella kokoonpuristumattoman virtauksen nopeuskent ­

taa koskevat kinemaattiset tulokset voidaan siirtaa sellaisinaan 

vastaavasti kulmanopeuskenttaa koskeviksi. 

Esimerkkina edellisesta ovat kuvaan 6.5.1 liittyvat kaavat 

(dA)l 

(dA) 2 
( 6 • 5 • 2 ) 



6.5.2 

ja 

w2 (dA) 1 = w
1 

(dA) 2 
(6.5.3) 

Kuva 6.5.1 Virtasaie ja pyorresaie. 

eli viela ns. tilavuusvuo 

vdA = vakio (6.5.2') 

tietylla virtasaikella ja ns. pyorrevuo 

wdA = vakio (6.5.3') 

tietylla pyorresaikeella. Tarkastellaan kuvan 6.5.1 virtasai­

keen vaipan ja kahden, virtasaikeen akselia vastaan kohtisuoras­

sa olevan pinta-alkion (dA) 1 ja (dA) 2 rajoittamaa kontrollialu­

etta. Koska V·~ = 0, divergenssilause (L.2.9") antaa tuloksen 

fvndS = 0 koko kontrollipintaa koskevana. Vaipalla vn = 0 vir­

tasaikeen maaritelman perusteella. Jaljelle jaa yhtalo 

(vn)l(dA) 1 + (vn) 2 (dA) 2 = 0. Normaalinopeus vn on± skalaarinen 

virtausnopeus v (maaritellaan kaavalla ~ = v~, jossa ~ on virta­

saikeen tangenttiyksikkovektori). Pieni tarkastelu antaa tulok­

sen v 1 (dA) 1 = v 2 (dA) 2 . Toisin sanoen virtausnopeus on kaantaen 

verrannollinen virtasaikeen pinta-alaan. Pienilla virtaputkilla 

patee vastaava tulos likimaarin keskimaaraisia nopeuksia koske­

vana. Tieto naista tuloksista lisaa suuresti virtaviivojen avul­

la esitetyn virtauskentan havainnollisuutta. Pyorrevektorin 

suhteen saadaan taten valittomasti kaavojen (6.5.3) ja (6.5.3') 
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esittamat analogiset yhteydet. Merkinta w tarkoittaa siis ska-

1 
. -+ -+ 

aar1sta kulmanopeutta: w = we. 

Sirkulaatio. Ns. ~!~~~!~~I!Q (engl. circulation) r ([r] = m2
s -

1
) 

maaritellaan nestemekaniikassa tietylla hetkella (aika jaadyte­

taan) laskettuna viivaintegraalina 

Kuva 6.5.2 Umpinainen 

kayra s ja sen rajaama 

pinta s. 

r = 

= 

J -+ -+ v•dr ' s 

(6.5.4) 

J v 8 ds 
s 

nesteessa olevaa umpinaista kayraa pitkin. Sirkulaatio on siis 

vektorianalyysista tutun kasitteen vektorin kierto kayran ympa -
-+ -+ 

ri [3.2, s. 62] sovellutus virtausnopeuskenttaan v(r,t) nahden. 

Korostettakoon, etta sirkulaatiolla ei millaan lailla tarkoite ­

ta, etta nesteen pitaisi virrata jotenkin ko. umpinaista kayraa 

pitkin. Kyseessa on puhtaasti matemaattinen apukasite. 

Sirkulaatiolla on laheinen yhteys pyorteisyyden kanssa. Jos 

sirkulaation laskemiseen valittu kayra on sellainen, etta siihen 

voidaan liittaa kayraan rajoittuva ~Q~Q~~~~-~~~I~~~~~ -Q1~Y~-2!~­

ta S (kuva 6.5.2), voidaan soveltaa Stokesin lausetta (L.2.12"). 
-;t ~ -+ -+ ~ -+ 

Se antaa (r = v, ds = dr) 

r = 2J( ~-~dS = 2J w dS . 
S S n 

(6.5.5) 

Jos otetaan erityisesti infinitesimaalisen pieni umpinainen kay ­

ra, kaava (6.5.5) saa muodon 

-+ -+ 
dr = 2w · ndS = 2wnds . (6.5 . 6) 



6.5 . 4 

Kuvan 6.5.1 merkintoja kayttaen ja valiten tarkasteltavaksi kay­

raksi pinta - alkion dA reuna saadaan tulos 

1 dr w = 2dA' 
( 6 • 5 • 7 ) 

joka osoittaa kaavan (6.5.3') perusteella lisaksi, etta myos 

sirkulaatio dr on vakio tietyll~ pyorresaikeella . 

Vastaava tulos patee myos aarelliselle pyorreputkelle: sirku­

laatiolla pyorreputken ympari on sama arvo kaikkialla putken 

pituudella. Tata tulosta nimitetaan joskus B~!~Q2!t~!~-~~~!~­

~~!~~~~!_EYQ~~~!~~~~~~~!· Lause johdetaan helposti kuvan 6.5.3 

Kuva 6.5.3 Pyorreputki ja 

sen vaipalla kulkeva urn-

pinainen kayra. 

esittaman tapaista umpinaista kayraa 

pitkin otetun sirkulaation tarkaste­

lulla . Kun sovelletaan jalleen Sto­

kesin lausetta ja otetaan huomioon, 

etta kaksi vierekkaista viivainte­

graaliosuutta kumoavat toisensa, 

paastaankin haluttuun tulokseen. 

Pyorreviiva ei voi alkaa eika 

loppua nesteessa, sen taytyy joko ol­

la umpinainen, ulottua alueen reunoi­

hin tai aarettomyyteen . Askeista ni-

EYQ~~~!~~~~~~~!· Tama ymmarretaan 

kuvaa 6.5 . 1 ja kaavaa (6.5.3') tarkastelemalla. Savurengas on 

esimerkki umpinaisesta pyorreputkesta. 

Koska ~ on nolla pyorteettomassa virtauksessa viimemainitun 

maaritelman perusteella, kaava (6.5.5) antaa heti tuloksen: 

sirkulaatio r haviaa pyorteettomassa 
virtauksessa jokaisen umpinaisen kayran 
suhteen, johon voidaan liittaa kokonaan 
nesteessa oleva pinta. 

( 6 • 5 • 8 ) 

Toisin sanoen sirkulaatio haviaa pyorteettomassa virtauksessa 

jokaisen umpinaisen reudusoituvan kayran (engl. closed reducible 

curve) [3.2, s. 72] suhteen. Samoin havaitaan, etta pyorteetto­

massa virtauksessa ei voi esiintya umpinaisia redusoituvia vir-
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taviivoja [3.2, s. 87]. Sirkulaatiosta tulisi nimittain laskettu­

na pitkin umpinaista virtaviivaa talloin selvasti nollasta eroa ­

va. Kappaleiden takana - vallitsevan virtaussuunnan suhteen -

olevassa virtauskentassa eli ns. y~~~§~~ (engl. wake) esiintyy 

havaintojen mukaan tyypillisesti umpinaisia virtaviivoja, joten 

kyseessa taytyy olla pyorteellinen virtaus. 

Jos tarkasteltava umpinainen kayra ei ole redusoituva, sirku­

laation ei tarvitse havita, vaikka virtaus on pyorteetonta. 

Talla tuloksella on tarkea merkitys mm. siipiprofiilien nosto­

voiman kasittelyssa. On helppo osoittaa [3.2, s. 78], etta sirku­

laatiolla on pyorteettomassa virtauksessa kuitenkin aina sama arvo 

kahden toisiinsa redusoituvan umpinaisen kayran suhteen. Taten esi­

merkiksi pyorteettomassa tasovirtauksessa siipiprofiilin ympari 

otetun sirkulaation arvo ei riipu reitin valinnasta. 

Esimerkin 6.3.1 kuvaan (a) liittyva virtaus vaatii kommentin. 

Siinahan virtaviivat ovat selvasti umpinaisia kayria ja kuitenkin 

virtauksen vaitettiin olevan pyorteetonta. Tarkemmin ottaen vir­

taus on kylla pyorteetonta kaikkialla muualla paitsi origossa, 

jossa virtauskentassa on ns. singulariteetti. Kun origoa lahes­

tytaan eri suunnista, virtausnopeus kasvaa aina erisuuntaisena 

rajatta ja nopeuskentan derivaatat eivat ole olemassa. Jos sir­

kulaation laskemisessa kaytetaan kayraa, joka kiertaa origon, 

kaavan (6.5.5) johdossa tarvittavat saannollisyysvaatimukset 

eivat ole voimassa, eika kaavaa saada soveltaa. Taten lause 

(6.5.8) ei ole valttamatta voimassa, jos ko. pinnalla on singu­

laarisia pisteita. Esimerkkitapauksessamme voimme tulkita ase­

telman myos seuraavasti. Poistetaan origo alueesta, jolloin 

~ = 0 kaikkialla uudessa alueessa. Tama ei ole enaa kuitenkaan 

yhdesti yhtenainen. Origon kiertavat kayrat eivat ole redusoi­

tuvia. Ne antavat kaikki saman sirkulaation arvon r = 2nr
0

v
0

• 

B~2~~~E~§_!• Ideaalinesteesta sanotaan usein, etta se !~~~~~ 

pitkin kiinteaa seinamaa (tai myos pitkin muotoaan muuttavaakin 

seinamaa). 

Vastaavasti voisi olla luontevaa sanoa, etta todellinen neste 

vierii (engl. roll) pitkin kiinteaa seinamaa. Ajatellaan kuvan 

6.5.1 umpinainen kayra tuoduksi infinitesimaalisen pienena ko. 



6.5.6 

seinamaa koskevaksi. Takertumisehdon perusteella ~ = 0 ja siis 

dr = 0, joten kaava (6.5.6) antaa tuloksen 

0 . ( 6 • 5 • 9 ) 

Toisin sanoen ~~1~~gQE~~~y~~t2~! _Qg_~!!gt~~g-~~!g~~~g-~Q~g~11~ 

~~!g~~~g_t~gg~gtt!t~~2~~~-
Jaykan kappaleen kinematiikassa osoitetaan seuraavaa. Kun 

jaykka kappale vierii toista paikoillaan olevaa jaykkaa kappa­

letta pitkin, edellisen kappaleen kappaleiden yhteisessa koske­

tuspisteessa olevan partikkelin nopeus haviaa ja kappaleen het­

kellinen rotaatioakseli kulkee kosketuspisteen kautta. Kulma ­

nopeusvektori on hetkellisen rotaatioakselin suuntainen ja ns. 

E~~t~~~~~-Y!~~!~!~~~~~ (engl. pure rolling) rotaatioakseli on 

taas nimenomaan tangenttitason suuntainen [2.5,s. 25]. Muuten 

kyseessa on ns. "rolling and pivoting". Edellisen perusteella 

voinemme puhua puolileikillisesti todellisen nesteen vierimi­

sesta. Vieriminen taas merkitsee, etta seinamat ovat juuri 

niita paikkoja, jotka syottavat virtauskenttaan pyorteisyytta. 

Sirkulaation ainederivaatta. Tarkastellaan ensin aineviivan 

Kuva 6.5.4 Aineviiva 

hetkella t 0 ja t. 

(engl. material line) PQ (kuva 6.5.4) 

liittyvan viivaintegraalin 

Q 

f 
-+ -+ 
v•dr 

p 
(6.5.10) 

ainederivaatan lausekkeen maarittamis­

ta. Aineviivalla tarkoitetaan koko 

ajan samoista kontinuumipartikkeleis ­

ta muodostuvaa viivaa (vrt. ainetila­

vuus ja ainepinta). 

Muodollinen lyhyt johto esitetaan alan kirjallisuudessa ta-

vallisesti suunnilleen seuraavasti: 

D 
Dt 

Q 

f -+ -+ 
v•dr 

p 

Q 

f D -+ -+ = -(v•dr) Dt 
p 

(6.5.11) 
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ja 

-+ 
D(dt) 

-+ D -+ -+ Dv -+ -+ -+ -+ -+ Dr -(v•dr) = ·dr + v• = a·dr + v•d Dt Dt Dt Dt 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ d(1 -+ -+ 
= a•dr + v•dv = a•dr + v•v) 

2 

-+ -+ d 1 v 2 )ds = a•dr + ds(2 I (6.5.12) 

joten 

Q 
D 
Dt f -+ -+ 

P v•dr J
Q 1 2 1 2 

= p ~ • dt + 2 v Q - 2 v p (6.5.13) 

Tama yhteys on siis puhtaasti kinemaattinen. Merkinnat vQ ja 

vp tarkoittavat virtausvauhteja pisteissa Q ja P. Kaavoihin 

(6.5.11) ja (6.5.12) liittyvien askeleiden oikeellisuuteen on 

kuitenkin ainakin nopeasti katsoen vaikea uskoa. Esimerkissa 

6.5.1 uskottavuutta yritetaan parantaa. 

Kun kaavaa (6.5.13) sovelletaan sirkulaatioon (6.5.4 ), jol­

loin P- ja Q-piste yhtyvat, saadaan siis tulos (jos nopeuskent­

ta on jatkuva) 

Dr ( -+ -+ = J a•dr Dt s 
(6.5.14) 

eli sirkulaation ainederivaatta on yhta suuri kuin virtauskiih­

tyvyysvektorin kierto ko. kayran ympari. 

Esimerkki 6.5.1 Ainederivaatta. Kasite11aan kaavan (6.5.13) johto askeis-
ta huo 1 e 1 1 is emm in. 
Q Derivaatan maaritelman muistaen meidan tu1ee 1askea ensin integraal i 

Jp~·d"t kahde11a 1ahekkaise11a ajan hetke11a. Kasitte1y he1pottuu, jos 
ajatte1emme integraa1eja a1uksi summina 

(a) 



(a) 

Hetkella t 

-+ -+ 
r 1 + f::.r 

6.5.8 

(b) 

(c) 

(Nopeus ~ voidaan ajatella hetkella t kayralla PQ kaarenpituuden s funkti­
oksi, joten voidaan kirjoittaa kaava (c).) Hetkel la t + 6t 

ja s i is 

-+ Partikkel in kokema nopeuden muutosnop~us on Dv/Dt 

Summa 

I' 

-+ 
-+ -+ -+ -+) -+ d v ) ~ LV•6r + (La·6r f::.t +(LV• dS 6s !::.t 

(d) 

(e) 

(f) 

-+ a, joten 

(g) 

(h) 
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Toisen kertaluvun (6t:n suhteen) pieni termi on jatetty jo pois. 
Derivaatta 

-+ -+ -+ d~ = 1 i m ( l: a • 6r + l: v • - 6 s) 
-+ * . ds 6r-+u 

f
Q-+ -+ fQ-+ d~ 

= pa • d r + v • - d s . 
p ds 

( i ) 

Viimein en integraal i 

J
Q-+ d~ fQd 1 -+ -+ fQd 1 2 
v• - ds = --( - v•v)ds = -(- v )ds 

p ds p ds 2 p ds 2 
( j ) 

joten paastiin kaavaan (6.5.13). 

Kelvinin sirkulaatiolause. Oletetaan ·kohdassa 6.4 selostettujen 

otaksumien 1, 2 ja 3 olevan voimassa eli 0(1): ~!~~~~Q~_y!~~~~@ 

(c!* = o), 0(2): EY2~~~~~2~_YQ!I!l~~~~~~~ (b = - VQ), 0(3): ~~~Q~­
~QQEE!~~~-~QI!\99~~~!~~~-~~@~~ (1/p·Vp = V~). Cauchyn liikeyhta­

losta (6.4.1) saadaan ensin otaksuman 1 johdosta (tiheydella p 

jaettu Eulerin liikeyhtalo) 

-+ ~b_l-+ a = -- V'p 
p 

(6 . 5.15) 

ja sitten otaksumien 2 ja 3 johdosta tulos [0(1),0(2),0(3)] 

l ;: . ~ -v ( Q+'l', ·I (6.5.16) 

Taten kiihtyvyys on suureen Q+~ miinusmerkkinen gradientti. 

Sijoitetaan kiihtyvyyden lauseke (6.5.16) yhtalon (6.5.14) 

oikealle puolelle. Suureen gradientin viivaintegraali on (ks. 

kaava (6.4.19)) suureen arvo ylarajalla miinus suureen arvo ala­

rajalla. Koska kyseessa on umpinainen kayra, yla - ja alaraja 

yhtyvat ja saadaan siis tulos [0(1),0(2),0(3)] 



~ 
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( 6 • 5 • 1 7 ) 

eli pyorteettoman voimakentan alaisena olevan kitkattoman barot ­

rooppisen homogeenisen nesteen virtaus tapahtuu siten, etta jo­

kaisen nesteessa olevan umpinaisen ainekayran yli otettu sirku­

laatio sailyy vakiona . Tama on ns. ~~!Y!~!~- ~!~~~!~~t!2!~~~~ 

(Kelvin v. 1869) (engl. Kelvin's circulation theorem, Thompson's 

theorem on the permanence of circulation). (Nama eri nimitykset 

johtuvat siita, etta William Thompson kulki aateloinnin jalkeen 

lordi Kelvinin nimella.) 

Kelvinin lauseen eras tarkea seuraus on: 

Pyorteettoman voimakentan alaisena olevan 
kitkattoman barotrooppisen homogeenisen 
nesteen virtaus sailyy jatkuvasti pyor ­
teettomana, jos se on ollut jollakin het ­
kella pyorteetonta. 

(6.5.18) 

Tama tulos saadaan seuraavasti. Jos tietylla hetkella ~ = 0 
tarkasteltavassa nestesysteemissa, kaavan (6.5 . 5) perusteella 

r = 0 jokaisen alueessa olevan redusoituvan kayran suhteen. 

Kelvinin lauseen perusteella siis jokaisen tarkasteltavan aine ­

kayran suhteen patee jatkuvasti r = 0. Kaavasta (6.5.5) seuraa 

silloin kaantaen, etta ~ = 0 jatkuvasti ko . nestesysteemissa. 

(Ajatellaan alkutilanteessa kunkin nestealkion ympari otetuksi 

kaikkiin mahdollisiin suuntiin infinitesimaalisia umpinaisia 

kayria. Mielivaltaisella hetkella nama ainekayrat edustavat 

edelleen kaikkia mahdollisia suuntia, J'oissa siis w = 0, joten 
n 

pakosti myos ~ = 0.) 
Tuloksen (6.5.18) eras sovellutus on tapaus, jossa neste on 

lahtenyt liikkeelle taydellisesta lepotilasta. Lepotilassa 

v = 0 ja kulmanopeusvektori haviaa varmasti . Toinen tarkea ta­

vallinen tapaus koskee alueeseen saapuvaa tasaista yhdensuuntais­

virtausta, jossa siis v = vakio. Jalleen nesteen ~ = 0 ennen 

saapumistaan alueeseen. 

Mahdollinen virtauksen pyorteettomyys helpottaa huomattavasti 

nestemekaniikan tehtavien kasittelya: Voidaan mm. kayttaa apuna 
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nopeuspotentiaalia. Toisaalta etenkin otaksuma kitkattomuudesta 

ei ole realistinen yleensa muualla kuin ulkoisessa virtauksessa 

rajakerroksen ja vanan ulkopuolella. Myoskaan barotrooppisuus­

otaksuma ei ole aina sovelias . Esimerkiksi vapaassa konvektio ­

virtauksessa nestealkion tiheys riippuu lampotilasta eika pai­

neesta. Sen sijaan otaksuma pyorteettomasta voimakentasta on 

kaytannossa miltei aina voimassa. 

Ideaalivirtaus ja nostovoima. Tarkastellaan tasovirtauksessa 

olevaa periaatteessa aarettoman 

r 

Kuva 6.5.5 Siipiprofiilin 

ohi tapahtuva virtaus. 

pitkaa ~~~~2~!!2~~ (engl. aerofoil) 

ja sen kuvassa 6.5.5 esitettya poik­

kileikkausta (engl. wing section) 

eli ns. ~!!E!E~2~!!!!~· Kantosii­

pien suunnittelussa pyritaan ns. 

Y!~~~Y!!Y~!~~~~ (engl. streamlined) 

muodon saavuttamiseen, jolloin vir­

taukseen liittyva pyorteellinen ra ­

jakerros ja vana-alue jaa ohueksi, 

jos Re on suuri. Tallaisissa ta­

pauksissa voidaan kitkattoman virtauksen mallillakin saada erai­

ta hyodyllisia tuloksia ja ainakin ratkaisu voi toimia sopivana 

lahtokohtana kitkallisen mallin mukaiselle kasittelylle. 

Otaksutaan siis ideaalivirtaus eli vakiotiheysnesteen pyor­

teeton kokoonpuristumaton virtaus. Kuvan 6.5.5 tapauksessa ky­

seessa on ulkoinen virtaus ja nestealue ei ole yhdesti yhtenai­

nen (engl. single-connected) [3.2, s. 72] tasotapauksessa; siipi­

profiilin ympari otetut umpinaiset kayrat eivat ole redusoituvia. 

Kuvassa 6.5.5 ei ole esitetty nestealueen ulkoista rajaa ja 

siella vallitsevia reunaehtoja. Ne voisivat olla vaikka esimer­

keissa 6.3.2 ja 6.3.3 kasitellyn tyyppisia. Siipiprofiilin pin-

nalla reunaehto on muotoa v 
n 

namien kohdilla muotoa v = 0. 
n 

ks. esimerkiksi [6.7, s. 112] -

wn ja erityisesti kiinteiden sei­

Matemaatikot ovat osoittaneet -

etta joka tapauksessa ideaalivir-

tauksen yhtaloiden ratkaisu ei ole yksikasitteinen, kun alue on 

ei-yhdesti yhtenainen. Esimerkiksi tasotapauksessa on yksika­

sitteisyyden saavuttamiseksi annettava lisaksi kunkin alueessa 

olevan saarekkeen ympari otetun sirkulaation arvo. (Ei aina 



6.5.12 

tasmallisesti totta; ks. [6.8, s. 42] . ) 

Kuva 6.5 . 6 esittaa kaaviollisesti kolmella eri sirkulaation r 
arvolla tietylle siipiprofiilille saatuja patopisteiden P1 ja P2 

paikkoja ja niiden kautta kulkevia 

(a) 

(b) 

-~~. ... _ 
"-·'!»- -

(c) 

Kuva 6.5.6 Patopisteiden 

paikkoja. 

virtaviivoja. (Pistetta, jossa 

virtausnopeus haviaa, nimitetaan 

joskus E~t2E!~t~~~~! (engl. stag­

nation point).) Nama kaikki tu­

lokset ovat ideaalivirtauksen yh­

taloiden kannalta yhta oikeita. 

Todellisessa virtauksessa esiintyy 

kitkaa ja silloin ratkaisu on yksi ­

kasitteinen ilman sirkulaation luk­

koon lyontia. Havainnot ovat osoit­

taneet, etta ideaalinesteen mallil ­

la saatu ratkaisu on lahimmillaan 

totuutta, kun sirkulaation arvo 

valitaan tietylla tavalla. Valin­

ta perustuu ns. ~~tt~=~~t22~ (engl. 

Kutta condition): Virtausnopeuden tulee olla aarellinen jatto-

reunan karjessa. 

Kuvien 6.5.6 (a) ja (b) esittamissa tapauksissa virtausta 

tapahtuu profiilin teravan j~tt9~~~~~~ (engl. trailing edge) 

ympari. Talloin virtausnopeus tulee karjen kohdalla teoriassa 

aarettoman suureksi. Kuvan (c) esittamassa tapauksessa Kutta ­

ehto toteutuu. Jos profiilin pintojen valinen kulma ~ karjessa 

on nollasta eroava - kuten kuvassa (c) - Kutta-ehto merki tsee, 

etta nopeuden taytyy havita karjessa eli patopiste siirtyy sin­

ne. Itse asiassa nopeus pienenee talloin nollaanja kasvaa koh­

tuulliseen arvoon hyvin lyhyella alueella karjen ymparistossa. 

Karjesta lahteva virtaviiva on kulman ~ puolittajan suuntainen. 

Jos kulma ~ on nolla, virtaviiva on karjen suuntainen ja nopeus 

pysyy nollasta eroavana. Joka tapauksessa Kutta-ehdon toteutu­

minen synnyttaa ratkaisun, jossa ideaalinesteen mallin mukainen 

virtaus ohittaa jattoreunan juohevasti. Profiilin ympari otetun 

sirkulaation arvo tulee siis valita juuri siten, etta Kutta-ehto 

toteutuu. Profiiliin vaikuttava nostovoima L ja vastusvoima D 
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(kuva 6.5.5) profii1in poikki1eikkausta vastaan kohtisuoraa pi­

tuutta kohti saadaan integroima11a profii1in pintaan vaikutta­

vasta paineesta. Kun kyseessa on kuvan 6.5.5 tapaan aarettomas­

sa a1ueessa o1eva stationaarinen tasainen yhdensuuntaisvirtaus, 

voidaan johtaa merki11iset tu1okset [6.6, s. 160]: 

(6.5.19) 

ja 

D = 0 • ( 6. 5. 20) 

Nostovoiman ja vastusvoiman suunnat maarite11aan vastaavasti 

kohtisuoraan hairiintymatonta virtausnopeutta (itseisarvo q
0

) 

vastaan ja sen suuntaiseksi. Va1itut suureiden L, D ja r posi­

tiiviset suunnat nakyvat kuvassa 6.5.5. 

Yhta1oa (6.5.19) nimitetaan joskus ~~tt~=~~~t2Y@t!~:!~~@~~t­

si. Se antaa tietyissa tapauksissa kohtuu11isen tarkan nosto­

voiman arvion. Lauseen sisa1to on sika1i y11attava, etta vir­

tauksessa o1evan kappa1een poikki1eikkauksen muodon yksityiskoh­

dat eivat tu1e suoraan 1ainkaan nakyviin. Sen sijaan vastusvoi­

man haviaminen on taysin eparea1istinen, kitkattomasta ma11ista 

johtuva tu1os. 

Huomautus 2. Kutta-ehdon toteuttaminen aiheuttaa tiettyja on-

ge1mia nopeuspotentiaa1ia tai virtafunktiota kaytettaessa. 

Sirku1aatio on nopeuspotentiaa1in ~ avu11a 1ausuttuna (vrt. 

kaava (6.4.19)): 

rQ-+ -+ 
r = Jp v•dr = (6.5.21) 

Umpinaisen integroimistien a1ku- ja 1oppupisteiden P ja Q aja­

te11aan tassa o1evan kaksi aarettoman 1aheista eri11ista pistet­

ta (kuva 6.5.7). Jos- ~on jatkuva, r haviaa siis aina. Jotta 

no11asta eroava sirku1aatio saataisiin aikaan, ratkaisuun on 

taten konstruoitava ~:11e vakiohyppays ~~ = ~Q - ~P = r pitkin 

mie1iva1taisesti va1ittua, profii1in reuna1ta a1ueen reuna11e 

u1ottuvaa kayraa. Lisaksi tu1ee o11a (8~/8n)+ = (3~/8n)-, jotta 



Kuva 6.5.7 Nopeuspoten-

tiaalin ~ epajatkuvuus. 

6.5 . 14 

nopeuskentta olisi ko. kayran koh­

dalla jatkuva. 

Koska ideaalineste liukuu pitkin 

profiilin reunakayraa, tama on sta­

tionaarisessa tapauksessa virtaviiva. 

(Jos virtausta tarkastellaan jaykak­

si kappaleeksi otaksuttuun siipipro­

fiiliin kiinnitetyn koordinaatiston 

suhteen, reunakayra on aina virta­

viiva.) Kohdan 6.3 perusteella vir­

tafunktiolla ¢ on siis vakioarvo 

profiilin reunalla. Taman reunaehdon kaytossa virtafunktiofor -

mulaation yhteydessa on kuitenkin se vaikeus, etta ko. vakion 

arvo on aluksi tuntematon. Se tulee sovittaa sellaiseksi, etta 

Kutta-ehto toteutuu. 

Jos nopeuskomponentit ovat suoraan perustuntemattomina, ei­

yhdesti yhtenaisen alueen kasittely ei tuota edella esitetyn 

tyyppisia ongelmia. Profiilin reunan suuntaisen virtausnopeus­

komponentin arvon antaminen yhdessa reunan pisteessa riittaa 

tekemaan ratkaisun yksikasitteiseksi. Samoin Kutta-ehto on help­

po toteuttaa. 

Kun kappaleen poikkileikkauksella ei ole selvaa teravaa 

jattoreunaa, mitaan selkeaa Kutta-ehtoa ei voida esittaa ja rat­

kaisu ei ole siis yksikasitteinen. Talloin kuitenkin myos vana­

alue tulee suureksi ja koko ideaalivirtauksella saatu ratkaisu 

on joka tapauksessa arvoltaan kyseenalainen. 

Kolmidimensioisessa tapauksessa ulkoiseen virtaukseen liitty­

va alue on tavallisesti yhdesti yhtenainen. Esimerkkina lento­

kone, kun unohdetaan mahdolliset pienet solat yms. Jotta kanto­

siivella olisi nostovoimaa, siiven poikkileikkauksen ympari las­

ketun sirkulaation arvon tulee olla edelleen nollasta eroava. 

Jos otaksutaan pyorteeton virtaus, lause (6.5.8) antaa kuitenkin 

sirkulaatiolle arvon nolla. (Siiven tietyn poikkileikkauksen 

ympari kulkevaan umpinaiseen kayraan voidaan liittaa esimerkiksi 

sakkimainen, siiven karjen sisaansa jattava, kokonaan nesteessa 

oleva pinta.) Voidaan vielapa osoittaa, etta aarettomassa alu­

eessa vakionopeudella puhtaassa translaatiossa liikkuvaan jayk-
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kaan kappaleeseen vaikuttavien dynaamisten painevoimien resul ­

tantti haviaa teoriassa kokonaan, kun otaksutaan vakiotiheysnes ­

teen kitkaton pyorteeton kokoonpuristumaton virtaus. Tama tulos 

kulkee nimella g~~!~~~~~t!~-E~~~92~~! (ks. kaava (6 . 5 . 20) . Para ­

doksi ratkeaa tietenkin silla, etta ideaalinesteen malli ei ole 

realistinen. 

Aarellisen siiven nostovoimaa voidaan kuitenkin arvioida pyor­

teettoman virtauksenkin avulla, kunhan virtauskentta tehdaan so-

pivasti epajatkuvaksi . (Huomattakoon, etta esimerkiksi Kelvinin 

lauseen johdossa otaksutaan, etta nopeuskentta on jatkuva: 

~Q = ~p· Jos nain ei ole, esitettyja yhtaloita tulee modifioida . ) 

Tarkastellaan kuvaa 6.5.6 (c) ajatelleen, etta se esittaa nyt 

kantosiiven poikkileikkausta kolmidimensioisessa tapauksessa. 

Kun alunperin toisiaan koskettavat nestealkiot erkanevat pistees ­

sa P1 , "ne eivat enaa tieda toisistaan" kulkiessaan pitkin siiven 

ala- ja ylapintaa. Siiven alapinnalla on keskimaarin suurempi 

paine kuin ylapinnalla. Tama paine-ero synnyttaa siiven karjen 

ympari tapahtuvaa virtausta siten, etta alapinnalla virtaus on 

karkeen pain ja ylapinnalla karjesta poispain. Kun ko. nestepar­

tikkelit saapuvat jattoreunalle, niilla on erisuuret nopeuskompo­

nentit ainakin jattoreunan suunnassa ja saadaan epajatkuva no ­

peuskentta. Muistetaan, etta ideaalinesteen malli sallii peri­

aatteessa nestekerrosten epajatkuvan liukumisen toistensa suhteen. 

Aihetta on kasitelty mm. lahteessa [6.9]. 

Askeista selittelya voidaan tietenkin soveltaa myos kaksidi ­

mensioisessa tapauksessa . Kuitenkin Bernoullin yhtalo (6 . 4.30) 

osoittaa, etta mahdollisen epajatkuvuuspinnan eri puolilla vir ­

tausvauhdilla tulee olla pysyvassa virtauksessa sama arvo. (Ote ­

taan pisteet 1 ja 2 yhtalossa (6.4.30) mahdollisen epajatkuvuus ­

pinnan eri puolilta aarettoman lahelta toisiaan. Paine on fysi ­

kaalisista syista jatkuva: p 1 = p 2 , ja koska pisteet yhtyvat: 

h 1 = h 2 . Taten v 1 = v 2 .) Kahdessa dimensiossa tuloksesta v 1 = 

v 2 seuraa siis yhteys ~l ~2 , koska nopeuskomponentit epajatku­

vuuspinnan normaalin suunnassa haviavat. Kolmessa dimensiossa 

nain ei kay, koska nopeudella on epajatkuvuuspinnan suunnassa jo 

kaksi komponenttia. 
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Pyorteisyyden kuljetusyhtalo. Joskus pyritaan esitykseen jossa 

paine on eliminoitu pois Cauchyn liikeyhtalosta. Paine esiintyy 

siina muodossa Vp eli kyseessa on ~~~!~~~!~-g~~~!~~~~!, joka 

taas 2~-~!~~-EYQ~~~~~~~-Y~~~2~! [3.2, s.45], kuten voidaan laske­

malla helposti todeta. Toisin sanoen vx(Vp) = 0. Eliminointi 

suoritetaankin ottamalla liikeyhtalon molempien puolien roottori. 

saatua yhtaloa nimitetaan usein EYQ~~~!~YY~~~-~~!j~~~~yg~~!Q~~! 

(engl. vorticity transport equation). 

Aputarkasteluna kasitellaan ensin kiihtyvyyden roottorin Vx~ 
lauseketta lahtien liikkeelle esityksesta (3.3.79): 

Nyt [3. 2 , s. 4 3 ... 4 5 ] 

-+ 
-+ av a -+ -+ 
1/X at = at(l/xv) 

-;::t -+ -+ -+ -;::t-+ 
vx(wxv) = v•vw 

-+ 
aw 

= 2 at ' 

(6.5.22) 

(6.5.23) 

Nama kaavat ovat epahavainnollisia, mutta ne voidaan kylla tode­

ta oikeiksi suorittamalla laskelmat - suurella tyolla - kompo­

nenttiesityksen avulla. Taten 

(6.5.24) 

eli 

-+ Dw -+ -;::t-+ -+ -+ -+ = 2[-- w•vv + w(V•v)]. Dt ( 6. 5. 25) 

Kayttamalla hyvaksi jatkuvuusyhtalosta seuraavaa dilataatio­

nopeuden lauseketta V·~ = -1/p·Dp/Dt yhtalosta (6.5.25) saadaan 

myos muoto 



~ 

= 2 w 
p 

-;t~ 1 ~ ~ 
•vv + v x a p 
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( 6. 5. 26) 

Tama tulos kulkee nimella ~§~t~~~!Q_Q!~~~~~!2Y~t~~2 (engl. 

diffusion equation of Beltrami). Huomattakoon, etta kaavoihin 

(6.5.25) ja (6.5.26) on paasty pelkastaan kinematiikan avulla. 

Palataan cauchyn liikeyhtalon 

b - l vp + 1 v .*cf * = ~ 
p p 

( 6. 5. 27) 

kasittelyyn. Johdetaan pyorteisyyden kuljetusyhtalo kahdessa 

erikoistapauksessa. Ensin tapaus: 0(2): EY2~~§§~9Q_Y2~~~~§Q~~~ 

(b = - VQ), 0(3' ): y~~~2~~~§Y~Q§~~§ ja y~~~2Y~~~2~~~~~~~~ paikan 

suhteen. Liikeyhtalo saa muodon 

-;t 1 -;t 11 2~ ~ - vQ - - vp + ~ 11 v = a 
p p 

( 6. 5. 28) 

On kaytetty hyvaksi kahden v11meisen otaksuman vallitessa pate­

vaa yhteytta V·*cf* = ~~~ 2~; vrt. yhtalo (5.4.12). Yhtalossa 

(6.5.28) esiintyvat gradientit ovat pyorteettomia ja koska p ja 

~ otaksuttiin vakioiksi, roottorilla operointi antaa siis yhtalon 

~ g -;t 2~ Dw ~ -;t~ ~ -;t ~ 
p v X ( 11 v) = 2 [ Dt - w. vv + w ( v. v) J • 

viela [3.2, s. 45] 

ja saadaan pyorteisyyden kuljetusyhtalo 

~ 

Dw 
Dt 

~ ~~ 2~ = w•llv + vii w • 

~~~~~~~~~~~~~~~~ (olkoon liiketaso xy-taso) 

1 av 
w - w = -2(~x - Z a 

(6.5.29) 

( 6. 5. 30) 

(6.5.31) 

~ ~ 

w = wk, jossa 

(6.5.32) 
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Termi ~·V~ haviaa, koska tekijavektorit ovat kohtisuorassa toi ­

siaan ja saadaan yhtalo 

eli 

Dw 
Dt 

2 = v V w (6.5.33) 

(6 . 5 . 33') 

Kyseessa on tyypillinen konvektio - diffuusioyhtalo (ks. kohta 

6. 8) . 

Tarkastellaan sitten toista tapausta: O(l): ~!t~~tQ~_y!~t~~~ 

(~*=0), 0(2): l2Y2~t~~t2~_YQ!I!l~~~~tt~ (b = -vst), 0(3): 9~~Qt­
~QQl2l2!~~~-QQJ!lQg~~~!~~~- ~~~t~ (1/p•Vp = V~). Kyseessa ovat siis 

samat otaksumat kuin Kelvinin lauseen johdossa. Liikeyhtalosta 

saadun kaavan (6.5.16) perusteella kiihtyvyys ~ on talloin tie­

tyn suureen gradientti, joten vx~ = 0 ja esimerkiksi yhtalosta 

(6.5.25) saadaan pyorteisyyden kuljetusyhtalo 

-+ 
Dw 
Dt 
-~---

Yhtalosta (6.5.26) saadaan taas 

( 6. 5. 34) 

( 6. 5. 35) 

Tama tulos kulkee usein nimella ~~!l!lQQ!t~!~-~Q!I!l~~-l2Y2~~~!~~~~· 

Jos tietylla hetkella nestealkiolla ~ = 0, kaavojen (6.5 . 34) 

ja (6.5.35) oikeat puolet haviavat, joten suureiden ~ ja ~/p 

muutosnopeudet ovat nollia ko . alkiolle . 

alkiolle patee jatkuvasti yhteys ~ = 0. 
Tasta seuraa, etta 

Tama tuloshan johdet-

tiin jo edella Kelvinin lauseen seurauksena. 

!~~Q±!!tt~~~~~ (xy- taso) jalleen ~·V~ = 0 ja esimerkiksi yh­

talo (6.5.35) saa muodon 

( 6. 5. 36) 
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Toisin sanoen nestealkion liikkeessa suureen w/p arvo sailyy va ­

kiona. Tama voidaan tulkita myos liikemaaramomentin (alkion 

massakeskion suhteen) sailymisen periaatteen mukaiseksi tulok­

seksi. Esimerkiksi vakiotiheysnesteen virtauksessa w on siis 

vakio kullekin nestealkiolle ja viela pysyvassa vakiotiheysnes ­

teen virtauksessa w on vakio kullakin virtaviivalla . 
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6 . 6 Turbulenssi 

Yleista. Kuva 6 . 6 . 1 esittaa kaaviollisesti kahden kiintean sei ­

naman valissa tapahtuvasta turbulenttisesta virtauksesta saatuja 

B 
v 

v 

(a) A (b) 
t 

Kuva 6.6 . 1 (a) Virtausakselin suuntaisen nopeuskornponentin v ja­
kauturna viivalla AB tietylla hetkella . (b) Nopeuskornponentti v 
pisteessa P ajan funktiona . 

rnittaustuloksia . Myos rnuut nopeuskornponentit, jannitykset, paine 

jne. kayttaytyvat vastaavasti . 

Ajatellaan - siis lahinna ajatuskoe etta kuvassa 6 . 6 . 1 

esitetyt rnittaukset suoritetaan lukuisassa rnaarassa (n kpl) ko ­

keita, jotka ovat geornetrialtaan ja alkuehdoiltaan identtisia 

ja jotka aloitetaan sarnanaikaisesti . Esirnerkiksi nopeuskornponen ­

tille v(r,t) tai yleensa rnielivaltaiselle suureelle f(~,t) saa ­

taisiin periaatteessa rnittaustulokset 

f 
n 

-+ = f 1 (r,t) 

-+ 
f (r,t) 

n 

(6.6 . 1) 

jossa indeksit viittaavat kokeen nurneroon . Naiden tulosten rnuo ­

dostarnaa joukkoa sanotaan usein ~y~~~~~ (engl . ensemble) . 

Jos funktiot (6 . 6 . 1) ovat identtisia, kysyrnyksessa on !~~~~~~ ­

rinen virtaus . Jos funktiot (6 . 6.1) vaihtelevat kokeesta kokee-

seen, kysyrnyksessa on t~E~~1~~~~~~~~-~~E~~~§ · Naita totearnuksia 

voidaan pitaa larninaarisen ja turbulenttisen virtauksen rnaaritel ­

rnina [6.10, s. 39] 
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On huomattava, ettei laminaarisen virtauksen tarvitse olla valt ­

tamatta yksinkertaista, vaan se voi muodostua hyvinkin monimutkai ­

sista pyorteilyista . Oleellista on, etta laminaarinen virtaus on 

ns . £~~§E~~~~~~~~~~ (engl. deterministic) eli se maaraytyy yksika­

sitteisesti valitun geometrian, alkuehtojen, aineominaisuuksien 

jne. perusteella . Turbulenttinen virtaus on sen sijaan n~ . ~~t~~ ­

~~~~~~-~~~-~~~~~~~~~~~ (engl. random, stochastic) eli sita ei voi ­

da ennustaa yksikasitteisesti; ainoastaan tiettyja todennakoisyyk ­

sia voidaan kasitella. 

Kuvassa 6.6.2 on esitetty vierekkain yksinkertaisuuden vuoksi 

vain kolme suureelle f jossain tietyssa pisteessa mitattua koetu -

f 
n 

t 

Kuva 6.6.2 Ryhmakeskiarvon muodostaminen . 

t 

losta . Kuten on jo kohdassa 5 . 1 todettu, pyrkimyksena on toimia 

sopivasti maariteltyjen keskimaara~sten arvojen ja niiden suhteen 

laskettujen poikkeamien avulla . Teoreettisesti tyydyttavin tapa 

maaritella keskimaarainen arvo on kirjoittaa 

f 
n 

lim ~ I 
n -+oo 

i=l 

f . 
l (6 . 6 . 2) 
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jossa f on ns. ~y~~~~~~~~E~2 (engl . ensemble mean) . Siis kulla ­

kin ajan hetkella otettaisiin tavanomainen keskiarvo ja periaat ­

teessa tarvittaisiin aareton maara kokeita . Kuvaa 6 . 6 .2 katsel ­

len voidaan ajatella, etta kayra f = f(t) syntyy kaikkein "tum­

mimmasta" kohdasta tf - tasolla, kun vastaavat koetuloskayrat pro ­

jisioidaan sille . 

Kaytannossa ryhmakeskiarvon kayttoon ei ole yleensa mahdolli ­

suuksia . Tarvittava tieto pyritaan saamaan irti yhdesta tyypil ­

lisesta koetuloksesta maarittelemalla suureen f ns . aikakeskiarvo -·------------
(engl . time average, temporal mean value) f kaavalla 

t+6t/2 
- -+ - 1 ( -+ 
f(r,t) - t-t J f(r,T)dT (6 . 6 .3 ) 

t -6t/2 

jossa 6t on ns. ~!~~~~!~ (engl. time interval), jonka valintaan 

palataan kohta. Kaavan sisaltoa voidaan havainnollistaa kuvan 

6.6.3 esittamalla tavalla. Keski­

arvo f tietylla arvolla t saadaan 
f jakamalla vinoviivoitetun alueen 

pinta-ala aikavalilla 6t. Aika ­

valin 6t taytyy olla suuri verrat ­

tuna yhteen tyypilliseen satunnais ­

heilahdukseen kuluvaan aikaan, 

mutta taas toisaalta pieni verrat­

tuna aikaan, joka vaaditaan kes ­

~.. • 14 .. 1 t,T kimaaraisen arvon muuttumiseen 

6t/2 6t/2 

Kuva 6. 6-.3 Aikakeskiarvon 
muodostaminen. 

merkittavasti. Jos ilmio on sel ­

lainen, etta em. ehdot tayttava 

aikavali on loydettavissa, aikakes ­

kiarvoa voidaan kayttaa ryhmakes­

kiarvon sijasta [6.10]. Jos sopivaa aikavalia ei ole olemassa, 

aikakeskiarvokasitteella ei ole enaa merkitysta . 

Stationaarisessa tapauksessa maaritelma (6 . 6 . 3) kirjoitetaan 

muotoon 

- -+ f(r) = lim 
6 t -+oo 

1 
6t 

t+6t/2 

f f(~ 1 T )d T 
t -6t/2 

(6 . 6 . 4) 
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ja keskiarvo ei riipu siis ajasta. Kaytannossa 6t rajoitetaan 

tietenkin johonkin sopivaan aarelliseen arvoon . Turbulenssiteo ­

riat ovat pisimmalle kehitettyja juuri stationaarisissa tapauk­

sissa. 

Olipa kyseessa maaritelma (6 . 6 . 2) tai (6.6 . 3) satunnaissuure 

f esitetaan taman jalkeen aina muodossa (ks. kuva 6.6.3) 

f=f+f' ·I (6 .6.5 ) 

Suuretta f nimitettaan tassa keskiarvo- osaksi, ~~~~~~~~2~~~~~~~­

si f (esimerkiksi keskiarvonopeuskomponentti v ) ja suuretta f' 
X 

taas heilahteluosaksi, ~~~1~~~~!~~~~~~~~~~ f (esimerkiksi heilah-

telunopeuskomponentti v') (engl. fluctuating part, deviation). 
X 

~~2~~~~~~-~- Kaavoissa (6.6.3) ja (6.6.4) on kaytetty integroi ­

mismuuttujana tunnusta T - ns. mykka muuttuja (engl. dummy 

variable) - korostamaan sita, etta integraali on periaatteessa 

ala- ja ylarajojensa perusteella ajan t funktio. Usein kirjalli­

suudessa kuitenkin esiintyy T:n sijalla tunnus t. Samoin usein 

integroimisrajoiksi otetaan arvot t ja t+6t. 

Maaritelmaan (6.6.3) perustuen voidaan johtaa mm. taulukossa 

6.6.1 esitetyt laskusaannot. Tassa £1 ,£ 2 , ... ,fn jag ovat mieli-

Taulukko 6.6.1 Turbulenssin laskusaantoja. 

(f') ~a, ( 1) 

(E) ~ £ , ( 2) 

( 3) 

(kf) kf (k ei riipu ajasta) ( 4) 

(~!.) ()£ 

()x Clx ' ... ( 5) 

(()f) ()£ 

()t Clt ' ( 6) 

Taulukko 6.6.1 jatkuu 
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( 7) 

( 8) 

( 9) 

( l 0) 

(ffdV) = JfdV (V on kiintea) (ll) 

(f fdS) f fdS . (S on kiintea) ( 12) 

valtaisia satunnaisfunktioita. Sulkurnerkkeja on kaytetty koros­

tarnaan aikakeskiarvon ottarnisjarjestysta. Jatkossa sulkuja ei 

kayteta. Sarnoin jatkossa otaksutaan, etta likirnaaraisrnerkilla 

varustetut yhtalot patevat tarkasti. Nain on sita tarkernrnin, 

rnita hitaarnrnin keskiarvosuureet rnuuttuvat ajan suhteen. Statio­

naarisessa tapauksessa kaavat ovat tarkasti voirnassa. 

Esimerkki 6.6.1 Laskukaavoja. Johdetaan taulukon 6.6.1 kaavat (1), (5), 
(6) ja (~). Kaavojen (1) ja (9) tapauksessa otaksutaan stationaarinen 
tapaus: f = vakio t:n (ja T:n) suhteen. 

(a) Soveltamal la kaavaa (6.6.3) funktioon f 1 = f- f saadaan 

fl = __ I J(f-f)dc --
1 

JfdT - --
1 

JfdT 
~t ~t ~t 

f - ~\ f f d T f - ~\ h t f - f 0 . (a) 

(b) Savel tamalla kaavaa (6.6.3) funkt ioon (jf/(lx saadaan 

a f = _1_ f~ dT . 
dX 6t dX 

(b) 

Toisaalta matemati ikassa on osoitettu, etta maaratyn integraal in derivoi ­
minen integrandissa esiintyvan parametrin (tassa x) suhteen saadaan suo -
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rittaa seuraavasti [3.3, s. 29]: 

~ ::: .?_(-
1 

JfdT) = - 1 f~ dT , ax ax ~t ~t ax (c) 

Kaavojen (b) ja (c) vertailu osoittaa kaavan (5) p~hevan siis myos epasta ­
tionaarisessa tapauksessa . 

(c) Soveltamalla kaavaa (6.6.3) funktioon af/at saadaan (t ~ T integraa -
1 is sa) 

t+M/2 

I f(1,T) = +- [f(1,t+M/2) - f(1,t- ~t/2)] . 
M t -M/2 ut 

(d) 

Toisaalta Leibnitzin saantoa soveltamalla saadaan 

- t+~t/2 

~: =' ~t(~t J f(1,T)dT) 
t -M/ 2 

f 

(a) 

Jaf(r~T) dT + f\a(t;~t/2) _ f\a(t~~t/2) 

T=t+M/2 T=t - M/2 

[0 + f(1,t+M/2)·1 - f(1,t-M/2)·1] 
M 

fit [f(1,t+M/2) - f(1,t - M/2)] . (e) 

J.. ~ 1 • ~ 1 
t,T 

L'lt/2 L'lt/2 

Tassa on siis sovel lettu kaavaa 
(3.3.83) asettaen x ~ T, d/dt ~ 
a/at. Kaava (6) patee siis yleises ­
t i. Kuvasta (a) nakyy kaavan (e) 
geometrinen merkitys: Pisteiden A 
jaB kautta kulkeva suora on aina 
keskiarvofunktion f kuvaajalle ase ­
tetun tangentin suuntainen. 

(d) Soveltamalla kaavaa (6.6 . 3) 
funktioon f1f2 saadaan 

f 1 f 2 ::: ~\ J f 1 f 2 d T 

6t JU 1+fj) (f2+f2)dT 



f 1f 2 ;t fdT + f 1 ;t ff2dT + f 2 ;t JfjdT + ~t ffjf2dT 

f1f2 + ~(rf + 0 + fjf2 = f1f2 + f1f2 

joka osoittaa kaavan (9) oikeaksi. 
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(f) 

Aikakeskiarvok~sitett~ sovelletaan jatkossa seuraavaa ajatte­

lutapaa k~ytt~en. ~~~~~~~-~~~~~~~~~~~~~~~-Yb~~!~~-~y~~ -Y~~~~~~~ 

~y~~-!~~9~~~~~~~~~~~~-Y~~~~~~~~~~~-~~~~~~~i~~~~ - K~yt~nnoss~ ei 
ole kuitenkaan mit~~n mahdollisuuksia ratkaista turbulenttista 

virtausta jokaista yksityiskohtaa myoten . Yleens~ vain juuri 

keskiarvok~ytt~ytyminen kiinnostaa . Q~~~~~!~~-Y~~~~~~~-Y~~~!~~­

g§~-~~~~~E~~~-E~2~~~~-§~~§~~~~~~~Y2~-~~~~~~~-~~~~!~~~-Yb~~!~~~~­

~~~~~~-Yb!~~2~~~~-~~~~~!YY_b§1~~~~j~~-~~~~~§~Y~~~~~~~g~~-!~~~~~~ 

Y!~~~~~-~y~~-~--Y~~~~~~~~Y§~~~-=--b~~1~b~~~~~~~~~~~~~-~~§~~yj~ 
Yb~~~~~1~~~L-i2~~§-~~-Y2~9§_i~~!~~-b~2~~2~~~- Jotta syntyvien 
yht~loiden avulla voitaisiin ratkaista keskiarvosuureet, heilah-

telusuureista syntyv~t lis~tuntemattomat t~ytyy ensin voida arvi ­

oida kirjoittamalla sopivia lis~yht~loit~. T~~ on eritt~in vai­

kea teht~v~, jonka ainakin osittaiseksi ratkaisemiseksi tehd~~n 

paljon kokeellista ja teoreettista tutkimustyot~. 
-+ 

Periaatteessa kaikki nestemekaniikan suureet kuten v, p, p, 

T, ~' jne. k~ytt~ytyv~t turbulenttisessa virtauksessa satunnai ­

sesti . Jatkossa tullaan kuitenkin k~sittelem~~n yksinkertaisuu ­

den vuoksi l~hinn~ vain vakiotiheysnesteen (t~lloin p = p = vakio, 

p' = 0) turbulenttista virtausta. 

Jatkuvuusyht~lo. Johdetaan Y§~~2~~b~Y~~~~~~~~~ koskevan jatku­

vuusyht~lon (5.3.7') keskiarvomuoto . Jatkuvuusyht~lo on 

Clv ~vy Clv 
-+ -+ X z 'V•v - + + = 0 Clx ()y Clz ' 

(6.6.6) 

jossa siis 

v v + v' vy = vy + v' v v + v' 
X X X y z z z ( 6 . 6 . 7) 
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Otetaan y htM16n (6 . 6 . 6) molempien puolten aikakeskiarvot : 

av av av 
~+ __:;z_ + z 0 = ' ax ay az 

av av av 
X + __x_ + z 0 ax- ay az (6 . 6 . 8') 

eli 

I 
-

·I v· -+ 
0 v (6 . 6 . 8) 

On sovellettu taulukon 6 . 6 . 1 kaavoja (3) ja (5) . 

Keskiarvonopeuksia koskeva yhtM16 (6 . 6 . 8) on siis tasmMlleen 

vastaava kuin hetkellisiM nopeuksia koskeva yhtM16 (6.6.6) . Hei ­

lahtelunopeuksia sisaltMviM termejM ei ilmesty mukaan tMssM ta~ 

pauksessa, joten turbulenssin kMsittely ei aiheuta mitMMn vai ­

keuksia . 

Heilahtelusuureita ilmestyy vasta silloin, kun yhtM16issM 

esiintyy kahden tai useamman satunnaissuureen tai niiden deri­

vaattojen tuloja . Jos tarkastellaan esimerkiksi tMydellistM 

jatkuvuusyhtM16M (5.3.3'): 

ap a ( pv ) a ( pv y) a(pvz) 
X 

0 (6.6 . 9) rr+ ax + ---- + az ' ay 

-jossa nyt my6s p p + p I f saadaan 

~+ 
Cl ( pv ) a ( pv y) a (pvz) 

X + 0 --- + ay = at ax az 

a P" + 
a ( pv ~) a ( pv ;) a ( pv -) 

+ + z 0 at ax ay -az- ' 

a (~) a (prvt) a ((J'V') 
+ X + ___ y_ + Z 

ax ay az 
0 . (6.6.10) 
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Tassa on sove11ettu jo tau1ukon 6.6 . 1 kaavaa (9) . Yhta1o (6.6 . 10) 

sisa1taa nyt siis myos hei1ahte1utermeja . 

Liikeyhta1ot . Turbu1enssin kasitte1yssa on edu11ista kayttaa 

Cauchyn 1iikeyhta1oissa (5 . 4 . 4) 1auseketta (5 . 4.9). Komponent ­

timuotoiset 1iikeyhta1ot ovat siis 

dO dT dT 
pb + ~+ ~+ 

zx 
X ax ay az 

a ( pv ) a (pvxvx) X 
+ at ax 

a-r acr a-r 
pb + ~y + y + - zy 

y dX ay dZ 

dT dT dO 

= 

a ( pv v ) y X 
+ ------- + ay 

a ( pv v ) 
---::-""'-y y 

ay 

pb + xz + __y~ + ___ z = 
z -----ax- a y a z 

a ( pv v ) Z X 
az 

a ( pvz) a ( pv v ) a ( pv v ) a ( pvzvz) 
X Z y Z 

-~ + ___ a_x ___ + --ay--- + --az--

(6 . 6.11) 

Pyritaan keskiarvomuuttujissa 1ausuttuihin 1iikeyhta1oihin ja 

otetaan siis yhta1oiden (6.6 . 11) mo1emmista puo1ista aikakeskiar ­

vot. Jotta kasitte1y tu1isi kohtuu11isen yksinkertaiseksi, rajoi ­

tutaan ja11een ~~~~2~i0~Y§~~§~~§~ tapaukseen. Satunnaissuureiksi 

. jaavat jannityskomponentit, nopeuskomponentit ja vie1a mahdo11i­

sesti kenttavoiman intensiteetti; tava11isesti kuitenkin kyseessa 

on deterministinen suure kuten painovoima. Tau1ukon 6 . 6.1 saan ­

toja sove1tama11a saadaan he1posti tu1os 

pb + 
a ox 3-ryx 

+ 
dTzx 

-- + ay = 
X ax dZ 

d ( pV X) a(pv v) a(pvyvx) a (pv v ) X X Z X 
at + + + + ax ay az 



+ 
a ( pV IV I) 

X X 
ax 

6.6 . 10 

l (6.6.12) 

Koska tiheys p on vakio, se voitaisiin pit~~ myos derivointimerk­

kien ulkopuolella. Havaitaan, ett~ keskiarvoliikeyht~loihin 

ilmestyi myos heilahtelutermien yhdistelmi~ v~v~, v~v~ jne. On 

tapana k~ytt~~ !Y~~~~y~~~E~~~~~i§ 

t -pv 1 V1 t t -pV 1 V1 -pv 1 V 1 0 T = T = X X X yz zy y z z y 

t -pv 1 V 1 t t -pv 1 V 1 -pv 1 V 1 (6.6.13) 0 T = T = y y y zx xz Z X X Z 

t -pv 1 V 1 t t - pv 1 V 1 -pv 1 V 1 0 T T z z z xy yx X y y X 

Termeill~ on j~nnityksen dimensio ja suureita (6.6.13) nimitet~~n­

kin ~~~~~~~§j~~~~~y~~~~~~' turbulenttisiksi j~nnityksiksi tai 

tavallisimmin 8~Y~Q~9~~~-j~~~~~Y~§~~~~ (engl. apparent stress, 
-Ht ~ 

Reynolds stress). Tensorimerkinnoin 0 = -pv 1 V 1 

Vakiotiheysnesteell~ p~tee yht~lo (6.6.8). T~~n perusteella 

ensimm~isen yht~lon (6.6.12) oikean puolen ensimm~inen rivi 

( p on vakio) 

[ av 
P at x + 

[av 
P at x 

Dv 
X 

= p Dt 

a (v :v ) 
X X 

ax 

av 
+ v ax X 

a (v v ) 
+ 

y X 
ay 

av 
X + v X 

ay y 

a (v :v ) 1 + Z X 
az J 

av av avy av z- l 
+ ~+ - X 

+ + v v (-- ay az-) J z az X ax -
(6.6.14) 

On k~ytetty yl~viivalla varustettua ainederivaattamerkint~~ 

5 ( ) 
Dt 

li_L + 
at + v 

y 
l_( l. 

az 
(6.6.15) 

muistuttamaan, ett~ t~ss~ toimitaan konvektiivisten termien las-

kemisessa keskiarvonopeuskent~n avulla. Suure Dv /Dt on siis 
X 
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keskiarvonopeuskenttaa vastaava kiihtyvyys . Kun otetaan huomioon 

kaava (6 . 6 . 14) ja 1yhennysmerkinnat (6 . 6 . 13), yhta1ot (6 . 6 . 12) 

saadaan muotoon 

Dv 
X 

p Dt 
(6.6 . 16') 

Nama ovat vakiotiheysnesteen turbulenttisen virtauksen keskiarvo­

suurei11e kirjoitetut Cauchyn 1iikeyhta1on komponenttiyhta1ot 

karteesisessa suoraku1maisessa koordinaatistossa esitettyina . 

Y1eisen esityksen (5 . 4 . 4) vastineeksi tu1ee 

E IJ - --+ 
-+ +-+ -Hi: Dv 
~ • ( 0 + 0 ) = p Dt • 

Samoin yhta1on (5.4.10) vastine on 

--+ 
Dv 

= p Dt . 

(6 . 6 . 16) 

(6 . 6 . 17) 

Yhteenvetona voidaan siis todeta, etta keskiarvosuurei11e saadaan 

muodo11isesti aivan samannakoiset 1iikeyhta1ot kuin ennenkin; 

keskiarvojannityksia on ainoastaan taydennettava Reyno1dsin jan-

nityksi11a . ~§-~9~~~~Y~~~~~i~~~~~~-Y!~~§~§~~-~~E~~~~~~~~-~~~~~~ 
!~§~~~~~~~~~2~~~, joiden kasitte1y on tu r bu1enssiteorian ydinkoh ­

tia . 

Reyno1dsin jannitysten fysikaa1iseen se1ittamiseen voidaan 

ja11een sove1taa junanvaunuana1ogiaa (ks. kohta 3.4.3) . Otaksu ­

taan, etta virtausta tarkkai1ee havaitsija, joka pystyy tekemaan 

havaintoja vain keskimaaraisesta virtauksesta, mutta turbu1entti ­

nen satunnais1iike pyorteineen jaa hane1ta huomaamatta. Pyortei ­

den mukana 1iikkuvat nesteosaset aiheuttavat voimakasta 1iikemaa­

ran vaihtoa eri kerrosten va1i11a samaan tapaan kuin mo1ekyy1ien 

tapauksessa, vaikkakin kyseessa on nyt eri mittakaavassa tapah­

tuva i1mio; esimerkiksi 1ahteessa [ 6.11] on mainittu tietyissa 

kaasun virtauksissa tyypi11isiksi pyorteiden mitoiksi arvo 0,1 mm. 
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Esitetyn havaitsijan kannalta liikemaar an vaihto nakyy jannityk­

sina . 

~~2~~~~~§-~· Kaavoissa (6 . 6 . 16'L ja (6 ~ 6 . 16) seka (6 . 6 . 17) olisi 

voitu merkita Dv /Dt = a seka Dv/Dt = ~, jolloin kaavojen ulko -x X 
nako olisi ollut lahempana vastaavia hetkellisesti patevia alku-

peraisia muotoja kuten (5 . 4.4) . Tama olisi kuitenkin harhaan-

johtavaa ja jatetaan tekematta, koska hetkellisesta nopeuskentas ­

ta ~ lasketun kiihtyvyyden ~ = DV/Dt = av;at + ~·Vv aikakeskiarvo --
~ ei ole sama kuin keskiarvonopeuskentasta v lasketun kiihtyvyy-- - - -
den arvo Dv/Dt = av;at + v·Vv. Huomattakoon, etta kirjallisuu-

dessa kaytetaan usein merkinnan D( )/Dt sijasta tavanomaista mer -

kintaa D ( ) /Dt. 

Siirrytaan taman jalkeen tarkastelemaan ~~~~2~i~-~~§~~~~~ 

edelleen vakiotiheystapauksessa . Otaksutaan lisaksi, etta myos 

viskositeetti on vakio eika siis satunnaissuure. (Jos esimerkik-

si lampotila T heilahtelisi voimakkaasti, viskositeetti J.1 = ]J(T) 

voisi kayttaytya samoin.) Jos viskositeettia ei pideta satunnais ­

suureena, Stokesin kitkalaeista (5.2 . 23') syntyy lausekkeiden 

(3.3.69) perusteella ottamalla aikakeskiarvot yksinkertaiset yh­

teydet 

eli 

eli 

T yz 

(a*} 

a* 0 0 

lJ 

= 

= 

av 
X 

= 211 ax 

av y av z 
= J.l(az + ay-) 

[D*J{d} [ D* J [ d a v J { v} 

l av i avo 
2]Jd 0 0 = 2]J - (- + ax~) lJ 2 ax 0 

J l 

(6 . 6 . 18") 

(6 '.6.18') 

(6 . 6 . 18) 

Naita suurei ta nimitetaan usein laminaarisiksi jannityksiksi, 

koska niilla on keskiarvonopeuksien suhteen tasmalleen vastaavat 
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lausekkeet kuin laminaarisen virtauksen jannityksilla hetkellis­

ten nopeuksien suhteen . Kun nama konstitutiiviset yhteydet si­

joitetaan liikeyhtaloihin (6 . 6 . 16) tai (6 . 6 . 17), syntyvia kaavo ­

ja nimitetaan use in ~~Y~2!9~~Q_!~i~~y~~~!~~~§~ · Kirjoittamatta 

niita todetaan, etta ne ovat ulkonaoltaan kuten Navier - Stokesin 

yhtalot taydennettyina Reynoldsin jannityksilla . 

Jotta turbulenttisen virtauksen ratkaisua voitaisiin yleensa 

yrittaa, Reynoldsin jannityksille taytyy esittaa jonkinlaiset 

konstitutiiviset yhteydet . Boussinesq (v . 1877) ehdotti, etta 

Reynoldsin jannityksille otetaan esitykset 

t 2 ta: 
I 2 \ 

- pv 1 V 1 
- a = fl X 

_, 
3 pk I 

X X X \ I 

- pv 1 V 1 t 2 ta: 
( 2 \ 

- a = , _ 
pk I y y y fl y \ 3 I 

t 2 td I 2 \ 
- pv 1 V 1 

- a fl z - I , 3 pk I 
z z z I 

(6 . 6.19') 

- pv 1 V 1 t t -
- T = fl gyz y z yz 

- pv 1 V1 t t -
- T fl gzx Z X zx 

- pv 1 V 1 = t t -
- T = fl gxy X y xy 

eli 

t t - I 2 \ 

-pv ~ v 1
• = a . . 2fl d .. - I po .. k ' -

\ 3 l J lJ lJ lJ I 
(6.6.19) 

joissa 

k 
1 - - ·- - -- l_ (v 1 2+~2+v 1 2) -(V 1 V 1 +V 1 V 1 +V 1 V1

) 2 X X y y Z Z 2 X y Z 
(6 . 6.20) 

t 
Suure fl on ns. ~~E9~!~~~~~~~~-~i~~2§~~~~~~~ eli pyorreviskosi -

teetti (engl . turbulent viscosity, eddy viscosity) . Boussinesqin 

esittamassa muodossa kaavoista ilmeisesti puuttuivat suluissa 

olevat normaalijannityksiin liittyvat termit . 

Tarkastellaan ensin hieman naiden termien ja suureen k merki -
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tysta . Kun virtausta mitataan hyvan erotuskyvyn omaavalla lait ­

teella, havaitaan, etta myos laminaariselta nayttavassa virtauk­

sessa esiintyy pienta heilahtelua, joka kasvaa Reynoldsin luvun 

kasvaessa . Tarkasti ottaen taytyy siis olla kaytettavissa jokin 

heilahtelun suuruutta kuvaava mitta, jonka avulla virtaus kussa ­

kin pisteessa voidaan luokitella joko laminaariseksi tai turbu ­

lenttiseksi . Virtauksen liike-energia massaa kohti eli ns . omi ­

naisliike-energia l/2·v 2dm/dm = l/2·v 2 sopii tahan tarkoitukseen. 

Ominaisliike- energian aikakeskiarvo 

l v2 
2 

l -------2(v v +v v +v v ) 
X X y y Z Z 

1 -- -- ---------(v v +v v +v v +v 1V1+V 1V 1+V 1V1) 2 X X y y Z Z X X y y Z Z 

l -2 2 v + k • (6 . 6.21) 

2 Havaitaan, etta ominaisliike-energian keskiarvo l/2 •v on yhta 

kuin keskiarvonopeuden avulla laskettu ominaisliike-energia 

l/2·v
2 

plus heilahtelunopeuksista kertyva E2§~~~~y~~~~-!~§~~~~~~· 
(Positiivisen suureen kuten v 12 = V 1V 1 aikakeskiarvo on luonnol -x X X 
lisesti positiivinen . Taman perusteella Reynoldsin jannitysten 

l 'k t't t t . t t . . t' ... ) normaa 1 omponen 1 0 , 0 Ja 0 ova SllS nega llVlSla . 
X y Z 

Virtauksen ns. t~~e~!~~§§~~§~~ (engl . degree, level, intensity 

of turbulence) maaritellaan lausekkeena 

/3 v 

/---
v I 2 +V I 2 +V 1 2 

X y Z (6 . 6 . 22) 

Taman arvoa f'::IO,OOOl voidaan pitaa kaytannossa rajana, jonka 

alapuolella virtaus on laminaarista [6.10, s. 40]. 

Suureesta k kaytetaan kirjallisuudessa nimitysta turbulenssin 

!~~~~=~~~~g!~ (engl . turbulence kinetic energy ([k]-:-;2~=2 ) ~-­
Kun kaavoista (6 . 6 . 19) lasketaan maaritelman (3.4 . 17) mukaisesti 



Reynoldsin jannityksiin liittyva paine 

saadaan 

t 
p 

t l - - , _.- I 2 ' 
- 2~ -3 (d + -~d) + I -3 pk l 

........--x: y y \ I 

/ 2 \ 
-- , 3Pk ) 

6 . 6 . 15 

(6 . 6 .2 3) 

( 6 . 6 . 24) 

- - -
(Keskiarvonopeuskenttaan liittyva dilataationopeus d +d +d ha­x y y 
viaa vakiotiheysnesteella yhtalon (6 . 6 . 8) perusteella.) Toisaal -

ta kaavoista (6 . 6 . 19) havaitaan myos suoraan tulos 

t 
p = l -------(-pv'v'-pv'v'-pv'v') 

3 X X y y Z Z 
2 
3 pk . (6.6 .2 5) 

Jos siis kaytettaisiin Boussinesqin esittamia muotoja, kaava 

(6 . 6.24) antaisi paineelle arvon nolla, joka tulos olisi risti ­

riidassa kaavan (6.6 . 25) kanssa . Pitamalla kaavoissa (6.6 . 19) 

sulkulauseketermit mukana saadaan siis johdonmukainen 

Jakamalla Reynoldsin jannitykset viela paineosaan 

t . . t tt" t t * t t t * t t 1osaan Sl en, e a 0 - p +0 , 0 = - p +0 , 0 
X X y y Z 

kaavojen (6 . 6.19) perusteella saadaan heti tulokset 

0*t 2 ta: t av 
2~ 

X 

X ~ X ax 

t t - t avy av 
T ~ gyz ~ (az- + __ z) 

yz ay 

esitys. 

ja dilataa ­
t t -p +0* z 

(6.6 . 26) 

eli tasmalleen ka avoja (6 . 6.18) vastaavat muodot. Jos unohde­

taan termin pt osuus, havaitaan, etta lausekkeiden (6 . 6.26) k ay t ­

to muuntaa Reynoldsin liikeyhtalot Navier-Stokesin yhtaloiden 

muotoon, joissa vain on kaytettava todellisen viskositeetin ~ 

sijasta ns . ~~~~~~~~~§~~-~~§~2§~t~~t~!~ (engl . effective 

viscosity) 

eff 
~ 

t 
~ + ~ (6 . 6.27) 



Us e in turbul e nttisessa virtauksessa ~ 

. d k. . . tt eff t VOl aan lrJOl aa muotoon ~ ~ ~ . 

6 . 6 . 16 

<< ~t ja kaava (6 . 6 .2 6) 

(Virtausta rajoittavien 

seinamien valittomassa laheisyydessa turbulenssi haviaa, jolloin 

termin ~ osuus on oleellinen . ) 

Kaavojen (6 . 6 . 19) kaytto merkitsee itse asiassa siis vain, 

etta olemme katkeneet tietamattomyytemme tuntemattomaan kertoi ­

meen ~t, joka § ! _2~§ valitettavasti ~!~§Y~~~2' vaan riippuu vir ­

tauksen luonteesta ja vaihtelee myos siis paikan mukaan . Lisak­

si kuutta tuntematonta suuretta on mallitettu vain yhden suureen 

~t avulla, joka ei ole valttamatta kovin realistista . Oikeas­

taan jokainen jannityskomponentti vaatisi oman pyorreviskositeet­

tinsa . 

Kaavoja (6 . 6 . 19) sovelletaan kuitenkin insinoorikirjallisuu­

dessa melko paljon . Ehka tavallisin viskositeetin ~t arviointi ­

tapa perustuu ns. ~=f-~~11!~ kayttoon [6.ll],jossa viskositeetin 

~t arvo kussakin pisteessa riippuu suureiden k ja s arvoista ko . 

pisteessa. Suureille k ja E on johdettu omat osittaisdifferenti ­

aaliyhtalot, jotka taytyy ratkaista samanaikaisesti muiden tehta ­

vassa vallitsevien yhtaloiden kanssa . Suure k on kaavalla 

(6.6 . 20) maaritelty turbulenssin liike- energia ja E on kaavalla 

(x ~ 1, y ~ 2, z ~ 3) 

3 3 av~(av~ av~) 
s = ~ L L ---1 

---
1 + ___ J 

p l. --1 . 1 ax. ax. ax. J= J J l 
(6.6.28) 

maaritelty ns. turbulenssin liike-eneraian dissiuaationopeus 
------------------- ----~----- --------------- -

(engl. rate of dissipation of turbulence kinetic energy) ([ s ]= 
2 -3 

m s ) . Huomattakoon kuitenkin, etta suureiden k ja E lausek-

keita ei sinansa tarvita, koska k ja s ovat suoraan tehtavan 

eraita tuntemattomia. 

Eras vanhempi, seinamien laheisyydessa tapahtuvan turbulentti ­

sen virtauksen kasittelyssa kaytetty teoria perustuu ns. ~~~~~~­

t~~~~E~~~~~~~!!~~ (engl . mixing length model) kayttoon (Prandtl 

v. 1925). 

Tassa ei puututa taman enempaa turbulenssimalleihin, vaan 

viitataan alan erikoiskirjallisuuteen . 
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Energiayhtalo. Otetaan malliesimerkiksi energiayhtalon muoto 

(5 . 6 .3 6): 

DT 
pc Dt 

-+ -+ c 
-'il• q + pr 1 (6 . 6 .2 9) 

josta dissipaatiofunktio ¢ on jatetty kasittelyn yksinkertaista­

miseksi pois ja on merkitty c -+ c . Lammonjohtumiseen liittyvaa 
p 

lampovuovektoria ei ole myoskaan viela haluttu esittaa Fourierin 

lammonjohtumislain avulla. Oletetaan lisaksi 1 etta voimme pitaa 

suureita p 1 c ja k ajan ja paikan suhteen vakioina . 

Kaytetaan apuna esitysta (5 . 6 . 39') 1 jolloin yhtalo (6 . 6 . 29) 

saa yksityiskohtaisen muodon 

aT 
pc at = 

a - -- ( pcv T) ax X 

aqc 
az + pr . (6.6.30) 

Tassa siis pidetaan vain termeja T seka v 1 v ja v satunnais-x y z 
suureina: T = T + T' 1 v = v + v' .... Otetaan yhtalon 

X X X 1 

(6.6.30) molempien puolien aikakeskiarvot ja sovelletaan taulu -

kon 6.6.1 laskusaantoja. Saadaan tulos 

aT 
pc at= a - --...,-(pcv T) 

oX X 

- c 
-~ ax 

-c -c 
~ - ~ + pr ay az 0 . (6.6 . 31) 

Havaitaan 1 etta keskiarvoenergiayhtaloon ilmestyi heilahteluter ­

mien yhdistelmat v~T1 1 v~T' ja v;T'. Kaytetaan 1Y0§~~Y§~~~~~~~~ ­

i~ 

pcv 'T' 
X 

pcV'if' 
y 

pcv'T' 
z 

(6.6.32) 

-+ -+ t ~-
Termeilla on lampovuovektorin q dimensio . Suuretta q = pcv'T' 



6 . 6.18 

voitaisiinkin nirnittaa vaikka ~~~~~~i~!~E2~~~~~~~~Ei~§i tai 

turbulenttiseksi lampovuovektoriksi . 

Vakiotiheysnesteella patee yhtalo (6.6 . 8). Taman perusteella 

ja koska c on vakio 

DT 
pc Dt 

= pc aT + ~-(pcv T) + ~-(pcv T) + ~-(pcv T) + 
at ax X ay X ay Y 

(6.6.33) 

Kun otetaan huomioon tama kaava ja lyhennysmerkinnat (6.6.32), 

keskiarvoenergiayhtalo (6.6.31) voidaan kirjoittaa muotoon 

DT 
pc Dt 

± -+c -+t -v • ( q +q ) + pr (6.6.34) 

Vertailu yhtalon (6.6.29) kanssa osoittaa, etta keskiarvosuureil­

le saadaan muodollisesti aivan samannakoinen energiayhtalo kuin 

ennenkin; lampovuovektoria on vain taydennettava turbulenttisella 

lampovuovektorilla. 

Jos otaksutaan Fourierin lammonjohtumislaki (5.2.40) ja otetaan 

siita puolittain aikakeskiarvot, saadaan 

-+c 
-kvT q (6.6.35) 

eli 

-c -k aT -c -k aT -c -k aT 
qx ' qy = ' qz -- . ax ay az 

(6.6.35 1
) 

Tavanomainen tapa esittaa turbulenttinen konstitutiivinen yhteys 

on kirjoittaa kaavan (6.6.35) hengessa riippuvuus 

(6.6.36) 

eli 



------------------------------------------------------------~~--------------------------~~, 

= - kt aT a-z· 
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(6 . 6 . 36') 

Kerroin kt on nimeltaan !:~E!:?~!~!!:!:!:i:!!:~!!;_ ;!;.~~!];j2!!!:~:!~~~ tai pyor­

rejohtavuus (engl . turbulent thermal conductivity, eddy conduc ­

tivity) . On jalleen muistettava, etta kt ei ole nesteen aineomi ­

naisuus vaan sen arvo riippuu virtauksen luonteesta . Tietamat ­

tomyyteemme on katketty kertoimeen kt, jonka arvioimiseksi on 

esitetty alan kirjallisuudessa erilaisia turbulenssimalleja. 

Kaavan (6 . 6.27) vastineena on tassa esitys 

(6 . 6.37) 

Jos keff ajatellaan tunnetuksi, yhtalon (6 . 6 . 34) kasittely tulee 

aivan vastaavaksi kuin laminaarisessa tapauksessa. 

Turbulenttisen virtauksen laskemisesta insinoorimenetelmin 

voidaan yhteenvetona hieman karjistaen todeta, etta se on saman­

tyyppista kuin laminaarisessa virtauksessa; tuntemattomia tulee 

vain enemman (esimerkiksi k ja E ) • Taten kaikki laminaaristen 

virtausten numeerisissa laskentamenetelmissa saavutetut edistys ­

askeleet ovat todennakoisesti hyodynnettavissa myos turbulenttis ­

ten virtausten yhteydessa. 



1 
I 
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6.7 Pintojen kinematiikkaa 

Yleist~. Seuraavassa tarkastellaan hieman pintojen liikett~. 

Syntyvi~ yhteyksi~ voidaan sovel taa mm . er~iden Euler in esi tyk -­

sess~ tarvittavien reunaehtojen yhteydess~ sek~ ep~jatkuvuuksien 

(esimerkiksi shokit) k~sittelyss~. 

Kolmessa dimensiossa olevan tietyn pinnan S (t) (kuva 6. 7 .1) 

yht~HS olkoon 

S(t) 

Kuva 6.7.1 Pinnan liike. 

F(x,y,z,t) ~ 0 .j (6.7 . 1) 

Jos aika t on mukana argumentti ­

luettelossa, pinnan asema muuttuu 

ajan muuttuessa ja voidaan puhua 

pinnan siirtym~nopeudesta tai 

lyhyemmin vain pinnan nopeudesta. 

T~lloin on kuitenkin pidett~v~ 

tarkasti mieless~, onko kysymyk­

sess~ ns. ~~~~E~g~~ eli materiaa­

lipinta (ks. kohta 3.4.5) vai sen 

vastakohtana matemaattisesti ilman kontinuumin mukana oloa m~~ri-

telty pinta; sanotaan t~t~ lyhyesti vain pinnaksi. Ainepinta 

tarkoittaa koko ajan samoista kontinuumipartikkeleista muodostu­

vaa pintaa. T~ten jos ainepinta on esimerkiksi tietyll~ hetkell~ 

valitun kappaleen eli systeemin reunapinta, t~m~ ainepinta on siis 

jatkuvasti ko. reunapinta (vrt. kuva 3.4.5). 

Ainepinnan siirtym~nopeuden m~~rittely ei tuota vaikeuksia; 

nopeus tietyss~ pinnan pisteess~ tietyll~ hetkell~ olkoon t~ss~ 

pisteess~ sijaitsevan partikkelin nopeus ~. Mutta mik~ on pel­

k~st~~n matemaattisesti m~~ritellyn pinnan nopeus, kun pinta ei 

muodostukaan partikkeleista? T~ss~ k~sittely t~ytynee hoitaa 

kuvan 6.7 . 1 osoittamalla tavalla. Asetetaan hetkell~ t pinnalla 

olevan tietyn pisteen P kautta kulkevia suoria, kuten Ps ja Pn. 

Kun aika muuttuu, pinta leikkaa n~it~ suoria pisteiss~ Q ja R ja 

voidaan m~~ritell~ E~~~~~-~~~E~l~~~~~e~~~-~~~~~yyg_~~~g~~~~ vas­
taavasti algebrallisten jananpituuksien PQ ja PR muutosnopeuksina 
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w = lim PQ J n L'lt-+0 L'lt ' (6 . 7.2) 

lim PR 
ws = . 

L'lt-+0 L'lt (6.7.3) 

Taten pelkan pinnan yhteydessa ei ole mielekasta puhua nopeudesta 

vektorina w vaan ainoastaan nopeudesta tiettyyn suuntaan . Nor ­

maalin suunta on luonnollisin, joten tavallisesti toimitaan juuri 

suureen w avulla. Kuvasta 6.7 . 1 nahdaan, etta 
n 

wn 
w = s cosy (6.7.4) 

Johdetaan pinnan normaalin suuntaisen siirtymisnopeuden w 
n 

lauseke pinnan yhtalon (6.7.1) avulla. Matematiikasta muistetaan, 

etta funktion F(x,y,z,t) gradientti [3.2, s . 36] 

(6.7.5) 

tietyssa pisteessa on kohtisuorassa taman pisteen kautta kulkevaa 

funktion F tasa-arvopintaa (tassa siis pintaa F = 0) vastaan. 

Taten pinnan yksikkonormaali 

-+ 
n = (6.7.6) 

Otaksutaan, etta kuvassa 6 . 7.1 esitetty suora Pn on suunnattu 

juuri yhtalon (6.7.6) maarittamaan normaalin suuntaan. Pisteel ­

la P olkoot ajan hetkella t koordinaatit x, y ja z. Kun aika on 

kasvanut arvoon t+dt, pinta on siirtynyt kulkemaan pisteen Q 

kautta, jolla on koordinaatit x + n w dt, y + n w dt ja x n · y n 
z + n w dt, koska on liikuttu normaalin suunnassa. Koska pisteet 

y n 
P ja Q ovat siis hetkilla t ja t+dt kyseessa olevalla pinnalla, 

yhtalon (6.7.1) tulee toteutua eli 

FP = F(x,y,z,t) = 0 , (6.7.7) 
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FQ - F(x+n w dt, y+n w dt, z+n w dt, t+dt) x n y n z n 

F(x,y,z,t) 
aF 

n w dt 
aF 

n w dt + 
ax 

+- + 
x n ay y n 

aF n w dt + aF dt +- at a z z n 

Fp [ aF aF aF 
lE:.)w ]dt = + + (n - +n ay +n a t x ax y z a z n 

r aF + + ] = 0 + L a t + (no'VF)wn dt = 0 0 (6o7 o8) 

Arvon FQ 1askemisessa on siis sove11ettu ensimmaisen asteen 

Tay1orin kehite1maa tai toisin sanoen funktion kokonaisdifferen­

tiaa1in 1ausekettao Yhta1osta (6o7o8) seuraa ensin tu1os 

w 
n 

aFj at 
+ + 
n• V' F 

Toisaa1ta kaavasta (6.7o6) saadaan 

ja 1opu11inen ha1uttu yhteys on siis 

(6o7o9) 

(6o7o10) 

(6o7o11) 

Jos pinta on paikoi11aan avaruudessa, pinnan yhta1o on muotoa 

F(x,y,z) = 0, joten aF/ at = 0 ja siirtymanopeus on no11a kuten 

pitaakino 

Huomautus1o Tarkeassa 1ahteessa [5o4] matemaattisen pinnan nopeus 
+ 

esitetaan vektorina v; siis vastoin ede11a esitettya, kuvaan 

6o7o1 1iittyvaa tekstiao Kuitenkin tutkima11a ko o 1ahteessa 
+ 

syntyvia 1opu11isia kaavoja havaitaan suureen v esiintyvan aina 
+ + 

muodossa n• v , joka siis vastaa kaavan (6o7o2) maaritte1emaa suu-

rettao 
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Ainepinnan liike. Kuvan 6.7.2 perusteella havaitaan, etta aine -

Virtaviiva 

Kuva 6.7.2 Ainepinnan liike. 

vaa ( 6 • 7 . 4) • 

pinnan liikkeessa ko. pinnan 

siirtymisnopeus normaalin suun­

nassa wn ~n yhta suuri kuin 

nopeuden v normaalin suuntai-
+ + 

nen komponentti n •v = v eli 
n 

w 
n 

v 
n 

(6.7.12) 

Sen sijaan pinnan siirtymisno­

peus suuntaan s ei ole vekto­
+ 

rin v komponentti talle suun-

nalle vaan on kaytettava kaa -

Edella esitettyja kasitteita tarvitaan lisaksi mm. ns. b~2~2~­

§~~-§~!~~~~~ (engl. porous wall) ja nesteen Y~E~~~-E!~~~~ kasit­

telyssa, kun pintaan voi siirtya nestetta (esimerkiksi sade) tai 

siita voi tapahtua haihtumista. Huokoinen seinama tarkoittaa ni­

mensa mukaisesti huokosia sisaltavaa kiinteasta aineesta muodos ­

tunutta seinamaa, jonka lapi tapahtuu· nesteen virtausta; ns. 

~~2~2Y!~~~~~~~ (engl. seepage). Tavallisin esimerkki tasta on 

veden virtaus maaperasta vesistoon. 

Kuvassa 6.7.3 on tarkasteltu esimerkkina vapaan pinnan liiketta 

Virtaviiva 

/ Vapaa pinta hetke lla t+dt 

~ Ainepinta h e tkella t+dt 

-=::-~~c--:-\id-t-~v 

I 
Vapaa pinta ja samoin 
valittu ainepinta hetkel­
la t 

Kuva 6.7.3 Vapaan pinnan liike. 
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tapauksessa, jossa pintaan kertyy nestetta siten, etta tilavuus­

virran tiheys on qs ([qs] = (m3 /s)/m2 = ms - 1 ); toisin sanoen nes -
s tekerros paksunee nopeudella q . Indeksi s viittaa sanaan 

~eepage, mutta tassa qs johtuu positiivisena esimerkiksi satees­

ta ja negatiivisena esimerkiksi haihtumisesta. Kuva 6 . 7.3 voisi 

esittaa yhta hyvin esimerkiksi muotoaan muuttavan huokoisen sei­

naman tapausta kun vain korvataan sana vapaa pinta sanalla seina­

man reunapinta. Yleisesti patee 

(6.7.13) 

jossa siis wn on kyseessa olevan pinnan siirtymisnopeus pinnan 

normaalin suunnassa, v on vastaavan ainepinnan nopeuden normaa­
n 

lin suuntainen komponentti ja qs pintaan saapuvan tilavuusvirran 

tiheys (laskettuna positiivisena, kun virtaus lahestyy pintaa 

positiivisen n-akselin suunnasta) . 

saadaan yksinkertaisempi tulos 

. . s . .. .. . . 
Use~n term~ q Jaa po~s Ja 

(6.7.14) 

Olkoon tietyn ainepinnan yhtalo tassa myos muotoa (6.7.1): 

F(x,y,z,t) = 0 . (6.7.15) 

Kasittely on samantyyppinen kuin edella kuvaan 6.7.1 liittyvassa 

y+v dt, z+v dt) y z 

Kuva 6.7.4 Ainepinnan liike. 

johdossa . PisteessaP, jonka koordinaatit ovat x, y ja z, hetkella 

t ollut partikkeli on siirtynyt hetkella t+dt pisteeseen P', 
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jonka koordinaatit ovat x + v dt, y + v dt ja z + v
2
dt (kuva 

X y 
6 . 7.4) . Koska pisteet P ja P' ovat siis hetkilla t ja t+dt ky -

seessa olevalla ainepinnalla, yhtalon (6.7.15) tulee toteutua eli 

Fp = F( x ,y,z,t) = 0 , (6.7.16) 

FP' - F(x+v dt, y+vydt, z+v dt, t+dt) 
X z 

F(x,y,z,t) Cl F dt Cl F dt Cl F dt Cl F dt = +- v + 
ay v + az v +-

ax X y z Cl t 

Fp ( Cl F ClF Cl F ~)dt + +v ax +v Cl y +v Cl t X y z Cl z 

0 + DF dt = DF dt = 0 
Dt Dt . (6 . 7.17) 

Taten ainepinnan yhtalon (6.7.15) vasernrnan puolen tulee toteuttaa 

koko ajan yhtalo 

~ 
~ 

jossa kyseessa 

E s i mer k k i 6 . 7 . 1 

z 

y ·----
D(x,y,t) 

(a) 

(6.7.18) 

on siis kaavan (6.3.60) rnukainen ainederivaatta . 

Pinnan aaltoilu. l<.uva 

n(x ,y,t) 

X 

D (x, y) 
0 

(a) esittaa nesteen aaltoiluun 
1 i ittyvaa asetelmaa. Taso z = 0 
yhtyy vapaaseen pintaan, kun neste 
on lepotilassa. Aallon korkeusase­
ma on n(x,y,t), pohjan syvyys on 
D0 (x,y) ja nesteen kokonaissyvyys 
D = D0 + n. Maaritetaan pinnalla 
ja pohjalla vall itsevat kinemaatti ­
set ehdot. 

Otaksutaan, etta termi q 5 on 
tassa vapaalla pinnal la nolla (ei 
sadetta eika haihtumista), jolloin 
vapaa pinta on koko ajan ainepinta. 
Kirjoittamalla vapaan pinnan yhta­
lo 

z = n(x,y,t) (a) 

muotoon z - n 
sa 

o ja vertaamalla tata yhtaloon (6.7.15) nahdaan, etta tas -

F z - n(x,y,t) . (b) 
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Tat en ehto (6.7.18) antaa yhtalon 

_i!J_ - v ~ - v ~ + v az 
0 at X ax Y ay z az (c) 

eli 

an - an -v i!J_+ 0 kun v v = z = ·11 at X ax Y ay z ' 
(d) 

Pysyvassa virtauksessa n' = n(x,y) ja ehto saa muodon 

an an - v -- v - +v =0. x ax y ay z (e) 

Kaava (6.7.5) antaa tassa 

vF = - ~ r -~ r + 1k 
ax ay 

(f) 

ja s i is 

(g) 

Huomautettakoon, etta usein kaltevuudet an/ax« 1, an/ay << 1, jolloin 
saadaan yksinkertainen approksimaatio IVFI ~ 1. Joka tapauksessa kaavan 
1.6_;_7.6) perusteella ~ttVF ja yhtalo (e) on si is samanarvoinen yhtalon 
n•v = v = 0 kanssa. Toisin sanoen pysyvassa virtauksessa virtausnopeus­
vektorin~ on vapaalla pinnal la pinnan tangenttitason suuntainen. 

Otaksutaan samoin, etta termi q 5 haviaa pohjal la (ei suotovirtausta). 
Pohjan muodostama pinta on tal loin koko ajan ainepinta tehti inpa todell i ­
sen nesteen tai ideaalinesteen otaksuma. Edellisessa tapauksessa pohjaan 
koskettavat nestepartikkelit pysyvat paikoillaan jatkuvasti. Jalkimmai­
sessa tapauksessa nestepartikkel it l iukuvat pitkin pohjaa. Pohjapinnan 
yhtalon 

perusteella tassa 

Yhtalosta (6.7.18) saadaan ehto 

eli 

aD aD 
0 0 - v 

0 
- v 

x 3X y ay 

aD aD 
0 0 - v - v - v 

x ax y ay z 

az 
- v z az 

0 ' 

0 

kun z - D 
0 

(h) 

( i ) 

( j ) 

(k) 
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Todell isella nesteella vx = vy = vz = 0 pohjalla, joten ehto (k) toteutuu 
automaattisesti. ldeaal inesteen tapauksessa ehto (k) on jalleen samanar-

-+-+ 
voinen kuin ehto n·v = v = 0 eli etta virtausnopeusvektorin tulee olla 
pohjan tangenttitason suOntainen. Usein ehtoa vn = 0 sovelletaan myos 
todell isen nesteen mall in yhteydessa. Tama merkitsee, etta tarkastel laan ­
kin tilannetta hieman pohjapinnan ylapuolella. 

Edella kirjoitettiinpinnalla F = z-n ja pohjalla F= - D0 - z. Aivan 
yhta hyvin ol isi tietenkin voitu ottaa vastaavasti F = n - z ja F = D + z . 
Kaytetyt val innat tehti in ni in, etta VF tulee osoittamaan pinnalla ja

0
poh ­

jalla nestealueesta ulospain. 
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6.8 Yleinen konvektio-diffuusioyhtalo 

6.8.1 Yleista 

Tarkastellaan ns. yleista ~Q~Y~~t!9:9!~~~~~!9Yht~!Q~ (engl. 

convection-diffusion equation, advection-diffusion equation, 

convective transport equation) 

I 

2j_ + V•Ja + -v.;jd s = 
0 I 

(6.8.1) Clt 

t t t t 

Epastatio- Konvektio- Diffuusio- Lahde-
naarisuus- termi termi termi 
termi 

eli 

(6.8.1') 

eli 

3 {)J~ 3 ()J~ 
2j_ + L ---1 + L 1 

- S = 0 Clt . 
1 

Clx. . 
1 

Clx. 
l= l l= l 

(6.8.1") 

Edella ns. ~Q~Y~~t!9Y~QY~~t9~! tai lyhyemmin konvektiovuo (engl. 

convection flux) 

eli 

eli 

J~ = v.<jl • 
l l 

(6.8.2) 

(6.8.2') 

( 6. 8. 2") 

Ns. yleistetyn 9!~~~~~!QY~QY~~t9~!~ tai lyhyemman diffuusiovuon 
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(engl. diffusion flux) jd ja suureen ~ valinen tavallisin kons ­

titutiivinen yhteys on tyyppia 

(6.8.3) 

eli 

(6.8.3') 

eli 

J~ = 
1 

3 d~ 
- I r · · ax. ' 
j=l lJ J 

( 6 • 8 • 3 II ) 

jossa rji = riJ Tassa ir ([f]) on yleistetty gb~~~~b!Yb~~~~E~~­
~2~~ (diffusiivisuusmatriisi) (diffusiivisuus = engl. diffusiv­

ity). 

Yhtalon (6.8.1) - tai ainakin laheisesti sita muistuttavan 

yhtalon - havaitaan esiintyvan monessa yhteydessa, kun kontinuu­

min liikkeen kasittelyssa sovelletaan Eulerin esitystapaa. Suure 

~(x1 ,x 2 ,x3 ,t) voi olla fysikaaliselta merkitykseltaan kulloinkin 

esimerkiksi tiheys, tiheys kertaa lampotila, seoksen virtaukses­

sa tiheys kertaa tietyn seoskomponentin massaosuus ym. Kaavassa 

(6.8.1") on kaytetty koordinaattiakselien tunnusten x, y ja z 

sijasta esityksen tiivistamiseksi merkintoja x 1 , x 2 ja x 3 . 

Yhtalo (6.8.1) saadaan mekaniikan sailymis- tai taseyhtaloita 

soveltamalla. Yhtaloon merkitty ~2~Y~~E~2E~~~~ tai ~gy~~E~2E~~­

~~ (konvektio eli kuljettuminen = engl. convection, advection) 

syntyy siita, etta kontinuumi kuljettaa mukanaan liikkeensa joh­

dosta nopeudella ~ ainealkioihinsa sitoutunutta suuretta ~­
(Konvektio ja advektio ovat tavallisesti synonyymeja. Edellinen 

esiintyy yleisemmin insinoorikirjallisuudessa ja jalkimmainen 

meteorologiassa, jossa termi konvektio liittyy ilmamassojen pys­

tyliikkeeseen [6.12, s.lO]. Koska tunnus con jo varattu viit­

taamaan johtumiseen, kaytamme konvektion yhteydessa tassa tun­

nusta a.) 

Ns. gb~~~~~bQt~~~b kuvaa suureen ~ arvon muuttumista paikan 

suhteen periaatteessa levossa olevan materian lapi tapahtuvien 
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mikroskooppisten mekanismien johdosta (esimerkiksi lammonsiir­

rossa johtumisen ja sateilyn osuus). Attribuuttia yleistetty 

kaytetaan korostamaan sita, etta diffuusio-sana voi tassa liit­

tya muunkinlaiseen tapahtumaan kuin seosten komponenttien liik­

keeseen, jossa yhteydessa termia normaalisti kaytetaan. Kaavat 

(6.8.3) on varustettu miinusmerkeilla, koska nain matriisin [r] 

lavistajaalkiot tulevat tavallisesti positiivisiksi. 

kiksi lampo virtaa lampotilan laskevaan suuntaan.) 

(Esimer-

~~Qg~~~~~! (engl. source term) kuvaa yleisesti suureen ~ syn-

tymista esimerkiksi kemiallisen reaktion johdosta ja ~E~~~~~!Q­

~~~~!~~~~~~~~! (engl. unsteady term) kuvaa taas luonnollisesti 

ilmion mahdollisesta aikariippuvuudesta johtuvaa suureen ~ arvon 

muuttumista. 

Konvektio-diffuusioyhtalo saa siis lausekkeita (6.8.2) ja 

(6.8.3) kaytettaessa lopullisen muodon 

( 6 • 8 • 4 ) 

Konvektio-diffuusioyhtaloa kasitellaan tassa lahinna kahdesta 

syysta. Ensinnakin eraat numeeriset ratkaisualgoritmit (ks. 

esimerkiksi [6.13]) pitavat kaikkia nestemekaniikan yhtaloita yh­

talon (6.8.4) erikoistapauksina katkemalla formulaatioon sopimat­

tomat lausekkeet lahdetermiin s. Talla filosofialla kasittely 

tulee ajatuksellisesti hyvin suoraviivaiseksi. Toiseksi yhtalon 

(6.8.4) aaritapauksia tarkastelemalla saadaan lisavalaistusta 

mielekkaiden reunaehtojen tyypeista ja ratkaisun yleisesta kva­

litatiivisesta kulusta. 

~~9~~~~~~-!· Konvektio - diffuusioyhtalo esiintyy kirjallisuudes­

sa hyvin usein - kuten esimerkiksi lahteessa [6.13] - muodon 

(6.8.4) sijasta muodossa 

a -+ -+ -+ +-+ ;± 
--(p¢) + V·(pv¢) - V·(r·v¢) - s at 

jossa p on tiheys ja siis nyt 

(6.8.5) 
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-+a -+ 
J = pv¢ , 

:td +-+ -+ 
J = - r. vw . ( 6 . 8 . 6 ) 

Se, kumpaa muotoa on mukavampi kayttaa riippuu tapauksesta. Py­

ritaan tekemaan ero yhtalomuotojen (6.8.4) ja (6.8.5) valilla 

eri tunnusten ~ ja ¢ kaytolla. Toisesta muodosta paastaan aina 

toiseen merkitsemalla vastaavasti ~ = p\)J, r := f/p tai \)! = ~/p, 
+-+ +-+ 
r := pr. Viela jos p ei ole paikan suhteen vakio, lah-

determiin tulee katkea tiettyja lisalausekkeita. Joskus yhta­

loiden vasemmilla puolilla esiintyy lisaksi termi c~ tai c¢, 

jossa annettu kerroin c on ns. yleistetty nielutekija (engl. 

generalized sink factor). 

Tulon derivoimissaannon ja jatkuvuusyhtalon soveltaminen voi 

muuttaa huomattavasti konvektio-diffuusioyhtalon ulkomuotoa. 

Esimerkiksi termi 

d 
l: 

d = Clt(p\)J) + -Cl-(pv.\)J) 
i x. l 

l 

Cl\)J + \)! .£.Q+ l: ~+ l: \)! 
d = p pv. Clx(pvi) Clt ()t 

i l ax. 
i l 

_Qj_ ~) + \)J[.£.Q + d = p(()t + l: v. l: - ( pv. ) ] 
i l Clx. Clt i 

dX l 
l 

= p ~ + wrlg + v·(pv)J = p ~ Dt Clt Dt 

ja yhtalo (6.8.5) saa muodon 

Vastaavasti termi 

= ~ + "' Cl (v "') Clt '-' dX. i 'l-' 
i l 

( 6 . 8 . 7 ) 

(6.8.5') 
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(6 . 8 . 8) 

ja yhtalo (6.8 . 4) saa muodon 

!2.1 ~ -+ -+ -+d 
Dt + ~v·v + V·J - S = 0 . (6.8.4') 

Todettakoon viela, etta konvektio - diffuusioyhtalon suure ~ 

tai w voi olla myos vektori. Talloin esimerkiksi termit ~$ ja 

v$ ovat toisen kertaluvun tensoreita eli dyadeja. 

Huomautus 2. Nestemekaniikan kirjallisuudessa puhutaan usein 

~~!!~!~!~~!~E~ tai -yhtaloista (engl. conservation law); esi­

merkiksi liikemaaran sailymislaki. Yleensa kuitenkin vain kap­

paleen massa sailyy ja on siis oikeampaa puhua taseyhtaloista. 

Toinen askeista muistuttava, mutta hieman eri asiaa merkitse­

va sanonta on: yhtalo on kirjoitettu ~~!!~!~~~2t22g tai g!y~~­

g~g~~!~~2E22g (engl. conservation form, divergence form). Tar­

kastellaan ainetilavuuksiin V(t) liittyvia integraaleja 

I(t) = f ~(t,t)dV (6.8.9) 
V(t) 

ja 

f -+ -+ 
J(t) = p(r,t)w(r,t)dV . 

V( t) 
(6.8.10) 

Ne kuvaavat valittuun kappaleeseen liittyvia tietyn suureen ko­

konaisarvoja. Edellisessa ~ on suureen I intensiteetti tilavuut ­

ta kohti ja jalkimmaisessa w on suureen I intensiteetti massaa 

kohti. Jos I ja J sailyvat, DI/Dt = 0 ja DJ/Dt = 0. Reynoldsin 

lauseen muoto (3.3.88) antaa talloin globaalit yhtalot 

(6.8.11) 

ja 



J ~t(p~)dV + J vnp~ds = 0 . 
v s 

Toisaalta Gaussin lauseen soveltaminen johtaa muotoihin 

ja 

f [~~ + ~·(~¢)]dV = 0 
v 

Vastaavat paikalliset yhtalot ovat siis 

ja 

~ + ~ 0 (~¢) = 0 
()t 

6.8.6 

( 6 0 8 0 12) 

(6 . 8 . 11') 

(6.8 . 12') 

( 6 0 8 0 13) 

( 6 0 8 0 14) 

Mm. naiden yhtaloiden sanotaan olevan sailymismuodossa. Nimityk­

sen selitys lienee siis siina, etta vastaavat integraalit I ja 

J sailyvat arvoiltaan vakiona. Yhtaloiden vasempien puo-

lien nahdaan esiintyvien osana konvektio- diffuusioyhtaloiden 

(6.8.4) ja (6.8.5) vasempia puolia. Yleensakin kun kirjallisuu­

dessa puhutaan sailymis- tai divergenssimuodosta, silla nayte ­

taan tarkoittavan yhtaloa, jossa esiintyy "mahdollisimman paljon" 

muotoa ~ · ( )-olevia termeja. Esittamamme konvektio - diffuusio­

yhtalot (6.8.4) ja (6.8.5) ovat siis sailymismuodossa. Sen si­

jaan versiot (6.8.4') ja (6.8.5') eivat ole. Tahan aihepiiriin 

palataan viela kohdassa 6 . 8.3. 

Nestemekaniikan probleemoissa esiintyy yleensa useita saman­

aikaisia konvektio-diffuusioyhtaloita, joissa kussakin suureella 

¢ tai ~ on eri merkitys ja ratkaisu on siis etsittava kytketty­

jen osittaisdifferentiaaliyhtaloiden muodostamasta ryhmasta. 

Lahteessa [6.13]esitetty ratkaisufilosofia lahtee kuitenkin liik­

keelle siita, etta kukin ¢ tai ~ ratkaistaan "omasta" yhtalos ­

taan, jossa talloin muita suureita pidetaan annettuina. Koska 
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yhtalosysteemi on yleensa aina epalineaarinen (etenkin liikeyh­

taloiden kautta), joudutaan joka tapauksessa soveltamaan itera­

tiivista ratkaisutapaa, joten tama ajattelu on taysin luontevaa. 

Kunkin yhtalon muut suureet kuin sen ~ tai ~ on siis ajateltava 

tunnetuiksi edellisista iteraatiokierroksista. (Kaytannossa 

yhtalot on lisaksi viela luonnollisesti diskretoitava.) Todet ­

takoon, etta nain ajatellen kukin konvektio - diffuusioyhtalo 

on lineaarinen suureen ~ tai ~ suhteen. 

Tarkastellaan esimerkkeina kolmen yhtalon 

energiayhtalon ja liikeyhtalon - tulkitsemista 

sioyhtaloiksi. 

~~t~~~~~§Yht~!2 (5.3.3) on 

tt + v·<~P) = o . 

jatkuvuusyhtalon, 

konvektio - diffuu-

(6.8.15) 

Yhtalosta (6.8.4) tai (6.8.5) saadaan heti tulkinta 

~ = p tai ~ = 1 , s = 0 . (6.8.16) 

~~~~gb~Yht~!2 (5.6 . 35) on kokoonpuristumattomassa tapauksessa 

( j aetaan yhtalo termilla cv ja merki taan cv -+ c) 

DT p Dt 

eli (ks. 

d 
at(pT) 

Vertailu 

~ - T 

1 -+ -+ 12.!:. - V · ( kVT) c c 

kaava (6.8. 7) 

-+ -+ -+ k 
+ V•(pvT) - v. (-

c 

yhtaloon ( 6 . 8 . 5 ) 

+-+ ~ k +-+ r =- r c , 

<P 0 = c (6.8.17) 

VT) 12.!:. ¢ - = 0 c c . (6 . 8 . 17') 

ant a a tulkinnan 

( 6. 8. 18) 

Yhtaloon (6.8 . 17) on paasty otaksuen c paikan suhteen vakioksi . 

Jos nain ei ole, lahdetermiin tulee lisalauseke. 

~bb~~Yht~!2t (5 . 4.10) ovat (ks. kaava (5.4.9)) 

(6.8.19) 
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Vertailu yhtalon (6 . 8.5) kanssa antaa tulkinnan 

:t ~ -7 

ljJ = v ' ( 6. 8. 20) 

Stokesin kitkalain vallitessa ~* = 2~dt + A*dvJC (ks. kaavat 

(5.2.23)). Tama ei ole aivan muotoa -fT·V~, vaikka tahankin esi ­

tysmuotoon tietenkin paastaan niin haluttaessa sopivien manipu­

lointien avulla siirtamalla tiettyja lausekkeita lahdetermiin. 

Oleellista on, etta Jd riippuu joka tapauksessa ~:n derivaatois ­

ta eika itse ~:sta kuten Ja. Jotta voisimme pitaa liikeyhtaloa 

lineaarisena, meidan tulee ajatella liikemaaravuotensoria p~~ - -
esityksena p~~' jossa ~ on esimerkiksi edellisen iteraation kaut -

ta tunnettu suure. Huomataan viela, etta myos termi Vp voidaan 

esi ttaa di vergenssimuodossa, silla Vp = v · ( pJC). 
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6.8.2 Peclet'n luku ja reunaehdot 

Yleista. Konvektio - diffuusioyhtalon (6.8.4) tai (6.8.5) termien 

tarkastelu osoittaa, etta esimerkiksi suureilla v1 ~ ja r 11 a~;ax1 
tai vastaavasti suureilla pv1 w ja r11 aw/ax1 on sama dimensio. 

Voidaan siten paatella, etta vastaavasti 

tai ( 6. 8. 21) 

ns. E~~!~~~~- !~~~ (engl. Peclet number), on dimensioton suure, 

joka kuvaa tietylla tavalla konvektion ja diffuusion voimakkuuk­

sien suhdetta. Suure v on sovittu karakteristinen virtausvauhti, 

L sovittu karakteristinen pituus ja r sovittu karakteristinen 

diffusiivisuus. 

Nahdaan, etta jatkuvuusyhtalon (6.8.15) Pe = 00 • Energiayhta­

lolla (6.8.17) Pe = vLpc/k, jossa k on karakteristinen lammon­

johtavuus. Liikeyhtaloiden (6.8.19) Peclet'n luvun havaitaan 

olevan kaavalla (5.1.4) maaritellyn Reynoldsin luvun Re = pvL/~. 
Konvektio-diffuusioyhtaloa on mielenkiintoista tarkastella 

aaritapauksissa Pe = ro ja Pe = 0. Edellisessa tapauksessa dif­

fuusion osuus haviaa kokonaan konvektion rinnalla ja saadaan ns. 

E~Qg~§ -~9~Y~~~~9YQ~~!2 (engl. pure convection equation). Jal ­

kimmaisessa tapauksessa konvektion osuus haviaa diffuusion rin­

nalla ja saadaan ns. E~Qg~§ _g~~~~~§~9YQ~~!2 (engl. pure diffusion 

equation). Vastaavasti yhtalon kertaluku alenee edelliseen ta­

paukseen siirryttaessa kahdesta yhteen, mika seikka tulee naky-, 

maan myos reunaehdoissa. 

Osoittautuu, etta virtauksen suunnalla alueen reunan suhteen 

on tarkea merkitys reunaehtojen kannalta. Luokitellaan alueen 

(otetaan tassa tasoalue) A reuna virtauskentan perusteella ylei­

sesti kolmeen osaan sr, s~ ja s~ (ylaviite v viittaa virtausno­

peuteen v), joita nimitetaan vastaavasti §~§~~~y~~~~~§~~~~~~§~ 
(engl. inflow boundary), ~~~~~~~!~~§~-~~~~~~§~ (engl. neutral 

boundary) ja ~!9§Y~~~~~§~~~~~~§~ (engl. outflow boundary). Luo­

kittelu tapahtuu seuraavasti: 

sisaanvirtausreuna j OS V n < 0 , l 
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neutraali reuna v jos 0 

J 

( 6. 8. 22) s2 v = n 

ulosvirtausreuna v jos > 0 s3 I v n 

-+ -+ 
Edella vn - n•v on virtausnopeuden normaalikomponentti reunan 

suhteen eli ns. normaalinopeus. Neutraali reuna esiintyy 1 kun 

~ = 0 (esimerkiksi todellisen nesteen virtaus kiintean seinaman 

kohdalla) tai kun ~ on yhdensuuntainen reunan kanssa (esimerkik­

si ideaalinesteen virtaus kiintean seinaman kohdalla). 

Havainnollisuuden saavuttamiseksi siirrytaan tarkastelemaan 

ensin pysyvaa tasovirtausta (x1x 2- taso) ja merkitaan x 1 -+ xl 

x
2 

-+ y 1 indeksi 1 -+ X 1 indeksi 2 -+ y. Selostamme tilannetta 

yhtalon (6.8.4) kannalta 1 jolloin siis yhtalomme on 

0 I ( 6. 8. 23) 

jossa diffuusiovuokomponentit ovat viela 

( 6. 8 . 24) 

Puhdas konvektioyhtalo. Yhtaloa (6.8.23) vastaava puhdas kon­

vektioyhtalo on 

( 6. 8. 25) 

Tulon derivoimissaantoa soveltamalla saadaan myos muoto 

(6.8.25') 

Jos kyseessa on kokoonpuristumattoman nesteen virtaus 1 kokoonpu­

ristumattomuusehto 3vx/3x + 3vy/3y = 0 saattaa yhtalon viela 

yksinkertaisempaan muotoon 

3rh 3rh 
~ + vy 8y - s = 0 . ( 6 . 8. 26) 
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Tarkaste11aan yhta1on (6.8.25') kayttaytymista tiety11a vir ­

taviiva11a. Kaytetaan kuvan 6.8.1 mukaisia merkintoja. 01koon 

A 

-+ 
e 

Kuva 6.8.1 Eraita merkintoja. 

-+ 
v 

-+ 
n 

Virtaviiva 

I 

-+ 
virtaviivan suuntainen yksikkovektori e. Taten 

--

( 6. 8. 27) 

jossa v on ska1aarinen virtausnopeus. Suureen ~(x,y) derivaatta 
-+ 

tiettyyn suuntaan e saadaan kaavasta 

.£.! = ex .£.! + e .£.! 
ae ax Y ay ' ( 6. 8. 28) 

joten yhta1on (6.8.25') termi 

v .£.! + v .£.! = v(e .£.! + e .£.!) = v .£.! 
X ax y ay x ax y ay ae . (6.8.29) 

Puhdas konvektioyhta1o saadaan siis tiety11a virtaviiva11a muo­

toon (merkitaan a~/ae = d~/dcr, jossa a on virtaviivaa pitkin si­

saanvirtausreuna1ta a1kaen mitattu kaarenpituus) 
) 

drh av av 
v ~ + (~ + __y)rh - s = 0 dcr ax ay '~' · ( 6. 8. 30) 
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Koska sovitun filosofian mukaisesti suureita ~ (eli vx, vy ja v) 

ja s pidetaan alueessa tunnettuina, ne tunnetaan myos periaat ­

teessa virtaviivalla suureen a funktioina. Taten stationaarinen 

E~~g~§-~2~Y~~~!2Y~~~!2_2~-~!~~Y!!~_Y!£~~Y!!Y~!!~ -~~Y~!!!~~~- ~~­
§!~~!§~~-~~£~~!~Y~~-g!~~~£~~~!~~!!Y~~~!2, jossa riippumattomana 
muuttujana on virtaviivaa pitkin mitattu kaarenpituus . 

Suure ~ maaraytyy kullakin virtaviivalla periaatteessa ko. 

differentiaaliyhtalon ratkaisuna, kun vain ~:n arvo on annettu 

yhdessa pisteessa virtaviivalla. Matemaattisesti tama piste 

voisi sijaita missa hyvansa virtaviivalla. Fysikaalisista syis ­

ta ~:n arvo on kuitenkin annettava sisaanvirtausreunalla. (Ana ­

loginen tilanne olisi esimerkiksi partikkelin vino heittoliike. 

Rata maaraytyy matemaattisesti takaperin esimerkiksi antamalla 

partikkelin asema ja nopeus partikkelin pudotessa maahan. Mutta 

todellisuudessa vino heittoliike syntyy vain lahettamalla par ­

tikkeli liikkeelle tietysta asemasta tietylla nopeudella.) Ta­

ten puhtaaseen konvektioyhtaloon liittyva reunaehto on 

a v reunalla s 1 - s 1 ( 6. 8. 31) 

11 . a vu v . . . k " k Lopu a osaa reunaa s 2 = s 2 s 3 e1 tarv1tse - e1 a saa aan -

antaa reunaehtoja. (Ylaviite a viittaa puhtaaseen konvektioyh­

taloon liittyvaan reunan jaotteluun.) 

Puhdas konvektioyhtalo kuvaa siis kohdan 4.7.4 huomautuksen 1 

mukaan etenemistehtavaa, koska reunaehtoja ei ole annettu alueen 

kaikilla reunoilla . Alan kirjallisuuden [4.5] mukaan kyseessa on 

hyperbolinen tapaus ja virtaviivojen havaitaan olevan karakteris ­

tikoita. Oleellista on, etta mahdolliset funktiossa ~(s) esiin­

tyvat epasileydet sailyvat ja siirtyvat tasoittumatta alueeseen . 

Havainnollisimmin tama voidaan todeta kokoonpuristumattoman vir ­

tauksen yhteydessa, kun viela lahdetermi s = 0 . Talloin yhtalo 

(6.8.30) saa muodon d~/dcr = 0 eli ~ on vakio kullakin virtavii ­

valla. Kuva 6.8.2 esittaa kvalitatiivisesti tyypillisen ratkai­

sun kulkua. Jos ~ olisi taysin epaj atkuva - siis hyppays -

sekin sailyisi alueessa tasoittumatta. 
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Kuva 6.8.2 Puhtaan konvektioyhtalon kvalitatiivinen ratkaisu. 

Huomautus l. Jos kuvan 6.8.1 esityksesta poiketen alueen sisal -

la on sulkeutuvia virtaviivoja, ne on periaatteessa ajateltava 

katkaistuiksi ja ~:n arvo annetuksi katkaisuviivan toisella puo­

lella, jotta ~ maaraytyisi koko alueessa . 

Puhdas diffuusioyhtalo. Yhtaloa (6.8.23) vastaava puhdas dif ­

fuusioyhtalo on (vaihdetaan merkit) 

~(r ~+r ~)+*-(r ~+ ' r ~)+S=O, (6.8.32) 
aX XX aX xy ay aY yx oX yy ay 

Kehittamalla saadaan (ryx = r ) xy 

jossa 

f I (6.8.32') 



Tama on elliptinen yhtalo, mikali [4.2, s. 355] 

4(r 2 -r r ) < o 
XY XX yy 

6.8.14 

(6.8.33) 

(6.8.34) 

Jos diffusiivisuusmatriisi [r] on positiivisesti definiitti -

kuten fysikalisista syista johtuen yleensa on asianlaita 

patee mm. [4.2, s. 15] 

det[r] = r r - r2 > o . 
XX yy XY 

( 6. 8. 35) 

Talloin siis epayhtalo (6.8.34) toteutuu ja taten stationaarinen 

E~~g~~-g!~~~~~!QY~~~!2_Qg_~Q!~~g_t~~~~!~y~g-~!!!E~!g~g_Q~!~~~!~­

g!~~~~~g~!~~!!Y~~~!2 eli reuna-arvotehtava. Alueen A kaikilla 

reunoilla on siis annettava reunaehtoja. 

Tavallisimmat reunaehdot ovat Dirichlet'n reunaehto 

<t> = <t> 
d 11 .. s 1 : a 

ja Neumann-tyyppinen reunaehto 

Jd ~ Jd -d d 11 .. - n· = J s 2 : a n n 

eli 

-n (r l!P..+ r l!P..) n (r l!P..+ 
X XX ax xy ay y yx ax r l!P..) -d = J yy ay n 

(6.8.36) 

( 6 • 8 0 3 7 ) 

(6.8.37') 

Osat s~ ja s~ muodostavat yhdessa koko reunan eli s = s~Us~. 
(Ylaviite d viittaa puhtaaseen diffuusioyhtaloon liittyvaan reu­

nan jaotteluun.) 

Tarkastellaan yhtalon (6.8.32) erikoistapauksena Poissonin 

yhtaloa 

(6.8.38) 



ja reunaehtoja 

cp = cp 

li= an 

d 11" s 1 : a 

6.8.15 

( 6. 8. 39) 

( 6. 8. 40) 

(Asetetaan rxy = ryx = 0 ja rxx = ryy = r = vakio paikan suhteen.) 

Naita yhta1oita voidaan havainno11istaa muistama11a, etta kysees­

sa voidaan ajate11a o1evan esimerkiksi jannitetyn tasoka1von pie­

nia siirtymia kuvaavat yhta1ot (ks. kohta 6.1.10). suure cp on 

ka1von poikittaissiirtyma, r on ka1vossa va11itseva tasainen esi­

jannitysvoima pituutta kohti ja S on poikittaiskuormitus pinta­

a1aa kohti. Kuva 6.8.3 esittaa kva1itatiivisesti tyypi11isen 

Kuva 6.8.3 Puhtaan diffuusioyhta1on kva1itatiivinen ratkaisu. 

ratkaisun ku1kua. Tassa on otaksuttu ehto (6.8.39) koko reuna1-

1e. Kuvaan on piirretty vastaava epasi1ea reunajakautuma si11e 
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reunan osalle, jota vastaa kuvassa 6.8.2 osa s~. Intuitio sanoo, 

etta reunaehtojen mahdolliset epasileydet tasoittuvat nopeasti 

alueen sisalle mentaessa. samoin ymmarretaan, etta kuvan pitkan­

omaisen geometrian tapauksessa kussakin paassa vallitsevat reuna­

ehdot eivat vaikuta sanottavasti ratkaisun kulkuun toisessa paas ­

sa. Toisin sanoen kuhunkin pisteeseen syntyvaan ratkaisun arvoon 

vaikuttavat voimakkaimmin pisteen laheisimpien reunojen reunaeh­

dot. Tilanne on siis oleellisesti erilainen kuin puhtaassa kon­

vektioprobleemassa, jossa sisaanvirtausreunan reunaehdot vaikut ­

tavat heikentymattomina periaatteessa loputtoman pitkalle vir ­

taussuunnassa. 

Konvektio-diffuusioyhtalo. Varsinaisen konvektio - diffuusioyhta­

lon ratkaisu on ymmarrettavasti luonteeltaan jonkinlainen paino­

tettu keskiarvo puhtaan konvektioyhtalon ja puhtaan diffuusioyh­

talon ratkaisuista. Peclet'n luvun arvo vaikuttaa aivan oleelli­

sesti lopputulokseen. 

Kaytettavissa olevista sallituista reunaehdoista ei ole alan 

kirjallisuudessa tiettavasti mitaan yhtenaisia esityksia. Taval­

lisimmin annetaan kuitenkin jalleen tutut reuna-arvotehtavan eh­

dot 

( 6. 8. 41) 

ja 

( 6. 8. 42) 

Tassa osat s 1 ja s 2 muodostavat koko reunan eli s = s 1 us 2 . Kaa­

vassa (6.8.41) suluissa oleva esitys viittaa siihen, etta yleen­

sa ¢ on annettava vahintaan sisaanvirtausreunalla sr. 

Kuvaan 6.8.4 on hahmoteltu nakyviin kvalitatiivisesti mahdol­

linen ratkaisun kulku kohtuullisen Peclet'n luvun arvon tapauk­

sessa, kun reunaehdot ovat koko reunalla tyyppia ¢ = ¢. Kuva on 

piirretty siten, etta reunaehdot vastaavat kuvassa 6.8.3 esitet­

tyja ehtoja. Tarkastelemalla nyt samanaikaisesti kuvia 6.8.2, 

6.8.3 ja 6.8.4 ymmarretaan ratkaisun luanne. 

Ratkaisu alueessa muistuttaa sita voimakkaammin puhtaan kon­

vektioyhtalon ratkaisua mita suurempi arvo Peclet'n luvulla on. 
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Kuva 6.8.4 Konvektio-diffuusioyhta1on kva1itatiivinen ratkaisu. 

Kuitenkin ratkaisun on saatava reunoi11a reunaehtojen i1maisemat 

arvot. Tama merkitsee, etta ¢ joutuu muuttamaan arvojaan hyvin 

voimakkaasti tiettyjen reunojen 1aheisyydessa; syntyy rajakerros. 

Rajakerroskasite ei siis 1iity pe1kastaan virtauskenttaan, vaan 

se voi esiintya myos muiden suureiden kuten 1ampoti1a, massao­

suus jne. yhteydessa. (Lampoti1akentan suhteen tasta on erit­

tain havainno11inen esitys 1ahteessa [6.14, s.78].) Rajakerrok­

sessa gradientit ovat suuria kohtisuoraan rajakerrosta vastaan 

ja taten myos diffuusio on voimakasta. Taten esimerkiksi vir ­

tauskentan yhteydessa ei voida jattaa huomioonottamatta rajaker ­

roksessa esiintyvaa diffuusiovuota - o1ee11isesti sama kuin 

1eikkausjannitys - vaikka rajakerros o1isi hyvinkin ohut. 

Ymmarretaan heti, etta numeerisia menete1mia kaytettaessa on 

varauduttava erityiseen rajakerrosten ma11intamiseen joko kayt ­

tama11a niiden aluee11a hyvin tiheita verkkoja tai sitten esi ­

merkiksi kehittama11a rajakerroksia koskevia, niiden erityispiir­

teet huomioonottavia yhta1osysteemeita (rajakerrosteoria), jotka 
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kasitellaan erikseen ja niiden ratkaisu sovitetaan sitten itera­

tiivisesti rajakerroksen ulkopuoliseen sileaan ratkaisuun. Tata 

jalkimmaista tapaa on sovellettu laajasti esimerkiksi siipipro­

fiilien ymparilla tapahtuvan virtauksen kasittelyssa. 

Diffuusion vaikutuksesta ratkaisun epasileydet tasoittuvat ja 

pitkanomaisissa geometrioissa rajakerrokset paksunevat ja taytta ­

vat vahitellen koko virtauskentan. Numeeristen menetelmien yh ­

teydessa esiintyy usein termi y~!~9!~~~~~!2 (engl. false diffu­

sion, crosswind diffusion) . Silla tarkoitetaan lyhyesti sanottu­

na haitallista ilmiota, jossa numeerinen mallintaminen synnyttaa 

diffuusiomaisia tuloksia, vaikka kyseessa olisi jopa puhdas kon­

vektioyhtalo. Valediffuusiota tapahtuu, kun virtaussuunta on 

vinossa hilaviivojen (engl. grid lines) suhteen ja kun riippu­

valla muuttujalla ~ on samalla nollasta eroava gradientti kohti ­

suoraan virtaussuuntaa vastaan [6.13, s.l08] . (Lahteessa [6.13] on 

erinomainen esitys valediffuusiosta.) 

Huomautus 2. Kuvan 6.8.4 esittamaan ratkaisuun on syyta liittaa 

seuraava kommentti. Dirichlet-tyyppinen reunaehto ei ole yleen­

sa fysikaalisista syista mielekas ulosvirtausreunalla, kun Pec­

let'n luvun arvo on suuri [6.13, s. 104] . Edella on jo todettu, 

etta oikeellisten reunaehtojen valinta on usein vaikea tehtava 

nestemekaniikassa. Eras ajatuskoe: Funktio ~ voisi esittaa 

vaikka tietyn merkkiaineen konsentraatiota. Ajatellaan heti 

sisaanvirtausreunan ulkopuolelle lukuisa maara reunaehtomiehia. 

Jokaisella on suutin, josta han paastaa annetun ohjeen mukaan 

ko . merkkiainetta virtaukseen. Nain saadaan aikaan Dirichlet­

ehto. Sen sijaan ulosvirtausreunalla voidaan vain vastaanottaa 

virtaus konsentraatioineen, mutta siihen ei pystyta syottamaan 

annettua arvoa. Eras melko yleinen ulosvirtausreunan reunaehto 

perustuu arvioon, etta suurilla Peclet'n luvun arvoilla diffuu­

sion osuus on pieni konvektion rinnalla virtaussuunnassa ja ase ­

tetaan taten J~ = 0. - .-...- ~. ·• 

Epastationaarisuus. Taydennetaan yhtalo (6.8.23) epastationaa­

rista tapausta koskevaksi: 

( 6. 8. 43) 
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Voimme esittaa taman uuden asetelman hieman mielikuvitusta kayt­

taen myos seuraavasti: 

d 
dX(vxcp) + 

d 
dy(vycp) + d 

dt(lcf>) + 

dJd dJd d(Jd - 0) 
+ 

X 
+ __.2_ + 

t - s 0 ( 6. 8. 44) = dX dy dt . 

Toisin sanoen olemme saaneetkin kolmidimensioisen "stationaari­

sen" tapauksen ja "virtaviivat" maaraytyvat xyt-avaruuden nopeus­

kentasta (vx,vy,l). Talla tulkinnalla voimme mm. yrittaa laa­

jentaa tavanomaisissa stationaarisissa tapauksissa hyvaksi ha­

vaittuja numeerisia menetelmia myos epastationaarisiin tehtaviin. 
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6 . 8 . 3 Heikko muoto 

Yleista. Konvektio - diffuusioyhtalon ja yleensakin nestemaknaii ­

kan yhtaloiden numeeristen ratkaisumenetelmien yhteydessa alan 

kirjallisuudessa jatkuvasti esiintyva tarkea kasite on ns . Y!~­

Y!~~~~~~~~~~!Y (engl . upwinding, upwind scheme, upstream scheme). 

Hieman epatieteellisesti voidaan sanoa, etta tietyn spatiaalisen 

pisteen kannalta Y!~Y!~~~~-E~9!~!~~~-~!!EE~Y~~~-~~~~~~i~~~- ~ 

!!!~~YY~- !~~9~~~~~!9 _9~-~~Y9~~~~~E~~-~~!~-~!~Y!~~~~-E~9!~!~~~· 
Tama ymmarretaan jo senkin perusteella, etta puhtaassa konvek-

tiotehtavassa reunaehdot voitiin antaa pelkastaan sisaanvirtaus ­

reunalla. Puhtaassa diffuusiotehtavassa virtausta ei enaa esiin­

ny ja askeinen suuntien eriarvoisuus haviaa. Konvektio - diffuu­

siotehtavassa suunnan painottuminen riippuu Peclet'n luvun arvos ­

ta. Ylavirtamenettely tarkoittaa vastaavasti lyhyesti sita, 

etta numeerisissa malleissa painotetaan voimakkaammin tietyn 

pisteen ylavirran kuin alavirran puoleista informaatiota. 

Konvektio-diffuusioyhtalo reunaehtoineen ei muodosta konvek ­

tiotermin johdosta ns. itseadjungoitua systeemia [6.15, s.225]. 

Taten sille ei ole olemassa klassillisessa mielessa vastaavaa 

variaatioperiaatetta. (Tiettyjen muunnosten jalkeen variaatio­

periaate voidaan kuitenkin esittaa, mutta tahan ajatukseen pe­

rustuvat numeeriset mallit eivat ole saavuttaneet paljon suosi ­

ota . ) Yleisesti ottaen kayttokelpoisten variaatioperiaatteiden 

maara on Eulerin esitystavan synnyttamien konvektiotermien joh­

dosta nestemekaniikassa vahaisempi kuin kiintean aineen mekanii ­

kassa ja tavallisesti on turvauduttava jaannosmenetelmien kayt ­

toon. 

Ylavirratus synnytetaan elementtimenetelmassa tavallisimmin 

kayttamalla epasymmetrisia, muotofunktioista poikkeavia paino­

funktioita, joilla on suuremmat arvot yla- kuin alavirran puo­

lella. Epasymmetrisyyden maara on sidottu tietylla tavalla pai ­

kalliseen Peclet'n lukuun (karakteristinen pituus liittyy ele ­

menttikokoon). Kun painofunktiot poikkeavat muotofunktioista, 

jaannosmenetelmaa nimitetaan nykyaan usein E~~~9Y:§~!~~~!~-mene ­

telmaksi. Taman vastakohtana taas tavanomaista Galerkinin kei­

noa nimitetaan joskus ~~~~9Y:§~!~~~!~-menetelmaksi . 
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Elementtimenetelmassa ylavirratusta on sovellettu v. 1976 

lahtien. Useita eri versioita on esitetty, mutta parhaat menet ­

telytavat eivat ole viela taysin kiteytyneet. Seuraavassa esi­

tetaan eraita heikkoja muotoja, joita voidaan pitaa diskretoin­

nin pohjana. 

~atkuvat painofunktiot. Tassa yhteydessa on syyta suorittaa 

vertailua kohdassa 4.11.1 esitetyn energiayhtalon heikon muodon 

kanssa. Puhtaassa diffuusiotapauksessa paadytaan nimittain juuri 

siella johdettuun formulaatioon. Lausekkeiden lyhentamiseksi 

kasitellaan lahinna tasotapausta. 

eli 

ja 

eli 

Tarkastellaan kenttayhtaloa 

-+ -+a -+ -+d 
V•J + V•J - S = 0 

(tasotapauksessa) 

aJa aJa 
~+ _3_ + ax ay 

reunaehtoa 

Jd -+ -+d - n•J = n 

aJd aJd 
X + _3_ 

ax ay 

0 

n Jd = 0 . 
y y 

- s = 0 

Kuten kohdassa 4.11.1 saadaan ensin esitys 

aJa aJa aJd aJd 
( [(~ + __::L)w + ( x + __y)w- Sw]dA + JA ax ay ax- ay 

(6.8.45) 

(6.8.45') 

(6.8.46) 

(6.8.46') 

(6.8.47) 

Muutetaan yhtalon muotoa osittaisintegroimalla siten, etta dif ­

fuusiovuovektorin komponentteihin kohdistuvat osittaisderivaa­

tat haviavat. Konvektiovuovektorin komponenttien suhteen vas­

taavaa ei haluta tassa tehda. Ideanahan on alentaa lopullises-
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sa approksimaatiossa esiintyvilta funktioilta vaadittavaa jat­

kuvuutta. Termissa v.jd esiintyy ~:n toisen kertaluvun derivaat ­

toja ja termissa v.ja vain ensimmaisen kertaluvun derivaattoja. 

Toisaalta osittaisderivointi synnyttaa painofunktioon jo ensim­

maisen derivaatan, joten termin v.ja suhteen mahdollisesti suo­

ritettu osittaisderivointi ei helpottaisi kokonaisasetelmaa. 

Kaavoja (L.2.11) soveltamalla saadaan 

(6.8.48) 

Taman lausekkeen sijoitus yhtaloon (6.8.47) antaa tuloksen 

aJa aJa 

f ( x + __y)wdA _ ( (Jd aw + Jd aw)dA + 
A ax- ay JA x ax y ay 

- J SwdA + J J~wds = 0 
A s 

( 6. 8. 49) 

Reunalla s 1 vallitseva reunaehto ~ = ~ merkitsee, etta vas­

taava diffuusiovuon tiheys Jd on tuntematon. Sen mukaantulo 
n 

yhtaloihin valtetaan valitsemalla painofunktiot siten, etta 

w = 0 osalla s 1 . Yhtalo (6.8.49) saa tavanomaisen sovellutus­

muodon 

- J SwdA + J J~wds = 0 . 
A s 2 

(6.8.50') 

Kolmessa dimensiossa saadaan vastaavaksi lopulliseksi yhtaloksi 

(tiivistetaan merkintoja) 
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(6 . 8.50) 

Eras tapa ottaa huomioon epastationaarisuus on lopuksi tapah­

tuva sijoitus s := s - a~/at (ks. yhtalo (6.8.43)). 

Olisimme selvastikin voineet johtaa yhtalon (6.8.50) myos 

suoraan kohdassa 4.11.1 esitetyn tuloksen (4.11.8) avulla katke­

malla vain konvektiotermin manipulaatioiden ajaksi lahdetermiin. 

Yhtaloa (6.8 . 50) on sovellettu paljon jatkuvien painofunkti ­

oiden yhteydessa. Epajatkuvien painofunktioiden kaytolla on kui­

tenkin osoittautunut olevan tiettyja etuja. Tarkastellaan tata 

seuraavaksi. 

Epajatkuvat painofunktiot . Esitys nojautuu osittain lahteeseen 

[6.16]. Jaetaan tarkasteltava alue A osa - alueisiin eli element ­

teihin Ae, e = 1,2, ... (kuva 6.8.5). Kukin elementti ajatellaan 

~ 

n 

Kuva 6.8.5 Tasoalue. 

avoimeksi alueeksi (engl. open 

region), jonka reunaa merkitaan 

tunnuksella se. Avoimen alueen 

A reunaa merkitaan vastaavasti 

tunnuksella s. Elementtien yh­

teiset reunat s. t =Use - s 
1n e 

muodostavat alueen, jonka lapi 

kuljettaessa painofunktiot voi­

vat saada hyppayksia. Nimite­

taan joukkoa s. t alueen sisa-ln - -- -
~~~~~~~! (engl. interior boun-

dary). Joukkoa s voidaan vas­

taavasti nimittaa tata korostet­

taessa alueen ulkoreunaksi. 

Painofunktiot voivat olla 

epajatkuvia sisareunalla s. t' 1n 
Merkitaan epajatkuvaa painofunk-

tiota tunnuksella w* ja ajatel -
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laan w* jaetuksi sovitulla tavalla jatkuvaan osaan w ja epajat­

kuvaan osaan p: 

w* = w + p . (6.8.51) 

Kuva 6.8.6 (a) esittaa kaaviollisesti kahta mahdollista epa­

jatkuvan painofunktion w* 

w* 

!/\·-/)</ ,. . .... . . / 
/ . . / ..,.... \ ,.... 

t t 
(a) s s. t ln 

s 

w* 

I I p 
w* t.,....,....... - -, ... -- ____ ---------

..,.... -----
w 

(b) 

Kuva 6.8.6 (a) Kaksi epajatkuvaa 

painofunktiota w*. (b) Jako osiin 

w ja p. 

valintaa yksidimensioisessa 

tapauksessa; kyseessa voisi 

olla vaikka kuvan 6 . 8.5 alu­

een A lapi kulkeva leikkaus . 

Jos painofunktiot voidaan 

valita aarettoman monella 

tavalla, ymmarretaan, etta 

vallitsevan kenttayhtalon on 

toteuduttava vastaavan heikon 

muodon 

w ~ w* 

kuten (6.8.50), kun 

kautta kunkin osa-

alueen eie~Eiet~iee~· Mutta 

itse viivoilla sint emme il­

meisestikaan saa taman paino­

tuksen kautta mitaan aikaan. 

Jos ~:n yrite on jatkuva, sen 

jatkuvuus tietenkin sailyy, 

mutta ~:n derivaatoillakin tulee olla kohtien sint molemmilla 

puolilla vallitsevan differentiaaliyhtalon johdosta tiettyja 

keskinaisia riippuvuuksia . Asetelmaan saadaan korjaus ottamal ­

la lahtokohtana olleen kenttayhtaloon (6.8.45) ja reunaehdon 

(6.8.46) lisaksi mukaan viela viivoilla sint vaadittava 9i~~~~­

ei2Y~2~_ti~~yg~~- i~t~~y~~§~~t2 

[J~] = 0 

eli 

(Jd)+ 
n 

eli 

( 6 . 8. 52) 

(6.8.52') 

(6.8.52") 
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-++ -+-
eli (n = -n ) 

(6.8.52"') 

~~2~~~~~~~~ Mista tiedetaan, etta ehto (6.8.52) vastaa todelli­

suutta? Konvektio-diffuusioyhtalo (6.8.45) on syntynyt tavalli ­

sesti globaalin muodon 

( 6. 8. 53) 

eli 

(6.8.53') 

seurauksena, kun on sovellettu Gaussin lausetta. (Globaali muo -

to on voimassa myos tapauksissa, joissa alueen lapaisee jokin 

epajatkuvuuspinta, jolla differentiaaliyhtaloa (6.8.45) ei voi­

da kirjoittaa.) Ottamalla tarkasteltavaksi alueeksi kohtaan 

sint liittyva aarettoman ohut aineliuska, voidaan synnyttaa 

jatkuvuusehto (tilavuusintegraalin osuus haviaa rajalla pinta­

integraalin rinnalla) 

( 6. 8. 54) 

Se on ns. kokonaisvuon tiheyden jatkuvuusehto. Lahteessa [6.16] 

on esitetty myos formulaatio, joka kayttaa ehdon (6.8.52) sijas­

ta ehtoa (6.8.54). Tama ehto patee siis yleisesti, vaikka s. t 1n 
sattuisi olemaan (muita suureita kuin w* koskeva) epajatkuvuus-

viiva. Sen sijaan pelkkaa diffuusiovuon tiheytta koskevan jat­

kuvuusehdon (6.8.52) ei tarvitse aina valttamatta olla totta. 

Huomattakoon kuitenkin, etta jos tarkka ratkaisu on riittavan 

silea, ko. ehto on ilmeisesti oikeellinen. Muistetaan viela, 

etta sisareuna sint ei liity valttamatta itse ratkaisun mahdol­

lisiin epajatkuvuuskohtiin, vaan vain valitun elementtiverkon 

rajoihin. Jos ratkaisu ei ole riittavan silea, ehdon (6.8.52) 

oikeellisuus on tutkittava erikseen kayttaen hyvaksi kohdassa 
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5.7.5 esitettyja periaatteita. 

Suoritetaan askeiseen liittyen hieman lisatarkastelua. 01 -

koon kyseessa tapaus, jossa voidaan kirjoittaa ~ = p~. Talloin 

Ja = ~.Ja = ~·(p~~) = pv ~. Jos kyseessa on stationaarinen ta -
n n + + _ _ 

paus, kaava (5.7.34) antaa tuloksen [ pvn] = p vn - p vn = 0. 

Jos ~ voidaan otaksua jatkuvaksi, saadaan siis yhteys 

p+v+~+ - p-v-~- = 0 eli ITJaTI = 0. Kun tama otetaan huomioon 
n n n-U 

yhtalossa (6.8 . 54), jaljelle jaa juuri ehto (6 . 8 . 52). 

Todettakoon viela, etta lahteessa [6.16] on kaytetty vektoreil ­

le ~+ ja ~- eri suuntia kuin tassa esityksessa. 

Yhtalo (6 . 8 . 47) taydennetaan nyt jatkuvuusehdon (6 . 8 . 52) huo ­

mioonottamalla muotoon (tiivistetaan merkintoja) 

f 
~ ~a ~ ~d 

~ [(V•J )w* + (V•J )w* - Sw*]dA + 
e Ae 

+ J (J~ -~·Jd)wds + J [J~ wds = 0 • 
s 8 int 

(6 . 8.55) 

Huomataan, etta kenttayhtaloa on painotettu epajatkuvalla funk­

tiolla w* = w + p ja reunaehtoa ja jatkuvuusehtoa sen jatkuval­

la osuudella w. Lisaks i kenttayhtalon painotus tapahtuu vain 

alueessa A - s. t• Tama nakyy siina, etta integraali lasketaan ln 
elementeittain. Sijoitetaan esitys w* = w + p yhtaloon (6.8.55). 

Funktiolla p painotetut termit jatetaan osittaisintegroimatta. 

Termiin (~·Jd)w nahden suoritetaan osittaisintegrointi erikseen 

kussakin elementissa. Elementissa e saadaan 

aJd 
w + _x w)dA 

ay 

( 6. 8. 56) 
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Viivaintegraalitermi f~·Jdwds kumoaa yhtalossa (6.8.55) alueen 

reunalla olevan vastaavan termin, jos elementin jokin reunan osa 

cs. Tarkastellaan elementin tiettya sisareunaan sint rajoittu­

vaa reunaa. Olkoon tama varustettu plus- ja miinuspuolilla si ­

ten, etta ko. elementissa ~.jd = ~-·(Jd)-. Mutta talloin reu-
. . .. -+ -±d -+n+ · ·( J~d) + __ naan rajoittuvassa vastakka1sessa element1ssa n•J = 

-~-·(Jd)+. Esimerkiksi kaavan (6.8.52") perusteella havaitaan 

siis, etta myos hyppytermi katoaa yhtalosta (6.8.55). Jaljelle 

jaa esitys (siirrytaan kolmidimensioiseen tapaukseen) 

f [(V·Ja)w* - Jd·vw + (V · Jd)pJctv + 
v 

- { Sw*dV +f JdwdS = 0 , 
Jv s n 

2 

kun viela valitaan w = 0 s1 :lla. 

(6.8.57) 

Jos funktio p haviaa, joudutaan takaisin esitykseen (6.8.50). 

Funktio p katsotaan lahteessa [6.16]eraanlaiseksi hairiotermiksi 

(engl. perturbation), jonka valinnalla saadaan aikaan sopiva 

ylavirratus. Kuva 6.8.6 (a) esittaa kaaviollisesti tapausta, 

jossa w on elementeittain lineaarinen ja p elementeittain vakio. 

Epastationaarisuus voidaan jalleen hoitaa sijoituksella 

s := s - 8~/at. Toinen mahdollisuus on kayttaa hyvaksi kohdan 

6.8.2 lopussa esitettya tulkintaa ja soveltaa elementtiesitysta 

paikka-aika-avaruudessa. 

Kontrollialuekeino. Kasitellaan lyhyesti erasta jaannosmenetel­

man versiota, jota sovelletaan paljon nestemekaniikan yhteydes­

sa. Menetelman englanninkielisia nimityksia ovat mm. control­

volume formulation, finite-volume formulation, finite - cell formu­

lation. Puhumme tassa kontrollialuekeinosta. Kyseessa on itse 

asiassa osa-aluekeinon (ks. esimerkki 4.9.1) soveltaminen. 

Esimerkiksi kolmidimensioisessa tapauksessa tarkasteltava 

alue jaetaan suurinpiirtein heksaedrin muotoisiin tilavuusosiin 

eli elementteihin eli kontrollialueisiin (eli osa-alueisiin). 

Kaytetaan epajatkuvia painofunktioita, jotka saavat kukin tie ­

tyssa kontrollialueessa arvon yksi ja kaikkialla muualla arvon 
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nolla. Esimerkiksi yhtalosta (6.8.45) seuraa siis ensin yhtalo 

( 6. 8. 58) 

jossa e viittaa kontrollialueeseen. Gaussin lauseen soveltami ­

nen tuottaa sitten muodon 

( 6 . 8 . 59) 

Huomataan yleensakin, etta jos kenttayhtalo on sailymismuodossa 

(ks. kohdan 6.8.1 huomautus 2), esitetty manipulaatio tuottaa 

integraalimuodossa olevan yhtalon, jossa esiintyy kontrollialu­

een pinnan yli otettuja integraaleja, joiden integrandit ovat 

tyypiltaan vuon tiheyksia ~·J. Nailla on yleensa selkea fysikaa ­

linen merkitys ja ne esiintyvat usein samoin reunaehdoissa, joka 

seikka helpottaa reunaehtojen kasittelya. Diskreetit yhtalot 

synnytetaan yhtalon (6.8.59) tyyppisista yhteyksista approksi­

moimalla niissa esiintyvia suureita sopivasti. 

Puhtaan stationaarisen diffuusioyhtalon variaatioperiaate. Kuten 

edella on kaynyt ilmi,puhdas stationaarinen diffuusioyhtalo reu­

naehtoineen on tyyppia 

-v.j - s = 0 V:ssa ( 6. 8 . 60) 

<I> = <I> ( 6. 8 . 61) 

~.j = J n s 2 :lla ( 6. 8. 62) 

joissa viela 

( 6. 8. 63) 

(Diffuusioon liittyva viite d on jatetty tassa yhteydessa muka ­

vuussyista pois.) Saadaan siis muuttujaa ¢ koskeva yhtalosys ­

teemi 



6.8.29 

v· tr·v¢) + s = 0 I V: ssa , (6.8.64) 

¢ = ¢ s 1 : lUi , ( 6. 8. 65) 

-+~-v s 2 :lla ( 6. 8. 66) -n • r · ¢ = J n 

Yhtaloiden kaksidimensioiset havainnollisemmat vastineet esiin­

tyvat kaavoina (6.8.32), (6.8.36) ja (6.8.37' ). 

Tyyppia (6.8.64) oleva differentiaaliyhtalo kulkee alan kir­

jallisuudessa usein nimella ~y~~~~~~~2~~~~~ yhtalo (engl. quasi­

harmonic equation). Tata nimitysta naytetaan kaytettavan eten­

kin silloin, kun diffusiivisuusmatriisi on diagonaalinen, jolloin 

yhtalo hieman yksinkertaistuu. Kvasiharmoninen yhtalo esiintyy 

hyvin monien fysikaalisten ilmioiden yhteydessa. Tassa monis­

teessa naita ovat mm. jannitetyn kalvon probleema, lammonjohtu­

minen, voiteluvirtaus seka erikoistapauksina kaikki probleemat, 

joissa paadytaan Poissonin tai viela Laplacen differentiaaliyh­

taloon. Laplacen yhtalon ratkaisuja nimitetaan tunnetusti har­

monisiksi funktioiksi, joka seikka selittanee osittain termia 

kvasiharmoninen. 

Kvasiharmonisella yhtalolla (6.8.64) standardireunaehtoineen 

(6.8.65) ja (6.8.66) on olemassa vastaava variaatioperiaate 

orr = o , I (6.8.67) 

jossa funktionaali 

- Jv ScpdV + Js~n¢ds . ( 6. 8. 68) 

L. 

Luvallisen argumenttifunktion ¢ tulee toteuttaa oleellinen reu­

naehto ¢ = ~ osalla s 1 . Funktionaali (6.8.68) - usein viela 

tietyilla taydennyksilla varustettuna - on elementtimenetelma­

kirjallisuudessa jatkuvasti vastaantuleva olio. 
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6.9 Kokoonpuristuva virtaus 

6.9.1 Y1eista 

Kaasut ovat huomattavasti he1pommin kokoonpuristuvia kuin var­

sinaiset nesteet. Taten o1ee11isesti kokoonpuristuva virtaus 

esiintyy tava11isimmin kaasujen yhteydessa ja termi11a kaasume ­

kaniikka tarkoitetaankin juuri virtauksen tarkaste1ua kokoonpu­

ristuvuus huomioon ottaen. (Teorian erikoistapauksena saadaan 

tietysti myos kokoonpuristumaton tapaus.) Kokoonpuristuvaan 

virtaukseen 1iittyy useita erikoispiirteita, joiden ymmartami ­

seksi aikaisemmin esitettyja y1eisia yhta1oita tu1ee 

tyostaa ede11een seka 1isaksi tarvitaan apuna uusiakin kasittei -

ta kuten entropia . 
\ 

Energiayhta1o kytkeytyy voima11isesti mukaan va11itseviin 

kaavoihin. Kun ede11a on puhuttu ideaa1inesteesta tai kitkatto­

masta virtauksesta, o1emme otaksuneet nesteen 1eikkausjannitys­

ten haviavan. Jos kuitenkin kitka jatetaan huomiotta asettama1 -

1a viskositeetti ~ = 0, on johdonmukaista asettaa samanaikaises­

ti myos 1ammonjohtavuus k = 0. On nimittain osoitettu, etta kit ­

ka ja 1ammonjohtuminen ovat saman mikroskooppise11a taso11a ta­

pahtuvan i1mion seurauksia. Kaasumekaniikassa puhutaan usein 

1yhyesti ns. §~~~~!~-~~i~~~~ (~ ~ 0, k ~ 0), kun tarkaste11aan 

~!~~~~~2~~~ ja ~~~E9~i2Q~~~~~~2~~~ ma11in mukaista virtausta. 

Tasta tapauksesta kaytetaan ede11een joskus tode11isen nesteen 

vastakohtana nimitysta ideaa1ineste. 
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6.9.2 Lisaa termodynamiikkaa 

Entropia. Kohdassa 3.2 viitattiin ~~~~2E!~~-~~~y~~-E~~!~~~~~~~ 

aksioomaan. Tavallisempi nimitys on ~~~~2gy~~~!!~~~-~2!~~~-E~~­

~~~~~2 (engl. the second law of thermodynamics). Se voidaan 

esittaa klassillisessa muodossaan mm. seuraavasti [2.6, s. 56]: 

Kappaleella on olemassa tilasuure s, ns. entropia, siten etta 

mielivaltaisessa prosessissa 

(6.9.1) 

jossa dwQ on kappaleen ulkopuoleltaan saama differentiaalinen 

lampe ja T on kappaleen termodynaaminen lampotila. 

Jos kaavassa (6.9.1) esiintyy yhtasuuruusmerkki, vastaavan 

prosessin sanotaan olevan reversiibeli eli E~!~~~~y~ (engl. 

reversible). Jos nain ei ole, prosessin sanotaan olevan irre­

versiibeli eli E~!~~~~~~~2~ (engl. irreversible). 

varsinaisessa kenttateoriassa toinen paasaanto taytyy esittaa 

kaavaa (6.9.1) yleisemmassa muodossa [2.6, s. 68]. Jos kaava 

(6.9.1) koskee aarellista kappaletta, kaavalla on nimittain selvas­

ti mielta vain siina erikoistapauksessa, etta lampotila on vakio 

koko kappaleessa. Sovellamme kaavaa (6.9.1) kuitenkin jatkossa 

differentiaaliseen ainealkioon, jolloin sen alueella lampotilaa 

voidaan pitaa tietylla tarkkuudella vakiona, vaikka lampotila 

muuttuisikin paikan suhteen itse kappaleessa. (Kenttateorian 

kannalta toimitaan hieman virheellisesti, mutta edella esitetty 

kaavan (6.9.1) kaytto on kuitenkin tavanomaista kaasumekanii­

kassa). 

Merkitaan kappaleen entropiaa massalla jaettuna eli ns. omi­

~~!~~~~~2E!~~ (engl. specific entropy) tunnuksella s ([s] = 
JK-lkg-

1
). §~ -2~ siis myos ~!!~~~~~~· Kappaleen entropia saa­

daan siten lausekkeena 

s = J sdm = fvpsdV . (6.9.2) 

Samaten differentiaalisen ainealkion (massa m, tilavuus V; kuten 

kohdassa 4.2 haluamme valttaa merkintojen dm ja dV kayttoa) ent-
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ropia S = ms = psV ja sen muutos 

dS = m ds = pdsV (6.9.3) 

koska m on vakio. Ainealkion ajassa dt saama differentiaalinen 

lampo (tassa dS on pinta- alkio) 

~ ~ ( ~ ~ 
= (-V•q Jy dV)dt = - V•qVdt . (6.9.4) 

On sovellettu divergenssilausetta ja otettu huomioon, etta suu­

retta V•q voidaan pitaa alkion alueella vakiona. Kaava (6.9.1) 

saa siis ainealkioon sovellettuna muodon 

~ ~ 

pdsV > - V•gVdt 
T 

(6.9.5) 

eli 

Tpds > 
~ ~ 

-V•qdt (6.9.6) 

eli 

j Ds > ~ ~ 

Tp Dt 
-V•q . (6.9.7) 

(On huomattava, etta kyseessa ovat ainealkion prosessissa koke­

mat muutokset, joten dt:lla jakaminen tuottaa ainederivaatan.) 

Kohdassa 5.6.2 johdettiin paikallinen energiayhtalo (5.6.26): 

] 
De = *(]: (i _ V ~ - ] 

· l- p _Dt ___ ·q . 
(6.9.8) 

Sen ulkomuoto vaihtelee paljon, jos viela kaytetaan joitakin 

yhteyksista (ks. kaavat (5.6.12), (5.3.8), (5.3.9)) 

~~ ~ ~ 

a:d = -pdv + a*:d (6.9.9) 

eli 

I 

J 
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(6.9.9') 

ja 

ct = v·~ - _1:. ~ V - p Dt (6.9.10) 

Saadaan siis esimerkiksi muoto 

De 
p Dt = E. :!2.2. + ~*:d:"- v·Ci p Dt (6.9.11) 

Ratkaistaan tasta termi V·q ja sijoitetaan 1auseke epayhta1oon 

(6.9.7), jo11oin se tu1ee o1emaan 

T Ds _ P De + E. :QQ. + +--+*. ~d > 0 p Dt Dt p Dt 0 
· - • 

(6.9.12) 

Tasta seuraa, etta mie1iva1taisessa prosessissa 

(6.9.13) 

ja 

( 6. 9. 14) 

Naiden tu1osten johto on esimerkki tyypi11isesta entropiakasit­

teen yhteydesta harraste1usta 1oogisesta temppui1usta, jota se-

1ostetaan esimerkissa 6.9.1. 

E5imerkki 6.9.1 Entropian ka5vun periaate. 
Tarka5tel laan kaavaa (6.9. 12), jonka tulee patea mielivaltai5e55a pro -

5e55i55a. Olkoon ky5ee55a yk5inkertaineh kokoonpuri5tuva aine (k5. kohta 
3.4.5) ja otetaan vaikka p ja T ri ippumattomik5i ti lamuuttujik5i. Tal loin 
5ii5 5 = 5(p,T), e = e(p,T) ja li5ak5i 

(~ 5 ) dp + (.£2) dT 
op T aT p 

(~e) dp + (~) dT 
op T aT P 

d5 

} (a) 

de 
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Val i taan ens in sell a i nen prosess i, etta it"* :"tr hav i aa. (Vo i daan ottaa es i ­
merkiksi isotrooppinen venymanopeustapaus dxx = dyy = dzz = dv/3 ja 
dyz = dzx = dxy = 0, jolloin ii"* :"tf = (cr~+cry+cr~)dv/5 = 0; ks. kaava (3.4.18). 
Tai otetaan aarettoman hidas prosessi, jol loin nesteen maaritelman perus ­
teella"'cJ* =Y.) Kaava (6.9.12) jaa ensin muotoon 

(b) 

Otaksutaan nyt, etta tietyi l laval itui l la arvoi lla dp = -p dvdt, dT kaavan 
(b) vasen puol i on suurempi kuin nolla ja si is epayhtalo toteutuu. Mutta 
kertoimet Tp , p, p/p ja kaavoissa (a) e siintyvat osittaisderivaatat ovat 
ti lamuuttujia ja eivat taten ri ipu muutoksista dp ja dT. Jos sitten val i ­
taankin muutokset -dp ja -dT, kaavan (b) vasen puoli vaihtaa si is merkki­
aan ja epayhtalo ei toteudu. Taten ainoa mahdol lisuus on, etta kaavassa 
on voimassa yhtasuuruusmerkki ja seurauksena saadaan yhtalo (6.9. 13). 
Vaikka se siis syntyi tietyn val itun prosessin seurauksena, se on nyt voi ­
massa mielivaltaiselle prosessille, koska yhtalo on pelkas t aan ti lasuurei ­
ta ja ni iden muutoksia koskeva. Kun yleinen yhtalo (6.9.13) sijoitetaan 
epayhtaloon (6.9. 12), jaljelle jaa mielivaltaist~rosessia koskeva tulos 
(6.9.14). Se sanoo, etta kitkavoimien teho -~: ddV on negati ivinen tai 
korkeintaan nol la. (Vertaa kohdan 5.6. 1 huomautus 2.) Tuntuu ehka ih ­
meelliselta, etta yhdesta epayhtalosta (6.9. 12) voidaan johtaa seka yksi 
yhtalo etta toinen epayhtalo. Selitys on si ina, etta e payhtalon (6.9.12) 
tulee patea ei vain yhdelle vaan mielivaltaiselle prosessi lle. 

Jos yhtaloon (6.9. 13) viela sijoitetaan lausekkeet (a), saadaan tulos 

[pT (~) - P (~) + E.] Q.e_ + 
ap T ap T p Dt 

(~) ] DT = O 
aT p Dt 

Koska p ja T valitti in ri ippumattomiksi ti lamuuttujiksi, patee si is 

0 

(c) 

(d) 

(e) 

Tamantapaisia yhteyksia esiintyy termodynamiikan kirjallisuudessa suunna ­
ton maara. Kaavoista (d) ja (e) voidaan taas synnyttaa mm. muodot 

(f) 

T . (g) 
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Yhtalo (6.9.13) on tarkea, entropian lausekkeen kokeelliseen 

tai analyyttiseen maarittamiseen sopiva yleinen yhteys. Se kul­

kee usein nimella gt99§t~-Y~~~!2 (yksinkertaista kokoonpuristu­

vaa ainetta koskevana). Kirjoitamme sen viela manipuloituna muo­

toon (kerrotaan yhtalo puolittain termilla dt/(pT)): 

G l + E. d(l) [ = - de T T p (6.9.15) 

eli 

ds l de - ___E._ dp = T p2T 
. ( 6 • 9 • 15 I ) 

Tietyissa yhteyksissa on osoittautunut edulliseksi maaritella 

eras uusi tilasuure, ns. 2~t~~t§~~~~!2t~ (engl. specific entalpy) 

h ([h] = Jkg-l) kaavalla 

h = e + E. -I p ( 6. 9. 16) 

Differointiointi ant a a 

dh de + l pd(l) = - dp + p p (6.9.17) 

eli 

dh de l p_ dp = + - dp . p 2 p 
(6.9.17') 

Ratkaisemalla de esimerkiksi yhtalosta (6.9.17) ja sijoittamalla 

se yhtaloon (6.9.15) saadaan vastaavasti 

( 6. 9. 18) 

Huomautettakoon, etta termodynamiikassa operoidaan usein tiheyden 

p sijasta ns. 2~t~~t§~t!~Y~~g~~ (engl. specific volume) V/m = l/p 

avulla. Tama selittaa eraille edella kasitellyille kaavoille 

valitun esitystavan. 
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Entropia on "kasinkoskettelemattomuudessaan" tunnetusti vaikea 

kasite. Sen syvalliseksi omaksumiseksi tarvitaan perusteellista 

termodynamiikkaan tutustumista. Kuitenkin entropiaa voidaan 

hyodyntaa pitkalti hyvaksymalla se vain maarittelemattomaksi 

suureeksi, jonka arvon muutoksia voidaan laskea: Yhdella kilo­

grammalla vetta tietyssa tilassa on tietty maara entropiaa. 

Sisaenergia, entalpia ja lampokapasiteetit. Kaavalla (4.2.44) 

maaritelty ominaislampokapasiteetti c esitettiin seuraavasti: 

_ dwQ 
c - mdT · (6 . 9.19) 

Saamme c:lle eraat uudet tulkinnat kaytamalla hyvaksi johtamaamme 

energiayhtalon paikallista muotoa (vrt. kaava (6.9.11)) 

De -+ -+ 
p Dt = -'V•q +--+* +--+d pdv + a : . ( 6. 9. 20) 

Tasta syntyy differentiaalista ainealkiota (massa m, tilavuus V) 

koskeva yhteys kertomalla yhtalo ensin puolittain termilla Vdt: 

(6.9.21') 

eli 

( 6. 9. 21) 

on sovellettu kaavaa (6.9.4) seka yhtalosta (5.3.11) syntyvaa 

tulosta dV = dvVdt. Yhtalo (6.9.21) - usein ilman dissipaatio­

termia - esiintyy yleisesti muodossa tai toisessa termodynamiikan 

kirjallisuudessa (vrt. myos kaavat (3.4.39') ja (3 . 4.40)). 

Otetaan ens in vakiomuodonmuutosprosessi ~ = ff; se sisal taa 

tietenkin talloin myos vakiotilavuusprosessin dV = 0 eli isokoo­

risen prosessin. Yhtalo (6.9.21) saa muodon 

(6.9.22) 
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eli 

( 6. 9. 23) 

Taten 

. I ( 6. 9. 24) 

Alaviitteen v sijasta voidaan kayttaa myos viitetta p tai 1/p. 

Otetaan sitten isobaarinen prosessi dp = 0. Valitaan viela 

tapaus, jossa kitka haviaa; esimerkiksi hyvin hidas prosessi. 

Yhtalo (6.9.21) saa muodon 

mde = dwQ - pdV 

= c mdT - pdV p ( 6. 9. 25) 

eli 

de c dT dV c dT pd(~) = p = p m p 

= c dT pd(l) 
p p 

( 6. 9. 26) 

Ominaisentalpian differentiaali (6.9.17) on isobaarisessa tapauk­

sessa 

(6.9.27) 

Ratkaistaan tasta deja sijoitetaan lauseke yhtaloon (6.9.26): 

( 6. 9. 28) 

Taten 

( 6. 9. 29) 

Vaikka kaavat (6.9.24) ja (6.9.29) ovat syntyneet tiettyja 

erityisia prosesseja tarkkailemalla, kaavojen nyt maarittelemat 
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termit cv ja cp ovat tilasuureita, silla tilasuureiden e(T,p) ja 

h(T,p) derivaatat ovat luollillisesti myos tilasuureita. 

Ihannekaasu. Ihannekaasuun liittyvia kaavoja on esiintynyt edel­

la mm. kohdassa 5.2. Kerataan tarkeimmat yhteydet tahan ja esi­

tetaan viela joitakin uusia. 

Terminen eli kineettinen tilanyhtalo: 

J p = RpT ·l (6.9.30) 

Kaasuvakio 

(6 . 9.31) 

Adiabaattivakion 

y =52 ( 6. 9. 32) 

mukaanotto synnyttaa lisaksi mm. kaavat 

R = (y - l)cv ( 6. 9. 33) 

ja 

(6.9.34) 

Kirjallisuudessa esitetaan usein seuraavat maaritelmat. Kaasu 

on ~~~~!~~~~! - ~~yg~!!!~~~ (engl . thermally perfect), jos ominais­

sisaenergia ja ominaisentalpia riippuvat vain termodynaamisesta 

lampotilasta eli e = e(T), h = h(T). Kaasu on ~~!2~!~~~~!-~~y­

g~!!!~~~ (engl. calorically perfect), jos ominaislampokapasitee­

tit cp ja cv ovat vakioita. Otaksumme jatkossa, etta kyseessa 

on seka termisesti etta kalorisesti taydellinen kaasu. 

Talloin kaavojen (6.9.24) ja (6.9.29) perusteella mielivaltai­

sessa prosessissa ensinnakin 

de = de dT = 
dT (6.9.35) 
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ja 

dh dh = dT dT = ( 6. 9. 36) 

Integroima1la saadaan 1isaksi 

( 6 • 9 • 3 7 ) 

ja 

( 6. 9. 38) 

jos asetetaan e(O) = 0, h(O) = 0. (Koska y1eensa kasitel1aan vain 

e:n ja h:n muutoksia, naiden suureiden abso1uuttisia arvoja ei 

tarvita ja siis referenssiarvot voidaan va1ita vapaasti.) 

Ominaisentropiaa koskevat yleiset kaavat (6.9.15) ja (6.9.18) 

saavat termisesti 

kaavojen (6.9.30), 

ds 
cv 

dT R = -T p 

ja 

c 
R ds = _E. dT -T p 

ja ka1orisesti tayde11ise11a 

(6.9.35) ja ( 6. 9. 36) avu1la 

dp 

dp . 

ihannekaasu11a 

muodot 

( 6. 9. 39) 

(6.9.40) 

Nama ovat ominaisentropian kokonaisdifferentiaa1in 1ausekkeita. 

Taten s voidaan maarittaa viivaintegraa1ina 

0 t cv 
dT - R dp) s = s + (-

T p (6.9.41) 

tai 

( 6. 9. 42) + r c 
R 0 (_E. dT - dp) s = s 

Jo T p 

pitkin mie1iva1taista reittia vastaavasti T,p- tai T,p-tasossa . 
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Edella merkinta o viittaa referenssipisteeseen ja s 0 siina val ­

litsevaan ominaisentropian arvoon . Kulkemalla referenssipistees ­

ta ensin esimerkiksi suoraa p = vakio (p = vakio) ja sitten suo ­

raa T = vakio pitkin saadaan helposti tulokset 

s(T,p) cv£n 
T R£n Q_+ 0 = - s 
To 0 p 

( 6. 9. 43) 

ja 

s(T,p) £n T R£n E_+ 0 = c - s p To 0 p 
( 6. 9. 44) 

Jatkossa osoitetaan, etta Eulerin rajalla ainealkion kokema 

prosessi on teoriassa isentrooppinen eli alkion ominaisentropia 

s sailyy. Kun kaavoissa (6.9.43) ja (6.9.44) valitaan tapaus 

s = s 0
, saadaan !~~~~~22EE!~~~§~-E~2~~~~!~~~ patevat yhteydet 

( 6. 9. 45) 

Kaavojen (6.9.33) ja (6.9.34) avulla viela 

( 6 . 9. 46) 

josta edelleen esimerkiksi 

( 6 • 9 • 4 7 ) 

Kyseessa on siis barotrooppinen tapaus p = p(p) ja viela siis 

polytrooppisen lain (5.2.7) eli p = vakio•pn erikoistapaus siten, 

etta eksponentti n = y. Jos askeisissa kaavoissa sovelletaan 

lisaksi termista tilanyhtaloa (6.9.30), saadaan lukuisa maara 

toisiaan muistuttavia kaavoja, joita ei kuitenkaan katsota tar ­

peellisiksi esittaa tassa. 
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6.9.3 Lisaa energiayhtalosta ja Bernoullin yhtalosta 

Energiayhtalo. Energiayhtalo esiintyy kirjallisuudessa kaasume ­

kaniikan yhteydessa eri tilanteissa erinomaisen hammentavan mo ­

ninaisissa muodoissa. Yleensa tietysta kaavasta paastaan toi ­

seen jatkuvuusyhtaloa ja tulon derivointikaavoja soveltamalla. 

Yhtaloiden maaraa lisaa viela se, etta niissa voivat esiintya 

ominaisentropian- ja entalpian lisaksi mm. suureet 

e + 1 2 [ et = v 2 ( 6. 9 . 48) 

ja 

I ht h + 1 2 
et + 12. = - v = 2 p ( 6. 9. 49) 

Nama kulkevat usein vastaavasti nimilla virtauksen ominaiskoko-

~~!~~~~~g!~ (engl. specific !otal energy) ja ~2~2~~!~~~~~!E!~ 

(engl. !otal entalpy). Jalkimmainen nimitys ei ole kovin hyva, 

koska sanonta kokonaisentalpia tuo mieleen koko valitulle kappa­

leella integroimalla saadun entalpian. Kasitellaan nyt joitakin 

vaihtoehtoisia energiayhtalon muotoja. 

Entalpia ilmestyy useisiin kaavoihin. Katsotaan esimerkiksi 

energiayhtalon (6.9 . 11) eli uudestaan yhtalon 

De n Dn +-+ ~ -+ -+ 
P - ~ ~ + a*:a - V·q Dt - p Dt ( 6. 9. 50) 

termia p/p•Dp/Dt. Derivointi osoittaa, etta kaava 

E. .!2.12. - - Q__ ( E. :!2£. 
p Dt - p Dt p) + Dt ( 6. 9. 51) 

pitaa paikkansa. Taman lausekkeen sijoitus yhtaloon (6.9.50) 

antaa muodon 

Dh 
p Dt = Ql2. + *(]* :*d - v •q 

Dt ( 6. 9. 52) 
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Johdimme paikallisen energiayhtalon (6.9.8) lahtien liikkeel­

le yhtalosta E = PQ - Pint eli yhtalosta 

(6.9.53) 

Jos vasempaan puoleen sovelletaan Reynoldsin lauseen (3.3.88") 

sijasta muotoa (3.3.88') (f = pe), saadaan yhtalo 

( 6. 9. 54) 

Paikallinen energiayhtalo on taten 

-h-(pel + v. (pile) ~ -pV·V + 'iJ•,'d - v.q .J (6.9.55) 

Lahdetaan sitten seuraavaksi liikkeelle suoraan energian ta­

seen aksioomasta E + K = Pext + PQ eli (ks. kaava (6.9.48)) 

(6.9.56) 

Sovelletaan Reynolds in lausetta ( 3. 3. 88") ( f = et) j a Gauss in lau­

setta (L.2.9") (f = d·~ ja f = q): 

De 

f p _.!. ctv = Jr [pb·~ + -v. (~\~) - v·q]dv . 
V Dt V 

(6.9.57) 

~ ~ ~ 

Tasta syntyy paikallinen muoto (a= -pi +a*) 

Det ~ ~ ~ ~ 
p Dt = pb•v- V•(vp) + 

----- 1 
~ ~ ~ ~ 

v • (a * · v-q) • 

-------
( 6. 9. 58) 

~ ~ 

Tarkastellaan viela termia V•(vp). Saadaan 

avx av av 
= P(ax + ~ + azz) + 



eli 

Lisaksi 

ja 

+v lE+v .££+ .9.£ 
X ax Y ay Vz az 

=.!2.!2. 
Dt 

.9.£ 
at 

6.9.14 

(6.9.59') 

( 6. 9. 59) 

( 6. 9. 60) 

( 6. 9. 61) 

On kaytetty hyvaksi ainederivaatan lauseketta, dilataationopeu­

den kaavaa (6.9.10) seka kaavaa (6.9.51). Taten 

( 6. 9. 62) 

Yhtalo (6.9.58) saa siis muodon (ks. kaava (6.9.49)) 

Dht :+ ~ an -;Z +-+ ~ ~ 
P = pb • v + = + v • ( a * • v-q) Dt at (6.9.63) 

Lopuksi sovelletaankin yhtaloon (6.9.56) Reynoldsin lauseen 

(3.3.88") sijasta muotoa (3.3.88') (f = pet). Saadaan 

f :+ ~ -;Z +-+~ -;Z ~ 
= v[pb•v + v•(a•v) - v•q]dV. ( 6. 9. 64) 

Tasta syntyy paikallinen muoto 

( 6. 9. 65) 



6.9.15 

Ominaisentropian ja -entalpian sisaltavia, joskus tarpee1lisia 

yhteyksia saadaan mm. Gibbsin yhtaloista (6.9.15) ja (6.9.18): 

Ds 1 De + £ D 1 = T Dt(p) Dt T Dt 
( 6. 9. 66) 

Ds 1 Dh LQE. = -Dt T Dt pT Dt . (6.9.67) 

Jos kyseessa on homogeeninen neste, saadaan vastaavasti mm. 

()s 1 ()e + l2 d 1 = T ()x(p) ()x T ()x ( 6. 9. 68) 

()s 1 ()h 1 ~ = -()x T ()t pT ()x . (6.9.69) 

~~2~~~~~~-!· Ihannekaasua koskeva energiayhtalo (5.6.37) esiin­

tyy kirjallisuudessa usein vaihtoehtoisessa muodossa [6.14, 

s. 267] 

( 6. 9. 70) 

Tahan paastaan seuraavasti. Ensinnakin termisesti taydellisella 

kaasu1la de = cvdT ja dh = cpdT . Toisaalta ominaisentalpian 

maaritelmasta (6.9.16) seuraa differentioimalla tulos 

dh = de + d(p/p) eli ihannekaasulle 

( 6. 9. 71) 

Tama voidaan saattaa yhtalon (6.9.61) avu1la muotoon 

Pc DT _ pc DT Q£ _ pV·~ 
V Dt - p Dt Dt ' (6.9.72) 

jonka sijoitus kaavaan (5.6.37) tuottaa yhtalon (6.9.70). 

~~!~~~~-~~i~~ otaksuma yksinkertaistaa useita edella esitet­

tyja kaavoja huomattavasti, koska voidaan siis asettaa ~* = tr 
ja q = 0. Erityisesti syntyy seuraava tarkea asetelma. Energia­

yhtalosta (6.9.50) saatu yhteys 



De _ £ .!212. 
p Dt - p Dt 

sijoitettuna Gibbsin yhtaloon (6.9 . 13) antaa tuloksen 

Ds = 0 Dt 

6 . 9 . 16 

(6 . 9 . 73) 

( 6 • 9 • 7 4 ) 

eli kitkattomassa, adiabaattisessa (jos sateilya ei ole = lam­

poajohtamattomassa) virtauksessa nestealkion ominaisentropia 

sailyy arvoltaan vakiona . Pysyvassa virtauksessa s on siis 

vakio myos kullakin virtaviivalla. Kun yhtalo (6.9.74) patee, 

sanotaan tavallisesti, etta virtaus on !~~~~~22EE!~~~· Usein 

voidaan otaksua lisaksi, etta virtaus saapuu tutkittavaan aluee­

seen siten, etta nestealkioilla on sama ominaisentropian arvo. 

Yhtalon (6.9 . 74) vallitessa ominaisentropialla on silloin koko 

alueessa ja koko ajan sama arvo. Sanotaan, etta virtaus on tal ­

loin Q2~~~~~22EE!~~~ (engl. homentropic, thoroughly isentropic). 

Askeisten termien merkitys vaihtelee kyllakin hieman eri oppi ­

kirjoissa. 

Yhtaloa (6.9.74) hyvaksikaytetaan laajalti kaasumekaniikassa . 

Se ei pade riittavalla tarkkuudella shokeissa, rajakerroksissa, 

vana-alueissa jne. Esimerkiksi shokin lapi kulkiessaan nesteal ­

kion s:n arvo saa tietyn hypyn, mutta shokin jalkeisessa vir ­

tauksessa voidaan yleensa jalleen soveltaa yhtaloa (6.9.74). 

Bernoullin yhtalo. Kun otaksuttiin Eulerin raja, merkitsi se 

mm. kitkattomuutta: 0(1). Seurauksena saatiin lisaksi isentroop­

pinen prosessi nestealkiolle. Jos kuten tavallista neste on 

viela homogeenista, kyseessa on siis barotrooppinen homogeeninen 

tapaus: 0(3). Lisaksi painefunktiolla \f on ihannekaasun tapauk­

sessa lauseke (ks. kaavat (6.4.11) ja (6.9.47)) 

y - 1 
0 y 

\f= Y L[(12--) - 1] 
y - l 0 0 p p 

0 y- 1 
= y - l % [ (%) - l] . 

p p 
( 6 . 9. 75) 
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Tarkastellaan barotrooppiseen yhteyteen p = p(p) liittyvaa 

maaritelmaa 

(6.9.76) 

osoittautuu, etta suure a on fysikaaliselta merkitykseltaan pai­

kallinen aanen nopeus. (Ks. kohta 6.9.5 seka kaava (5.2.14) ja 

esimerkin 5.2.1 kaava (b).) Ihannekaasun isentrooppisessa pro­

sessissa patee yhteys (6.9.47) ja siis 

( 6 0 9 0 77) 

Havaitaan, etta lauseke (6.9.75) voidaan esittaa myos muodossa 

1 2 0 2 
\f' = Y _ 1 [a - (a ) J • ( 6 0 9 0 78) 

Suure a 0 viittaa siis aanen nopeuteen referenssitilassa p 0
, 

(ao)2 = ypo/po. 

0 
p ; 

Kaasumekaniikassa jatetaan tilavuusvoimat tavallisesti huo­

miotta eli b = 0 ja niin haluttaessa voidaan sanoa, etta kysees-

sa on pyorteeton voimakentta: 0(2) ja Q = o. 
Tarkastelemme tassa lisaksi vain pysyvaa pyorteetonta virtaus­

ta: 0(4), 0(5). Otaksumien 0(1), 0(2) ja 0(3) vallitessa saa­

daan nimittain kohdassa 6.5 esitetyista syista usein pyorteeton 

virtauskentta. Bernoullin yhtalon muoto (6.4.29) on voimassa 

[0(1), 0(2), 0(3), 0(4), 0(5)] 

( 6 0 9 0 79) 

koko alueessa. Olkoon virtausnopeus v 0 pisteessa, jossa vallit­

sevat valitut vertailuarvot p0
, p 0

• Usein ko. pisteeksi vali­

taan hairiintymattomassa alueessa, kaukana tutkittavasta koh­

teesta oleva piste. Vakio saa siis arvon l/2·(v0
)
2 ja Bernoul­

lin yhtalo voidaan kirjoittaa muotoon 
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( 6. 9. 80) 

Tama kaava antaa siis paikallisen aanen nopeuden heti, kun pai ­

kallinen virtausnopeus v on selvilla. 

tl~2~~~E~~-~ · Kaasumekaniikan kirjallisuudessa esiintyy ehka 

osittain historiallisena painolastina eraita melko omituisia ni ­

mityksia, joiden merkitykset saattavat viela vaihdella eri lah­

teissa. Mainitaan naista muutamia. 

§E~~~~!g~~-E~!~~ (engl . static pressure). Talla tarkoitetaan 

tavallisesti suuretta, jota olemme nimittaneet edella pelkastaan 

paineeksi ja jolle olemme kayttaneet tunnusta p. Siis mm. nes ­

tedynamiikan probleeman painetta nimitetaan staattiseksi paineek­

si! Sana staattinen on ilmeisesti tarpeeton ja viela lisaksi 

harhaanjohtava . Jos paine ajateltaisiin mitatuksi anturilla, 

taman taytyisi olla pieni, nopeasti reagoiva, nesteen mukana 

liikkuva osanen, joka mittaisi aina kussakin pisteessa kolmessa 

toisiaan vastaan kohtisuorassa suunnassa vaikuttavien normaali­

jannitysten arvot. Paineen arvo saataisiin taman jalkeen kaavaa 

(3.4.17) soveltamalla. Jos anturi nimittain asetetaan kiinteas ­

ti johonkin pisteeseen, virtausnopeus haviaa anturin pinnalla 

eli anturi aiheuttaa hairioita virtauskenttaan eika siis mittaa 

todellista hairiotonta tilannetta . (On laitteita, joilla staat -

tinen paine voidaan mitata tietylla tarkkuudella, vaikka anturi 

on kiintea virtauksen suhteen. Ks. myos kohdan 6.10.1 tulos 1.) 

~!g~~~E!~~~-E~!~~ (engl. kinetic pressure) maaritellaan suu­

reena pv2/2. Joskus talle suureelle naytetaan kaytettavan myos 

nimitysta 9~~~~~!~~~-E~!~~ (engl . dynamic pressure). Dynaamisel ­

la paineella tarkoitetaan kuitenkin tavallisemmin kohdan 6.12 

huomautuksessa 1 selostettua suuretta. 

§~~~~~!g~~-!~~E9t!!~ (engl. static temperature). Tama on ni ­

mityksen staattinen paine vastine. Siis kyseessa on suure, jota 

olemme edella nimittaneet pelkastaan lampotilaksi ja jolle olem­

me kayttaneet tunnusta T. Vastaavan lampotila-anturin tulisi 

jalleet kulkea virtauksen mukana. 

~2~2~~!~P~!~~ - j~ -~~~2~~!~!~~P9~!!~ (engl. total pressure, 
total temperature). Vallitkoon virtauskentassa tietyssa pistees -
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-+ sa nopeus v, (staattinen) paine p ja (staattinen) lampotila T. 

Tahan samaan pisteeseen assosioidaan kuviteltu paine, ns . koko ­

naispaine p ja kuviteltu lampotila, ns. kokonaislampotila T 
0 0 

seuraavasti. Ajatellaan, etta kyseessa oleva neste - alkio saate -

taan isentrooppisessa prosessissa lepotilaan. Saadut (staattinen) 

paine ja (staattinen) lampotila ovat suureet p ja T . Joskus 
0 0 

kokonais - sanan sijasta naytetaan kaytettavan synonyymina pato-

sanaa (engl . stagnation); joskus taas jalkimmaiseen termiin lii ­

tetaan hieman eri sisalto . 
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6.9.4 Va11itsevat yhta1ot 

Virtauksen kuvai1ua. Tarkastel1aan lahteesta [6.17] mukai11en 

1ainattua kuvaa 6.9.1, johon 1iittyva se1ostava teksti on samoin 

r----·----------~-~---··---··------------t 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

-+ v 
co 

Ma <0,8 co .. 

0,8<Ma <1,0 
co 

1,0<Ma <1,2 
co 

Ma >1,2 co 

Ma >5 
co 

< 1 

Shokki ­
pinta 

+-----------------------~···--.. --·---·-------' 

Kuva 6.9.1 Virtaustyyppeja. 
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pitkalti referointia kyseisesta lahteesta. 

Kohdassa 5.1 on jo puhuttu kokoonpuristuvan virtauksen luokit ­

telusta paikallisen Machin luvun Ma = v/a arvon perusteella. 

Kuva 6.9.1 esittaa tapauksia, joissa nesteen virtauksen otaksu­

taan olevan ns. E~~~!~E~_yhg~~~~~~E~!~Y!~E~~~E~ (engl. uniform 

flow) kaukana tarkasteltavan kappaleen ylavirran puolella. Siel ­

la vallitsevat nesteen tilasuureet varustetaan usein alaviitteel ­

la oo; siis esimerkiksi ~ I p I p I T . Vastaavasti puhutaan ns. 
00 OJ co co 

Y~E~~~-Y!~E~~~~~~ (engl. free-stream, far field) suureiden arvois ­

ta. Kuvan 6.9.1 esittamat eri tapaukset liittyvat vapaan vir­

tauksen Machin luvun Ma = v /a eri arvoalueisiin ja siita seu-
oo 00 00 

raaviin lokaalisiin Machin luvun arvoihin. 

Subsonisessa eli alisonisessa virtauksessa eli aliaanivirtauk-

sessa (kuva (a)) Ma < 1 kaikkialla alueessa. Nain kay, jos Ma 
00 

on riittavan pieni; esimerkiksi kuvan esittaman tyypillisen sii­

piprofiilin tapauksessa tulee olla karkeasti Ma < 0,8. Virta-
oo 

viivat kulkevat sileasti ja tilasuureiden arvot muuttuvat samoin 

jatkuvalla tavalla. Vapaan virtauksen yhdensuuntaiset suorat 

virtaviivat alkavat kaartua kaukana kappaleesta; "virtaus saa 

siis tiedon" kappaleesta jo aikaisessa vaiheessa. 

~~~~~~2~!~~~~~ virtauksessa (kuva (b) ja (c)) esiintyy seka 

arvoja Ma < 1 etta Ma > 1. Kuva (b) esittaa tapausta, jossa Ma 
00 

on edelleen pienempi kuin 1, mutta silti kyllin suuri tuottamaan 

profiilin ylapinnan ymparistoon supersoinisen alueen, ns. super ­

sonisen taskun (engl. supersonic pocket). Tasku paattyy shokki ­

pintaan. 

Jos Ma tulee arvoltaan vahan ykkosta suuremmaksi (kuva (c)), 
00 

askeinen shokkipinta siirtyy profiilin jattoreunasta alkavaksi 

ja profiilin etupuolelle ilmestyy toinen shokkipinta, ns. keula ­

shokki (engl. blow shock) . Kyseessa on tasainen yhdensuuntais­

virtaus aina keulashokkiin asti; "virtaus tietaa vasta myohaan" 

kappaleesta. Transoninen alue voi olla tyypillisesti luokkaa 

0,8 < Ma < 1,2. 
00 

~~E~~~2~!~~~~~ eli ylisonisessa virtauksessa eli yliaanivir­

tauksessa (kuva (d)) Ma > 1 kaikkialla alueessa. Kuvan esittaman 

kiilamaisen kappaleen karjesta lahtevat shokkipinnat ovat suoria 

(engl. oblique shock front) ja virtaviivat saavat niiden kohdalla 

I 
_j 
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akillisen suunnanmuutoksen. 

gy2~~e2g!e~ee~ virtauksessa (kuva (e)) virtausnopeus on niin 

suuri (Ma > (~5)), etta kappaleiden pintojen laheisyyteen muo-
co 

dostuu hyvin korkea lampotila, joka aiheuttaa kaasun dissosioi ­

tumista seka ionisoitumista. Kaasun ominaisuuksien muuttuminen 

tulee ottaa huomioon vallitsevissa yhtaloissa. 

g~2~~~~~e _ !· Kuvan 6.9.1 yhteydessa esitetty teksti sisaltaa 

epatarkkuuksia. Todellisen kaasun nopeus haviaa takertumisehdon 

perusteella kiinteiden kappaleiden pinnoilla, joten niilla Ma = 0. 

Taten esimerkiksi taysin supersonista virtausta ei ole olemassa. 

Tasmallisempaa on siis puhua virtauskentan jakautumisesta subso­

nisiin ja supersonisiin alueisiin. Jakavia pintoja, joilla Ma = 1, 

nimitetaan e2g!e!~e!_2!ggQ!~e! (engl. sonic surface). 

~02~!~ eli shokkipinnat eli shokkirintamat eli shokkiaallot 

(engl. shock, shock surface, shock front, shock wave) ovat kokoon ­

puristuvassa virtauksessa Eulerin rajalla virtausalueen epajatku­

vuuspintoja, joilla tietyt suureet kuten paine ja tiheys saavat 

arvoihinsa hyppayksia pinnan lapi kuljettaessa. Todellisessa 

kitkallisessa lampoajohtavassa virtauksessa shokeilla on tietty 

paksuus ja arvojen muutokset eivat tapahdu aivan hyppayksellises­

ti. Shokin paksuus on kuitenkin yleensa aarimmaisen pieni (Kir­

jallisuudessa on esitetty tyypillisena arvona luku nelja kertaa 

molekyylien keskimaarainen vapaa matka [6.18].), joten kay­

tannossa ajatus epajatkuvuuspinnasta on edelleen jarkeva. Koska 

muutokset tapahtuvat hyvin lyhyella matkalla, virtausnopeus -

ja lampotilagradientit saavat valtavan suuria arvoja. Kitkalla 

ja lammonjohtavuudella tulee talloin olemaan oleellinen merkitys. 

Shokeissa tapahtuu dissipaatiota eli virtauksen mekaanista ener ­

giaa muuttuu sisaenergiaksi. Voidaan sanoa, etta shokit ovat 

mekaanisen energian nieluja. Tama seikka on otettava oikein huo ­

mioon mm. shokkien numeerisessa mallituksessa. 

Shokkipintoihin liittyvat hyppyehdot voidaan johtaa kohdassa 

5.7.5 esitettya tekniikkaa kayttaen. Syntyvia yhtaloita nimite­

taan usein g~g~!g~=g~92g!Q~ _QY2EY~h92!~e! [6.18, s. 62]. Niita 

ei tulla kasittelemaan tassa. 

Shokkien syntymista voidaan havainnollistaa seuraavan tulkin-
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nan avulla [6.19, s. 129]: "Shokkeja eri ominaisuuksineen voidaan 

visualisoida analogian kautta kasittelemalla partikkelien liiket ­

ta kuten ajoneuvojen virtaa ajotiella. Otaksutaan suurella no­

peudella tapahtuva tasainen liikennevirta. Tallaisessa virtauk­

sessa on olemassa "aanen vauhti", se on vauhti, jolla liikentees ­

sa tapahtuvat pienet hairiot etenevat. Jos ajoneuvojen vauhti 

ylittaa taman aanen vauhdin, shokki syntyy vauhtia nopeasti va ­

hennettaessa esimerkiksi, kun ajaja nakee nopeusrajoitusmerkin. 

Seuraavissa autoissa olevat ajajat nakevat akkia edessaan olevan 

auton vahentavan nopeutta. He eivat ehdi valittaa varoitussig­

naalia takanaan oleville ajajille ennen omaa vauhdin hidastus ­

taan. Syntyva shokki katsoo taaksepain. Tiheyden kasvu on il ­

meinen; paineen kasvu on myos valittomasti edustettuna mallis ­

samme, jos kuvittelemme autojen jonon erotetuksi toisistaan jou­

silla tai puskureilla, joiden jousivoimalaki on epalineaarinen 

" 
Lahteita [6.19] ja [6.20] voidaan suositella klassillisina 

kaasumekaniikan oppikirjoina. Edellinen on matemaattisesti suun­

tautunut. Jalkimmainen on taas erinomainen insinoorimaisempi 

esitys. Lahde [6.21] on askeisia uudempi, myos suositeltava 

teos. 

Yhtaloiden perusmuotoja. Vallitsevat kenttayhtalot esitetaan 

kaasumekaniikan kirjallisuudessa nykyisin usein seuraavantyyppi­

sessa standardimuodossa (otetaan kaavojen lyhentamiseksi taso­

tapaus) 

d d d I at{U} + ax{F}x + ay:{F}y - {S} = {0} (6.9.81) 

seka esimerkiksi 

p = p(p,T) 

(6.9.82) 
e = e(p,T) . 

Kaytettyjen merkintojen sisalto on seuraava: 



{U} = 
4x1 

{F}x 
4x1 

{F} 
4x1Y 

{S} = 
4x1 

= 

= 

p 

pvx 

pvy 

pet 

pvx 

pvxvx + p -

pv v - T 
X y xy 

lpvxet + v p 
X 

pvy 

pv v - T y X yx 

pvyvy + p -

pvyet + v p y 

0 

pbx 

pby 

p(bxvx+byvy) 
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1 

a* 
X 

- v a* 
X X 

- V T 
Y xy 

+ q 
X 

(6.9.83) 

a* y 

- V T - v a* + q 
x yx y y y 

Pikakirjoitusmuotoisen kenttayhta1on (6.9.81) ensimmainen kom­

ponenttiyhta1o on jatkuvuusyhta1o, toiset kaksi ovat 1iikeyhta1oi­

ta ja viimeinen on energiayhta1o. Ne on keratty tahan 1ahinna 

kaavojen (5.3.3), (5.4.9) ja (5.4.10) seka (6.9.65) mukaisissa 

asuissa. 

Yhta1o (6.9.81) on va11itsevien yhta1oiden eras ~~!!~!~~~2~2!­

Q~Q-~~!~y~; ks. kohdan 6.8.2 huomautus 1. Kaavat on 1isaksi py­

ritty kirjoittamaan siten, etta 1aheinen samanka1taisuus tyypi1-

1isen konvektio-diffuusioyhta1on (6.8.5) kanssa o1isi nahtavissa. 

Diffuusiotermit tulevat mukaan esitykseen, jos deviaatiojanni­

tyskomponenttien ja 1ampovuokomponenttien tavanomaiset konstitu­

tiiviset yhteydet otetaan huomioon. Tu1emme kuitenkin tassa jat­

kossa kasitte1emaan 1ahinna ti1annetta Eu1erin raja11a, jo11oin 
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asetetaan ~* = () ja q = 0. Kaasumekaniikassa tehdaan tavalli­

sesti viela otaksuma b = 0, jolloin {S} = {O}. Nain paadytaan 

kaasumekaniikan tavanomaisiin, sailymismuodossa oleviin ns. 

~~!~~!~-Y~~~!2!~!~ 

lQ + a (pv ) + ~(pv ) = 0 
at ax x ay y 

( 6. 9. 84) 

seka esimerkiksi termisesti ja kalorisesti taydellista ihannekaa­

sua koskeviin konstitutiivisiin yhteyksiin 

p = RpT , 

( 6. 9. 85) 

(Huomattakoon, etta kaasumekaniikan yhteydessa sanonnalla Eulerin 

yhtalot tarkoitetaan usein itse Eulerin liikeyhtaloiden - toinen 

ja kolmas yhtalo (6.9.84) - lisaksi koko vallitsevaa yhtalosys­

teemia.) Esitetyissa kuudessa yhtalossa on vastaavasti kuusi 

tuntematonta p, vx, vy, p, et ja T. Yleensa lampotila eliminoi ­

daan heti yhtaloista (6.9.85), jolloin ne korvautuvat yhdella 

yhteydella 

P = Rp e 
cv 

(y-l)pe 

( 6. 9. 86) 

Jos tama taas sijoitetaan yhtaloihin (6.9.84), jaljelle jaa enaa 

neljaa tuntematonta p, vx, vy, et koskeva formulaatio. 
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Yhtaloiden erityismuotoja. Tavanomaisin yksinkertaistus saadaan 

otaksumalla polytrooppinen homogeeninen tapaus ja normaalisti 

nimenomaan isentrooppinen tapaus. (Ks. kaava (6.9.74) ja siihen 

liittyva teksti.) Talloin voidaan soveltaa yleisen yhteyden 

p = p(p,T) sijasta polytrooppista yhteytta p = p(p). Energiayh­

talo voidaan jattaa pois ja ratkaistaviksi jaavat kolme ensim­

maista yhtaloa (6.9.84) plus tilanyhtalo p = p(p) tuntemattomi -

neen p' v x' v y ja p. Paine voidaan viela eliminoida seuraavasti. 

Ketjuderivointi antaa painegradientin komponenteiksi 

~ Q£.£.Q 2 .£.Q 

} 
= = a ax dp ax ax ' 

(6.9.87) 
~ Q£.£.Q = 2 .£.Q = a ay dp ay ay ' 

jossa on kaytetty kaavan (6.9.76) mukaista lyhennysmerkintaa. 

li~2~~~~~~-~- Homogeenisen nesteen otaksumaa tarvitaan vastaavis­

ta syista, joita on selostettu kohdassa 6.4. Samoin huomataan, 

etta yleinen yhteys p = p(p,T) johtaisi mm. kaavaan 

( 6. 9. 88) 

joten lampotila jaisi mukaan formulaatioon. 

Seuraavassa tarkastellaan erityisesti Eulerin rajalla vallit­

sevaa ihannekaasun ~~~~!2~~~~!~~~-EY2~~~~~2~~~ virtausta edelleen 

kaksidimensioisessa tapauksessa. Kolme ensimmaista yhtaloa 

(6.9.84) ovat ei-sailymismuotoihin kirjoitettuina 

avx av 
vx ~~ + vy * + p(ax + at) = 0 ' 

( 6. 9. 89) 

avv av 1 
v ----"-+v _y+-~=0 

x ax y ay p ay · 

Kun liikeyhtaloihin sijoitetaan esitykset (6.9.87), ratkaistaan 
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lausekkeet Clp/Clx ja Clp/Cly ja sijoitetaan ne jatkuvuusyhtaloon, 

paadytaan lopuksi yhtaloon 

Clv Clv 
V V ( __y + ~) = 0 

X y ClX Cly • ( 6. 9. 90) 

Viela ei ole kaytetty hyvaksi virtauksen pyorteettornyytta. sen 

perusteella voidaan siirtya kohdassa 6.3 esitetyn nopeuspotenti­

aalin kayttoon, jolloin vx = 8~/Clx ja vy = 8~/Cly. Yhtalo (6.9.90) 

saa rnuodon 

~--------------- ---···-·-·------

0 . 

(6.9.91) 

Paikallinen aanen nopeus a on tassa viela tunternaton paikasta 

r11ppuva suure. Esitettyjen otaksurnien perusteella yhtalo 

(6.9.80) on voirnassa ja saadaan yhteys 

( 6. 9. 92) 

Kun suureet a 0 ja v 0 ovat annetut (esirnerkiksi vapaan virtauksen 

arvot a ja v ) ja jos tehtava on taydennetty reunaehdoin, rat-oo (X) 

kaisu on loydettavissa yhtaloiden (6.9.91) ja (6.9.92) rnuodosta-

rnan asetelrnan avulla. 

Nopeuspotentiaalia koskevan differentiaaliyhtalon (6.9.91) 

voidaan osoittaa olevan kussakin pisteessa elliptinen, paraboli­

nen tai hyperbolinen aina sen rnukaan, onko Ma < 1, = 1 vai > 1 

[4.2, s. 355]. Reunaehtojen perusteellinen kasittely vaatisi 

karakteristikateoriaan paneuturnista. Jos Ma < 1 kaikkialla eli 

siis subsonisessa virtauksessa kyseessa on elliptinen tehtava 

ja reunaehdot tulee antaa koko tarkasteltavan tasoalueen reunal­

la. Tavallisin reunaehto on annettu norrnaalinopeuden vn arvo 

eli siis Neurnann-tyyppinen yhteys 

s:lla. (6.9.93) 
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Askeinen nopeuspotentiaalia hyvaksikayttava formulaatio voi­

daan yleistaa periaatteessa helposti myos kolmidimensioiseen 

tapaukseen. Kahdessa dimensiossa voidaan soveltaa vaihtoehtoi­

sesti kaavojen (6.3.22) tai (6.3.23) esittamaa virtafunktiota ¢. 
Paadytaan jalleen yhtaloiden (6.9.91) ja (6.9.92) esittaman ta­

paiseen formulaatioon. 
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6.9.5 Akustinen varahte1y 

Y1eista. Akustise11a varahte1y11a tarkoitetaan tava11isesti 1e­

poti1assa o1evaan nesteeseen synnytettyjen pienten hairioiden 

kuten aaniaa1tojen tarkaste1ua. Tahan asti o1emme kasite11eet 

nestemekaniikan prob1eemeja aina Eu1erin esitystavan avu11a . 

Akustisen varahte1yn yhteydessa on kuitenkin joskus edu11ista 

kayttaa Lagrangen esitysta, joten tata mahdo11isuutta tu11aan 

myos se1ostamaan jatkossa 1yhyesti. 

Eu1erin esitys. Suuruus1uokkatarkaste1ut ja kokemus ovat osoit ­

taneet, etta akustista varahte1ya tarkaste1taessa nesteen 1iiket­

ta voidaan pitaa hyva11a tarkkuude11a kitkattomana, 1ampoajohta­

mattomana pyorteettomana virtauksena. Nain tehdaan tassakin. 

Otaksutaan a1uksi, etta kyseessa on 1epoti1a ti1avuusvoimien 

b0 a1aisena ja etta ta11oin nesteen paine on p 0 ja tiheys p0
• 

Eu1erin 1iikeyhta1ot (5.4.13) (tai 1iikeyhta1ot (6.9.84) tayden­

nettyina ti1avuusvoimatermei11a) saavat tasapainomuodot (otetaan 

tasotapaus) 

bo 1 ~ 0 = X 0 dX ' p 
(6.9.94) 

bo 1 ~ 0 = y 0 C!y . 
p 

Nesteeseen aiheutetaan pieni hairio, jonka johdosta nesteessa 

tapahtuu pienia 1iikkeita nopeude11a ~ ja paineen ja tiheyden 

arvot hei1ahte1evat tasapainoarvojen p 0 ja p0 ymparistossa; mer­

kitaan 

p = Po + p' ' ( 6. 9. 95) 

0 0 n' 
p = p + p' = p (1+ ~) ( 6. 9. 96) 

p 

jossa muutokset IP' I << jp
0

j, jp' I << jp0 j. Eu1erin 1iikeyhta-

1ot (5.4.13) ovat nyt (ti1avuusvoiman intensiteetti ei muutu) 

J 
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1 0 
~ (lE_ + 
dX ) = a 

pi dX X 
po(l+ -) 

0 p 
( 6. 9. 97) 

1 0 
+ ~) (£E._ = a 

po(l+ 
I ()y ()y y 

£...:...) 
0 p 

Kun jatetaan termi p 1 /p 0 ykkosen rinnalla pois, otetaan huomioon 

yhtalot (6.9.94) seka tehdaan approksimaatiot 

dVX dV dV dV 
+ X X X a = v CJX + v :::: 

X at X y ()y at 

(6.9.98) 
av av av ~ a = _____:;[ v ~+ v ___:j_ :::: 

y ()t + X ax y ay at 

sa ada an liikeyhtalot 

1 ~ 
av 

X = 0 ax at p 

(6.9.99) 

1 ~ 
av 

= ___J_ 
0 ay ()t p 

Konvektiivisten kiihtyvyystermien poisjaton oikeutusta on selos­

tettu mm. lahteessa [3.1, s. 441]. Osoittautuu, etta nain voi­

daan tehda, jos nesteen heilahtelun liikenopeudet ovat pienia 

nesteessa kulkevan aanen nopeuteen a 0 verrattuna. 

Jatkuvuusyhtalo (6.9.84) on tasotapauksessa muotoa 

avX dV 
~ + ~ + v lQ + ( + ____y) = 0 ()t VX ax Y ay p ax- ()y 

eli lauseke (6.9.96) huomioonottaen 

I av av 
+ po(l+ P )( x + ___:t_) = 0 0 ax- ()y p 

(6.9.100) 

(6.9.101) 
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Kun jatetaan termi p'/p0 ykkosen rinnalla pois, otaksutaan p0 

vakioksi tai vain hitaasti paikan suhteen muuttuvaksi seka jate­

taan viela termit v ap'/ax ja v dp'/ay pienina pois [3.1, s. 439], 
X y 

saadaan lopuksi jatkuvuusyhtalo 

(6.9.102) 

Otaksuma kitkattomuudesta ja lammonjohtamattomuudesta merkit ­

see samalla isentrooppisuutta. Isentrooppista tilanyhtaloa p = 

p(p) approksimoidaan lineaarisesti: dp = (dp/dp) 0 dp eli likimain 

(6.9.103) 

eli viela siis 

I p· = (6.9.104) 

2 
on kaytetty kaavan (6.9.76) mukaista merkintaa (a0

) = (dp/dp) 0
, 

jossa viela (dp/dp) 0 tarkoittaa derivaatan dp/dp arvoa tasapaino ­

tilassa. 

Yhtalot (6.9.99), (6.9.102) ja (6.9.104) esittavat !!~§~f!@Q! -

9~~-~t~@~!@§~_EfQ~!§§~~~ neljaa kenttayhtaloa tasotapauksessa. 

Vastaavasti tuntemattomina esiintyvat suureet v, v, p' ja p'. 
X y 

Yleensa pyritaan formulaatioon, jossa muut suureet kuin paine 

tai tiheys ovat eliminoidut. Eliminoidaan ensin esimerkiksi p' 
2 

sijoittamalla sen lauseke p' = p'/(a0
) yhtaloon (6.9.102): 

(6.9.105) 

Eliminoidaan sitten nopeudet derivoimalla ensin askeinen yhtalo 

ajan suhteen: 

(6.9 . 106) 
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ja sijoittamalla tahan yhtaloista (6.9.99) lasketut nopeuksien 

toiset osittaisderivaatat. Kun tiheytta p0 pidetaan paikan suh­

teen vakiona, saadaan lopuksi paineen muutosta p' koskeva kentta­

yhtalo (suoritetaan tassa samalla ilmeinen yleistys kolmeen di­

mensioon) 

(6.9.107) 

eli karteesisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa 

0 . (6.9.107') 

Tama on ns. (kolmidimensioinen) ~~!t2Ygt~!2 (engl. wave equation). 

Jos eliminoidaankin suureet p' ja ~' paadytaan lopuksi tasmalleen 

vastaavaan suuretta p' koskevaan aaltoyhtaloon. Pyorteettomyyden 

johdosta voidaan ottaa niin haluttaessa kayttoon myos nopeuspo­

tentiaali ~. Osoittautuu, etta sitakin tulee koskemaan aaltoyh­

talo. 

Aaltoyhtalon (6.9.107) ns. d'Alembertin ratkaisua tarkastele­

malla voidaan paatella [3.1, s. 440], etta suure a 0 esittaa "tie­

tyn muotoisen" ratkaisun etenemisvauhtia paikan suhteen. Suu­

reesta a 0 kaytetaan nimityksia signaalinopeus, akustinen nopeus, 

aaltonopeus, ~~~~~-~2E~~~ (engl. sound velocity, speed). Tarkas­

ti ottaen olisi oikeampaa puhua aanen nopeuden sijasta aanen 

vauhdista, vaikkakaan tama kaytanto ei ole kovin hyvin levinnyt. 

Ihannekaasulle aanen nopeus voidaan maarittaa kaavan (6.9.77) 

avulla ja saadaan siis 

0 2 0 
(a ) = Y % 

p 
(6.9.108) 

Reunaehtoina voidaan antaa paineen p arvo reunan osalla st eli 

kaava (6.9.95) huomioon ottaen 

(6.9.109) 
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Tama reunaehto esiintyy esimerkiksi nesteen vapaalla pinnalla, 

jolla vaikuttaa vakio ilmanpaine, jolloin siis p' = 0. Reunan 

osal1a S on annettu reunan normaalin suuntainen nesteen nopeus -v 
komponentti v ajan funktiona, joten myos kiihtyvyys normaalin n 
suunnassa an ~ avn/ a t on tunnettu. Liikeyhtaloiden (6.9.99) Vas -

tine normaalin suunnalle on 

1 ~ = 
o an 

p 

joten reunaehto on 

~ = - oa I an P n 

(6.9 . 110) 

(6.9.111) 

Tama reunaehto esiintyy esimerkiksi kiintean seinaman yhteydessa 

muodossa ap'/an = 0. Lisaksi on annettava suuretta p' koskevat 

alkuehdot. 

Kokoonpuristumattomalla nesteella aanen nopeus on aareton ja 

differentiaa1iyhtalo (6.9.107) kutistuu Laplacen yhtaloksi 

(6.9.112) 

eli 

(6 . 9 . 112') 

jolloin kysymyksessa ei siis enaa olekaan etenemistehtava vaan 

epastationaarinen tasapainotehtava. 

Laplacen yhtalo (6.9.112) reunaehtoinen (6.9.109) ja (6.9 . 111) 

on kvasiharmonisen formulaation erikoistapaus ja numeerisen rat­

kaisun pohjana voidaan kayttaa variaatioperiaatetta 

I orr = o , J (6.9.113) 

jossa 



II ( p I ) = - [ (-~-E.:_) + ( -~) + ( ~-) ] d v + f 
1 ~ I 2 ~ 1 2 ~ 1 2 

2 ax ay az 
v 

f o-+ p a p 1 dS . 
S n 

v 
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(6.9.114) 

varahtelevaa nestetta ymparoivat seinamat voivat liittya sa­

manaikaisesti analysoitavaan varahtelevaan rakenteeseen; esimer­

kiksi laivan rungon varahtely vedessa tai vesiallasta rajoittavan 

padon liike maanjaristyksen yhteydessa. Nesteen paine toimii 

osana rakenteen kuormitusta ja toisaalta rakenteen seinamien lii­

ke vaikuttaa nesteen painejakautumaan. Syntyy yhdistetty neste­

mekaniikan ja kiintean aineen mekaniikan tehtava. 

Lagrangen esitys. Kun nestepartikkelien siirtymat jaavat pienik­

si - kuten on asian laita akustisessa varahtelyssa - on joskus 

edullista kayttaa nesteenkin suhteen Lagrangen esitysta. Yhdis­

tetyssa nestemekaniikan ja kiintean aineen mekaniikan probleemas­

sa voidaan talloin esimerkiksi soveltaa suoraviivaisesti siirty­

maformulaatiota (ks. kohta 4.8) kasitellen nestetta vain tarkas­

teltavan alueen eraana osana. Tieto siita, etta alueen jollain 

osilla esiintyy nestetta, siirtyy lopullisiin yhtaloihin asiaan­

kuuluvien konstitutiivisten yhteyksien valityksella. 

Merkitaan Lagrangen koordinaatteja nyt jalleen tunnuksilla a, 

b ja c, jotta ero askeisen Eulerin esityksen kanssa tulisi esille. 

Otaksumme nesteen kimmoiseksi materiaaliksi. Tehtavana on yk­

sinkertaisesti maarittaa yhteydessa (4.2.24) (ilman alkumuodon­

muutoksia) eli yhteydessa 

{a} - {a
0 } = [D]{E} (6.9.115) 

tarvittavan matriisin [D] alkiot. Voimme kirjoittaa askeisen 

yhtalon yhta hyvin myos muodossa 

~{a} = [D]~{E} , (6.9.116) 

koska siirtyma {u} ja siirtyman muutos ~{u} seka vastaavasti ve­

nyma {E} ja venyman muutos ~{E} ovat tassa valitun alkutilan pe­

rusteella sama asia. 
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Kaavasta (4.2.21) saadaan yhteys 

(6.9.117) 

jossa K = 1/K on tassa nesteen isentrooppinen puristuvuuskerroin 

eli tilavuuskimmokerroin. 

Kun otaksutaan edelleen kitkaton varahtely, nesteen jannitys ­

tila sailyy koko ajan isotrooppisena. Taten 

T 
~{a} = -[~p,~p,~p,O,O,O] (6.9.118) 

eli esimerkissa 4.2.2 esiintyvia merkintoja kayttaen 

~{a} = -{m}~p . ( 6. 9. 119) 

Lisaksi yleisesti 

(6.9.120) 

Yhteyksien (6.9.117) ja (6.9.120) huomioonotto kaavassa (6.9.119) 

antaa tuloksen 

~{a} = K{m}{m}T~{E} . (6.9.121) 

Lausekkeita (6.9.116) ja (6.9.121) vertaamalla saadaan siis 

haluttu tulos 

[D] = K{m}{m}T = K 

1 
1 
1 
0 
0 
0 

= 

[1 1 1 0 0 0] 

1 1 1 1 0 0 0 
1 1 1 I 0 0 0 
1 1 1 I 0 0 0 

K - ------ (6.9.122) 
0 0 0 I 0 0 0 
0 0 0 I 0 0 0 
0 0 0 I 0 0 0 

Koska on otaksuttu kimmoinen materiaali, materiaalille voidaan 

esittaa tarvittaessa muodonmuutosenergian tiheyden lauseke. Kaa-
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vaa (4.10.7) soveltama11a saadaan ({ s} ~ ~{s}, {s 0
} = {0}) 

(6.9.123) 

Huomautus 1. Kiintean aineen ja nesteen rajapintoja kasite1taes-

sa on varauduttava sa11imaan kitkattoman nesteen ma11in mukaises­

ti nesteen vapaa 1iukuminen pitkin seinamia. Toisin sanoen voi­

daan vaatia vain 1apitunkemattomuusehdon (4.7.32) toteutumista, 

vrt. myos kuva 4.7.11 (b). 



6.10.1 

6.10 Rajakerrosvirtaus 

6.10.1 Virtaus seinaman laheisyydessa 

Yleista . g~j~~§~~Q~t§Q~!~ (engl. boundary layer theory) koskee 

nestemekaniikan yleisten yhtaloiden seinamien laheisyydessa 

enemman tai vahemman hyvin patevia, yksinkertaistettuja muotoja . 

Takertumisehto yhdessa jatkuvuusyhtalon kanssa rajoittaa virtauk­

sen kulkua oleellisella tavalla ja syntyvaa tietoa voidaan kayt ­

taa hyvaksi jarkevien rajakerrosyhtaloiden synnyttamisessa. 

Tarkastelemme tassa siten aluksi melko pitkaan esivalmisteluna 

seinamista johtuvia yhteyksia viela ilman mitaan erityisia otak­

sumia. Tuloksia voidaan hyodyntaa muuallakin kuin rajakerros ­

teoriassa. 

Olemme kasitelleet kiinteaa seinamaa jo kohdassa 5.7.3 ja 

kohdan 6.5 huomautuksessa 1. Jatkossa suoritamme johdot lahinna 

tasotapauksessa. Esimerkiksi lahteessa [6.22] on perusteelli­

sempi esitys. 

Saatavia tarkeimpia johtopaatoksia tullaan korostamaan esit ­

tamalla ne numeroituina lauseina, ns. tuloksina. Tassa yhtey­

dessa on syyta muistuttaa tiettyjen kayttamiemme termien merki­

tyksista. Todellisella nesteella tarkoitetaan reunaehtojen suh­

teen nestetta, jonka otaksutaan toteuttavan tavanomaisen taker ­

tumisehdon (5.7.12). (Stokesin kitkalakia noudattavan nesteen 

edellytetaan olevan ilman erillista mainintaa todellinen neste.) 

Ideaalinesteella tai kitkattomalla virtauksella tarkoitetaan 

taas tapausta, jossa nesteen otaksutaan toteuttavan pelkastaan 

lapitunkemattomuusehdon eli vapaan liukumisen ehdon (5.7.17). 

Todettakoon viela, etta jatkossa soveltamaamme Taylorin sar ­

jakehitelmatekniikkaa on kaytetty melko paljon nestemekaniikan 

yhteydessa etenkin virtauksen irtoamistapojen tarkasteluissa; 

ks. esimerkiksi [6.23], [6 . 24]. 

Tasovirtaus. Kirjaamme aluksi tasovirtauksen vallitsevia yhta­

loita. Olkoon xy- taso liiketasona. 

Kokoonpuristuvan virtauksen jatkuvuusyhtalo (5.3.4) on 

(v ~ u, v ~ v) 
X y 



ja kokoonpuristumattomassa tapauksessa (5.3.7): 

Ede11a dv on di1ataationopeus: 

Ainoa no11asta eroava ku1manopeuskomponentti on 

w = l( av 
z 2·ax 

au) 
ay 

6.10.2 

(6.10.1) 

(6.10.2) 

(6.10.3) 

(6.10.4) 

Otaksumme nesteen noudattavan Stokesin kitka1akia (5.2.23), jo1-

1oin 

a = -p + a* 
X X 

a* y a = -p + a* z z (6.10.5) 

ja 

a* 2]1 au + A.*d = X ax v , 

a* 2]1 av + A.*d = y ay v , 
(6.10.6) 

a* = A.*d , z v 

T = T = (-au + av) . xy yx ll ay ax 

cauchyn 1iikeyhta1ot (5.4.10) ovat 

.£..12.+ 
a a* T 

pbx 
X +~ pax = - ax ax ()y 

(6.10.7) 

.£..12.+ 
dT a a* 

pay = pby - ~+ _ _y 
()y ax ay 

joissa 



6.10.3 

dU dU dU) pax = p(-- + u + v Clt dX Cly 

d d d = at( pu) + Clx(puu) + Cly(puv) 

( 6. 10. 8) 
dV dV dV) pay = p(dt + u + v dX Cly 

d d d = Clt(pv) + Clx(pvu) + Cly( pvv) 

Kuva 6.10.1 esittaa kiinteaa seinamaa tasotapauksessa. Asete­

taan seinaman tiettyyn pisteeseen 0 paika11inen xy-koordinaatis­

to siten, etta x-akse1i on seinaman 

K 

Kuva 6.10.1 Tasovirtaus 

ja seinama. 

tangentin ja y-akse1i seinaman nor­

maa1in suuntainen ja osoittaa nes­

teeseen pain. Tassa yhteydessa yk­

sikkonormaa1i ~ on suunnattu poik­

keukse11isesti samaten nesteeseen 

pain. Korostettakoon, etta xy-koor­

dinaatistoa pidetaan seuraavissa 

tarkaste1uissa koko ajan kiinteana. 

Otaksutaan, etta seinaman reunan 

muoto ja nesteen nopeusjakautuma 

ovat riittavan si1eita niin, etta 

ne voidaan esittaa pisteen 0 1aheisyydessa Tay1orin kehite1mina. 

Saadaan 

dyb 
2 

(yb)o 
1 d yb 2 

yb = + (dx )ox + -(--) X + ... 2 dx2 o 

2 
1 d yb 2 1 2 = -(--) X + ... = 2R X + 2 d 2 

. .. 
X 0 0 

( 6. 10. 9) 

(6.10.10) 
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2 2 
+ (~ ~) xy + 1

2
(a v

2
) Y2 + ... 

axay o ay 0 

Viite o tarkoittaa suureen arvoa laskettuna pisteessa 0 ja viite 

b vastaavaa seinamalla. 1/R on seinaman kaarevuus pisteessa 0: 
0 

2 
d yb 

= (--) 
dx2 o 

(6.10.11) 

Se on positiivinen 1 jos kaarevuuskeskipiste K (kuva 6.10.1) on 

nesteen puolella. Kehitelmiin on otettu mukaan toisen kertalu­

vun termit. Suureet (yb)o ja (dyb/dx)
0 

haviavat koordinaatiston 

aseman valinnan johdosta. Sijoittamalla esitys (6.10.9) lausek­

keisiin (6.10.10) saadaan tulokset 

au 2 
l au) x 2 

ub = uo + (ax) ox + l(~ + + ... 
2 ax2 R ay o 

av 2 
+ l av) x 2 

v = v + (ax) ox + l(-~ + ... b 0 2 ax2 R ay o 

Todellisen nesteen takertumisehto (5.7.12): 

seinaman tapauksessa ~ = 0 eli tassa 

: : : } 

(6.10.12) 

-+ -+ 
v = w on kiintean 

(6.10.13) 

Esitysten (6.10.12) ja (6.10.13) vertailu antaa "yleistetyt ta­

kertumisehdot" 

au 2 l au u = 0 I Cax) o = 0 I 
(~) = R( ay) o ... 

0 ax2 I 

0 0 

(6.10.14) 

av 2 1 av v = 0 I (ax)o = 0 (a v) = R( ay) o ... 
0 I 

ax 2 o 
I 

0 
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Ne on siis saatu asettama11a 1ausekkeiden (6.10.12) jokaisen 

x:n potenssin kerroin no11aksi. Korostettakoon, etta tu1okset 

(6.10.14) ovat eksakteja [6.22]. 

Takertumisehdon (au;ax)
0 

= 0 perustee11a di1ataationopeus 

seinama11a 

av 
(d ) = ( ) v o ay o (6.10.15) 

ja jannityskomponenttien 1ausekkeet tu1evat o1emaan vastaavasti 

1 

jossa on sove11ettu vie1a takertumisehtoa (av;ax) = 0. 
0 

(6.10.16) 

seuraavaksi kaytetaan 1isaksi hyvaksi jatkuvuusyhta1oa. va-

1itettavasti epastationaarisessa ja kokoonpuristuvassa tapauk­

sessa ei tu11a saamaan termin ap;at mukana o1osta johtuen kovin 

kayttoke1poisia tu1oksia, joten rajoitutaan jatkossa pysyvaan 

kokoonpuristuvaan tai mie1iva1taiseen kokoonpuristumattomaan 

virtaukseen. 

Sove1tama11a ehtoja u = 0, v = 0 jatkuvuusyhta1ossa 
0 0 

(6.10.1) pysyvassa tapauksessa tai vain esittama11a kokoonpuris-

tumattomuusehto (6.10.2) origossa saadaan ehto 

(d ) = (au) + (av) = 0 v o ax o ay o · (6.10.17) 

Tama tu1os y1eistyy ko1midimensioiseen tapukseen. 

Yhta1on (6.10.17) voimassao1oede11ytysten a1aisina jannitys­

komponenttien (6.10.16) 1ausekkeet yksinkertaistuvat muotoihin 

} (6.10.18) 

... 



6.10.6 

Voidaan kirjata (patee myos kolmessa dimensiossa) ~~!9~ _ !: 

Pysyvassa kokoonpuristuvassa tai mielivaltaisessa 
kokoonpuristumattomassa Stokesin kitkalakia nou­
dattavassa nesteessa kiintealla seinamalla val­
litseva normaalijannitys on on tasmalleen yhta 
suuri kuin paine miinusmerkilla varustettuna eli 

(6.10.19) 

Toisin sanoen deviatorinen tai ns. viskoosi jannitysosuus a* 
n 

haviaa kokonaan. Tulos 1 ei ole muuta kuin toinen yhtalo 

(6.10.18) kirjoitettuna hieman uusin merkinnoin. Eraana sovel ­

lutuksena mainittakoon seuraava esimerkki. Kappaleen pinnalla 

vallitseva paine pyritaan usein mittaamaan kokeellisesti pin­

taan tehdyn pienen reian ja siihen johdetun manometrin avulla. 

Tulos 1 osoittaa, etta tiettyjen edellytysten alaisina mittauk­

sen tuloksena saadaan tosiaankin paineen arvo eika pelkastaan 

vastaavan normaalijannityksen arvoa. 

Yhtalosta (6.10.17) syntyy takertumisehto (au/ax)
0 

= 0 huo­

mioonottamalla yhteys 

(6.10.20) 

Kun tama sijoitetaan kaavojen (6.10.14) viimeiseen takertumis ­

ehtoon, saadaan edelleen 

(6.10.21) 

Ottamalla huomioon kaikki tahan asti johdetut kinemaattiset yh ­

teydet kehitelmat (6.10.10) saavat lopulliset muodot 

u = 

v = 

2~ (~~)ox2 + (~~~y)oxy + ~(a2~)oy2 + 
o ay 

a 2v 1 a 2v 2 
(axay)oxy+2(-2) Y + ··· 

ay o 

(6.10.22) 

J 



6.10 . 7 

Tarkaste11aan nopeuskomponentteja (6 . 10 . 22) pisteen 0 1ahei ­

syydessa y - akse1i11a: 

u I x=O : ( ~~loY + · · ·1 
vlx=O- 0 + • •. 

(6.10.23) 

Vain termit ensimmaiseen kerta1ukuun asti otettu mukaan. Kun 

seinamaa 1ahestytaan, virtaussuunnan raja - arvo on siis seinaman 

suuntainen. Tama intuitiivisesti uskottava1ta tuntuva asete1ma 

y1eistyy myos ko1midimensioiseen tapaukseen. On saatu tu1os 2: 

Pysyvassa kokoonpuristuvassa tai mie1iva1taisessa } 
kokoonpuristumattomassa tode11isen nesteen virtauk- ( 6 10 24 ) 
sessa kiintea11a seinama11a o1evan pisteen kautta · · 
ku1keva virtaviiva seuraa y1eensa seinamaa. 

Tassa siis taytyy ajate11a, etta tarkaste1emme aarettoman 1ahe1-

1a seinamaa o1evaa virtausta, koska itse seinama11a virtaus 

haviaa; kaikki seinaman pisteet ovat patopisteita. Lauseessa 

(6.10.24) esiintyva varaus "y1eensa" viittaa seuraavaan . Poik­

keukse11isesti derivaatta (au;ay) voi havita: 
0 

(6 . 10.25) 

Ta11oin virtaussuunta pisteen 0 1aheisyydessa maaraytyy kehite1 -

mien korkeamman kerta1uvun termien perustee11a. Ehto (6.10.25) 

1iittyy 1aheisesti virtaukseen ns . irtoamiseen, josta 1isaa 

myohemmin. On mielenkiintoista todeta, etta myos tu1os 2 vaatii 

siis kokoonpuristuvassa tapauksessa nimenomaan pysyvaa virtaus­

ta, koska termin ap;at mukanao11essa johto ei onnistu. 

Ko1midimensioinen virtaus. Kuva 6.10.2 esittaa kuvan 6.10.1 

ko1midimensioista vastinetta. Paika11isen xyz - koordinaatiston 

origo 0 on kiintean seinaman pinna11a ja zx-taso yhtyy pinnan 

tangenttitasoon. y - akse1i osoittaa nesteeseen pain. Kasitte1y 

tapahtuu vastaavasti kuin kahdessa dimensiossa; kaavat vain 

tu1evat pa1jon pitemmiksi. Esimerkiksi kaavan (6.10.9) vasti -



Kuva 6.10.2 Ko1midi­

mensioinen virtaus 

ja seinama. 

neeksi saadaan 

l(L) 2 
yb = z 2 R z 0 

+ l(L) 
2 R 

X 0 

jossa suureet 

6.10.8 

+L 
T 

zx 
0 

2 + X ... (6.10.26) 

(6.10.27) 

ovat vastaavasti pinnan kaarevuudet z- ja x-suunnissa seka pin­

nan kierevyys. 

Pe1kkien y1eistettyjen takertumisehtojen perustee11a di1ataa­

tionopeus seinama11a tu1ee o1emaan ede11een kaavan (6.10.15) 

mukainen: 

ja jannityskomponenttien 1ausekkeet tu1evat o1emaan 

= -p + (2~+A*) (dv) 
0 0 0 

(Tyz)o = J1 (aw) - 2]1 (w ) o ay o - o x o 

(Tzx)o = 0 ' 

(6.10.28) 

(6.10.29) 

... 



6.10.9 

--.> 
Vastaavasti kulmanopeusvektorin w komponenttien lausekkeet 

(3.3.74') saavat seinamalla muodot 

(w ) = 0 , y 0 
(6.10.30) 

Nama lausekkeet on otettu jo huomioon kaavojen (6.10.29) leik­

kausjannitysten vaihtoehtoisissa esitysmuodoissa. Kaavat 

(6.10.30) sisaltavat siis tuloksen (6.5.9), jonka kirjaamme 

tassa uudelleen tuloksena 3: 

Todellisen nesteen virtauksessa kulmanopeus­
vektori on kiintean seinaman kohdalla seina­
man tangenttitasossa eli 

(6.10.31) 

Jatkuvuusyhtalon hyvaksikaytto antaa jalleen pysyvassa ko­

koonpuristuvassa tai mielivaltaisessa kokoonpuristumattomassa 

virtauksessa tuloksen 

(6.10.32) 

Jannityskomponenttien lausekkeet yksinkertaistuvat talloin muo ­

toihin 

(6.10.33) 
(-rzx)o = 0 

Kaavojen (6.10.22) vastineiksi saadaan lopuksi 

J 



6.10.10 

au lcL) (au) z2 l(L) au 2 
u = (ay)oy - <ay)ox + 2 R

2 0 
ay 0 2 R 

X 0 

2 2 1 au 2 2 
+ 1.(-~) (a u ) + (a u ) + y -(-) zx + axay oxy ayaz oyz 2 ay2 T

0 
ay o 

0 

+ ... ( 6.10. 34) 

ja samoin kaavojen (6.10.23) sijasta nyt 

au 
ul z=Q = (ay)oy + ... 

x=O 

vlz=O = 0 + ... 
x=O 

(6.10.35) 

aw 
wl z=O = (ay)oy + ... 

x=O 

Taten virtaviivat seuraavat reunaa paitsi, jos 

(6.10.36) 

jolloin on tutkittava korkeamman kertaluvun termeja asian sel­

vittamiseksi. 

Kitkaton virtaus. Katsomme viela, mita yhteyksia saadaan kiin­

tean seinaman yhteydessa, jos virtaus otaksutaan kitkattomaksi. 

Takertumisehdon ~ = 0 sijasta on enaa kaytettavissa vapaan 

liukumisen ehto n·~ = 0 eli tasovirtauksessa 

(6.10.37) 



6.10.11 

Analyyttisen geometrian perusteella 

~ 

n = (6.10.38) 

Sarjakehitelmien kaytto johtaa lopulta melko ilmeisiin esityk­

siin [6.22] 

X + • • • 

(6.10.39) 

= 1 + ... 

kun termit ensimmaiseen kertalukuun asti otetaan mukaan. Sijoit­

tamal1a lausekkeet (6.10.39) ja (6.10.12) kaavaan (6.10.37) saa­

daan yhtalo 

( _ 1 ) [ (au) J x+ ... u + ~ x+ ... + R
0 

o aX o 

(6.10.40) 

eli 

v + [- 1 u + (av) Jx + ... = 0 . 
o R

0 
o ax o 

(6.10.41) 

Taten vapaan liukumisen y1eistetyt ehdot ovat 

(6.10.42) 

ja alkuperaiset kehitelmat (6.10.10) saavat nyt muodot 

(6.10.43) 
1 

V = U X + R
0 

o 
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Yhtaloiden (6.10.23) vastineet ovat siis 

+ . • • } 

vlx=O = 0 + 

ulx=O = uo 
(6.10.44) 

Nama yhtalot toistavat sen tutun tiedon, etta ideaalineste liu­

kuu pitkin seinamaa eli viela virtaviivat seuraavat yleensa 

kiinteaa seinamaa. Mahdollisen poikkeuksen tasta muodostavat 

nyt patopisteet, joissa myos u = 0 ja joissa on tutkittava 
0 

kehitelmien korkeamman asteen termeja. Yhtaloiden johdossa ei 

kuitenkaan tarvittu mitaan otaksumaa pysyvasta virtauksesta 

kokoonpuristuvassa tapauksessa; vrt. tulos 2. 

Tarkastellaan viela, mita seuraa, kun virtaus otaksutaan 

lisaksi pyorteettomaksi kuten on usein tavallista kitkattoman 

nesteen mallia kaytettaessa (ks. kohdat 6.3 ja 6.5). Tasota­

pauksessa pyorteettomyysehdoista (6.3.1) jaa jaljelle viimeinen: 

av 
ax 

au = 0 • 
ay (6.10.45) 

Jalkimmainen yleistetty liukumisehto (6.10.42) saadaan talloin 

muotoon joka voidaan ilmaista tassa t~!9~~~g~-~: 

Ideaalinesteen pyorteettomassa kaksidimensi­
oisessa virtauksessa kiintealla seinamalla 
on voimassa yhteys 

(6.10.46) 

Taman kaavan sisalto ymmarretaan parhaiten tarkastelemalla ku­

vaa 6.10.3. Kun seinaman suuntainen nopeuskomponentti u aja­
o 

tellaan annetuksi, normaaliderivaatan (au;ay) suuruus ja merk­o 
ki maaraytyvat kaarevuuden 1/R suuruuden ja merkin perusteella. 

0 

Kun seinama on nesteen puolelta katsottuna kovera (kupera), 

seinaman suuntaisen nopeuskomponentin itseisarvo pienenee (suu­

renee) seinaman lahella seinamaa lahestyttaessa. Jos seinama 

on paikallisesti suora eli 1/R = 0, normaaliderivaatta haviaa 
0 
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~--------------------------------·--~ 

y 

(a) 

u 
0 

u 

X 

y 

u I 

,,,,, , r,r r r ·r 

(b) 

y 

u 

X X 

(c) 

~------------------------------------------------------

Kuva 6.10.3 Virtauksen nopeusjakautuman luanne seinaman normaa ­

lilla, kun seinama on (a) kovera, (b) suora, (c) kupera. 

(kuva (b)). Kuvan (c) perusteella ymmarretaan, etta kuperat, 

pienen kaarevuussateen omaavat seinaman kohdat ovat paikkoja, 

JOlssa virtausvauhti pyrkii kasvamaan suureksi. Bernoullin 

yhtalon perusteella paine tulee talloin pieneksi ja on vaaraa 

mm. kavitaation syntymisesta. 

Kaavan (6.10.46) vastineiksi kolmidimensioisessa tapauksessa 

saadaan [6.22] 

(6.10.47) 

Jos z- ja x-akselien suunnat valitaan yhtymaan seinaman pinnan 

paakaarevuussuuntiin, l/T
0 

= 0 ja lausekkeet yksinkertaistuvat. 

Kun tarkastelemme tasotapauksessa seinamalla olevan patopis ­

teen ymparistoa - siis u = 0 - ja otamme huomioon tuloksen 
0 

(6.10.46), lausekkeet (6 . 10.43) antavat virtaviivojen differen-

tiaaliyhtaloksi 

S!Y 
dx (6.10 . 48) 

pisteen 0 laheisyydessa. Jos otaksutaan lisaksi pysyva kokoon -
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puristuva 

(6.10.1) 

(8u/8x)
0 

tai mielivaltainen kokoonpuristumaton virtaus, yhtalot 

ja (6 . 10.2) antavat - koska u = 0, v = 0 - yhteyden 
0 0 

+ (8v/8y)
0 

= 0. Taman perusteella saadaan 

~= = dx 
y 
X 

(6.10 . 49) 

jonka ratkaisu on muotoa xy = C, jossa C on integroimisvakio. 

Ratkaisusta voidaan paatella ~~12~ - ~: 

Ideaalinesteen pysyvassa kokoonpuristuvassa tai 
mielivaltaisessa kokoonpuristumattomassa pyor ­
teettomassa kaksidimensioisessa virtauksessa 
kiintealla seinamalla olevasta patopisteesta 
lahteva (tai siihen saapuva) virtaviiva on 
kohtisuorassa seinamaa vastaan. 

(6.10.50) 

Kohdattuaan seinaman tama virtaviiva hajaantuu kahdeksi seinamaa 

pitkin eri suuntiin kulkevaksi virtaviivaksi. Tulosta 5 voidaan 

kayttaa hyvaksi esimerkiksi ideaalinesteen mallilla suoritettujen 

numeeristen laskelmien tarkkuuden testaamisessa. 

Kappaleeseen vaikuttavat nestevoimat. Tassa yhteydessa on sopi ­

vaa tarkastella tiettyyn nesteessa 

olevaan kappaleeseen nesteesta kasin 

Kuva 6.10.4 Kappale, 

yksikkonormaalivektori 

ja pintavoima-alkio. 

vaikuttavia pintavoimia eli ns. ~~~~~ ­

voimia. 

Kuvan 6.10 . 4 merkinnoin - tassa 

pidetaan normaalivektorin n suuntaa 

edelleen poikkeuksellisesti nesteeseen 

pain suunnattuna - saadaan kaavan 

(3.4.7) mukaisesti ensinnakin 

F = J
5 

tds = J
5 
~ds + J

5 
-:tcts.(6.10.51) 

Tama kaava patee tietenkin olipa valittu kappale mika hyvansa, 

vaikkapa esimerkiksi jokin itse nesteen osa. Jos kuitenkin 

tarkastellaan erityisesti jotain varsinaista kiinteasta ainees ­

ta olevaa kappaletta - kuten lentokone, la i va - saadaan yks i-

J 
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tyiskohtaisempia lausekkeita. Otaksutaan, etta kappaleen seina­

mia voidaan pitaa jaykkina, etta takertumisehto on voimassa ja 

etta neste noudattaa Stokesin kitkalakia. Kappaleen pintaan 

vaikuttavan traktion lausekkeen voidaan osoittaa olevan talloin 

[6.6, s. 241] 

(6.10.52) 

Toisin sanoen traktion normaalikomponentti 

(6.10.53) 

eli normaalijannitys 

(6.10.54) 

ja traktion tangenttikomponentti eli leikkausjannitysvektori 

(6.10.55) 

Kuvan 6.10.5 merkintojen avulla ja ristitulon merkityksen muis-

wxn 

~ ~ 

taen havaitaan, etta vektori 2~wxn 

on tosiaan tangenttitasossa. Kohdan 

6.5 huomautuksen 1 terminologiaa 

kayttaen voimme viela sanoa, etta 

leikkausjannitys vaikuttaa nesteen 

"vierimissuunnassa". 

Tarkastelemalla kaavoissa (6.10.29) 

Kuva 6.10.5 Leikkausjan-

esitettyja komponenttien cry, Tyz ja 

Tyx lausekkeita havaitaan, etta ky­

seessa on itse asiassa juuri esitys-nitys. 

asettaa dv = av;ay. 

oikeaksi seuraavasti. 
~ --t 
n = J. Taten 

muoto (6.10.52), jossa viela voidaan 

Leikkausjannitysten suhteen vaite nahdaan 

Ensinnakin seinamalla ~ = w k + w i ja 
Z X 



= aw k + au 1 
ll ay ll ay 

c+ ~ = T k + T l yz yx 

6.10 .16 

(6.10.56) 

Viite o on jatetty tassa yhteydessa mukavuussyista pois kaavoista. 

Jos erityisesti kyseessa on pysyva kokoonpuristuva tai mieli ­

valtainen kokoonpuristumaton virtaus, dv = 0 ja kaava (6.10.52) 

yksinkertaistuu muotoon 

-+ -+ -+ -+ Ii ~ t = -pn + 2]lw xn . (6.10.57) 

Kaavat (6.10.33) ovat jalleen sopusoinnussa taman lausekkeen 

kanssa. 

Kappaleen kokema voima D tietyn yksikkovektorin ~ suunnassa 

saadaan seuraavasti: 

D = F·~ 

f -+ -+ f -+ -+ S a • edS + S T • edS (6.10.58) 

Etenkin jos virtauksella on tietty vallitseva suunta ja kun 

vektori ~ pannaan yhtymaan tahan suuntaan, kaytossa on seuraava 

terminologia. Kaavan (6.10.58) oikealla puolella esiintyvaa 

ensimmaista osuutta nimitetaan E~!g~y~~t~~~~~~! tai muotovas ­

tukseksi (engl. pressure drag, form drag) ja jalkimmaista ~!t~~­

y~~t~~~~~~! tai pintakitkaksi (engl . viscous drag, skin drag). 

Tulos 1 eli kaava (6.10.19) osoittaa, etta painevastus voidaan 

tosiaan usein laskea pelkan paineen avulla. Pyorrevektorin 

tarkea asema nestemekaniikassa tulee jalleen esille: Pintakitka 

riippuu suoraan pyorteisyyden arvosta kappaleen pinnalla. 

~~Q~~~t~~~~ Edella johdetuissa tuloksissa kaytettyjen termien 

pysyva virtaus ja kiintea seinama suhteen voidaan todeta tarken­

nuksina seuraavaa. Pysyva virtaus tarkoittaa nimenomaan stati ­

onaarisuutta seinamaan kiinnitetyn koordinaatiston suhteen. 

Taman koordinaatiston ei tarvitse olla inertiaalikehys, vaan se 

voi liikkua mielivaltaisella tavalla, koska johdoissa ei ole 
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vie1a kaytetty 1ainkaan hyvaksi 1iikeyhta1oita. Vastaavasti 

ymmarretaan, etta termi kiintea seinama voidaan usein korvata 

tarvittaessa termi11a jaykka - siis muotoaan muuttamaton -

seinama. 
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6.10.2 Rajakerrosyhta1ot 

Y1eista. Rajakerrosteoria sove11utuksineen on 1aaja aihepiiri, 

josta on o1emassa omia oppikirjojaan kuten [6.14], [6.25]. Teo­

rian a1kuunpanija L. Prandt1 on modernin nestemekaniikan isa ja 

syntykirjoitus on vuode1ta 1904. Ennen Prandt1ia nestemekaniikka 

o1i jakautunut kahteen toisistaan eri11aan o1evaan paahaaraan: 

ideaa1inesteen ma11i11a operoivaan pitka11e matematisoituun ns. 

k1assi11iseen hydromekaniikkaan seka empiirispohjaiseen hydrau-

1iikkaan. Ede11ise11a ei o11ut insinoorin kanna1ta pa1jonkaan 

kayttoa, koska se antoi usein jarjettomia tu1oksia: Esimerkiksi 

kappa1een kokema vastus on no11a. Ja1kimmainen taas o1i 1iikaa 

pe1kkaa kokee11isten kertoimien va1innan tiedetta i1man yhtenais­

ta tausta11a o1evaa teoriaa. Rajakerrosteorian mukaantu1o a1koi 

yhdistaa naita kahta eri11ista a1uetta. Prandt1in panosta raja­

kerrosteorian kehittajana on pidetty fysiikan Nobe1-pa1kinnon 

arvoisena suorituksena, vaikkei tata huomionosoitusta hane11e 

koskaan myonnettykaan [6.26, s. 517]. 

Rajakerrosapproksimaatiot yksinkertaistavat Navier-Stokesin 

yhta1oita matemaattisessa suhteessa o1ee11isesti sai1yttaen kui­

tenkin fysikaa1isesti merkittavat termit mukana. Yhta1oi11a on 

tarkea kaytannon merkitys, koska kitkan ja 1ammonsiirron kasitte -

1y vaatii 1uonno11isestikin yksityiskohtaisen tiedon virtauksen 

1uonteesta seinamien 1aheisyydessa. Numeeristen 1askentamenete1-

mien kehittyminen on ky11akin hieman vahentanyt eri11isten raja­

kerrosyhta1oiden kayton tarvetta. 

Ede11a on jo muutamissa kohdin hiukan koskete1tu rajakerroska ­

sittetta. Rajakerrosapproksimaatiot patevat parhaiten, kun raja­

kerroksen paksuus o on pieni tutkittavan a1ueen tyypi11isiin mit ­

toihin verrattuna. Paksuuden maaritte1yyn 1iittyy tiettya epa­

maaraisyytta. Rajakerros on seinaman 1aheinen virtausa1ue, jossa 

nopeusgradienti11a on suuri arvo seinaman normaa1in suunnassa; 

toisin sanoen seinaman suuntainen nopeuskomponentti muuttuu voi­

makkaasti (a1kaen arvostaan no11a) seinaman normaa1in suuntaan 

ku1jettaessa (vrt. kuva 4.7.9). Usein sovitaan, etta paika11inen 

rajakerroksen paksuus on se etaisyys pinnan normaa1in suunnassa, 

jossa seinaman suuntainen nopeus on saavuttanut esimerkiksi arvon 
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99 % vastaavasta ideaa1inesteen mallin antamasta nopeudesta. 

Rajakerrosyhtaloiden synnyttamisessa kaytetaan kirjallisuudes­

sa y1eensa apuna ns. ~~~~~~~!~2~~~=~~~!YY~!~ (engl. order of 

magnitude analysis); 1ahteessa [6.27] on hyva suppea esitys ko. 

aihepiirista. Vallitsevat yleiset yhtalot muunnetaan ensin dimen­

sioanalyysin avulla dimensiottomiin muotoihin. Taman jalkeen 

suoritetaan yhtaloiden eri termien suuruuksien arviointeja. Ti ­

lanteesta riippuen osa termeista voidaan joskus jattaa pienina 

muiden rinna1la pois ja saada yhta1oiden yksinkertaistettuja ver ­

sioita. Analyysi vaatii kohtuullisen uskottavasti suoritettuna 

melko raskaan ja pitkallisen kasittelyn. Emme siten toista ta1 -

laista tarkastelua, mutta pyrimme kuitenkin motivoimaan valintoja 

kohdassa 6.10.1 esitettyja sarjakehitelmia apuna kayttaen. 

~iikeyhtalot. Suoritetaan kasittely pelkastaan tasotapauksessa. 

Tarkastel1aan aluksi jalleen kuvan 6.10.1 mukaista asetelmaa. 

Kirjoitetaan liikeyhtalot (6.10.7) pysyvassa virtauksessa ilman 

tilavuusvoimatermeja: 

au au) l£+ 
a a* d T 

l p(u + v = X _____]fJi 
ax ay ax ax + ay 

(6.10.59) 

av av) l£+ 
dT Cla* 

J 
p(u + v = __E_ + _y_ 

ax ay ay ax ay 

Kun liikutaan y-akselilla, virtaus on i1meisesti lahes seinaman 

suuntaista ja siis v << u . Paaajatus on lisaksi, etta suureiden 

arvot muuttuvat yleensa voimakkaammin seinaman normaalin kuin 

sen tangentin suunnassa: 

ll_l < < li_l_ 
ax ay (6.10.60) 

Nama intuitiiviset arviot eivat ole kuitenkaan taysin riittavia. 

Tarkastellaan ensin kiihtyvyystermeja. Kehitelmien (6.10.22) 

kaytto antaa lopuksi tulokset [6.22] 

auj 
u ax x=O 

(6.10.61) 



au I v- = 
ay x=o 

= 

avl 
u ax x=O 

= 

= 

= 

2 2 l_(au) (~) Y + 
2 ay o ay2 o 

l_( dU) a 2u 
,... 
L. 

(dXdY) y 2 ay 
0 0 

( dU) a 2v 2 
<axay) Y + ay 

0 0 

_ ( dU) 
2 2 (~) y + 

ay o 8x2 
0 

2 L( au, 2 
R 8y' y + ''' 

0 0 

v .~v~ = 0 + ... 
Y x=o 

6.10.20 

... 

+ ... (6.10.62) 

... 

... 

(6.10.63) 

( 6. 10. 64) 

kun termit toiseen kerta1ukuun asti on sai1ytetty mukana. Huo­

mattakoon, etta kokoonpuristumattomuusehdosta (6.10.2) saadaan 

derivoima11a x:n ja y:n suhteen vastaavasti kaksi 1isayhta1oa 

a 2u + a 2v 0 l -2 = dXdY , 
ax 

(6.10.65) 

a 2u + a 2v 0 
J 

-2 = axay , 
ay 

joita on myos sove11ettu ede11a. Termien u au;ax ja v 8u/8y ha­

vaitaan o1evan samaa suuruus1uokkaa. Termi u av;ax on ede11isiin 

verrattuna pieni, mika1i reuna on suora (1/R
0 

= 0). Voidaan 

otaksua, etta nain on myos si11oin, kun kaarevuus 1/R
0 

on kohtuu1-

1inen. Tassa tapauksessa 1iikeyhta1ot saadaan ensin muotoihin 

dU dU) .£.12.+ 
a a* (h 

p(u + v X + ~ = dX ay ax dX ay 
(6.10.66) 

.£12. 
dT a a* 

0 = + _J5:Y.. + _ _y 
ay dX ay 
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voidaan todeta, etta ja1kimmainen yhta1o syntyisi myos kirjoitta­

ma11a toinen 1iikeyhta1o (6.10.59) pisteessa 0. Viskooseja jan-

nityksia koskevat termit saadaan muotoihin 

3a* a 2u L( au) X 
2ll 2ll + = = - ... ax ax 2 Ro ay o 

aT ~2 a 2v a CJU a av ~ = ll(~ + axay> = ll [ ( 'dy 'dy) + (ax ay>] + ... ay ay2 0 0 

(6.10.67) 
aT a 2u 2 a au a av ~ = ll ( axay + .£.__~) = ll[(ax ayl + (ax ax> ] + ax ax 2 ... 

0 0 

a a* a 2v 2 " au _y_ = 2ll -2 = 2ll(~) + = -2ll(_q_ -) + ay 
av

2 
o 

... ax ay 
0 ay 

on 1ahdetty yhta1oista (6.10.6) ja otaksuttu ll paikan suhteen va­

kioksi. Lisaksi on kaytetty hyvaksi ja1kimmaista yhta1oa 

(6.10.65). Jos reuna on suora, aa~/ax ~ 0. Otaksutaan, etta 

nain on myos reunan o11essa 1ievasti kaareva. Jotta muiden ter­

mien suhteen paastaisiin eteenpain, otaksutaan nyt yhteyden 

(6.10.60) hengessa, etta kaikki termit, joissa esiintyy derivaat­

ta x:n suhteen ovat pienia termiin a;ay•au;ay verrattuna; toisin 

sanoen otetaan 8Txy/ax ~ 0, aa;;ay ~ 0. Liikeyhta1ot saavat siis 

muodot, 

t-------------------- -

p(u au + v au) = 
ax ay 

.£.12 = 11 au 
ay I-' 'dy 

jossa 

.£.12 + aTyx 
ax ay 

(6.10.68) 

(6.10.69) 

Nama ovat stationaarisen kokoonpuristumattoman kaksidimensioisen 
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rajakerrosteorian 1iikeyhta1ot. Ne on vie1a taydennettava kokoon ­

puristumattomuusyhta1o11a (6.10.2): 

dU + dV = O 
ClX Cly • (6 . 10.70) 

Leikkausjannityksen T 1ausekkeen (6.10.69) muoto - siis termin yx 
Clv/Clx puuttuminen - saa 1isauskottavuutta kaavoissa (6.10.14) 

esiintyvasta tu1oksesta (8v/8x)
0 

= 0. 

Yhta1oiden syntya peruste1tiin kuvaan 6 . 10.1 1iittyvan kiin­

tean xy-koordinaatiston avu11a. Jos seinama on suora, yhta1ot 

patevat muua11akin kuin va1itun origon va1ittomassa ymparistossa . 

Y1eisemmin kaarevan seinaman yhteydessa rajakerrosteoriassa kay­

tetyt ns. rajakerroskoordinaatit va1itaan kuitenkin tasotapauk­

sessa periaatteessa kuvan 6.10.6 (a) esittamaan tyy1iin. x-koor-

(a) 

-­X 

(b) 

y 

X 

Kuva 6.10.6 (a) Kayraviivainen ja (b) suoraviivainen koordinaa­

tisto. 

dinaatti tarkoittaa seinamaa pitkin mitattua kaarenpituutta ja 

y-koordinaatti viittaa kohtisuoraan etaisyyteen seinaman pinnas­

ta. Kyseessa on siis kayraviivainen suoraku1mainen koordinaatis ­

to. Voidaan osoittaa, etta kun rajakerroksen paksuus on o1ee11i­

sesti pienempi kuin seinaman paika11inen kaarevuussade, yhta1ot 

(6.10.68) ... (6.10.70) patevat riittava11a tarkkuude11a sel1aisi ­

naan myos esitetyssa kayraviivaisessa koordinaatistossa (u ja v 

viittaavat nopeuskomponentteihin paika11isen x- ja y-akse1in suun­

nissa). Matemaattise1ta kanna1ta tarkaste1u voidaan yhta hyvin 

ajate11a tapahtuvaksi 1oppujen 1opuksi ja11een kuvan 6.10.6 (b) 

esittamassa suoraviivaisessa koordinaatistossa. 

Rajakerrosyhta1oita sove11etaan normaa1isti seuraavasti. 
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Rajakerroksen ulkopuole11a virtaus otaksutaan tunnetuksi ja las ­

ketuksi kohtuullisen helposti kitkattomana ideaalinesteen vallit ­

sevien yhtaloiden avu11a. Varustetaan nain saadut suureet ala­

viitteella e; esimerkiksi ue, ve' Pe· (Merkinta e 1iittyy sanon­

taan rajakerroksen ulkopuolinen (engl. ~xternal) virtaus.) Kos ­

ka rajakerros ajatellaan hyvin ohueksi, kitkattoman virtauksen 

reunaehdot - vapaa liukuminen - asetetaan ainakin ensimmaises ­

sa approksimaatiossa suoraan seinaman pinna1la. Taten suureet 

u , v ja p ovat maaritel1yt itse asiassa myos tu1evan rajaker -e e e 
roksen sisalla. 

Ja1kimmaisen liikeyhtalon (6.10.68) mukaan paine on rajaker ­

roksessa vakio pinnan normaalin suunnassa eli paine ei riipu 

y - koordinaatista: p = p(x). Toisaalta paineen arvon tu1ee yh ­

tya rajakerroksen reunalla y = o asymptoottisesti arvoon 

p (x,o) ~ p (x,O). Taten e e 

ja ensimmaisessa 1iikeyhtalossa oleva painetermi 

~E 
dX 

(6.10.71) 

(6.10.72) 

tunnetaan. Tama termi voidaan esittaa niin ha1uttaessa myos kit ­

kattoman virtauksen x-akselin suuntaisen liikeyhtalon (otetaan 

lisaksi epastationaarinen tapaus; huom. ve = 0) 

= (6.10.73) 

perusteel1a myos nopeuskentan avu1la. 

Tavanomainen rajakerrosformulaatio saa nyt muodon 

dU dU 1 dpe 1 d dU) 
u 8x + v 8y + p dx - p 8y(~ 8y = 0 ' 

(6.10.74) 
dU + dV = O 
dX 8y • 

Kyseessa ovat siis x - suuntainen liikeyhtalo ja kokoonpuristumat -
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tomuusyhtalo: kaksi kenttayhtaloa vastaten kahta tuntematonta 

u(x,y) ja v(x,y). Kitkatermi kirjoitetaan usein kauniimpaan 

muotoon v 82u/8y2 , mutta tassa on haluttu pitaa mukana se mahdol ­

lisuus, etta viskositeetti ~ ei olekaan paikan suhteen vakio. 

Tavallisesti asetetaan seuraavat, kuvan 6.10.6 (b) geometriaan 

assosioidut reunaehdot: 

u(x,O) = 0 v(x,O) 0 (6.10.75) 

(6.10.76) 

(6.10.77) 

Yhtalot (6.10.75) esittavat takertumisehdon seinaman pinnalla. 

Yhtalo (6.10.76) vaatii, etta nopeuskomponentin u arvo yhtyy 

asymptoottisesti rajakerroksen ulkopuolisen virtauksen vastaa­

vaan arvoon. (Itse asiassa ro on tassa kaytannossa hyvin pieni 

mitta.) Yhtalo (6.10.77) ilmaisee, etta valitulla sisaanvir­

tausreunalla x = x on esitettava komponentin u nopeusjakautuma 
0 

uo ( y). 

Vaikka kenttayhtalot (6.10.75) ovat edelleen liikeyhtalon 

osalta epalineaariset, huomattavia helpotuksia Navier-Stokesin 

yhtaloihin nahden on saavutettu. Ensinnakin yksi tuntematon -

paine p - on kadonnut. Toiseksi yhtaloissa esiintyy vain muut­

tujaa u koskeva toinen paikkaderivaatta ja sekin pinnan normaa­

lin suunnassa otettuna. Navier-Stokesin yhtaloiden yhteydessa 

reunaehtoja tulee antaa koko tutkittavan alueen reunalla; kysees­

sa on ns. elliptinen reuna-arvotehtava (ks. kohdan 4.7.4 huomau­

tus 1). Sen sijaan rajakerrosyhtalot (6.10.74) esittavat ns. 

parabolista etenemistehtavaa, jossa x-akseli on aika-tyyppinen 

marssimissuunta. Tehtavan numeerinen ratkaiseminen on siis 

verrattain edullista, koska se voidaan suorittaa askeleittain 

arvosta x = x eteenpain edeten. Ratkaisu voidaan vieda periaat-
o 

teessa niin pitkalle kuin seinaman pintaa riittaa. Kuitenkin 

virtauksen irtoamiskohdan jalkeen rajakerrosyhtaloiden synnytta­

misessa kaytetyt otaksumat eivat ole lainkaan voimassa, joten 

ratkaisulla ei ole enaa fysikaalista merkitysta. 

Virtauksen ~~~2~~~~~~~~ (engl. flow separation) tarkoitetaan, 

etta virtaviivat kappaleen pinnan laheisyydessa lakkaavat kul-
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kemasta lahes pinnan suunnassa. Ns. virtauksen !~t2~~!~E!~t~ 

(engl. point of separation) maaritellaan kaksidimensioisessa 

virtauksessa yleensa juuri pisteena, jossa ehto (6.10.25) toteu­

tuu. Kaavan (6.10.69) perusteella taman havaitaan merkitsevan 

myos seinamaleikkausjannityksen haviamista. Virtauksen mahdol­

lisimman myohaan tapahtuvalla irtoamisella voidaan vahentaa 

oleellisesti painevastusta. 

Epastationaarisessa tapauksessa liikeyhtalon (6.10.74) vasen 

puoli on taydennettava termilla Ciu/Cit ja yhtalosysteemi on varus­

tettava alkuehdoilla [6.14, s. 130]. Reunaehdot voivat riippua 

talloin luonnollisesti myos ajasta. 

Turbulenttisessa kokoonpuristumattomassa virtauksessa voidaan 

soveltaa edelleen yhtaloita (6.10.74) keskiarvosuureita koskevi­

na suorittamalla lisaksi sijoitus [6.14, s. 563] (ks. merkinto­

jen suhteen kohta 6.6) 

_ dU 
T = ]J·-YX ax 

au 
:= ].1 ax pv'u' 

= (,,+,,t)Ciu 
t-' t-' Ciy (6.10.78) 

Kirjallisuudessa on esitetty yksityiskohtaisia ohjeita pyorre­

viskositeetin Jlt mallittamiseksi rajakerrosvirtauksessa. 

Energiayhtalo. Tarkastellaan edelleen stationaarista (mekaani­

sesti) kokoonpuristumatonta tasotapausta. Vallitseva yleinen 

energiayhtalo on talloin esimerkiksi kaavan (5.6.36) perusteella 

muotoa 

CiT CiT 
Pcp(u + v --) = ax ay 

l_(k .CiT) + l_(k CiT) + 
CJX dX Ciy Ciy 

(6.10.79) 

kun sateilyn osuus jatetaan pois. Suuruusluokka-analyysin jal­

keen tama yksinkertaistuu tavanomaiseksi rajakerrosvirtauksen 

energiayhtaloksi [6.14, s. 292] 

pcp(u CiT + v CiT) _ l_(k CiT) 
ax Ciy ay ay = 0 . (6.10.80) 
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Kuvan 6.10.6 (b) geometriaan 1iittyvat reunaehdot ovat 

(6.10.81) 

(6.10.82) 

(6.10.83) 

Yhta1ot (6.10.81) ja (6.10.82) i1maisevat vastaavasti, etta nes­

teen lampotilan tulee yhtya seinaman kohdalla sen lampotilaan Tw 

ja termisen rajakerroksen (engl. thermal boundary layer) reunal ­

la y = oT asymptoottisesti ulkopuolisessa virtauksessa va11itse ­

vaan lampotilan arvoon. Adiabaattiseksi otaksutun seinaman ta­

pauksessa ehto (6.10.81) tu1ee korvata ehdolla aT/ax(x,O) = 0. 

Yhtalon (6.10.83) mukaan va1itulla sisaanvirtausreunalla x = x
0 

on esitettava lampoti1an jakautuma T
0

(y). 

Rajakerrosteorian energiayhtalo reunaehtoineen esittaa jal­

leen x-suunnassa etenemistehtavaa. Kun nopeuskomponentit u ja v 

on ajateltu maaritetyiksi, kyseessa on lampoti1an T suhteen nyt 

vain lineaarinen probleema, joka seikka helpottaa tietenkin rat ­

kaisun loytamista. 

~~2~~~t~~-!· Mekaanisesti kokoonpuristumattomassa tapauksessa 

liikeyhtalon (6.10.74) vasen puoli tu1ee taydentaa ainakin va­

paan konvektion yhteydessa ns. nostetermilla (ks. yhtalo 

(6.12.14)) g y (T- T0
), jossa g on putoamiskiihtyvyyden kompo-x p X 

nentti paikallisen x-akse1in suunnassa, yp on nesteen isobaari-

nen tilavuuden lampoti1akerroin ja T0 valittu referenssilampo­

tila. Vapaassa konvektiossa otaksutaan tavallisesti viela, etta 

pe = pd ~ 0. Jos nostetermi on mukana liikeyhta1ossa, syntyy 

nopeuskentan ja lampotilakentan maarittamisten valinen kytkenta. 

Jos nostetermi puuttuu, nopeuskentta voidaan maarittaa ensin 

erikseen yhta1oista (6.10.74), jonka jalkeen lampotila saadaan 

ratkaistua pelkastaan yhtalon (6.10.80) avulla. 

Epastationaarisessa tapauksessa energiayhtalon (6.10.80) 

vasen puo1i on taydennettava termi1la pc aT/at ja lampoti1an 
p 

jakautuma alueessa on esitettava alkuehtona. 
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Dissipaation osuus voidaan jattaa usein pienena termina 

pois. 

Turbulenttisessa kokoonpuristumattomassa virtauksessa voidaan 

soveltaa edelleen yhtaloa (6.10.80) keskiarvosuureita koskevana 

suorittamalla lisaksi sijoitukset [6.14, s. 706] (ks. merkinto­

jen suhteen kohta 6.6) 

- k 8T k 8T ·-'T' qy - 8y := - 8y + pcpv 

= 

dU dU 2 := (].1 ~YU Tyx ay - J.l(ay) a 
- - dU pv'u' )-8y 

- 2 
= ( + t)(dU) 

].1 ].1 8y 

(6.10.84) 

(6.10.85) 

Kirjallisuudessa on esitetty ohjeita pyorrejohtavuuden kt mallit­

tamiseksi. 

Loppuhuomautuksia. Rajakerrosvirtaus-tyyppisia yhtaloita sovel­

letaan muissakin yhteyksissa kuin seinamien laheisyydessa. Lah­

teessa [6.25] kaytetaan nimitysta !§!~~~~@~§~~9@Y~t~±2t (engl. 

thin-shear-layer equations). Leikkauskerroksella tarkoitetaan 

talloin aluetta, jossa virtauksella on selva paasuunta, jota vas­

taan kohtisuorassa suunnassa virtausnopeus muuttuu arvoltaan pai­

kan suhteen voimakkaasti. Esimerkkeja ovat seinamavirtausten 

lisaksi mm. suihkut (engl. jet) ja vanat (engl. wake). Ideana 

on jatkuvasti, etta taysin yleisia virtausmekaniikan yhtaloita 

yksinkertaistetaan sopivin otaksumin helpommin ratkaistaviin 

muotoihin. Lahteessa [6.28] taas kaytetaan nimitysta E~~~99±! ­

@9!9~E-~~Y!§~:~E9~§@!~_Yht~±2E (engl. parabolized Navier-Stokes 

equations) ja esitetaan eraita tavanomaisia rajakerrosyhtaloita 

yleisimpia formulaatioita. 

On selvaa, etta tassa esityksessa on voitu vain hieman raapia 

rajakerrosteorian laajaa pintaa. Lahde [6.14] on tunnustettu 

alan klassikko. 
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6.11 Voiteluvirtaus 

Yleista. Kohdassa 5.1 mainittiin lyhyesti voiteluprobleemeista. 

Ne edustavat erasta osa- aluetta t~!22!29!~~t~ (engl. tribology), 

joka on kirjaimellisesti kaannettyna "hankauksen tiede"; tarkem­

min oppi kitkasta, kulumisesta ja voitelusta. Voitelussa esiin­

tyvien nestekalvojen paksuus on yleensa hyvin pieni, esimerkiksi 

luokkaa yksi tuhannesosa laakerin tyypillisista mitoista. Kit ­

kavoimat nesteessa tulevat talloin hitausvoimiin nahden suuriksi 

ja virtaus sailyy tavallisesti laminaarisena. Lisaksi vallitse ­

via yhtaloita voidaan yksinkertaistaa tehtavan geometriasta joh­

tuen paljon voimakkaammin kuin esimerkiksi rajakerrosvirtaukses ­

sa. Todettakoon, etta voiteluteoriaa ei sovelleta pelkastaan 

tekniikassa, vaan myos esimerkiksi biomekaniikassa ja laaketie­

teessa mm. nivelten toiminnan analysoinnissa. 

On erotettavissa kaksi paatapausta: ~Y9~2~t~~tt!~~~ ja ~Y9~2-

gy~~~~!Q§Q voitelu. Hydrostaattisessa voitelussa laakeri vaa­

tii ulkoisen painelahteen, joka yllapitaa seinamien valista 

etaisyyseroa estaen kosketuksen ja vahentaen taten ratkaisevasti 

kitkaa ja kulumista. Hydrodynaamisessa voitelussa saavutetaan 

sama tulos seinamien suhteellisen liikkeen ja nestekalvon pak­

suuden sopivan kiilamaisuuden ansiosta ilman erillista painelah­

detta. Jos voiteluaine on kaasua, termit aerostaattinen ja 

aerodynaaminen voitelu ovat osuvampia. Esimerkkina aerodynaami­

sesta voitelusta mainittakoon massamuisteina kaytettyjen kovale ­

vyjen ja niiden lukupaiden valinen rajapinta. Voitelukalvon 

paksuus on vain luokkaa jokunen ~m. Kuitenkaan kosketusta ei 

saa missaan tapauksessa syntya . Jatkossa johdettavaa Reynoldsin 

yhtaloa voidaan soveltaa seka staattisessa etta dynaamisessa 

voitelussa. 

Kuva 6.11.1 esittaa valittuja merkintoja, jotka ovat osittain 

samoja kuin levyn lammonjohtumisessa, ks. kuva 6.1.17. Nestekal ­

von paksuus on esitetty suuresti liioiteltuna. Otaksutaan 

aluksi, etta kalvo on likimain xy-tason suuntainen. Nestetta 

rajoittavat kaksi kiinteasta aineesta olevaa seinamaa; alapinta 

ja ylapinta, joihin viitataan vastaavasti tunnuksilla 1 ja 2. 
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z 

= Qn 
k 

A A 

-t y L _j J 

L p = p 
X 

(a) (b) 

A - A 
z 

H2 (x,y,t) H1 (x,y,t) 

T 
(c) y X 

Kuva 6.11.1 (a) Koordinaatisto. (b) Nesteka1vo z-akse1in suun­

nasta katsottuna. (c) Ka1von poikki1eikkaus. 

Nesteen nopeuden esitysmuoto o1koon 

""* ~ -t -,7 
V = U1 + VJ + Wk 

ja vastaavasti seinamien nopeuksien esitykset o1koot 

""* ~ -t -,7 V. = U.1 + V.J + W.k 
1 1 1 1 

i = 1,2. 

(6.11.1) 

(6.11.2) 

Nestemekaniikan kaksidimensioisiin teorioihin paastaan y1een­

sa integroima11a va11itsevia ko1midimensioisia yhta1oita geomet-
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rian paksuussuunnassa ja operoima11a sitten tiettyjen keskimaa­

raisten suureiden avu11a . Tasta menette1ysta annetaan naytteita 

seuraavassa seka myos kohdassa 6.12. 

Jatkuvuusyhta1o . otamme a1uksi 1ahtokohdaksi jatkuvuusyhta1on 

kokoonpuristumattoman muodon 

dU + dV + dW = Q 
dX ()y dZ • (6.11.3) 

Tama on normaa1i otaksuma, jos voite1uaine on varsinaista nes ­

tetta ja jos 1aakerin kuormitukset ovat kohtuu11isia. 

Integroidaan kokoonpuristumattomuusyhta1o (6.11 . 3) puo1ittain 

ka1von paksuuden h y1i: 

f dU f dV ()x dz + ()y dz + w2 
(6.11.4) 

Pe1kka merkinta J( )dz viittaa tassa ja jatkossa seuraavaan 

(vrt. kaava (6.1.186)): 

H2 (x,y,t) 

J fdz = f f(x,y,z,t)dz (6.11.5) 

H1 (x,y,t) 

Leibnitzin saannon (L.2.14) perustee11a 

d f udz f au dz + u 2 

C1H2 C1H1 
= - u dX dX dX 1 dX 

(6.11.6) 

d f vdz f dV dz + v 2 
C1H2 C1H1 

= - v ()y ()y ()y 1 ()y 

ja siis 

f dU dz d f udz 
C1H2 

+ u1 
C1H1 

= - u 
dX dX 2 dX dX 

(6.11. 7) 

f dV dz d ( vdz 
C1H2 

+ v1 
C1H1 

= - v ()y ()y J 2 ()y ()y 
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Maaritellaan viela kalvon paksuuden suhteen keskimaaraiset 

nopeuskomponentit 

<u> 1 
J udz = h ' 

<v> 1 
J vdz = h 

seka suureet 

Qx = J udz = h<u> , l 
QY = J vdz = h<v> . 

( 6 . 11. 8) 

(6.11.9) 

Jalkimmaiset esittavat tilavuusvirtoja y - ja x - akselin suuntaisia 

pituuksia kohti ([QJ = m2s - 1 ). Huomattakoon, etteivat suureet 

(6.11.8) ja (6.11.9) riipu enaa koordinaatista z; ne voivat olla 

korkeintaan riippumattomien muuttujien x, y ja t funktioita. 

Yhtalo (6.11.4) saa lausekkeiden (6.11.7) ja (6.11 . 9) avulla nyt 

muodon 

(6.11.10) 

Joudumme lisaksi kayttamaan hyvaksi pintojen kinematiikkaa. 

Seinamat 1 ja 2 ovat ainepintoja, joiden yhtalot ovat 

i = 1,2 . (6.11.11) 

Ainepintoja koskevan kinemaattisen kaavan (6.7.18) perusteella 

siis (vrt. myos esimerkki 6.7.1) 

eli 

DF. 
l 

Dt 

()H. 
l = - ---

CJ t 0 ' i = 1,2 (6.11.12) 

J 



aH. 
l 

at 

aH. aH. 
= - u. ~ - v ---1 + w

1
. , 

1 ax i ay 

6 .11. 5 

i = 1,2 . (6.11.13) 

Ka1von paksuuden h = H2 - H1 1okaa1iseksi muutosnopeudeksi saa­

daan taten 

aH1 - ---
at 

Takertumisehdon perustee11a tassa vie1a 

u. = u. 
l l 

v. = v. 
l l 

i = 1,2 . (6.11.15) 

w. = w. 
l l 

Ottama11a huomioon kaavat (6.11.14) ja (6.11.15) yhta1o 

(6.11.10) tu1ee vihdoin muotoon 

aQx aQ ah 
+ __::_y + = ax ay at 0 ' (6.11.16) 

joka on voite1uvirtauksen kaksidimensioinen jatkuvuusyhta1o 

kokoonpuristumattomassa tapauksessa. 

Liikeyhta1ot. Tava11isesti voite1uaineen otaksutaan o1evan iso­

trooppista Newtonin nestetta. Lahtokohtana ovat siis 1iikeyhta-

1ot 

~+ 
a a* c:n aT 

pbx 
X ·~+ zx - ---+ = pax ax ax ay az ' 

~+ 
aT a a* aT 

pb ~+ ____:;{_ + ~ = pay (6.11.17) y ay ax ay az ' 

~..E + 
aT aT acr* 

pbz - ~+ ~ + -~ = paz az ax ay az ' 
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joihin on viela ajateltava sijoitetuiksi Stokesin kitkalain mu ­

kaiset yhteydet (5 . 2.26) . 

Esimerkiksi lahteessa [6.29] on suoritettu liikeyhtaloiden 

eri termeja koskeva suuruusluokka-analyysi. Se antaa lahinna 

seuraavia - rajakerrosteoriatyyppisia - tuloksia. Hitaus - ja 

tilavuusvoimatermit ovat kitkavoimiin verrattuina pienia. No ­

peuskomponenttien u ja v x - ja y-suuntaiset derivaatat ovat 

z - suuntaisiin derivaattoihin verrattuina pienia. Nopeuskompo­

nentti w ja sen derivaatat ovat tiettyihin termeihin verrattuna 

pienia. Talloin liikeyhtalot kutistuvat muotoihin 

.££. aTZX 
a ~+au a au) = = 8-zrll ~~' -az)J az:( ll ax az az 

.££. 
a1: 

a ~ av a av) = ~ = -azrll( .? + -az) J az(ll (6.11.18) ay az az 

.££. = 0 az . 

Viimeinen liikeyhtalo (6.11.18) sanoo, etta paine ei riipu 

z - koordinaatista; ts. 

p = p(x,y,t) . (6.11.19) 

Kun ajatellaan x, y ja t kiinnitetyiksi, ensimmainen ja toi ­

nen liikeyhtalo (6.11.18) ovat tavallisia toisen kertaluvun dif ­

ferentiaaliyhtaloita u:n ja v:n suhteen ja z on riippumaton 

muuttuja. Jos viela otaksutaan ll vakioksi z-suunnassa, yhtalot 

ovat vakiokertoimisia. (Jos voiteluaine on katsottava ei-New-

tonin nesteeksi, otaksuma ll ei riipu z:sta ei ole valttamatta 

enaa kovin realistinen. Ei-Newtonin nesteella viskositeetin 

arvo riippuu nimittain deformaationopeudesta, joka taas vaihte­

lee tassa z-suunnassa. Samoin kay myos Newtonin nesteella, jos 

lampotilan arvo vaihtelee huomattavasti z - suunnassa.) Reunaeh­

toina esiintyvat annetut arvot u = u1 , u = u2 , v = v1 , v = v 2 
kalvon ala- ja ylapinnoilla. Standardikeinoin saadaan ratkai ­

sut, jotka ovat toista astetta z:n suhteen: 

J 
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u = 

(6.11.20) 

h 2 
d v = v + s(V -v ) - s(1-s)-- ~ . 1 2 1 2~ ()y 

Lausekkeissa on kaytetty dimensiottomia apumuuttujia (0 < s < 1) 

s = 1 - s = (6.11.21) 

Ensimmaista kaavaa (6.11.20) on havainno11istettu kuvassa 

# 
1- s 

Kuva 6.11.2 Nopeuskomponentin u 

jakautuma. 

6.11.2. Seinamien vaakano-

peudet u1 ja u2 i1man paine­

gradienttia synnyttavat 1ine­

aarisen nopeusjakautuman; vrt. 

myos esimerkin 5.2.2 kuva (a). 

Painegradientti ()p/()x synnyt­

taa parabo1isen jakautuman, 

jonka maksimiarvo on ka1von 

keskikohda11a. Todettakoon, 

etta kuvan esittamaan nopeus­

jakautumaan 1iittyva tapaus 

ku1kee kirja11isuudessa usein nime11a Couette-virtaus [6.14, 

s. 84]. 

Ti1avuusvirrat (6.11.9) saadaan integroima11a 1ausekkeista 

Qx = J udz 

(6.11.22) 

ja paadytaan kaavoihin 

Qx hU 
h2 .£12 = -
12~ dX 

, 

(6.11.23) 

h 3 
d 

Qy = hV - -~ 
12~ ()y . 
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Ne ovat voiteluprobleeman kaksidimensioiset liikeyhtalot. On 

kaytetty lyhennysmerkintoja 

(6.11.24) 

jotka esittavat siis pelkastaan seinamien liikkeen johdosta 

syntyvia nesteen keskimaaraisia vaakanopeuksia. 

Reynoldsin yhtalo. Lausekkeiden (6.11 . 23) sijoitus jatkuvuus ­

yhtaloon (6 . 11.16) tuottaa voiteluvirtauksen tarkeimman kaavan 

d h 3 d d h 3 
££) 

8x(l2]J ~) + Cly(l2]J + s = 0 Cly ' (6.11 . 25) 

jossa lahdetermi 

~x(hU) d Clh s = - -(hV) at . Cly (6.11.26) 

Kaava (6.11.25) kulkee kehittajansa mukaan g~y~Q~9@!~_g!;;~~~~­

~!ee~!Y~~~~2~ nimella (0. Reynolds, v. 1886). Kyseessa on sama 

henkilo, jonka mukaan puhutaan Reynoldsin kuljetuslauseesta seka 

turbulenttisen virtauksen Reynoldsin liikeyhtaloista. 

Jos seinamien liike on annettu, myos lahdetermi s on annettu 

ja paineen jakautuma voidaan maarittaa Reynoldsin yhtalon avul ­

la kunhan se on viela varustettu sopivilla reunaehdoilla. Ta­

vallisimmat ehdot ovat annettu paineen arvo eli 

(6.11.27) 

ja annettu tilavuusvirta reunan pituutta kohti 

(6.11.28) 

Tassa reunan osat sp ja sQ muodostavat yhdessa xy- tasossa olevan 

tarkasteltavan alueen A reunan s (kuva 6 . 11.1 (b)). Ottamalla 
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huomioon 1ausekkeet (6.11.23) ehto (6.11.28) saa paineen avu11a 

1ausutun muodon 

h 3 a n -- E..E = Q* 
y 12ll ay n (6.11.29) 

jossa annettu termi 

Q* = Q - n hU - nyhV n n x (6 . 11.30) 

ja jonka yhteydessa on kaytetty hyvaksi riippuvuutta (ks. huo ­

mautus 1) 

(6.11.31) 

Ehto (6.11.27) esiintyy esimerkiksi nii11a ka1von reunan osi11a, 

jotka ovat yhteydessa u1koi1man kanssa. Ta11oin p = u1koi1man 

paine. 

Huomautus 1. Me1ko i1meise1ta tuntuva kaava (6.11.31) johdetaan 

tarkemmin seuraavasti. U1koinen yksikkonormaa1ivektori a1ueen 

reuna11a on 
-+ ~ -7 

Taten virtausnopeuden normaa1ikompo-n = n l + n yJ· X 
-+ -+ 

nentti v = n•v = nxu + nyv ja saadaan n 

Qn - f v dz = ( n udz + f nyvdz n j X 

= n f udz + n J vdz = nXQX + n Q . (6.11.32) X y y y 

~~2~~~~~~ - ~· on syyta todeta, etta esitetty Reyno1dsin yhta1oon 

1iittyva formu1aatio on ku11akin ajan hetke11a i1man a1kuarvoja 

o1eva puhdas reuna- arvotehtava ja si1ti ratkaisu p(x,y,t) voi 

riippua ajasta, jos esimerkiksi 1ahdetermi tai reunaehdot ovat 

ajan funktioita. Se1itys tahan kayttaytymiseen on 1uonno11ises ­

tikin siina, etta Reyno1dsin yhta1ossa ei esiinny perustuntemat ­

toman p aikaderivaattoja. 

Differentiaa1iyhta1o (6.11.25) on ja11een kvasiharmonisen 

yhta1on erikoistapaus ja reunaehdot (6.11.27) ja (6.11 . 28) ovat 

j 
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vastaavasti standardimuodossa . Taten Reyno1dsin yhta1on yhtey­

dessa on kaytettavissa variaatioperiaate 

orr ~ o , I (6.11.33) 

jossa funktionaa1i (ks. 1auseke (6.8.68)) 

1 I h
3 

d 2 h
3 

d 2 
II ( p ) = 2 A [ 12 ]J ( *) + 12 ]J ( ~) ] dA + 

- IA SpdA + f Q~pds . 
SQ 

(6.11.34) 

Luva11isen argumenttifunktion p tu1ee toteuttaa o1ee11inen reu­

naehto p = p reunan osa11a s . 
p 

Voidaan 1isaksi todeta, etta kaavan (6.11 . 30) antama suure 

Q* esittaa se1vastikin pe1kastaan painegradientin johdosta syn­n 
tyvaa ti1avuusvirtaa reunan pituutta kohti. 

Funktionaa1i (6.11.34) esiintyy usein hieman toisessa muodos­

sa, joka syntyy osittaisintegroima11a integraa1issa -J SpdA 

esiintyvat kaksi termia: 

JA ~x(hU)pdA = I hU ..££ dA 
A 8x 

(6.11.35) 

I *-(hV)pdA = J n hVpds - I hV ..££ dA . 
A oY s y A 8y 

Funktionaa1in nahdaan o1evan nyt 

II(p) 

- JA (hU ~ + hV ~)dA + JA ~~ pdA + t;0 pds • (6.11.36) 

Huomautus 3. Lausekkeeseen (6.11.36) tu1isi tarkemmin ottaen 

1isata periaatteessa osuus 
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(6.11.37) 

Koska kuitenkin reuna11a sp voidaan asettaa p ~ p, osuus 

(6.11.37) on funktionaa1in kanna1ta vakio, joten se voidaan jat­

taa yksinkertaisuuden vuoksi pois: Stationaarisuusehtojen kir ­

joittaminen tai variaation otto havittaa joka tapauksessa se1 -

vastikin vakiot. 

Kokoonpuristuvuus ja huokoiset seinamat. Taydennamme askeista 

esitysta otsikossa mainitui11a osuuksi11a. Jos voite1uaineena 

on kaasu - kuten i1ma - sen kokoonpuristuvuus on otettava usein 

huomioon. Lahtema11a 1iikkee11e kokoonpuristumattomuusehdon 

(6.11.3) sijasta tayde11isesta jatkuvuusyhta1osta 

~ + ~x(pu) + ~Y(pv) + ~ 2 (pw) = 0 , (6.11.38) 

tekema11a kaavan (6.11.19) kanssa sopusoinnussa o1eva otaksuma 

p = p(x,y,t) ja suorittama11a z-akse1in suuntaiseen integroimi­

seen 1iittyvat manipu1aatiot vastaavaan tapaan kuin ede11a paa­

dytaan 1opuksi yhta1oon 

(6.11.39) 

Jos tassa otetaan p vakioksi, saadaan ja11een yhta1o (6.11.16). 

Tietyissa tapauksissa 1aakeripinnat voivat o11a tarkoituk­

se11a huokoisia ja voi tapahtua suotovirtausta. Kaavat (6.11.13) 

patevat 1uonno11isesti ede11een seinamien suhteen. Seinamien 

ja nesteen nopeuksien va1i11e on kuitenkin asetettava kaavojen 

(6.11.15) sijasta yhteydet 

u. :::: u. , 

} 
l l 

i = 1,2 (6.11.40) 
v. :::: v. 

l l 

ja (ks. kaava (5.7.18)) 
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: } (6.11.41) 

Termit q~ ja q~ ovat ala- ja ylapinnan lapi kalvoon saapuvien 

tilavuusvirtojen tiheyksia. Saadaan 

aH2 = ---at 

aH2 
+ ul 

aH1 aH2 aH1 = -u --- v2 + vl ay + 2 ax ax ay 

+ w2 + q s - w I l 
(6.11.42) 

jossa 

s s s q = ql + q2 (6.11.43) 

on yhteinen kalvoon saapuvan virran tiheys. Taman tuloksen 

huomioonotto muuttaa jatkuvuusyhtalon muotoon 

(6.11.44) 

- ------ -

ja kokoonpuristumattomassa tapauksessa saadaan vastaavasti 

agx + ~ + ah qs = 
~ ay at 0 • (6.11.45) 

Kokoonpuristuvuus ja huokoisuus eivat muuta yhtaloita 

(6.11.18) eivatka nopeuskomponentteja Ui' ui ja Vi, vi koskevia 

yhteyksia ainakaan oleellisesti (vrt. kaavat (6.11.15 ja 

(6.11.40)). Taten lausekkeet (6.11.23) ovat edelleen voimassa 

ja Reynoldsin taydennetyksi differentiaaliyhtaloksi saadaan kaa ­

vaa (6.11.44) perustana pitaen 

---------
(6.11.46) 



jossa 

s = d 
dX(phU) 

d 
ay( phV) 

6 . 11.13 

d s 
~(ph) + pq (6.11.47) 

Koska p on nyt muuttuja, Reynoldsin yhtalon lisaksi on otet­

tava huomioon kaasun konstitutiivinen yhteys. Jos kyseessa on 

ihannekaasu, vallitsee yhteys p = RpT eli 

1 
p = RT p . (6.11.48) 

Kaasuvoitelussa voidaan otaksua usein isoterminen virtaus, jol­

loin energiayhtaloa ei tarvitse viela kytkea mukaan. Lausekkeen 

(6.11.48) sijoitus yhtaloon (6.11.46) tuottaa nyt paineen p suh­

teen epalineaarisen formulaation ja ratkaisu taytyy etsia kay­

tannossa iteratiivisesti. 

Kantovoima ja kitka. Tarkastellaan kuvan 6.11.3 esittamin mer­

kinnoin nestekalvon ala- ja 

z 

X 

Kuva 6.11.3 Pintavoimat. 

aH. 2 112 
+ ( ayl) J dA 

ylapintoihin vaikuttavia voimia. 

Kuten on ollut esilla jo lam­

monjohtumisen yhteydessa (kaa­

va (6.1.189)), analyyttisen 

geometrian perustee11a ensin­

nakin (dA = dxdy) 

dS. 
l 

i = 1,2 . 

aH. 2 
l = [1 + (ax-) + 

(6.11.49) 

Lisaksi yhta1on (6.7.6) ja esimerkin 6.7.1 kaavojen (f) ja (g) 

avu11a saadaan pintojen 1 ja 2 u1koisten yksikkonormaa1ien 1au­

sekkeiksi 

~ 

n. 
l 

aH. 
l ~ 

= (+ ax 1 + 
aH. 

l --t 
ay J ± 

k)dA 
dS. 

l 

i = 1,2 I (6.11.50) 

jossa a1emmat (y1emmat) etumerkit viittaavat arvoon i = 1 (i = 2). 
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Tavanomaiset suuruusluokka-analyysin perusteella saadut voi ­

telunesteessa vallitsevat jannityskomponenttien likimaaraiset 

lausekkeet ovat 

a = ay = a = - p(x,y,t) 
X z , 

u2 - ul dU h( 1-2 1';).£.12. T = l.l = l.l zx 8z h 2 dX , 

v2 - vl 
(6.11.51) 

dV h .£E. T = l.l = l.l - (1-2?;) zy dZ h 2 8y , 

T = 0 . xy 

Leikkausjannitysten Tzx ja Tzy arvot T~~) ja T~~) kalvon ala- ja 

ylapinnoilla saadaan luonnollisestikin sijoittamalla i = 1 => 
s = 0, i = 2 => s = 1. 

Traktioiden lausekkeet syntyvat soveltamalla kaavoja (5.4.24). 

Taten 

-+ t. 
l 

8H. 
l = [(± dX 

(i) )7 ()Hi 
P ± Tzx 1 + (± 8y P ± 

8H. (i) 
+ ( + l + 8x Tzx 

8H. 
l 

8y )k]dA 
p dS. 

l 

i = 1,2 . (6.11.52) 

Huomattakoon, etta painetta p ei tarvitse varustaa viitteella i, 

koska paineen otaksutaan olevan riippumaton koordinaatista z eli 

muuttujasta 1;. 

Nestekalvon ala- tai ylapinnoilla sijaitseviin laakeripintoi­

hin vaikuttavat kokonaisvoimat tai momentit on helppo maarittaa 

kaavojen (6.11.52) perusteella. Esimerkiksi ylapinnalla olevaan 

laakeripintaan vaikuttava resultantti (ks. kaava (3.4.11)) 

f J 
-+ ds 2 F 2 = - t 2 dS 2 = - A t 2 dA dA 

s2 

eli komponentein 

(6.11.53) 
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( 2) J aH2 (2) F = - (- p + T )dA 
x A ax zx 

= - (- p + l-1 1 + h .£.E)dA f 
aH2 u1 - u 

A ax h 2 ax 

( 2) J aH2 (2) F = - (- p + T )dA 
y A ay zy 

(6.11.54) 

-f (aH2 v2 - vl h a 
= p + 1-1 + - iE)dA 

A ay h 2 ay 

F (2) = r (aHi T(2) + aH2 T(2) + p)dA 
z JA ~ zx ay zy 

Suureet F~2 ) ja 

ns. kantovoima. 

lisesti - kuten 

F( 2 ) kuvaavat tassa ns. kitkavoimia ja F( 2 ) on 
y z 
Viimeksimainitun laskemisessa jatetaan taval-

edellakin on tehty - leikkausjannitysten osuu-

det pienina termeina kokonaan pois. 

Vastaavasti esimerkiksi kalvon ylapintaan vaikuttavien pinta­

voimien teho saadaan laskettua tarvittaessa kehittamalla lause­

ketta 

(6.11.55) 

eteenpain. 

Voitelukalvon paksuuden epajatkuvuuskohdat. Laakeripinnoissa 

voi esiintya kuvan 6.11.4 esittamaan tapaan tiettyja geometrian 

epajatkuvuuskohtia, joissa derivaatat aHi/ax, aHi/ay, ah/ax ja 

ah/ay eivat ole olemassa ja joissa siis Reynoldsin yhtalokaan ei 

tarkasti ottaen pade. 

Kaytetaan samantapaisia merkintoja kuin kohdassa 6.8.3. va­

rustetaan epajatkuvuusviivat miinus- ja pluspuolilla. Tietyn 
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L 

(a) z 

\ -+ 
\ n 
,~ 

- \+ I n 
\ 

,___... 
~ ,+ 

\ \ 
~ / \ s. \ 
1 lnt \ 

6.11.16 

A - A 

A 

_j 

z 

~Y ___ _ 

(b) X 

Kuva 6.11.4 (a) Pintojen epajatkuvuusviivoja . (b) Ka1von poikki -

1eikkaus. 

suureen f arvon saamaa hyppaysta merkitaan ja1leen seuraavasti: 

[f] = f+- f-. Paineen p voidaan ilmeisesti otaksua olevan 

edelleen jatkuva eli [P] = 0. Sen sijaan tilavuusvirta epajat­

kuvuusviivan pituutta kohti Qn ei ole yleensa jatkuva ja pieni 

- esimerkiksi kuvaa 6. 11. 4 (b) hyvaksikayttava - tarkastelu 

osoittaa, etta vallitseva yhteys on muotoa 

(6.11.56) 

Taman fysikaalinen merkitys on ilmeinen: Seinamien liikkeesta 

johtuva keskimaarainen normaalinopeus n U + n V kuljettaa muka -x y 
naan h-kertaisen ti1avuusvirran; jos paksuudessa h on hyppays, 

on sita myos ti1avuusvirrassa. 

Epajatkuvuusviivat otetaan huomioon funktionaa1issa (6.11.36) 

yksinkertaisesti lisaama1la siihen osuus 

-J [h~Q (nxU+nYV)pds . 
8 int 

(6.11.57) 

Tama voidaan todeta suorittamalla kaavojen (6.11.35) esittamat 

osittaisintegroinnit paloittain ottaen osa- alueiksi epajatkuvuus ­

viivojen rajoittamat alueet. 

Laakeripinnoissa esiintyvat hypyt aiheuttavat samoin muutoksia 
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1aakeripintoihin vaikuttavien voimien 1ausekkeissa. Esimerkiksi 

kaavojen (6.11.54) esittamaan kahteen ensimmaiseen voimakompo­

nenttiin saadaan kuvaa 6.11.4 tarkaste1emalla vastaavasti li ­

saykset 

-J nxp [H2] ds , 
sint 

-J nyp I[H2] ds . 
sint 

(6.11.58) 

Painetaskut. Otsikossa esiintyvalla termilla E~~~~~~§~~ (engl . 

pressure pocket, recess) tarkoitetaan 

kuvan 6.11.5 esittaman tapaista voitelu-

Kuva 6.11.5 Painetas -

nesteen tayttamaa tilaa, jonka paksuus 

h on oleel1isesti suurempi kuin varsi-
r 

naisen voitelukalvon. Paineen voidaan 

otaksua olevan kaytannossa paikan suh-:­

teen vakio painetaskun alueella ja pai­

ne - erot syntyvat vasta voitelukalvossa. 

kun poikkileikkaus. Tama ymmarretaan paitsi intuitiivisesti 

myos tarkastelemalla Reynoldsin yhtalon 

termin h 3 suuruusluokkaa voitelukalvon ja ta~k~n alueilla. 

Painetaskuja kaytetaan mm. hydrostaattisissa laakereissa kanto ­

voiman arvon lisaamiseksi. 

Painetaskuun painelahteen johdosta saapuva tilavuusvirta Q 

([Q] = m3s-1 ) esitetaan tavallisesti muodossa 

(6.11.59) 

tai 

(6.11.60) 

joissa ps on painelahteen annettu paineen arvo, pr on painetas­

kussa vallitseva etukateen tuntematon paineen vakioarvo. Ker­

toimet a ja ~ riippuvat voitelunesteen seka painetaskuun yhty­

van tiehyen ominaisuuksista. Lineaarinen yhteys (6.11.59) liit -
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tyy ns. kapillaarirajoittimeen (engl . capillary restrictor, 

compensator) ja epalineaarinen yhteys ns. aukkorajoittimeen 

(engl. orifice restrictor, compensator). Edellisessa tapaukses ­

sa tiehye on niin ohut kapillaariputki, etta virtaus pysyy lami­

naarisena, jolloin tilavuusvirta on suoraan verrannollinen pai­

ne-eroon. Jalkimmaisessa tapauksessa virtaus tapahtuu turbulent ­

tisesti levyssa olevan aukon lapi. 

Tarkastellaan painetaskun vaikutusta vallitseviin yhtaloihin 

otaksuen lineaarisen yhteyden (6.11.59) olevan aluksi voimassa. 

' 

~ 
p=p r A 

A r ' 
-+ 
n ~ 

Kuva 6.11.6 Painetas-

kun reunaehto. 

Eras mahdollisuus on jattaa painetaskun 

alue Ar pois Reynoldsin yhtalon ratkai­

sualueesta A (kuva 6.11.6). Painetas­

kun reunalla esiintyy silloin reunaehto 

p = p , jossa p on viela tuntematon 
r r 

vakio. Sen lopullinen arvo tulee maa-

rittaa ehdosta: Kaavan (6.11.59) anta­

man tilavuusvirran tulee olla yhta suu­

ri kuin (stationaarinen, kokoonpuristu­

maton tapaus) Reynoldsin yhtalon rat­

kaisusta syntyva kokonaisvirta taskunreunojen kautta alueeseen. 

Toinen suoraviivaisempi tapa on sisallyttaa myos tasku rat­

kaisualueen osaksi. Nain voidaan tehda muodollisesti, silla 

Reynoldsin yhtalo antaa paineelle kohtuullisella tarkkuudella 

taskun alueella vakioarvon, kun h >> h, vaikka itse yhtalon 
r 

johdossa tehdyt otaksumat eivat olisikaan tarkkaan ottaen enaa 

voimassa. Voidaan myos otaksua, etta taskun alueella esiintyy 

vaikkapa tasaisesti jakautunut suotovirtauksen tilavuusvirran 

tiheys 

a -(p -p) 
Ar s 

(6.11.61) 

jossa Ar on nyt taskun pinta-ala. On merkitty pr -+ p. 

Reynoldsin yhtalon (6.11.25) vasen puoli tulee siis vain 

taydentaa (ks. yhtalo (6.11.45) termilla 

a --A (p -p) (6.11.62) 
r s 
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alueessa Ar. Ei ole myoskaan vaikea osoittaa, etta vastaava 

lisays funktionaaliin (6.11.36) on 

1 a 
2 A 

r 
(6.11 . 63) 

Epalineaarisen yhteyden (6.11.60) tapauksessa joudutaan ite­

ratiiviseen kasittelyyn. Eras mahdollisuus on kayttaa muodolli ­

sesti edelleen kaavaa Q = a(p - p) ja paivittaa kerrointa 
- l/2 s 

a = ~(ps -p) . 

Viskositeetti. Olemme kasitelleet voiteluvirtausta - seka mui ­

takin virtauksia - tahan asti lahinna ajatellen nesteen viskosi ­

teetin annetuksi vakioksi. Kuitenkin virtauksessa tapahtuva 

kitka eli dissipaatio voi muuttaa nesteen lampotilaa huomatta ­

vastikin alkuperaisesta arvostaan. Viskositeetin arvo taas 

riippuu ainakin varsinaisilla nesteilla kuten oljyilla yleensa 

melko voimakkaasti lampotilasta . Tasmallisempi tarkastelu vaatii 

siis nesteen viskositeettia koskevia kohtuullisen realistisia 

konstitutiivisia yhteyksia. Naita on esitetty useimmissa neste­

mekaniikan oppikirjoissa. 

Esimerkiksi lahteessa [6. 29, s. 27] on annettu varsinaisia 

nesteita koskevan yhteyden ~ = ~(T,p) approksimaatio 

(6.11.64) 

jossa c ja d ovat vakioita ja ~0 , T0 ja p 0 ovat samaan referens ­

sitilaan liittyvia arvoja. Kertoimen c tulee olla negatiivinen, 

koska varsinaisilla nesteilla viskositeetti pienenee - pain­

vastoin kuin kaasuilla - lampotilan noustessa. Pienten muutos­

ten yhteydessa voidaan soveltaa kaavan (6.11.64) linearisoitua 

muotoa 

(6.11.65) 

Yleensa todetaan, etta varsinaisen nesteen viskositeetti 

riippuu vain lievasti paineesta. Voitelussa voi kuitenkin 

esiintya poikkeuksellisesti niin valtavia paikallisia paineita 
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~ 10 9 Pa - esirnerkiksi harnrnaspyorien valissa kosketuksissa -

etta viskositeetin arvo saattaa nousta taman johdosta jopa sata­

kertaiseksi yhden ilrnakehan ~ 10 5 Pa paineessa vallitsevaan ar­

voon verrattuna [6.30, s. 86]. Sarnalla voiteluaineen kayttayty­

rninen rnuuttuu ei-Newtonilaiseksi. 

Kaasujen viskositeetti on rnelko tunteeton paineen ja larnpoti­

lan rnuutosten suhteen. Virtaus voidaan lisaksi otaksua kaasu­

voitelussa yleensa isoterrniseksi [6.29, s. 23]. 

Kaasurnekaniikassa suurten larnpotilanrnuutosten yhteydessa pal ­

jon kaytetty yhteys on ns. Sutherlandin kaava [6.14, s. 328] 

0 

0 
T 3/2 T + s1 

~ (-o) T + S . 
T 1 

(6.11.66) 

s 1 on vakio, jonka arvo esirnerkiksi ilrnalle on 110 K. 

Kaarevat voitelukalvot. Kaytannossa esiintyvat voitelupinnat 

eivat ole yleensa suinkaan tasornaisia kuten edella on tahan asti 

otaksuttu. Ajatellaan vastaesirnerkkina vaikka pyorivan akselin 

laakerointia. Johdetut yhtalot patevat kuitenkin sellaisinaan 

rnyos kaarevan voitelukalvon kunkin pisteen pienessa yrnparistos­

sa, kun referenssitaso valitaan yhtyrnaan kalvon referenssipin­

nan tangenttitasoon ko. pisteessa. (Edellytyksena on kuitenkin, 

etta referenssipinnan kaarevuussade pysyy kohtuullisen suurena 

kalvon paksuuteen verrattuna [6.29, s. 42].) Tilanne on taysin 

analoginen kohdan 6.1.12 huornautuksessa 3 esitetyn asetelrnan 

kanssa. Viedaan tarkastelu nyt kuitenkin jo hiernan piternrnalle. 

Kaytetaan kuvan 6.11.7 esittarnia rnerkintoja. Nestekalvon 

referenssipinta s on kalvoa suurinpiirtein seuraava pinta (vrt. 

pintarakenteen referenssipinta ja kuva 6.1.2 (a).) Jos jornpi 

kurnpi laakeripinnoista on ilrnan hyppayksia, esirnerkiksi tarna 

pinta (tietylla hetkella, jos pinnat liikkuvat) voidan valita 

referenssipinnaksi. (Jos voitelupinta on rnutkikkaan rnuotoinen, 

kyseessa voi olla kaytannossa vain hydrostaattinen voiteluta­

paus.) 

Referenssipinta kuvataan parametrimuodossa 

~ ~ 

r = r(~,n) (6.11.67) 
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z 

-t y 
J 

(b) 
(a) 

(c) 

Kuva 6.11.7 (a) Globaalinen xyz-koordinaatisto. (b) Kaareva voi ­

telukalvo ja lokaalinen x'y'z' - koordinaatisto. (c) s~-pintapara ­

metrikoordinaatisto. 

eli 

x = x(C~) 

Y = Y(s,~) (6.11.67') 

z = z(s,~) . 

jossa s ja ~ ovat valitut riippumattomat muuttujat eli pintapa­

rametrit. Kaikkien riippuvien muuttujien kuten esimerkiksi kal ­

von paksuuden ajatellaan olevan esitysmuodossa h = h(s,~,t) (ks. 

kuva 6.11.8) jne. Voiteluprobleeman ratkaisu muuntuu matemaat ­

tisessa mielessa funktioiden p = P(s,~,t) jne. maarittamiseen 

kuvan 6.11.7 (c) tasoalueessa A'. 

Vallitsevat yhtalotkin tulee siis esittaa periaatteessa muut ­

tujien s ja ~ avulla. Kuvassa 6.11.7 (b) tiettyyn referenssi ­

pinnan pisteeseen P on asetettu paikallinen suorakulmainen 

x'y'z'-koordinaatisto siten, etta sen z' - akseli on kohtisuorassa 

I -



h(~+L'I~,~,t) 

"" __ ..... ~+L'I~ -, 
Referenssi­
pinta 

Kuva 6.11.8 Kalvon poik-

kileikkaus ~ = vakio 

kalvon kaarevuus liioi-

tel tuna. 
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referenssipintaa vastaan. Akselei­

den x' ja y' suuntautuneisuus voi 

olla mika hyvansa. Voidaan vaikka 

vaatia, eta x' - akseli on kohtisuo­

rassa y-akselia vastaan. Esimerkik­

si funktionaaliin (6.11.36) taytyy 

tehda aluksi muutokset 3p/3x ~ 3p/3x' 

3p/3y ~ 3p/3y', dA ~ ds. Lisaksi ds 

viittaa nyt alueen S reunan s viiva­

alkioon. 

Tarkastellaan esimerkkina paineen 

paikallisten derivaattojen 

3p/3x' (~,~,t) ja 3p/3y' (~,~,t) las ­

kemista. Kun piste P ajatellaan 

kiinnitetyksi seuraavan tarkastelun aikana, on olemassa yhteydet 

x' = x'(~,~) , } 

y' = y' (~,~) . 

Ketjuderivointi antaa 

.£.12 .££._ 3x' + .££._ = d~ 3x' d~ 3y' 

eli 

{:} = 
{~} 3x' 

[J' ]T .££._ ' 

3y' 

jossa 

~ 
d~ l 

on kuvaukseen (6.11.68) ns. Jacobin matriisi. 

(6.11.68) 

(6.11.69') 

(6.11.69) 

(6.11.70) 

(Jacobin matriisi 
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maarite11aan kirja11isuudessa hyvin usein matriisin (6 . 11.70) 

transpoosina . ) Kun 1ausekkeet p( ~ ,~,t) ja (6 . 11 . 70) ajate11aan 

tunnetuiksi, paineen 1okaa1iset derivaatat saadaan ratkaistua 

([J] - T = ([J]T) - 1): 

!.££__) l~l ax' -T a ~ .££__ = [J'] ~ 

ay' a~ 

(6.11.71) 

Periaatteessa taman kaavan esittama operaatio tu1isi tehda 

pinnan s jokaisessa pisteessa. Kaytannossa - e1ementtimenete1 -

maa sove11ettaessa - integroinnit suoritetaan numeerisesti ja 

operaatiota tarvitaan vain jokaisessa integrointipisteessa. Lo ­

puksi sove11etaan matemaattisessa kirja11isuudessa esitettyja 

muunnoskaavoja 

)dS = f ( 
A' 

(6.11.72) 

)ds = J ( 
s' 

joi11a integroinnit pa1autetaan parametria1ueen A' ja sen reunan 

s' y1i otetuiksi. "Muunnoskertoimien" MA(~,~) ja M
8
(s') seka 

yksikkovektoreiden ir, jr ja k' yksityiskohtaisia 1ausekkeita ei 

johdeta tassa yhteydessa. Naita yksikkovektoreita tarvitaan mm. 

1aakeripintoihin vaikuttavia voimia ja momentteja 1askettaessa . 

Esimerkiksi ensimmainen 1auseke (6.11.54) saa muodon 

f 
~ ~ aH2 V' - V' 

sJ' ·l(ay' p+~ 2 h 1 + ~ ~~,)ds + 

f :+ -7 
+ skI •lpdS . (6.11.73) 

On otaksuttu, etta z' - akse1i on suunnattu pinnasta 1 pintaan 2 

pain. 
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Jos kalvo on ns. yhteen suuntaan kaareva tai tasmallisemmin 

ns. levittyva pinta, se voidaan "rullata" matemaattista kasit ­

telya varten suoraan tasoksi. Pintaparametreja voidaan merkita 

vanhaan tapaan esimerkiksi tunnuksilla x ja y ja voidaan sovel­

taa valittomasti aikaisemmin tasomaisille kalvoille johdettuja 

yhtaloita. (Laakeripintoihin vaikuttavia voimia laskettaessa 

kalvon todellinen suuntautuneisuus tulee tietenkin ottaa erik­

seen huomioon.) Kuva 6.11.6 voisi esimerkiksi esittaa vaikka 

sylinteripintaista kalvoa tasoon levitettyna. Reunat AD ja BC 

voisivat tarkoittaa silloin kalvon (sylinterin akselin suuntai­

sia) aukileikkausviivoja. Nama reunat eivat olisi talloin reu­

noja fysikaalisessa mielessa. Esimerkiksi paineen suhteen tuli­

si vain esittaa jaksollisuusehto: Paineella on sama arvo vastin­

pisteissa. 

Loppuhuomautuksia. Mainittakoon kolme tarkeaa voiteluun liitty­

vaa aihetta, jotka on jatetty kasittelematta tassa esityksessa: 

energiayhtalo, kimmohydrodynaaminen voitelu ja kavitaatio. 

Energiayhtalon merkitys voitelun yhteydessa kavi ilmi edella 

jo kohdassa viskositeetti. Taten lampotilaerojen ollessa oleel­

lisia vallitseviin yhtaloihin on kytkettava mukaan myos energia­

yhtalo. Sen termien suhteen voidaan jalleen suorittaa suuruus­

luokka-analyysia. Lahteen [6.29, s. 34] mukaan esimerkiksi dis­

sipaatiofunktiossa (5.6.16) tarvitsee ottaa mukaan vain osuus 

(6.11.74) 

~!~2QY9~29YQ~~~!~~~~~ eli ns. elastohydrodynaamisessa voite ­

lussa (engl. elastohydrodynamic lubrication) otetaan huomioon 

laakeripintojen muodonmuutokset laakereihin vaikuttavien voimien 

- mm. voitelunesteen paineen - johdosta. Olemme kasitelleet 

edella Reynoldsin yhtalossa esiintyvia tiettyja termeja kuten 

h, dh/dt, U ja V annettuina suureina. Jos laakeripinnat liikku­

vat annetulla tavalla jaykkina kappaleina, nain onkin asian lai ­

ta. Kimmohydrodynaamisessa tapauksessa nain ei enaa ole ja las ­

kentamalli tulee taydentaa laakerirakenteiden mukaanotolla. 

Syntyy yhdistetty nestemekaniikan ja kiintean aineen mekaniikan 

probleema. 
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Kavitaatiota voi syntya nestevoitelun yhteydessa paineen ar ­

von laskettua riittavan alas. Kavitoituneella alueella Reynolds ­

in yhtalo ei luonnollisestikaan enaa pade. Alueen reunan ase­

masta on pidettava kirjaa ja kasittely tulee hankalaksi. 
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6.12 Matalan veden virtaus 

Yleista. Matalan tai ns. laakean veden virtauksella (engl. shallow 

water flow) tarkoitetaan nesteen virtausta altaassa, jonka vaaka ­

suuntaiset mitat ovat huomattavasti tyypillista syvyysmittaa suu­

remmat. Jarvivirtaus on tavallisin esimerkki. Kaytetaan kuvassa 

6.12.1 esitettyja merkintoja. (Jatkossa esiintyvien Coriolisvoi -

-+ A- A 
n s2 

z 

A A 

L 
y X 

y 

z 
0 

X sl 

(a) (b) 

Kuva 6.12.1 (a) Allas ylhaalta katsottuna. (b) Poikkileikkaus. 

man lausekkeiden voimassaolo edellyttaa, etta x - akseli on suunnat­

tu itaanpain.) Asetelma muistuttaa voiteluongelmaa geometriansa 

suhteen, mutta vaikeuttavana erona on mm . , etta nesteen ylapinnan 

eli ns. vapaan pinnan asemaa ei tunneta etukateen. Lisaksi vir ­

taus ei ole yleensa laminaarista eika mitaan kuvan 6.11.2 esitta­

man tapaista yksinkertaista nopeusjakautumaa voida esittaa. Ta­

vallisena pyrkimyksena on jalleen probleeman yksinkertaistaminen 

paikan suhteen kaksidimensioiseksi. (Jos esimerkiksi pohjan muoto 

on hyvin voimakkaasti vaihteleva eli alue ei ole tasomainen, kak­

sidimensioinen malli voi kuitenkin olla eparealistinen.) 

Vesikerroksen paksuutta eli kokonaissyvyytta (engl. Qepth) 

merkitaan nyt tunnuksen h sijasta tunnuksella D(x,y,t) ja pohjan 

syvyytta valitusta referenssitasosta alaspain mitattuna tunnuksel ­

la D
0

(x,y). Funktio ~(x,y,t) kuvaa vastaavasti vapaan pinnan 

I 
~ 
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muotoa ja siis 

D(x,y,t) = n(x,y,t) + D
0

(x,y) ( 6. 12. 1) 

(Suure D
0 

voi r11ppua joskus myos ajasta: sedimentaatio, maanJa ­

ristys. Jatamme taman mahdollisuuden kuitenkin seuraavassa pois.) 

Voiteluvirtauksessa esiintyneet z-suuntaiset integroimisrajat H
1 

ja H2 muuttuvat tassa arvoiksi -D
0 

ja n. Vastaavasti pelkka mer­

kinta J( )dz viittaa nyt seuraavaan: 

Jtdz 

n(x,y,t) 
= J f(x,y,z,t)dz 

-D
0

(x,y) 

( 6. 12. 2) 

Lisaksi korvaamme ala- ja ylapintoihin viittaavat indeksit 1 ja 2 

tassa yhteydessa tavanomaisemmilla merkinnoilla b ja s (engl. 

Qottom, free ~urface). 

Matalan veden virtauksessa on usein tapana esittaa tietyt suu­

reet muodossa 

f(x,y,z,t) = <f>(x,y,t) + f ~ (x,y,z,t) , ( 6. 12. 3) 

jossa 

<f> = ~ Jtctz . ( 6. 12. 4) 

Suure <f> on syvyyssuuntainen keskimaarainen arvo (vrt. kaavat 

(6.11.8)) ja f ~ on poikkeama siita. (Tassa kaytetyt merkinnat 

eivat ole kovin tavanomaisia. Usein kaavan (6.12.3) sijasta kir ­

joitetaan f = F + f'.) Huomataan esityksen (6.12.3) tietty sa­

mankaltaisuus turbulenttisen virtauksen ns. Reynoldsin hajotelman 

(6.6.5) kanssa. Maaritelmien (6.12.3) ja (6.12.4) perusteella 

saadaan lisaksi mm·. tulokset (vrt. taulukko 6.6.1) 

} ( 6. 12. 5) 
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Boussinesq- approksimaatio. Ennen jatkamista on sopivaa kasite1 -

1a otsikon mukaista aihetta, vaikkakaan ko. approksimaation so ­

ve11utusa1ue ei suinkaan rajoitu pe1kastaan mata1an veden virtauk­

sen yhteyteen . 

Boussinesq- approksimaatiota sove11etaan tyypi11isesti 1ievasti 

kokoonpuristuvassa virtauksessa yksinkertaistamaan va11itsevia 

yhta1oita. Esimerkkina mainittakoon kohdassa 5.2 se1ostettu va ­

paa konvektiovirtaus, jossa nestea1kioiden pienetkin tiheyden 

muutokset 1ampoti1an muutosten johdosta tu1ee ottaa tiety11a ta­

va11a huomioon rea1ististen tu1osten saavuttamiseksi. 

Boussinesq-approksimaation sisa1to vaihte1ee hieman eri 1ah­

teissa. Tava11isimmin si11a tarkoitetaan 1ahinna seuraavaa: 

Nestea1kion tiheys otaksut~an vakioksi } 
kaikkia11a va11itsevissa yhta1oissa 
paitsi 1iikeyhta1oiden ti1avuusvoima ­
termissa. 

( 6. 12. 6) 

Approksimaation oikeutusa1ueen suhteen viitataan 1ahteeseen 

[6.31], jossa on 1isaksi yksityiskohtainen mata1an veden virtaus ­

ta koskeva esitys. 

Jatkuvuusyhta1o yksinkertaistuu siis Boussinesq- approksimaati ­

on yhteydessa aina kokoonpuristumattomuusehdoksi 

v.;; = a • [ ( 6. 12. 7) 

Tarkaste11aan seuraavaksi 1iikeyhta1oita ensin tasma11isessa 

muodossa 

(6.12.8) 

otaksuen siis ti1avuusvoimatermin kertyvan tassa ensin ainoastaan 

painovoimasta. Va1itaan nesteen tiheyde11e referenssiarvo p0 

(vakio paikan ja ajan suhteen). Se vastaa ko. nesteen tiheytta 

tehtavan kanna1ta sopivasti va1itussa keskimaaraisessa referens­

sipaineessa p 0 ja referenssi1ampoti1assa T0 va11itsevan ti1anyh­

ta1on p = p(p,T) mukaisesti. Boussinesq- approksimaation yhtey­

dessa kaytetaan tava11isesti mekaanisesti kokoonpuristumattoman 

nesteen ma11ia. Tiheyde11e voidaan kirjoittaa ta11oin kaavan 



(5.2.9') mukainen esitys 

0 p ~ p 

6.12.4 

( 6. 12. 9) 

jossa y on nesteen isobaarinen tilavuuden lampotilakerroin ja 
p 0 

L':.T = T - T . 

Boussinesq- approksimaation 

...,. o-+ 
pa ~ p a (6.12 . 10) 

kaytto yhtalossa (6 . 12.8) antaa ensinnakin muodon 

~ , , - 0~ I pg - vp + v ·a * = p a . (6.12.11) 

Jos lisaksi sovelletaan esitysta (6.12.9), saadaan toinen tavan­

omainen muoto 

...,. ...,. +-+ o-+ 
V'p + V' • CJ * = P a (6.12.12) 

0 ...,. 
Osuutta -ypp L':.Tg nimitetaan ~2~t~t~~~!~~! (engl. buoyancy term) 

ja silla on siis olellinen merkitys virtauksen aiheuttajana va­

paassa konvektiovirtauksessa. 

ti~2~~~t~~-!· Yhtalon (6.12.12) ulkoasua muutetaan alan kirjalli­

suudessa usein seuraavaan tapaan. Maaritellaan tiheytta p
0 vas ­

taava hydrostaattinen painejakautuma p (x,y,z) yhtalon s 

= 0 (6.12.13) 

ratkaisuna. Kyseessa on nestestatiikan tehtava, joka antaa tutun, 

painovoiman suunnassa lineaarisesti kasvavan paineen jakautuman. 

Paineen p
8 

arvo on kiinnitettava yhdessa pisteessa. Ratkaisuna on 

paine, joka saataisiin yhtalon (6.12.11) perusteella, jos neste 

olisi levossa (=> ~ = 0, ~* = ()) ja jos p = p0
• Vahennetaan yh­

talo (6.12.13) puolittain yhtalosta (6.12.12): 

(6.12.14) 
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jossa 

(6.12.15) 

Painetta pd nimitetaan kirjallisuudessa aika usein dynaamiseksi 

paineeksi (engl. dynamical pressure); ks. myos kohdan 6.9.3 huo­

mautus 2. 

Mekaanisesti kokoonpuristumattoman virtauksen energiayhtalo on 

esitetty kaavana (5.6.36). Boussinesq- approksimaatiossa otaksu­

taan tavallisesti, etta dissipaation osuus on muihin termeihin 

nahden pieni. Jos viela jatetaan sateilyn osuus pois, saadaan 

energiayhtalon muoto 

0 DT V • ( kVT) • P cp Dt = (6.12.16) 

Jatkuvuusyhtalo. Nestealkioiden kokemat paineen muutokset ovat 

matalan veden virtauksessa verrattain pienia ja yleensa voidaan 

kayttaa joko kokoonpuristumattoman tai ainakin mekaanisesti ko­

koonpuristumattoman nesteen mallia. Boussinesq- approksimaation 

mukaisesti otetaan siten lahtokohdaksi kokoonpuristumattomuuseh­

to (6.12.7) eli (v ~ u, v ~ v, v ~ w) 
X y Z 

dU + dV + dW = O 
Clx Cly Clz · (6.12.17) 

Kuten kohdassa 6 . 11 toimitaan tassakin suureiden 

Qx = Juctz = D<u> , 

} (6.12.18) 

QY = Jvctz = D<v> 

avulla. Kokoonpuristumattomuusehdon z-suuntaiseen integroimiseen 

1iittyva manipulointi on suoritettu samoin jo kohdassa 6.11. Yh ­

ta1o (6.11.16) kirjoitetaan tassa vain muotoon (h ~ D) 

~nt + ~x(D<u>) + a (D< >) 0 a a Cly V = • (6.12.19) 
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Lisaksi on kaytetty hyvaksi kaavasta (6.12 . 1) seuraavaa yhteytta 

ao = ~ 
at at · (6.12.20) 

Yhta1on (6.12.19) johdossa on otaksuttu, etta pohja ja vapaa 

pinta ovat koko ajan ainepintoja. Esimerkki 6.7 . 1 sisa1taa tahan 

1iittyvia yksityiskohtaisempia kaavoja. Suotovirtauksen seka sa­

teen tai haihtumisen vaikutus tu1ee ottaa tarvittaessa huomioon 

taydentama11a kaavoja samaan tapaan kuin mita esitettiin huokois ­

ten seinamien suhteen voite1uvirtauksessa. 

Liikeyhta1ot . Otetaan 1ahtokohdaksi Boussinesq- approksimaation 

mukainen 1iikeyhta1o (6.12.11) 

-+ o ,+e ~ ~ ~ o-+ 
pg + p b - vp + v•o* = p a (6.12.21) 

taydennettyna nyt eorio1isvoimatermi11a 

,+be o-b*e p ~ p • (6.12.22) 

(eorio1isvoiman osuus on korjaustermin 1uonteinen ja voidaan aset­

taa p ~ p
0

.) Laajojen vesistoa1ueiden kasitte1yssa eorio1isvoi­

man vaikutus on otettava nimittain huomioon. Esimerkin 2.3.9 

kaavan (h) perustee11a 

be= -2w[(cosA·w-sinA•v)l + sinA •u! 
,+ 

COSA •Uk] , (6.12.23) 

jossa w on maan ku1manopeuden itseisarvo ja A on 1eveysaste. 

Suuruus1uokka-ana1yysin perustee11a otetaan tava11isesti approk­

simaatio 

be ~ 2wsinA·vi - 2wsinA•uj 

7 -t = fv1 - fuJ 

jossa 1yhennysmerkin.na11e 

f = 2wsinA 

(6.12.24) 

(6.12.25) 

kaytetaan usein nimitysta eorio1isparametri tai eorio1iskerroin 
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(engl. Coriolis parameter). Kuvan 6.12.1 koordinaatiston suun­

tauksen perusteella viela g = -gk. Liikeyhtalon (6.12.21) hieman 

jarjestelemal1a saadut komponenttimuodot ovat 

+ 1 .££ 
ay o 'dy 

p 

1 -;± +--+ -(v•cr*) 
0 X 

p 
- fv = 0 ' 

1 .££ 1 -+ +--+ n a +-- - --(V·cr*) + ~ g = 0 . z o 'dz o z o p p p 

(6.12.26) 

Tarkaste11aan ensin viimeista, pystysuuntaista 1iikeyhta1oa. 

Mata1an veden virtauksen yhteydessa tavanomainen, o1eel1isen yk­

sinkertaistuksen tuottava otaksuma on seuraava: 

Pystys.uuntainen kiihtyvyys- ja kitkatermi } 
ovat pienia painovoima- ja painetermien 
rinna11a. 

(6.12.27) 

Lisaksi teemme tassa likimaaraistyksen p ~ <p>, jo11oin ja1jel1e 

jaa "hydrostaattinen yhtalo" 

.££= 
'dz 

-<p>g (6.12.28) 

Koska <p> ei riipu koordinaatista z, tama yhta1o on he1ppo rat­

kaista. Reunaehtona esiintyy annettu i1manpaine pa vapaa11a pin­

nal1a z = ~· Kun pintajannityksen vaikutus jatetaan tava11ises ­

ti vahaisena pois, p
5 

= Pa ja saadaan siis tu1os 

P = <p>g(~-z) + Pa . (6.12.29) 

Laajahkojen a1ueiden yhteydessa voi ol1a tarpeen ottaa huomioon, 

etta Pa = pa(x,y,t). Pienissa a1ueissa riittaa otaksua, etta 

pa=pa(t). 

~~2~~~~~~-~· Tarkea tu1os (6.12.29) merkitsee, etta paine voi­

daan e1iminoida vaakasuuntaisista 1iikeyhta1oista (6.12.26). 

Saadaan esimerkiksi lauseke 
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~ = <p>g ~- g(~-z)a<p> + apa 
ax ax ax ax (6.12.30) 

Painegradientin komponentti (6.12.30) on o1ee11inen virtausta 

x-suunnassa "ajava voima". Sen nahdaan kertyvan vapaan pinnan 

ka1tevuuden seka keskimaaraisen tiheyden ja i1manpaineen paikka­

riippuvuuksien johdosta. E1iminointia ei suoriteta kuitenkaan 

jatkossa suoraan 1ausekkeen (6.12.30) ja sen y-suuntaisen vasti ­

neen avu11a, vaan kehittama11a ensin 1iikeyhta1oiden z-suunnassa 

integroidut muodot. 

Ensimmaisesta ja toisesta 1iikeyhta1osta (6.12.26) synnyte­

taan kaksidimensioiset versiot suorittama11a ja11een integrointi 

z-suunnassa. Kasitte1y kaydaan 1api vain x-suuntaise11e yhta1o1-

1e, jonka ja1keen y-suuntaista yhta1oa koskeva 1opputu1os saa­

daan ana1ogian perustee11a. 

Tarkaste11aan siis yhta1oa 

(6.12.31) 

Jokainen sen ne1jasta integraa1ista kasite11aan seuraavassa erik­

seen. Manipu1aatiot tehdaan samaan ma11iin kuin kohdassa 6.11. 

Ne perustuvat 1ahinna Leibnitzin saantojen (L.2.14) kayttoon 

seka ainepintojen kinematiikkaan. Kirjataan tahan vie1a nayt­

teeksi ja1kimmaisista kaavat (esimerkki 6.7.1, kaavat (d) ja (k)) 

~ u ~ v ~+ w = 0 at s ax s ay s ' 

(6.12.32) 
aD aD 

0 0 0 - ub - vb - wb = ax ay 

seka vastaavat u1koisten yksikkonormaa1ien 1ausekkeet (vrt. kaa ­

vat (6.11.50)) 
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Kiihtyvyystermi 

Jaxdz = J ~~ dz + J ~x(uu)dz + J ~Y(vu)dz + J ~ 2 (wu)dz 

= ~t Judz 

aD 
+ l_ Juudz - (uu)

8 
~ - (uu)b __Q + ax ax ax 

+ l_ J ~ aD0 
ay vudz - (vu)s ay - (vu)b ay- + 

+ ( wu ) s - ( wu ) b 

=a Jct d ( d +l_J ct at u z + ax )uu z (jy vu z + 

an an an--- -+ u (- ~ - u ~_,_v---..::::..:.J. + w ) + 
s _E..t--- s--&x s ay s 

d a a 
= at (D<u>) + ax(D<uu>) + ay(D<vu>) 

= ~t(D<u>) + ~x(D<U><u>) + ~Y(D<v><u>) + 

a (D A A ) d ( A A ) + ax <u u > + ay D<v u > . (6.12.34) 

Johdossa on 1ahdetty 1iikkee11e kiihtyvyyskomponentin a diver­x 
genssityyppisesta (ks. kohdan 6.8.1 huomautus 2) esitysmuodosta 

au a a a 
ax = at + ax(uu) + ay(vu) + az(wu) . (6.12.35) 

Se saadaan tavanomaisesta 1ausekkeesta (3.3.64') kayttama11a 
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apuna kokoonpuristumattomuusehtoa (6.12.17). Lopuksi on kaytetty 

hajote1mia 

u = <u> + u v = <v> + v 

ja sove11ettu kaavoja (6.12.5). 

Painetermi 

J lE. dz = L J an 
aD 

0 pdz - p - - p 
ax ax ax a ax b 

a 
J[<p>g(n - z)+pa]dz ~ 

aD 
= - p - p ax a ax b ax 

a 1 2 2 = ax [<p>gnD - 2 <p>g(n - Do) +paD]+ 

- p a 

(6.12.36) 

0 

aD a ~ o + l gD2 ~ Pa aD + = <p>gD(ax + ~) 2 ax + D ax + Pa ax 

aD aDo 
- Pa ax - <p>gD ax 

~ + l gD2 ~ apa = <p>gD ax 2 ax + D ax (6.12.37) 

Manipu1aatioissa on kaytetty hyvaksi mm. yhteyksia (6.12.29) ja 

(6.12.1), joista saadaan 1isaksi riippuvuudet 

pb = <p>gD 

2 
n 

+ p ' a 

(6.12.38) 
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Lausekkeissa (6.12.37) ja (6.12.30) nahdaan esiintyvan ana1ogiset 

termit. 

Kitkatermi 

Clo* dT dT 
x d J ~ d + J zx dz ax z + ay z az 

= l_(D<o*>) + *-(D<T >) + ax X oY yx 

= l_(D<a*>) + *-(D<T >) + 
dX X oy YX 

Taman tu1oksen fysikaalinen merkitys on me1ko i1meinen. Suureet 

(t~)x ja (tb)x ovat deviatorisiin jannityksiin 1iittyvat x-suun­

taiset traktiot pinna11a ja pohjassa. Usein puhutaan vain 1yhy­

esti pinta- ja pohjakitkasta. On sove1lettu mm. kaavoja (5.4.27) 

ja (6.12.33). 

Lopuksi Corio1istermi 

tJvdz = fD<v> . (6.12.40) 
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Ottama11a huomioon kaikki ede11a kehite11yt 1ausekkeet 1iike­

yhta1ot saavat muodot 

------ . ··- . ---·--· --- .. - ---~---~--

~t(D<u>) + ~x(D<u><u>) + ~Y(D<v><u>) + 

+ .s..92 gD E..!l 
o Clx s = 0 , 

X 
p 

~t(D<v>) + ~x(D<u><v>) + ~Y(D<v><v>) + 

0 , 

·------- --------

joissa 

(t*) dS (tb*)x dSb sx __ s+ 
o sA --=o-= dA + 

p .p 

+ l_[D(l_ <a*>- <u~u~>)] + 
Clx o x 

p 

+ l_[D(l_ <T > - D<v~u~>)J + 
Cly o yx 

p 

.-1 gD2 Cl<n> D apa 
~ - -- --- + fD<v> , 2 o Clx o Clx 

p p 

+ l_[D(l_ <T > - <u~v~>)] + 
Clx o xy 

p 

+ l_[D(l_ <a*> - <v~v~>)] + 
Cly 0 y 

p 

l9:!i ~ 
2 0 Cly p 

D 8Pa 
0 Cly - fD<u> . 

p ) 

(6.12.41) 

(6.12.42) 
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Liikeyhtalot (6.12.41) on kirjoitettu tassa katkemalla osa "pa­

hannakoista'' lausekkeista lahdetermeihin sx ja sy. Valinta on 

suoritettu lahinna siten, etta niissa esiintyvat ainakin hanka­

lasti mallitettavat osuudet (kolme ensimmaista rivia). 

Huomautus 3. Liikeyhtaloiden (6.12.41) divergenssi- eli saily-

mismuotoiset kiihtyvyystermit voidaan esittaa jatkuvuusyhtaloa 

(6.12.19) apuna kayttaen vaihtoehtoisesti myos ei-sailymismuo­

dossa: 

~t (D<u>) + ~x(D<u><u>) + ~Y(D<v><u>) = 

D( a<u> a<u> a<u> 
at + <u> at + <v> ay 

Dxy<u> 
= D Dt 

~t(D<v> + ~x(D<u><v>) + ~Y(D<v><v>) = 

~<v> 8<v> a<v> 
D(tt-- + <u> ax + <v> ay--) 

(6.12.43) 

Tassa sovelletut ainederivaattamerkinnat taytyy tulkita seuraa­

vasti: 

?xy 
Dt - ~t + <u> ~x + <v> ~Y . (6.12.44) 

Liikeyhtalot (6.12.41) ovat viela periaatteessa tasmalliset 

(aikaisemmin esitettyjen otaksumien alaisina). Kuitenkin eteen­

pain paasemiseksi on otettava kayttoon puoliempiirisia konstitu­

tiivisia yhteyksia. Turbulenttista virtausta kasitellaan taval­

lisesti pyorreviskositeettien (ks. kohta 6.6) avulla. Lisaksi 

suureiden u~ ja v~ jakautumien suhteen tulee tehda tiettyja otak­

sumia. Esimerkiksi lahteissa [6.31] ja [6.32] on kosketeltu 

naita seikkoja. 

Esitetaan nyt joitakin tavanomaisia mallituksia ja yksinker­

taistuksia. Ensinnakin koska kasitellaan laakeita vesialueita, 
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dS
5 

dA 
~ 1 ' 

dSb 

dA 
~ 1 . (6.12.45) 

Lisaksi voidaan asettaa 

<p> ~ p 
0 (6.12.46) 

paitsi ei derivaatoissa 8<p>/8x ja 8<p>/8y, jos halutaan ottaa 

huomioon tiheyserojen synnyttama virtaus. 

Pintakitkan mallitukseen kaytetaan usein esitysta (ks. myos 

kohta 5.7.2) 

(6.12.47) 

Naissa uw ja vw ovat tuulen (engl. ~ind) nopeuskomponentit, Pa 

on ilman tiheys ja C on dimensioton kerroin, jonka arvo riippuu w 
mm. tuulen vauhdista. 

Pohjakitkan mallitus tapahtuu klassil1isesti kaavoi1la (ks. 

myos kohdan 5.7.2 huomautus 3) 

(t*) 
b X 

(t*) 
by 

0 2 2 l/2 = _ p g<u>(<u> +<v> ) 
c2 

0 2 2 l/2 = _ p g<v>(<u> +<v> ) 
c2 

joissa C ([C] = m1 / 2s- 1 ) on ns. Chezy-kerroin. 

(6.12.48) 

Jos nesteen pinnalla on jaapeite, myos pintakitkaa voidaan 

kasitella kaavojen (6.12.48) avulla. 

Lahdetermien Sx ja Sy 1ausekkeiden (6.12.42) toisien ja ko1-

mansien rivien esittamat osuudet ovat kaikkein onge1ma1lisimmat. 

Voidaan esimerkiksi tehda otaksumat [6.31, s. 23], [6.32, s. 268] 

= l E 2 8<u> 
o ax p 1 
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t 1 
(T <v~u~> 

1 £(a<v> + a<u>) 
- > - = yx 0 yx 0 ax ay 

p p 

(6.12.49) 

t 1 
(T > <u v > 1 £( a<u> + a<v>) 

- = xy 0 xy 0 ay ax 
p p 

tyy 
1 <a*> <v~v~> 

1 £2 a<v> 
- - = 0 y 0 ay 

p p 

JOlSSa paljon tietamattomyytta on katketty eraanlaiseen yleis-

tettyyn pyorreviskositeettiin £ ( [ £ ] = Pas). Sen arvo otetaan 

usein empiirisperaiseksi vakioksi. (Tassa ei ole haluttu kayt­

taa kohdassa 6.6 esiintynytta pyorreviskositeetin tunnusta ~t, 
koska kyseessa ovat hieman eri asioihin liittyvat mallitukset.) 

on otettu lisaksi kayttoon lyhennysmerkinnat txx' tyx = txy 

ja tyy Liikeyhtaloissa (6.12.41) tullaan soveltamaan jatkossa 

approksimaatioita 

a a ( Dt ) 
at at 

- -(Dt ) :::: -D(~ + ~) ax xx ay yx ax ay 

(6.12.50) 

a a at at 
- -(Dt ) - -(Dt ) ;::: -D(~ + ~) ax xy ay YY ax 

Toisin sanoen syvyyden D muuttumista paikan suhteen ei oteta 

tassa yhteydessa huomioon. Tama on hyvaksyttavaa, koska pyorre­

viskositeettikasitteeseen liittyy jo sinansa virhelahteita. 

(Approksimaatioiden (6.12.50) tarkoituksena on saada D derivoin­

timerkkien ulkopuolelle, jonka jalkeen yhtaloita voidaan sieven­

taa jakamalla ne D:lla.) suureet t , t = t ja t liittyvat xx yx xy yy 
diffuusiolu nteisiin termeihin ja ne tuottavat lopuksi toista 

kertalukua olevia nopeuksien paikkaderivaattoja liikeyhtaloihin. 

Taten vastaavissa heikoissa muodoissa pyritaan osittaisintegroi­

maan diffuusiotermit (ks. kohta 6.8.3). Tama taas on tarvittaes­

sa mukavinta suorittaa ennen konstitutiivisten yhteyksien 

(6.12.49) sijoitusta kayttaen viela pelkkia tunnuksia t , t XX YX 
jne. Askeinen selittanee syyt ko. merkintojen kaytolle. Lisak-

si meille jaa jatkossa mahdollisuus esittaa kaavojen (6.12.49) 

sijasta ehka joitakin realistisempia mallituksia. 
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Lopuksi jos tiheyden konstitutiivisen yhteyden otaksutaan 

o1evan muotoa (6.12.9), seuraa tasta integroima11a syvyyssuun­

nassa tu1os 

0 0 0 <p> ~ p - ypp (<T> - T ) 

Taten 1ahdetermien osuudet 

o a<T> - y p p ax 

o a<T> -y p 
P ay 

ja syntyy kytkenta 1ampoti1akentan kanssa. 

(6.12.51) 

(6.12.52) 

Jos kyseessa on seos - kuten murtovesi - tiheys r11ppuu myos 

konsentraatioista ja esityksiin (6.12.52) tu1ee mukaan 1isater­

meja. 

Ottama11a huomioon approksimaatiot (6.12.50), (6.12.46) ja 

(6.12.45) ja esitysmuodot (6.12.43) seka jakama11a 1iikeyhta1ot 

(6.12.41) puo1ittain syvyyde11a D saadaan yksinkertaistettu esi­

tys 

a<u> + <u> a<u> 
+ <v> d<u> l at ax ay 

Ell 
at at 

+ g XX ~ Bx 0 --- - = ax ax ay ' 
(6.12.53) 

a<v> + <u> a<v> + <v> a<v> + 
at ax ay 

Ell._ at at 
+ g ~ - ____:;a_ - B = 0 ay ax ay y 1 

joissa 

1 
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l gD .£.~ 1 apa 
+ f<v> 2 0 ax 0 dX ' p p 

(6.12.54) 

(t*) (t*) 
B = s Y. + b Y.. + 

y poD poD 

_ l@~_ 1 ap a f<u> -2 0 ay 0 'dy . 
p p 

Energiayhta1o. otetaan tassa 1ahtokohdaksi kaavan (6.12.16) 

esittama energiayhta1o kirjoitettuna seuraavasti 

~~ + ~x(uT) + ~Y(vT) + ~z(wT) + 

(6.12.55) 

Ainederivaatta DT/Dt on esitetty divergenssimuodossa kayttaen 

apuna kokoonpuristumattomuusehtoa (6.12.17). Lisaksi termi 

V·(kVT) on kirjoitettu a1kuperaisessa asussaan -V•q kayttamatta 

vie1a hyvaksi Fourierin 1akia. 

Yhta1on (6.12.55) integrointi z-suunnassa tuottaa 1opuksi 

muodon 

a 
at(D<T>) 

---------- --~~~-~l 

+ tx(D<u><T>) + fy(D<v><T>) - S ~ 

jossa 

q(s) dS 
n s 

S = - ·-o- dA -
P cp 

a [D(-1- <q > + <u~T~>)] + ax pocp X 

a 1 <qy> + <v~T~ >) J 'dy [DC-- . 
0 

P cp 

(6.12.56) 

(6.12.57) 
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Lampoti1an T sisaltavat termit on manipuloitu tasma1leen kaavan 

(6.12.34) esittamal1a tava1la (u ~ T). Termin V·q kasitte1y 

voidaan suorittaa vastaavaan tapaan hyodyntaen lisaksi yhta1oita 

(6.12.33). (Kohdassa 6.1.12 hieman eri tekniikal1a synnytetty 

yhtalo (6.1.197) sisa1taa jo approksimaatiot ds1 /dA ~ l, ds 2 /dA 

~ 1 . ) Lisaksi on kaytetty hajotelmaa 

T = <T> + T ~ . (6.12 . 58) 

Lahdetermiin (6.12.57) on katketty jalleen hankalasti mallitet ­

tavat osuudet. 

~~Q~~~t~~ - 1· Tama on huomautuksen 3 analoginen vastine energia ­

yhtaloon sovel1ettuna. Jatkuvuusyhtalon (6.12.19) perusteella 

~t(D<t>) + ~x(D<u><T>) + ~y(D<v><T>) = 

D( a<T> + <u> a<T> + <v> _a<T>) 
at ax ay 

= Dxy<T> 
D Dt (6.12.59) 

Energiayhta1on (6.12.56) jatkokasittely vaatii samantapaisia 

ma1lituksia ja yksinkertaistuksia, joita esitettiin liikeyhtaloi ­

den yhteydessa. 

Ensinnakin voidaan sove1taa approksimaatioita (6.12.45). 

Lampovirran tiheydelle pinnalla ja pohjassa esitetaan taval­

lisesti lausekkeet 

ja 

q(b) = 0 
n 

(6.12.60) 

(6.12.61) 

Ta on ilman lampotila ja h on vastaava lammonsiirtymiskerroin 

(ks. kohta 4.7.3). Hajotelmaa (6.12.58) kaytettaessa T
8 

= <T> + 
T ~ ja jos ei ole arviota suureen T ~ jakautumasta, on otettava s 
T

8 
~ <T>. 
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Kaavojen (6.12.49) vastineiksi tu1ee tassa esitys [6.31, 

s. 25], [6.32, s. 230] 

hx 
1 

<qx> + <u~T~> ~ 
a<T> = -

0 0 ax 
p c p c p p 

(6.12.62) 

h 1 
<qy> + <v~T ~ > 

_s_ a<T> 
- = -y 0 0 ay 

p c p c p p 

Suure S ([S] = Wm- 1K- 1 ) on eraan1ainen y1eistetty pyorrejohta ­

vuus (ks. kohta 6.6). 

Lyhennysmerkintojen h ja h tarkoitus on vastaava kuin ede1-x y 
1a merkintojen txx' tyx- txy ja tyy Kaavojen (6.12.50) vasti-

ne on 

( 6 . 12. 63) 

Ottamal1a huomioon approksimaatiot (6.12.63) ja (6.12.45) ja 

esitysmuoto (6.12.59) seka jakama11a energiayhta1o (6.12.56) 

puo1ittain syvyyde11a D saadaan yksinkertaistettu esitys 

a<T> + <u> a<T> + <v> a<T> + 
at ax ay 

(6.12.64) 

ahx ~ 
+ -~ + ay - Q = 0 ' 

jossa 

Q = (6.12.65) 

Reunaehdot. Ede11a esitetyt keskiarvomuotoiset jatkuvuusyhta1o, 

kaksidimensioiset 1iikeyhta1ot ja energiayhta1o muodostavat ne1 -

ja kenttayhta1oa vastaten ne1jaa tuntematonta D (tai ~' koska 

D = ~ + D
0

), <u>, <v> ja <T>. Riippuviksi muuttujiksi va1itaan 
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suureiden <u> ja <v> sijasta usein D<u> ja D<v>. Tasta on mm. 

se etu, etta jatkuvuusyhta1osta (6.12.19) tu1ee 1ineaarinen . 

Jos kytkenta energiayhta1on kanssa voidaan poistaa, puhtaasti 

mekaanisessa prob1eemassa on ja1je11a enaa ko1me tuntematonta. 

Reunaehdoi11a tarkoitetaan tassa kuvan 6.12.1 (b) esittama1-

1a a1taan reuna11a s annettavia tietoja. (Altaan y1a - ja a1apin­

noi11a va11itsevat ehdot on rakennettu jo mukaan kehitettyihin 

kaksidimensioisiin kenttayhtaloihin.) Kuvassa 6.12.1 (b) reuna 

s on jaettu kahteen osaan s 1 ja s 2 . Ne tu1ee kasittaa tarvit ­

taessa jatkossa mekaanisten ja termisten reunaehtojen suhteen 

eri a1ueiksi. 

Tava11isimmat kirja11isuudessa esitetyt mekaaniset reunaeh­

dot ovat 

-<u > = <u > n n 
( 6. 12. 66) 

ja 

(6.12 . 67) 

Suure 

(6.12.68) 

tarkoittaa reunan s u1koisen normaa1in suuntaista keskimaaraista 

nopeuskomponenttia. Maaraja11a s 1 asetetaan tava11isesti 

<un> = 0. Kun reuna s 1 rajoittuu esimerkiksi jokeen, <un> ~ 0. 

Avoimeen vesia1ueeseen rajoittuva11a reuna11a kaytetaan usein 

ehtoa (6.12.67). Korkeusasema n(s,t) tiedetaan ta11oin 1ahinna 

mittaushavaintojen perustee11a. 

Kaytettavissa o1evien mekaanisten reunaehtojen tyyppi riippuu 

myos siita, ovatko pyorreviskositeettiin E 1iittyvat termit mu ­

kana (E ~ 0) formu1aatiossa vai eivat (E = 0). Kyseessa on vas ­

taavantapainen asete1ma kuin Navier-Stokesin ja Eu1erin 1iikeyh­

ta1oiden reunaehdoissa: Kun diffuusiomainen osuus poistetaan 

ma11ista, differentiaa1iyhta1oiden kertaluku a1enee yhde11a ja 

kaytettavissa o1evien reunaehtojen 1ukumaara a1enee samoin. 

Ehtoja (6.12.66) ja (6.12.67) voidaan pitaa diffuusiottomaan 

ma11iin (E = 0) sopivina. Tapaukseen E ~ 0 1iittyvia reunaehtoja 
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on selostettu mm. lahteessa [6.31, s. 29]. Kasittelya mutkistaa 

viela se seikka, etta vaikka asetettaisiinkin s = 0, kitkaa jaa 

jaljelle tavallisesti edelleen pohjan osalta. Taten analogia 

Navier - Stokesin ja Eulerin yhtaloiden suhteen ei ole taysin osuva. 

Termiset reunaehdot voidaan esittaa mm. seuraavasti: 

<T> = <T> (6.12.69) 

ja 

(6.12 . 70) 

Suure 

(6.12.71) 

palautuu termien <u~T~> ja <v~T~) havitessa tutumman nakoiseksi 

olioksi <q >/(p 0 c ), jossa 
n P 

(6.12.72) 

Kohdassa 5.7.4 on jo mainittu eraasta matalan veden virtauk­

seen liittyvasta erikoisuudesta: Kun altaan reunat ovat kaltevia, 

tutkittavan tasoalueen reunan asema riippuu nesteen pinnan ase­

masta. Taman seikan huomioonotto komp1isoi myos reunaehtoja. 

Epastationaarinen prob1eema taytyy luonno11isesti taydentaa 

1opuksi asiaankuu1uvin a1kuehdoin. 

Eras ana1ogia. Mata1an veden virtaukse11a ja kaksidimensioise1 -

la kokoonpuristuva11a virtaukse11a on tiettyja ana1ogisia piir ­

teita. Tarkaste11aan mata1an veden virtauksen jatkuvuusyhtaloa 

(6.12.19) ja liikeyhta1oita (6.12.53) kirjoitettuina muotoihin 

aD + ~x(D<u>) + ~Y(D<u>) = 0 at ' 

a<u> + <u> a<u> + <v> a<u> +@ aD 0 (6.12.73) = at dX ay D ax ' 

a<v> + <u> a<v> + <v> CJ<v> + @ ClD 0 = ()t ax ay D ay . 
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Jatkuvuusyhtalossa on otettu huomioon kaava (6.12.20). Liikeyh­

taloissa on tehty seuraavat otaksumat: Virtaus on kitkatonta 

(a* = T = a* = 0 (t*) = (t*) = (t*) = (t*) = 0) 
X XY Y ' S X S y b X b y · ' 

nopeuskomponentit ovat syvyyssuunnassa vakioita (u~ = 0, v = 0), 

altaan pohja on vaakasuora taso (D = vakio => an;ax = a~;ax, 
0 

an;ay = a~;ay), <p> ja Pa ovat vakioita seka f = 0. 

Kitkattoman kokoonpuristuvan polytrooppisen kaksidimensioisen 

kaasuvirtauksen jatkuvuusyhtalo ja liikeyhtalot voidaan kirjoit -

taa muotoihin 

~+ a a 0 ax(pu) + ay( pv) = , at 

au au au + 
2 

+ u + v ~~ = 0 at ax ay p ax , (6.12 . 74) 

av av av + 
2 

+ u + v ~~ = 0 at ax ay p ay . 

Nama saadaan esimerkiksi kolmesta ensimmaisesta kaavasta 

(6.9.84) (vx ~ u, vy ~ v) modifioimalla liikeyhtalot derivoin­

tien ja jatkuvuusyhtalon avulla ei-sailymismuotoihin seka otta­

malla huomioon kaavat (6.9.87). 

Yhtaloiden (6.12.73) ja (6.12.74) vertailu osoittaa, etta 

vallitsee analogia 

<u> = u, <v> = v, D = p, gD = a 2 (6.12.75) 

Taydellinen analogia vaatii, etta kertoimen a 2 /p tulisi olla 

vakio, koska myos kerroin gD/D = g on vakio. Kun otaksutaan, 

etta kyseessa on ihannekaasun isentrooppinen virtaus, kaava 

(6.9.77) antaa tuloksen 

(6.12.76) 

Tama on vakio vain valinnalla y = 2. Todellisilla kaasuilla ei 

ole nain korkeaa adiabaattivakion arvoa; suurin arvo on 5/3. 

Vaikkei analogia ole siis kaytannossa aivan taydellinen, al ­

lasmallin avulla saadaan kuitenkin koyhan miehen keino demonst ­

roida kvalitatiivisesti kaasumekaniikan joitakin ilmioita. Vii-
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meisen yhteyden (6.12.75) perusteella on ilmeista, etta pienet 

hairiot etenevat matalan veden virtauksessa nesteen suhteen no ­

peudella 

c = /gD . (6.12.77) 

Esimerkiksi kun D = 1 em, c = (9,81 ms - 2 ·0,01 m) 1 / 2 ~ 0,3 m/s. 

Taten hairioiden kulkua pystytaan seuraamaan paljaalla silmalla. 

Kaasumekaniikan Machin luvun Ma = v/a vastineena matalan veden 

virtauksessa on ns. ~~g~g~g _ !~~~ (engl. Froude number) 

Fr <v> 
c = <v> (6.12.78) 

/ gD 

jossa <v> tarkoittaa tassa syvyyden suhteen keskimaaraista vir ­

tausnopeutta. (Frouden luku maaritellaan nestemekaniikassa ylei ­

semmin kaavalla Fr = v//gL, jossa v on karakteristinen virtaus ­

nopeus ja L karakteristinen pituus.) Hydrauliikassa kaytetaan 

virtausalueista Fr < 1 ja Fr > 1 vastaavasti nimityksia alikriit ­

tinen virtaus tai y~~~~~Y!~t~~~ (engl. tranquil, subcritical flow) 

ja ylikriittinen virtaus tai ~!!tgy!~t~~~ (engl. rapid, super­

critical flow). Kaasumekaniikan shokin vastineena esiintyy ns. 

~yg~~~!!g~g-~YEEY eli nestekynnys (engl. hydraulic jump). Lah­

de [6.21] sisaltaa lisaa tahan liittyvaa materiaalia seka mm. 

mielenkiintoisen liikennevirtaa nestekontinuumina kasittelevan 

osuuden. 

Esitetyn analogian perusteella on ymmarrettavaa, etta kaasu­

mekaniikassa ja matalan veden virtauksessa voidaan soveltaa hy­

vin samantapaisia numeerisia ratkaisumenetelmia. 
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6.13 Seosten virtaus 

Yleista. ~~~E~~~2~E~~ (engl. mixture) kasittely on tarpeen 

useissa sovellutuksissa: kemialliset prosessit kuten palaminen, 

epapuhtauksien leviaminen, murtovedet jne. 

Seoksessa esiintyy kahden tai useamman !~i!~!~ (engl. species) 

hiukkasia, esimerkiksi eri kemiallisten yhdisteiden molekyyleja. 

Termin laji sijasta puhutaan usein myos seoksen ~2~E2~~~E~!~E~ 

(engl. component). 

Nesteseos tottelee tietenkin edelleen kaikkia aikaisemmin se ­

lostettuja yleisia kontinuumimekaniikan aksioomia. Uusina tun­

temattomina esiintyvat kuitenkin nyt komponenttien konsentraa­

tiot. Tarvittavat lisayhtalot saadaan eri komponentteja koske ­

vista jatkuvuusyhtaloista. Oleellinen ongelma on konstitutii ­

visten yhteyksien monimutkaistuminen: konsentraatiot ovat tila­

muuttujina periaatteessa mukana kaikissa riippuvuuksissa. Lah­

teessa [3.5] on klassillinen hyva esitys seosvirtauksesta. Lah­

de [6.33] on vastaava uudempi, palamisilmioihin keskittyva teas. 

Eraita kasitteita. Tarkastelemme tassa lahinna ~~~~!~2~E2~~~E ­

E!~~2~E~ (engl. two-component system, binary system). Laajennus 

~2~!~2~E2~~~EE!~~2~~!!~ (engl. multicomponent system) on taman 

jalkeen verrattain helppoa. Komponentteihin viitataan indekseil­

la A ja B. 

Maaritellaan komponenttien E!~~Y9~E p ([p] = kgm- 3 ) tai tar ­

kemmin ns. massakonsentraatiot (engl . mass concentration) 

(6.13.1) 

seka itse seoksen eli nesteen tiheys 

( 6. 13. 2) 

eli 

I 

I 

J 
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(6.3.13) 

Toisin sanoen seoksen tiheys on yhta suuri kuin sen komponent ­

tien tiheyksien summa. Tama tulos patee olipa komponenttien 

lukumaara mika hyvansa. Edella rnA ja mB ovat pienen tilavuuden 

A-komponentin 
/~-..-:'y hiukkanen 

v. l .,. • • , 
I • • " \ • 

• • • I • • t 111 

\
x x I 

• • •"" B-komponentin 
\ " IC " • / hi ukkanen . ' . / , ___ , . 

ll 

Kuva 6.13.1 Nestealkio 

(engl. mass fraction) eli ns. 

YA 
rnA mA/V PA 

= = m/V m p 

YB 
mB mB/V PA 

= = m/V = m p 

V omaavan nestealkion (kuva 

6.13.1) A- ja B- lajisista 

hiukkasista muodostuvat mas ­

sat . Tilavuuden V tulee olla 

pieni mutta ei liian pieni, 

jotta saavutetaan kontinuumi ­

teoria; vrt. kaavaan (3.4.1) 

liittyva teksti. 

Maaritellaan lisaksi kom­

ponenttien ns . ill~§§~Q§~~g~t Y 

suhteelliset tiheydet ([Y] = -): 

(6.13.4) 

Massaosuudelle kaytetaan alan kirjallisuudessa monasti tunnusta 

m tai w, joita on kuitenkin haluttu valttaa tassa. Todettakoon 

viela, etta yleissanalla ~2~~~~~£~~~!2 (engl. concentration) tai 

pitoisuus tarkoitetaan tilanteesta riippuen usein joko tiheytta, 

massaosuutta tai myos molaarista konsentraatiota (engl. molar 

concentration) tai mooliosuutta (engl. mole fraction). Naita 

kahta jalkimmaista kasitetta ei oteta kayttoon tassa esityksessa. 

Kaavojen (6.13.3) ja (6.13.4) perusteella havaitaan, etta 

YA + YB = 1 I (6.13.5) 

eli seoksen komponenttien massaosuuksien summa on yksi. Tama 

tulos patee olipa komponenttien lukumaara mika hyvansa. 

Seoksen yhteydessa heraa kysymys, miten sen eri komponenttien 

virtausnopeudet maaritellaan. Tassa siis nopeudella tarkoite -
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taan - kuten aina kontinuumimallin yhteydessa - jotakin makros­

kooppista keskimaaraista nopeutta eika suinkaan erillisten hiuk­

kasten nopeuksia. Luonnollisin tapa on ottaa kunkin komponentin 

nopeudeksi periaatteessa alkion sisaltamien ko. komponenttihiuk­

kasten massakeskion nopeus ~A tai ~B. Talloin alkion sisaltami­

en komponenttiosuuksien liikemaarat 

~ ~ ~ 

} 
PA = mAvA = pAvAV 

( 6. 13. 6) 
~ ~ ~ 

PB = mBvB = pBvbv 

tulevat oikein lasketuiksi ylla olevia kaavoja kayttaen; ks. kaa ­

va (2.3.38). Vastaavasti alkion kokonaisliikemaara 

(6.13.7) 

Kun merkitaan nesteen eli seoksen nopeutta (engl. mass average 

velocity, bulk velocity) tunnuksella ~ ja asetetaan 

~ ~ ~ 

p = mv = pvV , ( 6. 13. 8) 

saadaan yhtaloita (6.13.7) ja (6.13.8) vertaamalla lauseke 

~ 

v = ( 6. 13. 9) 

Kaavat (6.13.3) huomioonottaen syntyy vaihtoehtoinen esitys 

I ~ = (6.13.10) 

eli nesteen nopeus on komponenttien nopeuksien massaosuuksilla 

painotettu keskiarvo. Tama tulos patee olipa komponenttien luku­

maara mika hyvansa. 

Kaavan (6.13.9) tai (6.13.10) antama suure on sama nopeus, 

jota olemme aina edella kasitelleet yksikomponenttisen nesteen 

yhteydessa. Se on myos nopeus, joka saadaan kokeellisesti mi­

tattua Pitot-putken avulla [3.5, s. 497]. Muunkinlaisia neste­

seoksen nopeuden maaritelmia esiintyy. 
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~~Q~~~~~~ - !· Yhteenvetona askeisista nopeuksia koskevista tar ­

kasteluista voimme todeta seuraavaa. Seosten yhteydessa tulee 

tavallaan ajatella, etta jokainen komponentti muodostaa oman 

kontinuuminsa. Nama liikkuvat sitten tarkasteltavassa alueessa 

kukin omalla tavallaan ollen vuorovaikutuksessa keskenaan. Li ­

saksi tavanomainen itse seoksen kayttaytymista kuvaava konti ­

nuumi on edelleen kaytettavissa. Jos valitsemme tietylla het­

kella tietyn kappaleen eli kontinuumimekaniikan mielessa sulje­

tun systeemin, hetken paasta meilla onkin n+l eri asemissa si­

jaitsevaa kappaletta: seoskappale, komponentin 1 maarittama kap ­

pale, komponentin 2 maarittama kappale jne. Kunkin kappaleen 

reunan liike maaraytyy periaatteessa kuvan 3.4.5 esittamalla 

tavalla, jossa reuna-alkion aseman maarittamiseen kaytetaan 

vastaavasti seoksen hiukkasia, komponentin 1 hiukkasia, kompo­

nentin 2 hiukkasia jne. 

Diffuusio. Diffuusio tarkoittaa tietyn komponentin liiketta 

itse seoksen suhteen ja taten ns. 9!~~~~~!QQQE§~9§~ (engl. 

diffusion velocity) on syyta maaritella suhteellisina nopeuksi -
-+ -+ . -+ -+ 

na vA - v Ja vB - v. Maaritellaan lisaksi komponenttien ns. 

~~e~~Y~QY§~~Q~!~_QQE§~g§Q_y_ ~~~~§§Q (engl. mass flux vector) 

eli ns. diffuusiovuovektorit (engl. diffusion flux)] ([J] = -2 -1- -------------------
kgm s ) kaavoilla 

-t -+ -+ -+ -+ 

} 
JA = pA(vA- v) = YAp(vA-v) 

(6.13.11) 
-t -+ -+ -+ -+ 
JB = p (v -v) = YBp(vB-v) . B B 

Ne kuvaavat nesteen mukana nopeudella ~ liikkuvan havaitsijan 

mittaamia komponenttien liikemaaria tilavuutta kohti. 

Kaytetaan lisaksi merkintoja 

-+ -+ -+ 

} 
nA = pAVA = YApvA 

(6.3.12) 
-+ -+ -+ 
nB = PBVB = YBpvB 

Suureet ~ ovat komponenttien (absoluuttisia) massavuovektoreita 
-+ -2 -1 ------- - --- - ------

([n] = kgm s ). Ne kuvaavat kiinteassa koordinaatistossa ole -
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van havaitsijan mittaamia komponenttien 1iikemaaria ti1avuutta 

kohti . 

Kaavoista (6.13.11) ja (6.13.12) voidaan he1posti paate11a 

tu1okset 

(6.13.13) 

ja 

(6.13.14) 

jotka y1eistyvat ja11een i1meise11a tava11a monikomponenttiseok­

si11e. Yhta1o (6.3 . 13) on intuitiivisesti i1meinen: Koska dif ­

fuusio tapahtuu keskimaaraisen nopeuden ~ suhteen, eri komponent­

tien osuuksien tu1ee kumota toisensa. Yhta1on (6.3.14) suure 

p~ on kaavan (6.13.8) perustee11a virtauksen kokonaismassavuo­

vektori; siis 1iikemaara ti1avuutta kohti. Emme kuitenkaan kay­

ta si11e tassa merkintaa ~' jottei tapahtuisi sekaannusta pinnan 

u1koisen normaa1in tavanomaisen tunnuksen kanssa. 

Voidaan kirjoittaa 1isaksi mm: 

~ ~ ~ ~ ~ 

1 
n = pAvA = pAv + pA(vA-v) A 

~ ~ 

= pAV + JA (6.13.15) 

~ ~ 

J = YApv + JA 

ja vastaavasti suuree11e ~B. 
Pyritaan havainno11istamaan suureiden jA ja ~A merkityksia 

kuvan 6.13.2 avu11a. Kuvassa (a) on esitetty seoksen tietty 

ainepinta kahde11a 1ahekkaise11a ajan hetke11a t ja t+dt. Aine ­

pinta on asetettu yhtymaan hetke11a t va1itun kiintean kontro1 -

1ia1ueen reunapintaan cs. Myos komponentteihin A ja B voitai ­

siin ajate11a 1iitetyiksi omat ainepintansa (ks. huomautus 1). 

Komponentin A ainepinta ku1kisi hetke11a t+dt vektorin ~Adt kar ­

jen kautta. Kuva (b) esittaa seoksen ainepinnan mukana 1iikku­

van havaitsijan A-komponentin 1iikkeesta pinnan 1api saamaa tu-
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Seoksen ainepinta hetkella t 

Seoksen ainepinta 

cs 

I 
VAdt \ 

-+ 
vdt 

\ .. 
'"' ... _. 

(a) (b) 

Kuva 6ol3o2 (a) Seoksen ainepinnan liikeo (b) Komponentin A 

virtaus ainepinnan suhteeno 

losta (vrto kuvaan 3o3ol3 liittyva esitys)o Ajassa dt pinta­

alkion lapi virrannut komponentti A muodostaa vinopohjaisen sy­

linterin, jonka pohjan pinta-ala on dS ja korkeus n;(vA-v)dt, 

jossa ~ on pinnan ulkoinen yksikkonormaalivektorio Taten sylin­

terin tilavuus dV = ~ · (vA-v)dtds ja sen sisaltama komponentin A 

massa dmA = pAdV = ~·pA(vA-v)dtdSo Jakamalla tama kuluneella 

ajalla dt ja pinta-alalla dS saadaan ~2~E2~~~~!~-~-~~§§~Y!~~~~ 

~!~~Y§ (yksikko kgm-
2

s -
1

) §~2~§~~-~!~~E!~~~~-!~E! -~!~~~§~~-~!2§ 

(6ol3 ol6) 

Taman perusteella komponentin A (netto) - massavirta (yksikko 

kgs-
1

) §~2~§~~ ainepinnan lapi alueesta ulos on 

f 
-+ -t 
n • J AdS o 

S(t) 
( 6 0 13. 7) 

Vastaavalla tavalla kuin edella voidaan osoittaa seuraavaao 

Termi 
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(6.13.18) 

esittaa ~2~E2~~~t!~-~-~~§§~Y!~~~~-t!~~Ytt~-~!!~t~~~-E!~~~~- !~E! 
~!~~~§t~-~!2§· Samoin integraali 

esittaa komponentin A (netto)massavirtaa kiintean pinnan lapi 

alueesta ulos. 

Muodoltaan yksinkertaiset lausekkeet (6.13.16) ja (6.13.18) 

ovat hyodylliset: Muodostamalla massavuovektorin ja ulkoisen 

yksikkonormaalivektorin pistetulo saadaan vastaava massavirran 

tiheys. Samanlainen yhteys patee myos esimerkiksi lampovuovek­

torin ja lampovirran tiheyden valilla; ks. kaava (5.6.40). 

Jatkuvuusyhtalot. Kullekin komponentille on voimassa massan 

sailymisen periaate tai tasmallisemmin sanottuna ~2~E2~~~t!~ 

~~§§~~-t~§~~~-E~~!~~t~, kun otetaan huomioon komponentin mah­

dollinen massan t~2tt2 alkaa ja tilavuutta kohti ([r] = kgm- 3s-1 ) 

(engl. time rate of component production per unit volume) kemi­

allisen reaktion tai esimerkiksi jonkin biologisen ilmion joh­

dosta. 

Suoritetaan johto tassa kiinteaan kontrollialueeseen liitty­

valla tasetarkastelulla. (Asetelma on sen verran eksoottinen, 

etta aikaisemmin johdettuja Reynoldsin kuljetuslauseen eri ver­

sioita on hieman vaikea soveltaa suoraan, koska kuljetusnopeuden 

oikea valinta (v?, vA? jne.) voi tuottaa liikaa paanvaivaa.) 

Alueessa CV tietylla hetkella olevan komponentin A kokonais-

massan arvo 

(6.13.20) 

Se voi muuttua kahdesta syysta: Alueessa kehittyy komponenttia 

A ja alueesta poistuu sen reunojen lapi komponenttia A. Saadaan 

taseyhtalo 



eli 

Alueessa olevanj­
A- komponentin 
kokonaismassan 

j_!!luutosnopeus 

II 

[

- komponentin l 
kokonaistuotto J 
alueessa 

IT
-komponentin l 

nettomassavirtaj 
alueesta ulos J 

J 
ClpA 
at dV = 

cv 
J rAdV 
cv 

J 
ClpA 

= at dV 
cv 

II 

J rAdV 
cv 

Olemme kayttaneet hyvaksi kaavaa (6.3.19). Integraalin 

6.13 . 8 

(6 . 13.21) 

(6.13 . 22) 

(6 . 13.23) 

(6.13.24) 

J pA(~,t)dV derivointi parametrin t suhteen saadaan suorittaa 

k~~van (6.13.21) esittamalla tavalla, koska integroimisalueen 

rajat ovat tassa kiinteat. Gaussin lauseen perusteella 

ja yhtalo (6.13.24) saa muodon (asetetaan viela cv ~ V) 

(6.13.26) 

Koska taman globaalin yhtalon tulee olla voimassa valittiinpa 

alue v miten hyvansa, saadaan edelleen lokaalinen yhtalo 

(6.13.27) 
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eli karteesisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa 

(6.13.27') 

Tama on ns. ~2~EQg~gt!g_~- i~t~~y~~~Y~t~!9 (engl. equation of 

continuity for component A). 

Jatkoa silmal1apitaen edellista kayttokelpoisempi muoto syn­

tyy soveltamalla 1ausekkeita (6.13.3) ja (6.13.12): 

(6.13 . 28) 

Kyseessa on jalleen tyypillinen konvektio - diffuusioyhtalo 

etenkin, kun otetaan vie1a huomioon kohta esitettava diffuusio­

vuovektorin konstitutiivinen riippuvuus. Komponenti11e B saa ­

daan luonno1lisesti vastaavat kaavat; esimerkiksi 

(6 . 13.29) 

Huomattakoon lisaksi, etta myos kemial1isiin reaktioihin nah­

den patee massan sailymisen periaate: lahtoaineiden massa on 

yhta suuri kuin reaktiotuotteiden massa. Sarna asia piene1la 

aikavalilla tarkasteltuna ja jaettuna kuluneella aja11a ja ti1a ­

vuudella antaa yhtalon 

(6 . 13 . 30) 

eli komponenttien massan tuottojen summa on no1la. Tama tu1os 

patee olipa komponenttien lukumaara mika hyvansa. 

Lasketaan yhta1ot (6.13.27) ja (6.13.29) puolittain yhteen: 

0 I 

(6.13.31) 
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on sovellettu kaavoja (6.13.3), (6.13.30) ja (6.13.14). Yhtalo 

(6.13.31) on kuten pitaakin itse seosta koskeva tavanomainen 

jatkuvuusyhtalo. 

Huomattakoon siis, etta vaikka kaksikomponenttiseokselle saa­

daan kolme jatkuvuusyhtaloa, niista vain kaksi ovat riippumatto­

mia. Vastaavasti n - komponenttiselle seokselle (n > 1) saadaan 

n+l jatkuvuusyhtaloa, joista n ovat riippumattomia. 

Todettakoon viela, etta jatkuvuusyhtalo (6.13.28) voidaan 

manipuloida myos esimerkiksi muotoon (vrt. kaava (6.8.7)) 

(6.13.32) 

Fickin diffuusiolaki. Diffuusioon liittyva konstitutiivinen 

yhteys esitetaan tavallisimmin muodossa (ks. huomautus 2) 

(6.13.33) 

eli 

(jA)x -pDAB 
ayA 

= ax 

( j A)y -pDAB 
ayA 

= ay (6.13.33') 

( j A) z -pDAB 
'dYA 

= az 

Tama on ns. Fickin laki tai tasmallisemmin ns. Fickin ensimmai-

nen diffuusiolaki (engl. Fick's first law of diffusion). Kerroin 
2 -1 DAB ([D] = m s ) on ns. molekylaarinen diffuusiokerroin eli 

g!~~~~!!Y!~~~~ (engl. diffusivity) ko. kaksikomponenttiseokselle. 

Diffuusivisuuden DAB arvo riippuu komponenttien A ja B konsen­

traatioista, lampotilasta ja paineesta. 

Komponentin B suhteen voidaan kirjoittaa vastaavasti yhteys 

( 6.13. 34) 
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jossa DBA= DAB. Lausekkeiden (6.13.33) ja (6.13.34) perusteel­

la ja ottaen yhteys (6.13.5) huomioon havaitaan, etta yhtalo 

(6.13.13) tosiaan toteutuu. 

Huomautus 2. Fickin laki muistuttaa luonteeltaan mm. Fourierin 

isotrooppista lammonjohtumislakia (5.2.40). on huomattava, etta 

kyseessa on jalleen tietty approksimatiivinen konstitutiivinen 

yhteys. Fickin lain sanotaan kuvaavan ns. tavallista diffuusio­

ta (engl. ordinary diffusion). Mutta diffuusiota voi syntya 

myos painegradientin johdosta (painediffuusio), tilavuusvoimien 

johdosta (voimadiffuusio, engl. forced diffusion) ja lampotila­

gradientin johdosta (terminen diffuusio) [3.5, s. 567]. 

Diffuusiovektori jA voidaan eliminoida jatkuvuusyhtalosta 

(6.13.28) Fickin lain (6.13.33) avulla: 

(6.13.35) 

Jos taas lahdetaan muodosta (6.13.32), saadaan vastaavasti yhtalo 

(6.13.36) 

Kirjallisuudessa esiintyy suuri joukko naiden yhtaloiden eri­

tyismuotoja. Esimerkiksi jos otaksutaan vakiotiheysneste ja 

etta diffusiivisuus on vakio paikan ja ajan suhteen saadaan 

yhtalo 

(6.13.37) 

eli 

'dYA 'dYA 'dYA 'dYA 
a:t + v -- + v --+ v = 

X 'dx y 'dy z dZ 

'd2Y 'd2Y 'd2Y rA A A + __ A) (6.13.37') = DAB( - 2- + -2- +-
'dx 'dy 'dz 2 p 

I -
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Tata yhtalomuotoa kaytetaan usein laimeiden (engl. dilute) seos ­

ten yhteydessa [3.5, s. 557] . 
~ 

Jos virtausnopeus v ja tuotto rA haviavat, yhtalo (6.13.37) 

yksinkertaistuu muotoon 

(6.13.38) 

jota nimitetaan usein pelkastaan diffuusioyhtaloksi tai toisinaan 

myos Fickin toiseksi diffuusiolaiksi. Tata yhtaloa sovelletaan 

tavallisesti kiintean aineen suhteen tapahtuvassa diffuusiossa. 

Diffuusioyhtalon nahdaan olevan samaa tyyppia kuin Fourierin lam­

monjohtumisyhtalo (4.6.26), jota seikkaa voidaan kayttaa hyvaksi 

analyyttisia ratkaisuja etsittaessa. 

Jatkuvuusyhtaloissa esiintyvat tuottotermit r tulee myos esit ­

taa tiettyjen kemian tuntemusta vaativien konstitutiivisten yh­

teyksien avulla. Edelleen konsentraatioille tulee antaa asiaan­

kuuluvat reuna- ja alkuehdot. 

Todetaan viela lyhyesti jotain komponenttien jatkuvuusyhta­

loiden saamista keskiarvomuodoista turbulenttisessa virtauksessa . 

Esimerkiksi massaosuudelle YA kirjoitetaan tuttuun tapaan ensin 

hajotelma YA = YA + YA. Kasittelyn suhteen voidaan viitata pit ­

kalti kohdan 6.6 yhtaloon (6.6.29), joka on taysin samaa tyyppia 

kuin yhtalo (6.13.32). Kun tiheys p otaksutaan paikan ja ajan 

suhteen vakioksi, yhtalon (6.13.32) keskiarvomuodoksi tulee 

jossa suuretta 

~t ~ 
J - pv'Y' A - A 

(6.13.39) 

(6.13.40) 

voidaan nimittaa turbulenttiseksi diffuusiovuovektoriksi. Edel ­

leen voidaan yrittaa muodollisesti Fickin lain mukaista esitysta 

(6.13.41) 
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jossa DiB on ns. turbu1enttinen diffusiivisuus tai pyorrediffu­

siivisuus. 

Loppuhuomautuksia . Seosten virtaukset muodostavat erittain mut ­

kikkaan - ja tarkean - aihepiirin, johon on voitu paneutua 

ede11a 1uonno11isestikin vain a1kuesitte1ymie1essa. Perustee1-

1isempi tutustuminen vaatii erityisesti kemia11isen termodynamii ­

kan ja reaktiokinetiikan tuntemusta . 

Teemme tassa 1opuksi muutamia 1iikeyhta1oita ja energiayhta -

1oa koskevia kommentteja. 

Cauchyn 1iikeyhta1osta todettakoon, etta ainoa periaattee11i ­

nen muutos yksikomponenttiseokse11e saadun tavanomaisen muodon 

- kuten (6.4.1) - suhteen 1iittyy ti1avuusvoimatermiin. Esimer ­

kiksi kaksikomponenttiseokse11a tu1ee asettaa y1eisessa tapauk­

sessa 

(6.13.42) 

Ta11a otetaan huomioon se mahdo11isuus, etta kenttavoiman inten­

siteeti11a massaa kohti 1askettuna (bA ja bB) voi o11a eri arvot 

eri komponentei11e. Jos esimerkiksi komponentin A hiukkaset ovat 

sahkoisesti varautuneita - vaikkapa ioneita - ja komponentin B 

hiukkaset eivat ja virtaus tapahtuu sahkokentassa, bA ~ bB. 

Ta11aisissa tapauksissa voi juuri tu11a kyseeseen huomautuksessa 

2 mainittu voimadiffuusio. Jos bA = bB = b kuten vaikka vain 

pe1kan painovoiman vaikuttaessa, jo11oin b = g, paadytaan takai ­

sin tavanomaiseen 1ausekkeeseen pAb + pBb = (pA+pB)b = pb. 
Energiayhta1on vaatimat muutokset ovat seuraavia . Esimer­

kiksi u1koisten voimien tehon 1ausekkeessa (5.6.3) tu1ee tehda 

kaksikomponenttiseoksen yhteydessa y1eisessa tapauksessa muutos 

(6.13.43) 

joka on ymmarrettavissa ede11isen kappa1een perustee11a. Taas 

esimerkiksi yhta1on (5.6.26) oikea puo1i tu1ee taydentaa osuu­

de11a 

(6.13 . 44) 

J 
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6.13.14 

Lampovuovektorille q esitettiin kaavassa (3.4.36) muodostu-
. ~ ~c ~r ~c .. 

m1stapa q = q + q . Monikomponenttiseoksella termi q on tay-

dennettava yleisessa tapauksessa lampotilagradientista (Fourie­

rin laki) johtuvan osuuden lisaksi mm. diffuusiosta riippuvalla 

osuudella (engl. interdiffusion) [3.5, s. 566]. Tama ymmarre­

taan kvalitatiivisella tasolla seuraavasti. Eri komponenteilla 

voi olla niiden massoja kohti mitattuina eri maarat sisaista 

energiaa. Diffuusio voi taten aiheuttaa energian nettovirtaus­

ta seoksen ainepintojen lapi. 



6 . 14 . 1 

6.14 Suotovirtaus 

6.14.1 Puhdas suotovirtaus 

Yleista. Varsinaisen nesteen tai kaasun virtausta huokoisen 

kiintean aineen lapi nimitetaan yleensa ~~~~~Y!~~~~~~~~~! (engl. 

seepage flow). Tavallisin esimerkki on veden virtaus maaperassa . 

Tarkastelemalla pienta tilavuuden V omaavaa alkiota (kuva 

Kiintea 
aine 

Kuva 6.14 . 1 Tilavuusalkio. 

6.14.1) ymmarretaan, etta virtauk­

sen yksityiskohtainen selvittely 

vaatisi Navier - Stokesin yhtaloiden 

ratkaisua geometrisesti hyvin mo ­

nimutkaisessa alueessa, joka muo ­

dostuu kiintean aineen rajapinto-

jen rajaamasta avaruuden osasta. 

on taysin selvaa, ettei tallaiseen 

lahestymistapaan ole kaytannossa 

mitaan mahdollisuuksia, vaan on 

siirryttava jonkinlaisten keskimaaraisten suureiden kasittelyyn. 

Toisin sanoen otetaan jalleen kayttoon kontinuumumalli, mutta eri 

tasolla kuin aikaisemmin, jolloin molekyyleista muodostuva dis ­

kreetti systeemi korvattiin jatkuvalla mallilla. Jos tyypillinen 

alkio sisaltaa huomattavan maaran huokosia, mutta on kuitenkin 

tehtavan kokonaisalueen mittoihin verrattuna hyvin pieni - ns . 

"fysikaalinen piste" - voidaan siirtya uudella, karkeammalla 

tasolla jalleen kontinuumiteorian kayttoon. Tulemme puhumaan 

jatkossa vastaavasti huokos - tai maakontinuumista. Jos tehtava­

na olisi sen -sijaan virtauksen maarittaminen muutaman kivilohka­

reen ohitse, kontinuumimalli asken esitetyssa mielessa ei olisi 

tietenkaan enaa jarkeva. 

Jatkossa keskitytaan suotovirtaukseen maapera - eli lyhyemmin 

~~~~~~~~!!~~~ (engl . soil mechanics) yhteydessa otaksuen virtaa­

van nesteen olevan vetta. Syntyvia yhtaloita voidaan kuitenkin 

soveltaa muissakin tilanteissa. 

Suotovirtauksen selvittaminen on tarkeaa useissa tehtavissa: 

Kuinka paljon tietty maapato vuotaa?, miten tietyn oljyesiintyman 
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pumppaus onnistuu parhaiten? jne . Huokosveden paineen jakautu­

minen on lisaksi tunnettava maarakenteiden murtumis - ja painu­

ma - analyysien yhteydessa . 

Teos [6 . 34] sisaltaa perusteellisen klassillisen esityksen 

suotovirtauksesta. 

Eraita kasitteita. Kaytettavien nimitysten suhteen pyritaan 

noudattamaan mahdollisuuksien mukaan lahdetta [6. 35] seka eri ­

tyisesti sen suotovirtausta koskevaa lukua [6 . 36] . 

Maapera voidaan ajatella kohdan 6 . 13 terminologian mukaisesti 

seokseksi, jonka otaksutaan yleisesti muodostuvan kolmesta kom­

ponentista : kiintea maa - aines, huokosissa oleva vesi seka ilma. 

Tarkastellaan tassa jatkossa kuitenkin vain ~~Y~!~-Y~9~!!~ -~y! ­

!~~~~~~Y~-~~~~~ (engl. fully saturated soil), jolloin kyseessa 

on siis kaksikomponenttiseos. 

Olkoon pienen maanaytteen kokonaistilavuus v, sen sisaltaman 

maa-aineksen (engl. soil) tilavuus V , huokosten (engl. ~oid) - s -
tilavuus V ja veden (engl. water) tilavuus V . (Merkinnalli -v - w 
sista mukavuussyista tassa ei taaskaan kayteta periaatteessa 

oikeampia tunnuksia 6V, 6Vs jne.) Maan ~~2~2!~~~~ (engl. 

porosity) n ([n] = - ) maaritellaan kaavalla 

n (6.14.1) 

Koska V = Vs + Vv eli 1 = Vs/V + Vv/V, saadaan myos yhteys 

1 - n = ( 6. 14. 2) 

Taysin vedella kyllastetyssa maassa Vw = vv ja erikoistapauksena 

siis 

v w 
v = n . ( 6. 14. 3) 

Olkoon maanaytteen sisaltiman maa - aineksen massa ms ja veden 

massa m . Maamekaniikassa tarkoitetaan maa - aineksen ja veden w 
tiheyksilla p(s) ja p(w) tavallisesti seuraavaa: 

• 



( s ) p 

(w) 
p 

6.14.3 

( 6. 14. 4) 

( 6. 14. 5) 

Toisin sanoen kyseessa ovat maa - ainekselle kaytetyn terminologian 

mukaan ns. "kiintotiheydet". Seoksilla taas tavanomaiset tiheyden 

maaritelmat liittyvat "irtotiheyksiin" (vrt. kaavat (6.13 . 1)): 

m ms/Vs 
(1-n)p(s) s 

Ps = = V/V = I v s 
(6 . 14.6) 

m mw/Vw np (w) w 
Pw = 

V/Vw 
= v (6.14.7) 

Valitsemamme ylaindeksein varustetut tiheyden tunnukset eivat ole 

yleisessa kaytossa. Ne ovat tassa kuitenkin ainakin tilapaisesti 

tarpeen, koska pyrimme hyodyntamaan joitakin kohdassa 6 . 13 val ­

miiksi johdettuja kaavoja . 

Huomautus 1. Suotovirtauksen kannalta huokoisuus maaritellaan 

ns. t~Q2~~~~~~-Q~2~2!~~~t~~~ (engl. effective porosity), jolloin 

tilavuuteen V = V lasketaan mukaan vain toistensa kanssa kay-v w 
tannossa virtausyhteydessa olevat huokosalueet. Jatkossa tunnus 

n viittaa juuri tehokkaaseen huokoisuuteen. 

Tarkastellaan taman jalkeen huokosnesteen nopeuskasitteita 

kuvaa 6.14.2 apuna kayttaen. Kussakin erillisessa huokosessa 

vallitsee monimutkainen kiemurteleva nesteen lokaalinen nopeus ­

jakautuma ~1 (t,t), jossa lokaalisella nopeudella tarkoitetaan 

tuttua yksikomponenttinesteen yhteydessa kasiteltya suuretta. 

Tama makroskooppinen nopeus ajateltiin maaritellyksi kussakin 

pisteessa periaatteessa pistetta ymparoivan hyvin pienen tilavuu­

den sisalla olevan suuren molekyylijoukon massakeskion nopeutena. 

Tarkastellaan nyt huokoskontinuumia vastaavaan tapaan ja maari­

tellaan tietyssa pisteessa P (kuva (a)) huokosnesteen keskimaarai­

nen nopeus eli ns . ~~2t2~2E~~~ (engl. effective velocity, true 

velocity) ~ periaatteessa kaavalla (vrt. esimerkin 3.4.1 kaava w 
(a) ) 



(a) 

.,.,r - , "-... 
/ ... 
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6.14 . 4 

(b) 

--+ --+ 
Kuva 6.14.2 (a) Suureet vw ja q. (b) Virtaus yksittaisessa huo-

kosessa. 

J P(w)~ dV 
v 1 --+ 

--+ w Pw 
(6.14.8) v = = w 

Jv P (w) dV 
mw 

w 

jossa vw on pistetta P ymparoivan pienen, riittavan suuren maaran 

huokosia sisaltavan alueen huokosveden tilavuus. Huomattakoon, 

etta suotonopeus ~ tulee maariteltya myos esimerkiksi pisteissa, w 
jotka ovat maa-aineksen sisalla ja joissa siis nestetta ei virtaa 

ollenkaan. Kaavoja (6.14.8) ja (6.13.6) vertaamalla havaitaan, 

etta suotonopeus on nimenomaan tyypillisen seoskomponentin nopeus­

maaritelman mukainen suure. 

Maaritellaan edelleen nopeus q kaavalla 

( 6. 14. 9) 

--+ 
Suure q on ns. y!~E~~~~~QE~~~ (engl. discharge velocity, super-

ficial velocity, specific discharge, specific flux vector). 

Suotovirtauksen yhteydessa toimitaan yleensa virtaamanopeuden 

avulla ja tahan ovat perusteina selvat kaytannon syyt. Ajatel­

laan asian havainnollistamiseksi huokoskontinuumiin tietylla het­

kella tietty pinta ja pinnan kohtaamat nesteosaset identifioiduik-
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si variaineella. Aikavalina dt tama katkonainen varjatty pinta 

etenee keskimaarin matkan ~wdt. Toistamalla jalleen kuvan 3 . 3 . 13 

yhteydessa esitetyn tapainen tarkastelu havaitaan, etta saadaan 

vinopohjaisia sylintereita, joiden tilavuudet dV = (~ · ~w)dtds . 
Mutta nama sylinterit sisaltavat kaavan (6.14.3) perusteella huo­

kosnestetta vain tilavuusosuuden ndV. Taten huokosnesteen tila­

vuusvirran tiheyden eli ns. y!~~~~~~~!g~yg~~ qn arvoksi saadaan 

n(~·~w) eli ~·n~w eli viela 

(6.14 . 10) 

tai matriisimerkinnoin 

(6.14.10') 

Kaytannossa ollaan yleensa kiinnostuneita tiettyjen pintojen lapi 

tapahtuvista tilavuusvirroista eli virtaamista (engl. discharge) 

J qnds (yksikko m3s- 1 ). Myos koeja~j~~~~~;i~-pystytaan normaalis ­

ti mittaamaan helpoiten juuri tiettyyn pieneen pintaosaseen liit­

tyva virtaama ja siis virtaamatiheys. Jos tama toistetaan peri ~ 

aatteessa samassa pisteessa kolmessa eri suunnassa, saadaan li -
-+ saksi selville vektori q. 

tl~2~~~~~~-~· Kaytamme virtaamanopeudelle samaa tunnusta kuin 

edella lampovuovektorille. Tama ei aiheuttane tassa yhteydessa 

sekaannusta. On mielenkiintoista suorittaa kaavojen (6.4.10) ja 

(5 . 6.40) merkitysten vertailua. 

Jatkuvuusyhtalo. Emme johda jatkuvuusyhtaloa enaa yksityiskoh­

taisesti uudelleen vaan sovellamme suoraan kaavaa (6.13.27) . 

Nestekomponenttia koskeva jatkuvuusyhtalo on siis (otetaan rw = 0) 

(6.14.11) 

eli kaavojen (6.14.7) ja (6.14.9) perusteella 
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_L( (w)) + -+ ( (w)-+) dt np V· P q = 0 . (6.14.12) 

Usein voidaan otaksua, etta maa - aines eli sen rakenteellista 

toimintaa korostettaessa ns. ~~~~~~~2 (engl. soil skeleton) ei 

liiku eika siis muuta muotoaan, jolloin an/at = 0. Jos lisaksi 

otaksutaan vakiotibeysneste (ap(w)/at = 0, ~p(w) =a,~ paadytaan 

pubtaan suotovirtauksen tavanomaiseen jatkuvuusybtaloon 

v.q = o [ (6.14.13) 

eli 

{V}T{q} = 0 (6.14.13') 

eli 

()q ~ aqz 
~+ + = 0 ax ay az (6.14.13") 

Kyseessa on siis virtaamanopeuden subteen labteeton eli kokoonpu­

ristumaton virtaus. 

Darcyn laki. Kussakin buokosessa neste liikkuu luonnollisestikin 

paikallista liikeybtaloa - kuten ybtalo (6.4.1) - noudattaen. 

Huokoskontinuumille sopiva keskimaarainen ybtalo saadaan teoriassa 

ottamalla tyyppia J ( )dV/V olevat keskiarvot ybtalon (6.4.1) 

eri termeista. Kyseessa on siis samantapainen operaatio kuin 

turbulenttisen virtauksen aikakeskiarvojen ottamisessa; nyt vain 

kasitellaan keskiarvoa paikan subteen. Tata ajattelua on selos­

tettu mm. labteessa [6.37, s. 92]. Lopputuloksena syntyy puoli­

empiirinen ybteys, ns. Q~~gy~- !~~~ (engl. law of Darcy) (H. Darcy 

v. 1856 ) 

(6.14.14) 

eli matriisimerkinnoin 
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{q} = - [k]({V}p - p(w){b }) • w w (6.14.14') 

Naissa kaavoissa pw on huokosnesteessa vallitseva paine, ns . huo ­

~2~E~!~~ (engl. pore pressure) tai pitemmin sanottuna huokosnes ­

teen paine. Nimitamme suuretta it ([k]) tassa !~E~!~~~yy~~~~~Q-
. k . ( . . . k . ) ( [~] P - l 2 - l) H t tt k k . t ~! - ~! - matr11s1 s1 K = a m s . uomau e a oon u1 en-

kin heti, etta vastaavilla englanninkielisilla termeilla 

"hydraulic conductivity" tai "coefficient o f permeability" tar ­

koitetaan usein kuitenkin yksikon ms - l omaavia suureita . Darcyn 

lakiin liittyvat esitysmuodot ja nimitykset vaihtelevat nimittain 

melkoisesti alan kirj allisuudessa. Suureet it j a [ k J ovat symmet ­

risia samaan tapaan kuin oli asian laita Fourierin lammonjohtu­

mislain (4 . 2.55) lammonjohtavuustensorin ( - matriisin) tapauksessa . 

Usein suure it esitetaan muodossa 

+-7 

it = .!S. ~ ' (6.14.15) 

jossa ~on ko. huokoisen aineen ns. E~~~~~~!!!~~~~~!~~~e2~! (engl. 

(intrinsic) permeability tensor) ([~] = m2 ) ja ~on huokosnesteen 

dynaaminen viskositeetti ([~]=Pas). Permeabiliteetin arvon 

otaksutaan riippuvan vain itse huokoisen kontinuumin ominaisuuk­

sista, kuten huokosten kokojakautumasta jne. 

Tavallisesti tilavuusvoimat aiheutuvat kaytannossa painovoi ­

masta, jolloin siis 

b w 

eli 

-+ = g (6 . 14 . 16) 

(6.14.16') 

Jos viela huokosneste otaksutaan vakiotiheysnesteeksi, kaava 

(6.14.14) voidaan esittaa myos muodossa 

(6.14.17) 

jossa suure 
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(6.14.18) 

on nimeltaan ns. ~yg~~~~!~~~-~2~~~~~ eli hydraulinen potentiaali 

eli pietsometrinen korkeus (engl. hydraulic head, hydraulic 

potential, pietsometric head) ([¢] = m). Lausekkeen (6.14.18) 

termi.en merkitys ymmarretaan kuvan 6.4.2 perusteella; ks. lisaksi 

kaava (6.4.7). Kaava (6.14.17) kirjoitetaan monasti myos muotoon 

(6.14.19) 

ja myos suuretta K = p (w) g]t nimitetaan lapaisevyys- tai johta­

vuustensoriksi. Lisahammennysta saattaa aiheutua viela siita, 

etta usein myos paineen dimension omaavia suureita nimitetaan 

englanninkielisessa kirjallisuudessa termilla "head". 
. k ~ +-+ +-+ +-+ . +-+ +-+ . . Isotroopp1sessa tapau sessa K = ki, K = KI tal K = KI Ja esl -

merkiksi kaavojen (6.14.14) ja (6.14.19) sijasta saadaan esitykset 

~ ~ (W)o7 
g .= - k(Vp -p b) . . w w (6.14.20) 

ja 

~ 

q = -KV¢ . (6.14.21) 

Jos edelleen otetaan paikan suhteen homogeeninen tapaus, kaava 

(6.4.21) saadaan muotoon 

~ ~ 

q = - v ( K¢) . (6.14.22) 

Suuretta K¢ tai -K¢ voidaan talloin pitaa esityksen (6.3.3) mukai ­

sesti virtaamanopeuden q nopeuspotentiaalina ja kyseessa on siis 

pyorteeton virtaus. Yhtalon (6.14.13) mukaan virtaus on myos lah­

teeton. Kaavan (6.3 . 6) perusteella paadytaan siis suuretta ¢ 

koskevaan tuttuun Laplacen differentiaaliyhtaloon. 

Askeinen selittanee, miksi etenkin vanhempi kirjallisuus nayt­

taa pitavan juuri hydraulista korkeutta ¢ mielellaan perustunte­

mattomana. Hydraulista korkeutta ei voida kuitenkaan maaritella, 

jos huokosneste on esimerkiksi seos tai jos voimakentta ei satu 

olemaan jostain syysta pyorteeton. Yleisyyden saavuttamiseksi 
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otamme taman vuoksi Darcyn lain kayttoon muodossa (6.14 . 14) pitaen 

huokospainetta pw perustuntemattomana. Tama valinta ei tee elamaa 

vaikeammaksi numeerisia menetelmia sovellettaessa, vaikka yhtalot 

hieman pitenevatkin. Lisaksi huokospaine omaa suureena enemman 

suoraa fysikaalista merkitysta kuin hydraulinen korkeus. 

Darcyn lineaarista muotoa oleva laki voidaan osittain motivoi ­

da liikeyhtaloiden (6.4.1) keskiarvomuotona, kun kyseessa on hi ­

das eli ryomiva virtaus, jolloin epalineaariset hitausvoimatermit 

haviavat. Jos huokosneste lisaksi otaksutaan Newtonin nesteeksi, 

lopullisen yhteyden voidaan odottaa olevan lineaarinen . Joka ta ­

pauksessa Darcyn laki on kasiteltava vain eraaksi konstitutiivi ­

seksi yhteydeksi, jota ei tule soveltaa oman patemisalueensa ul ­

kopuolella. Esimerkiksi lahde [6.34] sisaltaa tahan liittyvia 

ohjeita. Kun esimerkiksi virtauksen Reynoldsin luku (karakteris­

tinen pituus liittyy huokosten kokoon) ylittaa tietyn arvon, vir ­

taamanopeuden ja huokospaineen gradientin ri i ppuvuus toisistaan 

lakkaa olemasta lineaarinen. Tama on ymmarrettavaa, koska hitaus ­

voimilla alkaa talloin olla merkitysta. 

Lopulliset yhtalot. Vallitsevaksi formulaatioksi valitaan taval ­

lisesti esitys, jossa virtaamanopeus ~ on eliminoitu ja huokos~ 

paine pw(x,y,z,t) esiintyy perustuntemattomana. Toisin sanoen 

Darcyn lain mukainen virtaamanopeuden lauseke (6.14.14) sijoite­

taan jatkuvuusyhtaloon (6.14.13). Kaytetaan heti matriisimerkin­

toja, jolloin saadaan kenttayhtalo 

(6.14.23) 

jossa lahdetermi (vrt. kaava (6.11.25)) 

(6.14.24) 

Nimitamme saatua kenttayhtaloa fysikaalisen merkityksensa perus ­

teella tassa e~2t2Y!~t~~e¥ht~!2~e!· Havaitaan, etta kyseessa on 

jalleen kvasiharmoninen differentiaaliyhtalo. 

Reunaehdot voivat esiintya lahinna seuraavissa muodoissa: 
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Annettu huokosnesteen paine 

(6 . 14 . 25) 

Annettu virtaamatiheys 

(6.14.26) 

Vapaa huokosnesteen pinta 

(6.14.27) 

ja lisaksi pinnan asema on maaritettava osana ratkaisua. Suure 

p tarkoittaa annettua ilmanpaineen arvoa. Osat s , s ja Sf a P q 
muodostavat yhdessa koko tarkasteltavan alueen reunan. Annetun 

virtaamatiheyden reunaehto on huokospaineen avulla lausuttuna 

(vrt. kaava (6.11.28)) 

T -- {n} [k]{V}p = q* , w n 

jossa annettu termi 

(6.14.28) 

(6.14.29) 

Kuva 6.14.3 toimii reunaehtojen demonstraatioesimerkkina. 

Tarkasteltavan tasoalueen ABCDEFGA reuna AB otaksutaan lapaise­

mattomaksi - siis qn = 0 - joten kyseessa on reunatyyppi sq . 

Osat BC ja GA rajoittuvat veteen ja niilla tunnetaan siten val~ 

litseva paine. Osa DG on vapaa huokosveden pinta, jonka tarkka 

asema on etukateen tuntematon. Osalla CD virtaus purkautuu ul­

koilmaan, joten paine on jalleen annettu. 

Jos tehtavassa ei esiinny vapaata huokosnesteen pintaa, numee ­

risen ratkaisun pohjana voidaan taas kayttaa kvasiharmoniseen 

yhtaloon standardireunaehtoineen liittyvaa variaatioperiaatetta 

orr = o , I (6.14.30) 
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Kuva 6.14 . 3 Suotovirtaus maapadossa. 

jossa funktionaa1i (ks . 1auseke (6.8.68)) 

= ~ ( ({V}p )T[k]({V}p )dV + Jv w w 

- ( Sp dV + f q*p dS (6.14.31) Jv w s n w 
q 

Luva11isen argumenttifunktion pw tu1ee toteuttaa o1ee11inen reu­

naehto pw = pw reunan osa11a sp. 

Aivan kuten voite1uvirtauksen yhteydessa o1i esi11a, funktio­

naa1in 1ahdetermin sisaltava osuus on usein mukavampaa esittaa 

osittaisintegrointia sove1tama11a saadussa muodossa . Nain toimi­

en syntyy vaihtoehtoinen 1auseke (vrt . kohdan 6.11 huomautus 3) 

= ~ ( ({V}p )T[k]({V}p )dV + Jv w w 

+ f q p dS . s n w 
q 

(6.14.31) 
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Vapaan huokosnesteen pinnan kinemaattinen reunaehto merkitsee, 

etta pinnan siirtymanopeuden w pinnan normaa1in suunnassa (ks . 
n 

kohta 6 . 7) tu1ee o11a yhta suuri kuin suotonopeuskentasta reuna1 -

1a 1asketun normaa1ikomponentin (v ) = q /n. Jos vapaaseen pin-w n n 
taan esimerkiksi saapuu y1haa1ta kasin ns. vajovetta, reunaehto 

on taydennettava yhta1on (6.7 . 13) esittamassa hengessa. statio­

naarisessa tapauksessa pinnan siirtymanopeuden tu1ee havita. 

Vapaan pinnan kinemaattisesta reunaehdosta tu1ee huokospaineen 

avu11a 1ausuttuna erittain komp1isoitu. Jos ja kuten tava11ista 

ratkaisua yritetaan 1oytaa iteratiivisesti, vapaata pintaa voi ­

daan kuitenkin pitaa yksinkertaisesti reunan osana sq, jonka ase ­

ma (stationaarisessa tapauksessa) tai 1iike (epastationaarisessa 

tapauksessa) tu1ee sovittaa se11aiseksi, etta reuna11a p = p . w a 
Esimerkkina epastationaarisesta prob1eemasta voisi o11a kuvaan 

6.14.3 1iittyen vaikkapa tapaus, jossa y1aveden pintaa 1askettai­

siin a1aspain tiety11a nopeude11a tietty maara. 

~~2~~~t~~-~· Tassa esitetty suotovirtausformu1aatio on epastatio­

naarisessakin tapauksessa ja11een - ks. kohdan 6 . 11 huomautus -

ku11akin ajan hetke11a puhdas reuna- arvotehtava. 
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6.14.2 Konsolidaatio 

Yleista. Edella esitetyissa tarkasteluissa maaperan mahdollinen 

liike suotovirtauksen yhteydessa on jatetty taysin huomiotta ja 

tassa mielessa on puhuttu puhtaasta suotovirtauksesta. Kun rae ­

rungon liike otetaan huomioon, syntyy yleisessa tapauksessa yh ­

distetty kiintean aineen (raerunko) ja neste- (huokosneste) me ­

kaniikan tehtava. Termilla ~Q~~Q~~g~~t~Q (engl. consolidation) 

tarkoitetaan maamekaniikassa juuri maaperan hitaita ajan mukana 

tapahtuvia liikkeita, jotka johtuvat paaasiassa huokosveden pai ­

neen uudelleenjakautumisesta tietyn kuormitusmuutoksen johdosta. 

Jannitykset esitetaan maamekaniikassa yleensa "Terzaghin ha ­

jotelmana" 

eli matriisimerkinnoin 

{a} = {a'} - {pw} = 

eli komponenteittain 

a = a' Pw T 
X X yz 

a = a' Pw T y y zx 

a a' - Pw T z z ' xy 

{a'} - {m}p w 

T' yz 

T' 
zx 

= T' xy 

(6.14.33) 

(6.14.33') 

(6.14.33") 

Esitys muistuttaa esimerkiksi kaavojen (4.2.42) ja (4.2.43) il ­

maisemaa jannitysten jakoa deviaatio-osaan ja paineosaan. Erona 

on, etta tassa p ei ole yhta kuin paine p = -(a +a +a )/3. 
W X y Z 

(Olemme esittaneet askeiset kaavat kontinuumimekaniikan tavanomai-

sia merkkisaantoja noudattaen. Maamekaniikassa kaytetaan kui­

tenkin jannityksille ~ ja ~' hyvin usein merkkisaantoja, joissa 

puristava normaalijannitys otetaan positiiviseksi. Tama siksi, 

etta maapera on maan oman painon johdosta valmiiksi puristetussa 

tilassa ja halutaan siis valttaa negatiivisten lukujen kayttoa.) 



6.14.14 

Jannitysta ~' nimitetaan t~~Q~~~~~@~-i~~~~tY~@~~@~ (engl. 

effective stress). Hajotelman (6.14.33) tarkeys perustuu ns. 

~~~~~9~~~-t~~Q~~~~~-i~~~~tY~@~~-E~~~~~t~~~@~~~ (engl. Terzaghi's 
principle of effective stress): Raerungon kokemat muodonmuutok-

set riippuvat vain tehokkaasta jannityksesta ~' eivatka kokonais­

j anni tyksesta ~. 
Terzaghin periaate on approksimaatio, jonka on havaittu ole­

van useimmiten hyvassa sopusoinnussa todellisuuden kanssa. Te­

hokas jannitys kuvaa keskimaaraisessa mielessa rakeiden valityk­

sella siirtyvia kosketusvoimia. On muistettava jalleen, etta 

maamekaniikassa jannityksen t = ~F/~S mielekas maarittely vaatii, 

etta ~s on pieni, muttei liian pieni. 

Koska raerungon siirtymista u = us ollaan kiinnostuneita -

esimerkiksi tietyn rakenteen perustukset lepaavat juuri raerungon 

varassa ja saavat siten myos vastaavat siirtymat - raerungolle 

tullaan lopuksi kayttamaan Lagrangen esitysta eli u = u(;0 ,t). 

Tarvittavia yhtaloita johdettaessa kaytetaan kuitenkin myos rae­

rungolle aluksi Eulerin esitysta ja operoidaan raerungon nopeu-
~ ~ 

den vs(r,t) avulla. 

Virtaamanopeus q maariteltiin edella kiintean koordinaatiston 

eli oikeastaan paikoillaan pysyvan raerungon suhteen. Kun rae­

runko liikkuu, Darcyn laissa taytyy toimia ns. @~~t~~!!~@~~ 
~ 

y~~t~~~~~QE~~g~~ qr avulla, joka on maaritelty yhteyden 

(6.14.34) 

eli 

(6.14.34') 

avulla. Tama yhteys - joka muistuttaa esimerkiksi kaavan 

(6.13.15) esitysta - sanoo, etta virtaamanopeus kiintean koor­

dinaatiston suhteen muodostuu raerungon liikkeen johdosta kerty­

vasta osuudesta nv plus virtaamanopeudesta q itse raerungon s r 
suhteen. Kerroin n syntyy siita, etta pienessa raerungon mukana 

liikkuvassa tilavuudessa V on nestetta tilavuus nV (ks. kaava 

(6.14.3)). 
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Darcyn 1aki 1ausutaan nyt muodossa 

(6.14.35) 

eli 

(6.14.35') 

Jatkuvuusyhta1o. Nestekomponentin jatkuvuusyhtalo (6.14.12) pa­

tee edelleen: 

a (w) ~ (w)~ 
at(np ) + V·(p q) = o . 

Sijoittamalla tahan esitys (6.14.34) saadaan muoto 

~t(np(w)) + V· (p(w)q ) + V· (np(w)~ ) = 0 . 
a r s 

Taman kehittaminen saannon [3.2, s. 43] 

mukaan antaa ensin 

eli 

( ) D(s) (w) ( ) 
V•(p w qr) + ~(np ) + np w V·~s = 0 . 

on kaytetty 1yhennysmerkintaa 

D ( s) ( 

Dt 

(6.14.36) 

(6.14.37) 

(6.14.38) 

(6.14.40) 

(6.14.41) 

Kyseessa on siis aineellisen aikaderivaatan lausekkeen (3.3.61) 

-
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sovellutus koskemaan raerungon mukana liikkuvan havaitsijan mit­

taamaa muutosnopeutta (vrt. myos esimerkin 3.3.2 kaava (c)). 

Koska seoksilla esiintyy useita nopeuskasitteita, joudutaan siis 

joskus kayttamaan kaavan (6.14.40) tapaisia merkintoja, jotka 

eivat ole kuitenkaan mitenkaan vakiintuneita. 

Kehitetaan viela yhtalossa (6.14.40) esiintyva ainederivaatan 

lauseke tulon derivoimissaannon perusteella, jolloin nestekompo­

nentin jatkuvuusyhtaloksi saadaan vihdoin 

( D(s) (w) D(s)n ) 
V•(p w)q) + n P + p(w) + np(w V·~ = 0 . 

r Dt Dt s 

(6.14.42) 

Maa-aineskomponentin jatkuvuusyhtalo on kaavan (6.13.27) tai 

(6.13.29) mukaisesti 

(6.14.43) 

eli yhteyden (6.14.6) perusteella 

(6.14.44) 

Taman kasittely kaavan (6.14.38) avulla antaa ensin muodon 

eli 

( s ) 
-0 -[(1-n)p(s)J + (1-n)p(s)V·~ = 0 . 

Dt s (6.14.46) 

Kehittamalla ainederivaatan lauseke viela tulon derivoimissaan­

non perusteella saadaan lopuksi raerungon jatkuvuusyhtalo 

------ - --------------+-
D(s)P(s) (s) D(s)n (s)~ ~ 

(1 - n) Dt - p + (1-n)p V•v = 0 . (6.14.47) ' Dt s 

Koska tulemme kasittelemaan raerunkoa lopuksi siirtymien avul-
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1a, emme tarvitse tata jatkuvuusyhta1oa suoranaisesti. Sita voi ­

daan kuitenkin hyodyntaa derivaatan D(s)n/Dt e1iminoinnissa huo­

kosnesteen jatkuvuusyhta1osta (6 . 14.42). Yhta1osta (6.14.47) 

saadaan 1auseke 

(6.14 . 48) 

Sen sijoitus yhta1oon (6 . 14.42) antaa vie1a eksaktin huokosnes ­

teen jatkuvuusyhta1on 

(6.14.49) 

Tata yhta1oa yksinkertaistetaan kaytannossa tietyin askelin. 

01emme edenneet tahan asti sove1taen pelkastaan Eulerin esitysta 

operoiden raerungon suhteen sen nopeuskentan ~s(t,t) avu11a . 

Kun otetaan kayttoon raerungon siirtyma ~(t0 ,t), asiat mutkistu­

vat y1eisessa tapauksessa huomattavasti, koska t = t 0 + ~. Ta­

vanomaisissa ti1anteissa otaksutaan kuitenkin pienten siirtymien 

teoria - raerungon, ei sen sijaan nesteen suhteen - , jo11oin 
-7 -70 
r ~ r . Kun koordinaatei11e kaytetaan jatkossa yksia tunnuksia 

x,y ja z, ne tu1ee nyt ajatella nesteen kannalta ede11een Eu1erin 

koordinaateiksi, mutta raerungon kanna1ta Lagrangen koordinaa ­

teiksi. Taysin uskottava kasitte1y tu1ee raskaaksi. Esimerkiksi 

pe1kka merkinta a( )/at ei sano vie1a kai kkea. Raerungon suu­

reel1e kyseessa on ainederivaatta, huokosnesteen suuree11e lokaa­

linen derivaatta. Tasmal1inen esitys vaatisi aina lisaksi mai­

nitsemaan, mita pidetaan riippumattomina muuttujina . Koetetaan 

si1ti suorittaa tarvittavat aske1eet kohtuul1isen perusteel1i­

sesti. 

Kohdan 4.3 huomautuksen ja kohdan 5.3 huomautuksen 2 perus­

teel1a di1ataationopeus 

v·~ s (6.14.50) 

• 
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jossa dilataatio 

(6.14.51) 

Nesteen tiheyden raerungon suhteen lasketun ainederivaatan 

lausekkeessa voidaan konvektiivinen osuus ~ •Vp(w) jattaa piene ­s 
na pois: 

D
(s) (w) 

p 
Dt 

~ Clp (w) 

(Jt 
(6.14.52) 

Hyvin usein otaksutaan edelleen, etta maa-aineksen erilliset 

rakeet eivat muuta sanottavasti tilavuuttaan raerungon liikkuessa 

eli toisin sanoen 

0 . (6.14.53) 

Tulokseen (6.14.52) osittain liittyen otaksutaan usein lisak­

si, etta p(w) muuttuu vain lievasti paikan suhteen: Vp(w) ~ 0, 
jolloin yhtalon (6.14.38) perusteella 

(6.14.54) 

Huokosnesteen jatkuvuusyhtalo saa nama yksinkertaistukset huo­

mioon ottaen viela puhtaasti kinemaattisen muodon 

n Clp (w) CJEV 
v·q~ + ---- - + --- = o 

r (w) CJt CJt · 
p 

(6.14.55) 

Vakiotiheysnesteella CJp(w) /CJt = 0. Jos lisaksi siirtymat ei ­

vat riipu enaa ajasta, ClEV/CJt = 0, qr ~ q ja paadytaan tavano­

maiseen puhtaan suotovirtauksen yhtaloon (6.14.13). 

Raerungon tasapainoyhtalo. Maakontinuumin liikeyhtalo - tai oi­

keastaan tasapainoyhtalo, koska hitausvoimia ei oteta tassa huo ­

mioon - on pienten siirtymien teoriassa esimerkiksi yhtalomuotoa 

(4.4.5"') kayttaen 

J 
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(6.14.56) 

jossa (vrt. kaava (6.13.42)) 

(6.14.57) 

Tavallisimmin tilavuusvoimat johtuvat painovoimasta, jolloin 

{f} = p{g} , (6.14.58) 

jossa p = p
8 

+ Pw· 

Terzaghin hajotelman (6.14.33') sijoitus yhtaloon (6.14.56) 

antaa muodon 

[fa 0 ]{a'} - {V}pw +{f)= {OJ , I (6.14.59) 

jota voidaan nimittaa vaikkapa raerungon tasapainoyhtaloksi. 

Tama nimitys on kyllakin hieman harhaanjohtava, koska kyseessa 

on tarkasti ottaen raerungon ja huokosnesteen muodostaman seoksen 

tasapainoyhtalo. Askeinen terminologia sallittaneen kuitenkin, 

koska tasapainoyhtalossa esiintyvat nimenomaan raerungon kokemat 

tehokkaat jannitykset. Havaitaan, etta huokospaineen miinusmerk­

kinen gradientti toimii tehokkaiden jannitysten kannalta eraan­

laisena lisakuormitustermina. Huokospaineen jakautuman tuntemi­

nen on taten ymmarrettavasti oleellisen tarkeaa. 

Lopulliset yhtalot. Kenttayhtaloiden lahtokohtina olkoot huokos ­

nesteen jatkuvuusyhtalo (6.14.55) ja raerungon tasapainoyhtalot 

(6.14.59); yhteensa siis nelja kappaletta. Tuntemattomia suurei­

ta on viela liikaa ja systeemia onkin taydennettava konstitutii ­

visilla yhteyksilla. Pyritaan formulaatioon, jossa perustunte­

mattomiksi jaavat huokospaine p ja raerungon siirtyma {u}. w 
Jatkuvuusyhtalossa esiintyy termi ap(w)/at. Kaavan (4.2.3) 

perusteella voidaan otaksua konstitutiivinen yhteys dp(w) = 
p(w)Kwdpw' jossa Kw on nesteen kokoonpuristuvuus, joka riippuu 

prosessista. Normaalisti kyseessa lienee isoterminen tapaus; 

vrt. myos kaavat (5 . 2 . 11) ja (5 . 2.12). Taten 

I -
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(6.14.60) 

jos neste voidaan otaksua homogeeniseksi. Kirjataan nain syntyva 

jatkuvuusyhta1o vie1a tahan matriisimerkintoja kayttaen: 

(6.14.61) 

Vakiotiheysnesteen otaksuman yhteydessa termi nKw3pw/3t jaa 

pois. 

Seuraava tavanomainen konstitutiivinen yhteys on jo esi11a o1-

1ut Darcyn 1aki (6.14.35) suhtee11ista virtaamanopeutta koskevana. 

Raerungon jannitys-venymayhteydet ovat tunnetusti hyvin komp-

1isoituja, visko- ja p1astisuusteorian kasitteiston kayttoa vaa­

tivia riippuvuuksia. Tassa esityksessa rajoitutaan me1ko eparea-

1istiseen 1ineaarisesti kimmoisen raerungon ma11iin, jo11oin kaa­

va (4.2.24) antaa yhteyden (a1kuvenyman on otaksuttu haviavan) 

{a'} = [D' ]{E} + {a~} , (6.14.62) 

jossa [D'] on raerunkokontinuumin jannitys-venymamatriisi ja 

{E} = [ 3 ]{u}. 
E U 

Jatkuvuusyhta1o ja raerungon tasapainoyhta1o ovat nyt kaikki 

ede11a esitetyt yhteydet huomioonottaen 

T 3Pw 3 
{V} ([k]{V}p) - nK - --{V}T{u} + S = 0 w w 3t 3t ( 6. 4. 63) 

(6.4.64) 

joissa 1ahdetermit 

(6.14.65) 

(6.14.66) 
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Nama yhtalot esittavat suureiden pw ja {u} valista kytkettya prob­

leemaa. 

Suotovirtauksen suhteen reunaehdot ovat samat kuin kohdassa 

6.14.1, kun vain q ~ q . Konsolidaation suhteen esiintyvat ta -
r 

vanomaiset annettua siirtymaa ja annettua traktiota koskevat eh-

dot reunan osilla su ja St, jotka yhdessa muodostavat koko reunan. 

Huomattakoon, etta ~~~~~~~~ - ~~~~~y~~~ -~~~~~~~~~~-~~~~~~~~2~~~~~y~ ­

~~~~-~~~~~~~-~~~~~~~~~~~~-i~~~~~~~~~~~· Kuvan 6.14.3 esimerkki­
tapauksessa osa AB voisi olla lahinna tyyppia su, jolla {u} = 

{u} ~ {0}. Loppuosa reunaa olisi tyyppia st. Esimerkiksi osalla 

GA kyseessa olisi pintaa vastaan kohtisuoraan vaikuttava traktio, 

jonka itseisarvo olisi vallitsevan vedenpaineen mukainen. 

Korostettakoon, etta kuvan 6.14.3 maapato on tassa esimerkkina 

vain demonstraatiomielessa. Konsolidaation huomioonotto on kay­

tannossa tarkeaa savimaisissa kerrostumissa, jollaisia maapadot 

eivat yleensa ole. 
/ 

B~Q~~~t~~-!· Vallitsevat yhtalot yksinkertaistuvat yleensa, jos 

operoidaan muutosten 6pw = pw - p~, 6{u} = {u} - {u0
} jne. avulla. 

Otaksutaan, etta ennen konsolidaation aiheuttavaa kuormitusli ­

saysta vallitsee stationaarinen tila, jota pidetaan referenssi­

eli alkutilana, joihin kuuluviin muuttujien arvoihin viitataan 

merkinnoilla ( ) 0
• Yhtalot (6.14.63) ja (6.14.64) ovat talloin 

seuraavaa muotoa 

(6.14.67) 

(6.14.68) 

(Nama yhtalot voidaan tulkita yhta hyvin aikaisemman konsolidaa­

tiotehtavan lopputuloksena, kun riippuvuus ajasta on havinnyt. 

Havaitaan, etta suureiden p~ ja {u0
} valista kytkentaa ei esiinny. 

Ensimmainen yhtalo on tavanomainen puhdas suotovirtausyhtalo, 

josta p~ voidaan ratkaista reunaehdot huomioon ottaen. Ratkaisu 

sijoitetaan jalkimmaiseen yhtaloon, jonka avulla voidaan sitten 
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maarittaa {u0
}.) 

Konsolidaation aiheuttava kuormitusmuutos liittyy tavallisesti 

pintavoimiin ja tilavuusvoimat - kuten painovoima - pysyvat muut ­

tumattomina eli {f} = {f0
} ja {b } = {b0

}. Kun tama otetaan huo-w w 
mioon ja yhtalot (6.14.67) ja (6.14.68) vahennetaan vastaavasti 

puolittain yhtaloista (6.14.63) ja (6.14.64) saadaan muodot 

(6.14.69) 

[fa ] ( [D'] [ a ]li{u} - {V }lipw = {O } . (6.14. 70) a E u 

(Huom . alipw/at = ap ;at - ap0 /at = ap /at.) Lahdetermien havai -w w w 
taan kadonneen. Reunaehtojen suhteen tulee tehda vastaava vahen-

nysoperaatio. 

Alkuehdot. Konsolidaatiotehtavan alkuasetelma vaatii lisakomment­

teja. Tarkastellaan edelleen kuvan 6.14.3 esimerkkitapausta. 

Otaksutaan, etta alueessa vallitsee aluksi tunnettu stationaari­

nen tila {u0 (x,y)}, p~(x,y), {a~(x,y)}. (Siirtymia ei viela 

esiinny, jos tama alkutila otetaan referenssitilaksi, jonka suh­

teen siirtymia aletaan mitata . ) 

Hetkella t = 0 reunan osalla EF alkaa vaikuttaa akillisesti 

vaikkapa kuvassa esitetty pystysuora kuormitus. Ennen varsinaisen 

konsolidaatiotehtavan kasittelyn aloittamista on ensin ratkaista­

va uusi alkuarvotila {u(x,y,O+)}, pw(x,y,O+), {a' (x,y,O+)}. (Mer ­

kinnalla a+ tarkoitetaan tassa hetkea, jolloin aika on saanut ar ­

voon nolla verrattuna "pienen" lisayksen.) Selitys tahan on seu­

raava. Valittomasti akillisen, normaalisti kuitenkin kvasistaat ­

tisesti vaikuttavaksi ajatellun kuormituslisayksen jalkeen raerun­

gon suhteen ei ole viela ehtinyt tapahtua suotovirtausta eli rae ­

runko ja huokosneste ovat siirtyneet yhdessa uuteen asemaan kuten 

pelkastaan kiintean aineen mallin mukainen kontinuumi. Puhutaan 

~~!i~t~~-t!!~~ kayttaytymisesta (engl. undrained condition). Ky­

seessa voidaan ajatella olevan ns. komposiittimateriaali (engl. 

composite material), jonka komponentit ovat raerunko ja huokos -

neste. (Termi komposiittimateriaali on tavallisesti kyllakin kay-

tossa lahinna tiettyjen teollisesti synnytettyjen materiaalien 

yhteydessa.) 
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Sana aki11inen tai nopea kuormitusmuutos tarkoittaa konso1idaa ­

tion yhteydessa ymmarrettavasti muutosta, jonka aja11inen kesto 

on 1yhyehko verrattuna itse konso1idaatiotapahtumaan, jonka kay ­

tanno11inen pituus voi o11a tavanomaisissa tapauksissa useita 

vuosia, jopa vuosikymmenia. Tassa yhteydessa voidaan viitata 

ana1ogiamie1essa kuvaan 4.2 . 2 . Aki11inen kuormitus1isays aiheut ­

taa a1kusiirtyman, jonka suuruutta kontro11oi jousivakion k 1 arvo. 

Koska va11itseva fysiikka on sisaanrakennettu yhta1oihin 

(6.14.63) ja (6.14.64) seka vastaaviin reunaehtoihin, uusi a1ku­

ti1a tu1isi i1meisesti saada vaihtoehtoisesti suoraan vain osana 

naiden yhta1oiden matemaattista ratkaisua hetke11a t = o+, jos 

kuormituksen aja11inen riippuvuus kuvattaisiin esimerkiksi 

aske1funktio11a. Kasitte1emme tassa kuitenkin uuden a1kuti1an 

maarittamista tava1laan fysikaa1isemmin eri11isena reuna-arvoteh­

tavana. 

Operoidaan huomautuksen 1 mukaisesti suureiden muutosten avu1 -

1a. Kyseessa o1evan ede11een kimmoiseksi otaksutun materiaa1in 

konstitutiiviseen yhteyteen 

6{CY} = [D]6{E} (6.14.71) 

1iittyvan jannitys-venymamatriisin [D] 1auseke saadaan seuraavas­

ti. (Huokosnesteen osa1ta kasitte1y muistuttaa 1aheisesti koh ­

dassa 6.9 . 5 akustisen varahte1yn yhteydessa suoritettua tarkaste -

1ua.) Ensinnakin Terzaghi n hajote1man johdosta 

6{a} = 6{a'} - {m}6pw • (6.14.72) 

Lisaksi raerungo11e 

6{a'} = [D' ]6{E} • (6.14.73) 

Tarkaste1ema11a vie1a pienen maa - a1kion ti1avuuden muutoksia saa­

daan yhteys (ks. esimerkki 6.14.1) 

1 T 
n K { m} 6{ E } (6.14 . 74) 

w 

jos rakeiden kokoonpuristuvuus jatetaan ottamatta huomioon. As ­

keiset tu1okset yhdistama11a syntyy siis 1auseke 



[ D] 

jossa 

= [D'] + --1--{m}{m}T 
nKW 

{m}{m} T = 

~~~ : ~~~] 
111 j 000 
----- - -

ooo l oool 
ooo l oooj 
ooo l ooo 

6.14 . 24 

(6.14.75) 

(6.14.76) 

Jos myos maarakeiden kokoonpuristuvuus otetaan huomioon (ks. 

esimerkki 6.14.1), 1auseke (6.14.75) muuttuu muotoon 

[ D] 1 T 
= [D' J + nKw + (1 - n) Ks {m}{m} (6.14.77) 

Uusi a1kuti1a voidaan maarittaa nyt tavanomaiseen tapaan esi­

merkiksi siirtymaformu1aatiota kayttaen. Komposiittimateriaa1i 

on huokosnesteesta johtuen kuitenkin mi1tei kokoonpuristumaton­

ta. Su1jetun ti1an 1aske1missa kaytetaankin usein vie1apa taysin 

kokoonpuristumattoman aineen ma11ia; ks. myos s. 4.2.10 ... 4.2.11. 

Mi1tei kokoonpuristumattomuus tai taysi kokoonpuristumattomuus 

aiheuttavat siirtymaformu1aation yhteydessa tiettyja onge1mia, 

joita kuvataan numeerisia menetelmia esittavissa 1ahteissa; ks. 

myos kohdan 5.9 huomautus 3. 

E5imerkki 6.14.1 Kokoonpuri5tuvuu5. Johdetaan kaavan (6.14.74) mukainen 
yhtey5. 

Tay5in huoko5ne5teen kylla5tama55a maa55a 5aadaan kaavojen (6.14. 1) ... 
(6. 14.3) mukai5ia merkintoja kayttaen yhteydet 

v = v + v w 5 
(a) 

ja 

dV dVw dV5 dVw dV 
V = V + V = n V + ( 1 -n)~ (b) 

w 5 

Huoko5ne5teelle patee kaavan (4.2.3) johdo5ta tulo5 



dV 
w -- = - K dp v w w 

w 
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(c) 

Jos otaksutaan, etta raerungon rakeet 11 uivat 11 huokosnesteessa, kukin 
rae kokee huokospaineen muutoksen i lmeisestikin suunni l leen vastaavana 
amana paineen muutoksena: dp =do . (Nain on ainakin tasmal leen si lloin, 
kun rakeet ovat isotrooppise~ti k~~moisia.) Taten 

:(d) 

jossa K on itse raemateriaal in kokoonpuristuvuus. 
Kaav~ (b) saadaan lausekkeiden (c) ja (d) johdosta muotoon 

dVV = -[nK +(1-n)K ]dp . (e) w 5 w 

Suhteel linen tilavuudenmuutos dV/V on matri isimerkinnoin {m}Td{ E}. On si is 
saatu yhteys 

dp = -w nK w 

1 T 
+ (1-n)K (m} d{ d 

5 

Jos rakeiden kokoonpuristuvuus jatetaan ottamatta huomioon: 

dp 
w 

1 T 
- -{m} d{d 

nK w 

Tama on kaava (6.14.74), kun viela asetetaan d 7 ~. 

(f) 

(g) 

Loppuhuomautuksia. Yhta1oiden (6.14.63) ja (6.14.64) esittama 

kytketty suotovirtaus- ja konso1idaatioprob1eema poikkeaa tyypi1-

taan esimerkiksi akustisen varahte1yn ja ymparoivan rakenteen 

varahte1yn onge1masta siina, etta vuorovaikutus nesteen ja kiin­

tean aineen va1i11a ei tapahdukaan tiettyjen pintojen va1ityk­

sel1a vaan koko tarkaste1tavassa a1ueessa. 

Kytkenta vaikeuttaa 1uonno11isesti tehtavan ratkaisua. Kyt­

kenta yritetaankin usein poistaa tekema11a tiettyja yksinkertais­

tavia otaksumia. Voidaan yrittaa edeta seuraavasti. 

Ko1mesta ensimmaisesta yhta1osta (6.14.33") saadaan puo1ittain 

yhteen1askemalla yhteys 

P = p' + Pw ' (6.14.78) 



jossa siis 

p -

p' -

1
3 

(a +a +a ) 
X y Z 

l(a'+a'+a') 
3 X y Z 
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(6.14.79) 

Usein otaksutaan, etta kokonaisjannitykset ~ voidaan 1askea kim­

moteorian perustee11a (sopivin materiaa1ivakioin) ku11aki,n het­

ke11a. Ta11oin siis tunnetaan kokonaispaine p(x,y,z,t) ja yhta-

1osta _ (6.14.78) saadaan 1isaksi derivoima11a muoto 

.£12.' 
at 
=~ 

at 
apw 

---
at (6.14.80) 

(Jos kuormitus on ajan suhteen vakio, ap/at = 0.) Jos raerungon 

otaksutaan toimivan kimmoisesti, kaava (4.2.3) antaa konstitutii­

visen yhteyden 

dp' = (6.14.81) 

Jossa Kr on raerungon kokoonpuristuvuus. (Kaytetaan tunnusta Kr 

eika K
8

, koska ja1kimmainen merkinta voisi viitata paremminkin 

itse rakeiden kokoonpuristuvuuteen, joka on jatetty tassa tarkas ­

te1ussa huomioon ottamatta: K
8 

= 0. Ks. myos esimerkki 6.14.1.) 

Taten 

.£.£' = 
at = 

Yhta1oiden (6.14.82) ja (6.14.80) perustee11a 

(6.14.82) 

(6.14.83) 

Yhta1osta (6.14.63) saadaan nyt e1iminoitua siirtymat: 

(6.14.84) 



~ 
at · 
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(6.14.85) 

Tata suotovirtausyhtaloa voidaan pitaa yhtalon (6.14.23) tarken­

nusyrityksena, siten etta huokosnesteen kokoonpuristuvuus ja eri ­

tyisesti raerungon muodonmuutosten vaikutus on pyritty ottamaan 

jollain tarkkuudella huomioon. Yhtalo (6.14.84) on tyypiltaan 

ajasta riippuva puhdas diffuusioyhtalo. 

Jos erityisesti kyseessa on vakiokuormitus ajan suhteen ja [k], 

p(w), {bw} ovat vakioita paikan suhteen seka jos [k] on isotroop­

pinen, paadytaan yksinkertaisimmillaan olevaan muotoon, ns. 

!§~~~gg!~-~9~§9!!g~~E!9YQE~!22~ [6.35, s. 87] 

a2 a2 a2 ap Pw Pw Pw w 
D(~ + ---- + ---) = 

ax ay2 az 2 at (6.14.86) 

Suure 

D k = nK + K (6.14.87) 
w r 

on nimeltaan konsolidaatiokerroin (engl. coefficient of consol-
idation) ([D]-=-~2 ~: 1 )~----------

Suotovirtauksen yhteydessa voidaan geometrialtaan sopivissa 

alueissa kehitella jalleen kaksidimensioisia teorioita [6.36] 

samaan tapaan kuin esimerkiksi voiteluvirtauksessa. 

Olemme kasitelleet edella vain yksikomponenttisen huokosnes­

teen virtausta. Huokosneste voi olla tietenkin myos seos, jolloin 

komponenttien diffuusio tulee ottaa huomioon. Sovellutuksena voi­

si olla esimerkiksi epapuhtauksien leviaminen pohjavedessa. 

Tietyissa tapauksissa vallitsevat yhtalot tulee taydentaa ener­

giayhtalolla. Esimerkkina mainittakoon pohjavesialueiden kaytto 

lammon varastointiin [6.38]. 

I 
~ 
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LIITE L .1.1 

L.l Koordinaatiston kierto 

Mm. kuvien 4.7.4 ja 5.7.3 yhteydessa on selostettu tarvetta 

siirtya joskus paikallisen kierretyn karteesisen suorakulmaisen 

koordinaatiston kayttoon. Tassa liitteen osassa on esitetty joi­

takin kahdessa eri koordinaatistossa mitattujen suureiden valisia 

yhteyksia. Kaavat kirjoitetaan kayttaen koordinaattien tunnuksi­

na kirjaimia x, y ja z, mutta nama voidaan luonnollisestikin tar­

vittaessa korvata esimerkiksi kirjaimilla a, b ja c, jos halutaan 

vaikka korostaa, etta kyseessa on Lagrangen esitys. 

L.l.l Vektorit 

Kuvan L.l.l esittamilla karteesisilla suorakulmaisilla xyz-

ja X 1 Y1 Z 1 -koordinaatistoilla on yhteinen origo, mutta koordinaa­

tistojen akselien suunnat eroavat 

z 

y 

Kuva L.l.l Kaksi koordinaa­

tistoa. 

~ ~ --T ~ A = l I • (A l +A J +A k) xl X y Z 

~ ~ ~ --T = l' •lA + l I. ]A + 
X y 

--T ~ --T -+ A = J I • (A l +A J +A k) yl X y Z 

--T ~ --T --T = J I •lA + J I. ]A + 
X y 

~ ~ 
l' •kA 

--T ~ 
J I ·kA 

toisistaan. Useimmat jatkossa 

esitettavat tulokset ovat kuiten­

kin voimassa, vaikka koordinaa­

tistojen origot eivat yhtyisikaan. 

Mielivaltaisen vektorin A esi ­

tys eri kannoissa on 

A = Axi + A --r + A k YJ z 

A ~~ xll + A --r, 
yl J + (L.l.l) 

+ Azl kl . 

Saadaan mm. yhteydet 

z 

z 
(L.l.2) 



L.L2 

o+ ~ -r o+ 
A = k' • (A l+A J+A k) z' X y Z 

o+ ~ o+ -r 
k' •kA = k' •lA + k' • JA + 

X y z 

eli 

A = 1 x'xAx + lx'yAy + 1 A x' x'z z 

A = 1 y'xAx + ly'yAy + 1 A y' y' z z 
(L.l.3') 

A z' = 1 z'xAx + 1 2 ,YAY + 1 z'zAz . 

Matriisimerkintoja kayttaen 

{A'} = [L] {A} ' 
(L.l.3) 

jossa 

~ {:~} rx·} {A} {A'} = Ay, 

Az' 

(L.l.4) 

ja muunnosmatriisi 

llx'x 
1 x'y 1 x'z 

[ L] lly'x 1 y'y 1 y' z I 
(L.l.S) 

l!z'x 
1 z 'y 1 z'z 

Muunnosmatriisin alkiot ovat akselien valisten kulmien kosineja: 

1 = cos(x' x) = x'x ' 
(L.l.6) 

lx'y = cos(x' ,y) 
~ -r -r ~ = l' •J = J•l' = lyx' 

Ei ole vaikeaa osoittaa, etta kaavojen (L.l.3') ja (L.l.3) 

kaanteiset vastineet ovat 



L.l. 3 

Ax = 1 xx'Ax' + lxy'Ay' + 1 xz'Az, 

Ay = lyx'Ax' + 1 yy'Ay' + lyz'Az' (L.l.7') 

Az = 1 zx'Ax, + 1 zy'Ay' + 1 zz'Az' 

ja 

{A} = [L]T{A'} . (L.l.7) 

Sijoittamalla lauseke (L.l.3) kaavaan (L.l.7) tai kaantaen 

saadaan tulokset 

eli 

{A} = [L]T[L]{A} , 

{A'} = [L] [L]T{A'} 
} 

[L]T[L] = [L][L]T = [I] . 

(L.l.8) 

(L.l.9) 

Taten muunnosmatriisi [L] on ns. ortogonaalinen eli sen transpoo­

si on myos sen kaanteismatriisi: [L]T = [L]- 1 . 

Huomautus 1. Muunnosmatriisi esiintyy kirjallisuudessa usein 

tassa maaritellyn matriisin transpoosina. (Jos yhteyden (L.l.7) 

muunnosmatriisi esitetaan ilman transponointimerkkia, transpo­

nointi ilmestyykin yhteyteen (L.l.3).) Voidaan kirjoittaa viela 

1 xx' 1xy' lxz 'l f1x'x 1y'x 1 z'x 
[L]T 

lyz' I 
I 

= 1 1 = llx'y 1 1 (L.l.lO) yx' yy' y'y z 'y 

1 1 1 I 
l!x'z 

1 1
z 'zJ zx' zy' zz 'J y' z 

Pi1kul1isten indeksien sijoitus ensimmaisiksi tai toisiksi on 

tassa lahinna esteettinen kysymys, koska vaarinkasityksen mahdol-

1isuutta ei syntyne. Jos sen sijaan siirrytaan kayttamaan tyyp­

pia 1ij olevia merkintoja - kuten on tapana tensorianalyysissa 

- on o1eellista 1yoda lukkoon merkintojen tasmallinen sisalto. 

Tavallisesti tama tehdaan esittama1la joko taulukko 
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x1 x2 x3 

x' 1 111 112 113 

x' 1 21 1 22 1 23 
(L.l.11) 

2 

x' 3 1 31 1 32 1 33 

tai tau1ukko 

x' 1 x' 2 x' 3 

111 112 113 (L.l.12) 
1 21 1 22 1 23 

1 31 1 32 133 

jotka ovat matriiseiksi kasitettyina ja11een toistensa transpoo­

seja. Esimerkiksi 1ahteessa [3.2, s. 138] kaytetaan tau1ukon 

(L.l.11) maarittelemaa indeksointitapaa. Tassa on toimittu muun­

nosmatriisin (L.1.5) valinnan johdosta siis myoskin tau1ukon 

(L.1.11) hengessa. 

Merkitsema1la 

(L.l.13) 

kantavektorei11e saadaan kaavojen (L.1.3) ja (L.1.7) kanssa ana-

1ogiset yhteydet 

(L.l.14) 

Niiden paikkansapitavyys voidaan todeta kehittama11a ne auki ja tar-

kaste1ema11a syntyvien yhta1oiden sisa1toa: f' 
1x'zk, mika on oikein jne. 

Kuvassa L.1.1 esitety11e paikkavektori11e 



-+ -7 
r = x1 + 

-7 = X 1 l 1 

L .1. 5 

(L.l.lS) 

saadaan kaavojen (L.l.3') ja (L.l.7') sovellutuksina suoraan esi ­

tykset 

x' = l , x + l , y + lx'zz , 
X X X y 

y' = l X + ly'yY + l z y'x y' z (L.l.l6) 

z' = l X + l z'yY + l z z'x z'z 

ja 

X = l x' + l ' + l z' xx' xy'Y xz' 

y = l x' + l ' + l z' yx' yy'Y yz' (L.l.l7) 

z = l x' + l ' zx' zy'Y + l zz' z' . 

(Pilkullisten ja pilkuttomien indeksien paikkoja on jalleen siir­

relty ulkonakosyista. 

Kun tarkastellaan tiettya funktiota f(x,y,z)(f(x' ,y' ,z' )), sen 

osittaisderivaatat muuttujien x', y' ja z' (x,y ja z) suhteen saa­

daan tarvittaessa soveltamalla kaavoja (L.l.l7) ja (L.l.l6). To­

detaan tama kaavojen lyhentamiseksi vain tasotapauksessa (xy- ja 

x'y' - taso). Ketjuderivoimalla saadaan 

l.L_l l.L_l ax 
+ l.L_l h._ = ax' ax' ax ay ax' 

= l l.L_l + l l.L_l 
x'x ax x'y ay 

l.L_l l.L_l ax 
+ l.L_l h._ = ay' ay' ax ay ay' 

= l_(_) l.L_l 1y•x ax + 1y•y ay 

(L.l.l8) 
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.li_l a ( ) ax' a ( ) _<?_y_'_ = ~ --+ 8Y' ax ax ax 

= 1 .li_l + 1 l..L.L 
xx' ax' xy' ay' 

.£..L..l .£..L..l ax' + .£..L..l Er = ay ax' ay ay' ay 

= 1 l..L.L + 1 .£..L..l 
yx' ax' yy' ay' 

Kaavat (1.1.16) ja (1.1.17) ovat voimassa koordinaatistojen 

origoiden yhteydessa. Ei ole kuitenkaan vaikea todeta, etta 

derivointikaavat (1.1.18) patevat, vaikkei nain olisikaan. Kaavo­

jen yleistys kolmeen dimensioon on ilmeinen. Voidaan samoin kir­

joittaa esitykset 

{ V ' } = [ 1 ]{ V } , ·} 

{V} = [1]T{V'}. 

(1.1.19) 

Tasotapauksessa kaavoja voidaan yksinkertaistaa hieman merkin­

nallisesti kirjoittamalla (kuva 1.1.2) 

y = [:x•x lx'yl 
[ 1] I 

1 I 
y'x y'yj 

= [_: sl 
(1.1.20) 

cj 
, 

jossa c = cosa, s = sina. 

Kuva 1.1.2 Tasotapaus. 
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L .l. 2 Tensori t 

Olkoon yleisesti toisen kertaluvun tensorin eli dyadin A mat ­

riisivastine karteesisessa suorakulmaisessa xyz - koordinaatistossa 

~XX Axy A 
xz 

[A] - A A I yx yy yz (L.l.21) 

l!zx 
A A zy zz 

ja vastaavasti kierretyssa x'y'z' - koordinaatistossa 

A x'x' A x 'y' Ax'z'l 

[A I ] - A y'x' A y'y' Ay' z I I . 
A z'x' A z'y' Az' z ,J 

(L.l.22) 

Esimerkiksi lahteessa [3.2, s. 139] esitettyjen kaavojen perus­

teella voidaan osoittaa melko helposti, etta 

[A'] = [L] [A] [L]T , 

[A] = [L]T[A'] [L] , } (L.l.23) 

joissa muunnosmatriisi [L] on kaavan (L.l.S) mukainen. (Jos ten­

sarin komponentit riippuvat paikasta, matriisien [A] ja [A'] al­

kiot tulee luonnollisestikin laskea samassa avaruuden pisteessa. 

Kaavat ovat voimassa, vaikka koordinaatistojen origot eivat yhtyi­

sikaan. ) 

Esimerkiksi ensimmaisesta kaavasta (L.l.23) saadaan suoritta­

malla kertomiset tulokset 

A x'x' = 1 x•x1x•xAxx + 1x•x1x•yAxy + 1x•x1x•zAxz + 

+ 1 x•y1x•xAyx + 1 x'ylx'yAyy + 1 x•y1x'z A + yz 

+ 1 x'z 1 x'x A + 1 x'z 1 x'y A + 1 x'z 1 x'z A ' zx zy zz 

(L.l.24) 
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+ 1 1 A + 1 1 A + 1 1 A + x'y y'x yx x'y y'y yy x'y y'z yz 

Kuten havaitaan, komponenttien laskeminen on tyota, jonka antaa 

hyvin mielellaan tietokoneen tehtavaksi. Jos tensori on symmet -

rinen eli kun A = A , A = A ja A = A , yx xy zy yz xz zx 
komponentit toteuttavat vastaavat yhteydet A , , 

y X 
Tasotapauksessa kaavat lyhenevat melkoisesti. 

riisivastineet ovat 

A Ax;l 
[A] XX 

A AYJ _yx 

ja 

[A' ] = IAx'x' Ax'y'l 

Ay'y'J l_~y'x' 

myos muunnetut 

= Ax, Y, jne. 
Dyadin A mat -

(L.l.25) 

(L.l.26) 

ja kaavat (L.l.24) saavat merkintoja (L.l.20) kayttaen muodot 

Ax'x' = ccA + csAxy + XX 

+ csA + ssAYY yx 

A x'y' =- csA + ccA + XX xy 

- ssA + csA yx yy 
(L.l.27) 

Ay'x' =- csA - ssA + XX xy 

+ ccA + csA yx yy 

A y'y' = ssA - csA + XX xy 

- csA + ccA J yx yy 
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Symmetrisen dyadin tapauksessa saadaan erityisesti tu1okset 

Ax'x' = c 2A + s 2A + 2csAxy 

1 
XX yy 

A = s 2A + c 2A 2csA (L.l.28) y'y' XX yy xy 

j A = -csA + csA + (c2-s2)Axy . x'y' XX yy 

Kaavoja (L.1.23) voidaan sove1taa tarvittaessa mm. venymamat ­

riisin (3.3.39) (a-+ x jne.) 

~~x l 1 
Yxzl 2 Yxy 2 

[E) ~ Yyx 

1 
Yyz I (L.l.29) = £ 2 y 

1 
2 Yzx 2 Yzy £ z 

deformaationopeusmatriisin ( 3. 3. 67) 

I~ 1 1 "1 
I X 2 gxy 2 gxzl 

11 1 I 
[ d] = gyx d 2 gyz I 2 y 

I 
(L.l.30) 

1 1 d I 
IJ gzx ·2 gzy z J 

jannitysmatriisin 

ax Txy Txzl 
[a] = T a T yx y yz (L.l.31) 

T T a zx zy z 

ja 1ammonjohtavuusmatriisin 

rkxx kxy kxzl 

[ k] = k k k I 
yx yy yz (L.l.32) 

k k k zx zy zz 

suhteen. Nama ovat vie1apa kaikki symmetrisia. 
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Jo kohdan 4.2 huomautuksessa 2 on kuitenkin todettu, etta ele­

menttimenetelman yhteydessa on syyta esittaa tietyt tensorit 3x3 

matriisivastineiden sijasta (symmetrisessa tapauksessa) 6xl mat­

riiseina eli ns. vektoreina. Naita ovat mm. venyma 

{ E } [Ex 
T = E E Yyz Yzx Yxy] y z 

(L.l.33) 

ja jannitys 

{o} [ox 
T = 0 0 T T Txy] . y z yz zx (L.l.34) 

Vastaavasti kierretyssa koordinaatistossa 

{ E I } [Ex' 
T = E Ez' Yy'z' Yz'x' Yx 'y' J y' (L.l.35) 

ja 

{ 
I , [ ] T 0 - 0 0 0 T T T 1 - x' y' z' y'z' z'x' x'y' · (L.l.36) 

ja tehtavana on muodostaa tarvittavat muunnoskaavat. 

Tarkastelemalla kaavoja (L.l.23) sovellettuina matriiseihin 

[E] ja [o] voidaan todeta, etta saadaan mm. yhteydet 

(L.l.37) 

ja 

(L.l.38) 

Muunnosmatriisien alkiot ovat selvastikin neliollisia suuntakosi­

nien suhteen. [TE] ja [T
0

] eivat ole kuitenkaan identtisia, kos­

ka liukumat y eivat ole tensorikomponentteja; vrt. kaava (L.l.29). 

Naiden matriisien valille voidaan johtaa tiettyja yhteyksia ilman 

etta viela kirjoitettaisiin nakyviin alkioiden yksityiskohtaisia 

lausekkeita. Tama perustuu seuraavaan. Termi {o}Td{E} (kaava 

(4.6.6)) esittaa ainealkioon vaikuttavien sisaisten voimien nega­

tiivista differentiaalista tyota alkion tilavuutta kohti. Taman 

lausekkeen arvon tulee olla fysikaalisen merkityksensa vuoksi koor­

dinaatiston valinnasta riippumaton eli saadaan yhtalo 
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(L.l.39) 

Ensinnakin esityksen (L.l.37) kaytto tuottaa yhteyden 

T I T 
{a'} (T ]d{ E} = {cr} d{E} . 

E 
(L.l.40) 

Koska vektori d{E} voi olla edellisessa mika hyvansa, tulee olla 

{cr}T = {cr'}T[T] eli transponoimalla 
E 

{cr} = [T ]T{cr'} . 
E 

(L.l.4l) 

Kun tahan taas sijoitetaan esitys (L.l.38), saadaan tulos 

[I] (1.1.42) 

Taten viela 

(L.l.43) 

ja 

[T ] - 1 = [T ]T . 
E CJ 

(L.l.44) 

Tassa tapauksessa siis muunnosmatriisit eivat ole ortogonaalisia; 

vrt. kaavat (L.l.9). 

Todettakoon, etta deformaationopeusvektorille {d} patee sama­

ten muunnos 

(L.l.45) 

jossa 

(L.l.46) 

Esitetaan muunnosmatriisien [TE] ja [T
0

] yksityiskohtaiset 

lausekkeet tassa vain tasotapauksessa, jolloin 

{ E} = I:: ) , 
Yxy 

(L . l.47) 
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Kaavojen (L.l.28) avulla saadaan 

,- c2 2 l s cs 

[ T ] = l-~:s c2 -cs I 
£ 

2 21 2cs c -s_ 

(L.l.48) 

ja 

r 2 2 
2cs l I c s 

I 
2 2 I 

[Ta] = s c -2cs I 
l_:.cs 2 2 cs c - s :J 

(L.l.49) 

Ei ole vaikeaa todeta, etta yhtalot (L.l.42) ovat tosiaan voi-

massa. 

Kimmoisen materiaalin konstitutiivisia yhteyksia kuvaava jan­

nitys-venymatensori on neljatta kertalukua. Tassa esityksessa 

riippuvuus esitettiin kuitenkin matriisimerkinnoin muodossa 

( 4. 2. 10) : 

{a} = [D]{s} (L.l.SO) 

tai kierretyssa koordinaatistossa 

{a'}= [D']{s'} , (L.l.Sl) 

I 
jossa [D'] on viela tuntematon. Sijoittamalla yhtaloon (L.l.SO) 

kaanteiset esitykset (L.l.37) ja (L.l.38) saadaan ensin 

(L.l.52) 

Kertomalla tama puolittain vasemmalta matriisilla [T ] syntyy 
a 

yhtalo ([T ]-l = [T ]T) 
£ a 

{a'}= [T ][D][T ]T{£} a a (L.l.53) 

eli etsitty muunnoskaava on 

[ D I ] = [T ][D][T JT a a (L.l.54) 
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Talla yhteydella on paljon kayttoa ansiotrooppisten materia~lien 

kuten komposiittimateriaalien [L.l] yhteydessa tai ehka paremmin­

kin kaanteisella kaavalla 

[ D] = [T ]T[D' ][T ] 
E E 

(L . l.55) 

joka voidaan johtaa vastaavasti kuin (L.l.54). Anisotrooppisil ­

la materiaaleilla on nimittain usein selvat erikoissuunnat, joi ­

hin liittyva [D' ] - matriisi on yksinkertaisimmillaan ja tunnetaan . 

Kaava (L.l.55) antaa talloin rakennetta kasiteltavassa globaali ­

sessa koordinaatistossa tarvittavan [D] - matriisin . Kaavojen 

(L.l.54) ja (L.l.55) soveltamisen yhteydessa on oltava aarimmai -

sen tarkkana sovittujen merkkisaantojen noudattamisessa . Ne ja muut ­

kin kaytetyt merkinnat vaihtelevat valitettavasti melkoisesti 

alan kirjallisuudessa. 

Esimerkki L.l. 1 Venyma ja jannitys. Johdetaan venymaa ja jannitysta kos ­
kevia muunnoskaavoja tasotapauksessa erikseen kayttamatta hyvaksi tietoa 
suureiden tensoriluonteesta. 

Kaavojen (3.3.36) mukaisesti (a-+ x, b-+ y, Ua-+ u, Ub-+ v) 

au E ax ' X 

av E ay ' y (a) 

au av 
Yxy -+ ay ax 

ja 

au' E x' =a;(! ' 

av' E y' .87 ' 
(b) 

au' av' 
Yx'y' = ay' + ax' 

Tarkastellaan komponenttia Ex' · Ensimmaisen kaavan (L.1.18) perusteella 
(kaytetaan lisaksi merkintoja (L.1.20)) 

au' 
a;(! 

au' au' 
= c -- +s --

ax ay 
(c) 
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Toisaalta ensimm~lisen kaavan (L.1.3') mukaan 

u 1 = cu + sv (d) 

j a s i is 

a a 
E: x' c 3X(cu+sv) + s a-y(cu+sv) 

2 au ~+ au 2 av c -+ cs sc- + s ax ax ay ay 

2 au 2 ~+ (au ~) c -+ s cs ay + ax ay ax 

2 2 = C E + s E + csy 
X y xy (e) 

Taman nahdaan vastaavan matri is in (L.1 .48) ensimma1sen r1v1n antamaa tulos­
ta. Venymakomponentteja Ey' ja Yx'y' koskevat yhteydet saadaan johdettua 
samal la tavalla kuin kaava (e). 

(a) 

Venymien kasittelyssa ri itti si is pelkka kinemati ikka plus matemaatti­
nen manipulaatio. Jannitysten tarkaste­
l~ssa kaytetaan hyvaksi traktio-jannitys­

y 

--r cl 1 --r 
I - SJ I 

--r sl 1 + cJ' J 

X 

} 

yhteytta. Kuvan (a) pinta-alkion ulkoi­
sen normaal in suunta yhtyy x'-aksel in 
suuntaan. Kaavojen (3.4.13) perusteella 
vastaava traktio 

t = (n cr +n T ) l + ( n T +n cr ) j 
X X y yx X xy y y 

= (ccr +sT )l + (cT +scr )J . (f) x xy xy y 

Esitetaan tama l'J'-kannassa. Toisen 
kaavan (L.1.14) mukaan 

(g) 

Naiden sijoitus lausekkeeseen (f) antaa 

--r 2 2 --r t = [ c cr + s cr + 2cs T ] 1 1 + x y xy 

( 2 2) --r + [-cscr + cscr + c -s T ]J 1 

x y xy 
(h) 

Toisaalta kuvan (a) perusteella 

--r --r --r 
t = G 1 1 + T 1 1J, 

X X y 
( i ) 

joten 

j 



2 
c 0 

X 

2 
+ s 0 

y 
+ CST 

xy 

2 2 
T = -cs0 + cs0 + (c -s )T 

X 1 Y 1 X Y XY 

L .1.15 

} (j) 

Naiden nahdaan vastaavan matriisin (L.1.49) ensimmarsen ja kolmannen ri ­
vin antamia tuloksia. Komponentin 0Y1 lauseke voidaan johtaa samaan ta­
paan antamalla kuvan (a) pinta-alkion ulkoisen normaal in sunnan yhtya 
y 1-aksel in suuntaan. 
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L . 2 . 1 , 

L . 2 Matematiikkaa 

Tahan on keratty eraita usein tarvittavia matematiikan kaavo -

ja . 

L . 2 . 1 Lineaarimuoto ja neliomuoto 

Matriiseille voidaan kehitella monimutkaisia matriisien kes ­

kinaisia derivaattakasitteita ja operoida niilla . Tassa esityk­

sessa maaritellaan vain skalaarin derivaatta py styvektorin suh­

teen . Jos l x l matriisi eli skalaari f on muuttujien x 1 , x 2 , ... , 

x funktio, niin ensinnakin tavanomaisen riippuvuuden esityksen 
n 

f = f(x 1 , x 2 , ... , x n) sijasta voidaan kirjoittaa lyhyemmin f = 
f({ x }) . Merkinnalla 3f/3{x} tarkoitetaan nyt nx l pystyvektoria, 

jonka alkiot ovat 3f/3x. eli 
l 

f ({x}) 
a{x} 

af 
ax n 

Esimerkiksi funktion f stationaarisuusehdot 3f/ax 1 
0 jne. voidaan talloin esittaa lyhyesti muodossa 

af 
aTXT = {oJ • 

(L . 2.1) 

(L. 2 . 2) 

On huomattava, etta kirjallisuudessa merkinnalla (L.2 . 1) tarkoi ­

tetaan joskus myos vastaavaa vaakavektoria . 

Hyvin usein esiintyvia skalaareja ovat ns . (homogeeninen) 

!~~~~~E~~2~2 eli lineaarinen muoto (engl. linear form) ja ns . 

(homogeeninen) ~~1~2~~2~2 eli kvadraattinen muoto (engl . 

quadratic form) muuttujien {x} suhteen. 

Lineaarinen muoto 



n 
2:: a. x . 

i=l l l 

L . 2 . 2 

(L . 2 . 3) 

jossa n x l pystyvektorin {A} alkiot eivat ole {x } : n funktioita . 

Lineaariselle muodolle saadaan helposti yhteys 

{A} • (L . 2 . 4) 

Neliomuoto 

T f = { x } [A] { x } 

n n 
= L: L: a . . x.x. 

i=l j=l lJ l J 
(L . 2. 5) 

jossa nxn neliomatriisin [A] alkiot eivat ole {x } : n funktioita . 

Neliomuodolle patee 

a£ aTXT = 2[A]{x} , (L . 2.6) 

kun [A] on symmetrinen . (Neliomuodon matriisi [A] voidaan aina 

valita symmetr iseksi ilman yleisyyden menetysta. Jos aluksi 
· k'k · t t uusi uusi ( )vanha12 eslffier 1 s1 a 12 * a 21 , o e aan a 12 = a 21 = a 12+a 21 . 

Neliomuodon arvo ei muutu . ) 

Esimerkiksi yleisen toista astetta olevan lausekkeen 

1 T T f({x}) = "2 {x} [A]{x} +{A} {x} + a
0

, (L . 2.7) 

jossa a 0 on vakio, stationaarisuusehdot tulevat taten olemaan 

~~xT::: [A]{x } + {A} = {0} (L . 2 . 8) 

eli lineaarinen yhtaloryhma, jonka kerroinmatr iisi on symmetrinen . 



L . 2 . 2 Gaussin lause 

dV tfJ + n 
v 

~ 0 dS 

Kuva L.2.1 

L . 2 . 3 

fv\h£dv = fsdS*f (L.2 . 9) 

eli 

fvv*£dv = Js~*fds . (L . 2 . 9') 

Suure f on mielivaltainen jatkuva 

(derivaatat paloittain jatkuvia) 

skalaari-, vektori- tai tensori­

arvoinen paikan funktio. T~hden 

merkityksen valinta on lis~ksi suoritettava siten, ett~ suure ~*f 

on m~aritelty. Suure f saa riippua lis~ksi mm. ajasta t; kaava 

(L.2.9) p~tee kullakin hetkell~. 

Tavanomainen ns. Gauss in lause ------------- eli divergenssilause syntyy ot-
+ 

tamalla f + f ja * + . jolloin saadaan 

jvv·1dv = Js~·fds (= j£.r;:ds = f1·ds) (L.2.9") 
s s 

Gaussin lauseen ehk~ helpoiten muistissa pysyv~t muodot ovat 

karteesisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa (per~kk~isill~ 

valinnoilla f = f(x,y,z)1 jne.) syntyv~t kaavat 

( a£ 

Jv ax dV f n fdS 

-~ + 
S X 

rJfJ v \]<' n 
jv 
~ dV j n fdS (L.2.10) 

dS 
ay s y 

h Jv 

a£ dV Jsn 2 fdS , = az 

X 

JA 
~ dA = J nxfds 

A ax 

L_ 
s 

fA 

a£ ( (L.2.10') 
dA = j n fds 

s ay s y 
X 



~~--

L . 2 . 4 

(L . 2 • l 0 1 1 
) 

Kuva L.2.2 

Naissa kaavoissa f saa jalleen olla myos vektoriarvoinen suure . 

(Kaavat (L . 2 . 10 1
) saadaan esimerkiksi kaavoista (L.2 . 10) seuraa­

vasti. Otetaan alueeksi V z - akselin suuntainen sylinteri (kor ­

keus h, poikkileikkaus A) ja funktio f = f(x,y) riippumattomaksi 

koordinaatista z . Sylinterin paatypinnoilla n = n = 0 ja li-x y 
saksi voidaan kirjoittaa vaipalla dS = hds seka alueessa dV = hdA . 

Jakamalla yhtalot puolittain termilla h paastaan annettuihin tu ­

loksiin.) 

Gaussin lausetta soveltamalla saadaan (Otetaan f ~ gh ja ha ­

vaitaan, etta af/ax ~ a(gh)/ax = ag/ax·h + g•ah/ax jne . ) ns. 

~~~!!~~E~E!~~E9~E!~~~~~~! 

J ah dV = J n ghdS -
fv 

ag hdV , v g ax S X ax 

f ah dV f n ghdS -
fv 

ag hdV , v gay s y ay 
(L . 2 . ll) 

J ah dv = J n ghdS - f ag hdV , g az 
S 

2 
A az v 

f gl~ dA f
8
nxghds 

fA 
19:. hdA , 

A ax ax 

(L . 2 . ll 1
) 

f g ah dA = f n ghds - JA 
ag hdA , 

A ay s y ay 

X 

lx2 
X f 2 g dh dx = f 2dg gh - hdx . dx dx X . xl X . 

l l 

(L . 2 . ll") 

Todettakoon, etta yllaesitetyt kaavat patevat luonnollisesti 

vastaavina, jos riippumattomien koordinaattien tunnusten x,y,z 

sijasta kaytetaan tunnuksia a,b,c . 



L . 2 . 3 Stokesin lause 

Kuva L.2.3 

L .2. 5 

f 
-r -r 

S (dS x'il )*f (L . 2 . 12) 

eli 

(L . 2 . 12 1
) 

Suure f voi olla jalleen skalaari- , 

vektori- tai tensorifunktio. 

Tavanomainen ~~~~~~!~-!~~§~ syn-

tyy valitsemalla f -r f ja * -r • seka ottamalla huomioon, etta 

skalaarikolmitulo (~xV ) •f -r -r -r 
'iJ xf•n, jolloin saadaan 

(L, 2 , 12 1 1 
) 

Kaarialkion d~ suunta on valittava siten, etta kun liikutaan pin-
-* nan S valitulla positiivisella puolella reunaa pitkin alkion ds 

osoittamaan suuntaan, pinta S jaa vasemmalle puolelle. 



L . 2 . 4 Leibnitzin saanto 

Integraalin 

z 2 (x,y,t) 
I(x,y,t) = J f(x,y,z,t)dz 

z 1 (x,y,t) 

L . 2 . 6 

(L.2 . 13) 

osittaisderivaatat parametrien x, y ja t suhteen ovat [3.3, s. 30] 

ar 
ay 

~~ - fl azl 
ay ay ' 
z=z z=z 2 l 

22 

ar =J af az2 
at at dz + f ar- -

z l z=z2 

(L . 2.14) 
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