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1. Poikkileikkauksen jannitysjakauma ja vaste
Lineaarisesti kimmoinen, Hooken lakia
o=Ee (1.1)

noudattava, materiaalimalli on erittdin kdyttokelpoinen erityisesti silloin,
kun tarkastellaan rakenteen kéayttaytymistd kayttotilassa. L&htokohtana
tassa on se, ettd suhteellisuusrajaa ei ylitetd, ja ndin pysytadan jannitys-
muodonmuutoskayran lineaarisella alueella.

Jos halutaan tarkastella rakenteen kéyttaytymista koko kuormitusalueella
tai tutkia sitd, minkalaisen kuorman se kest&d, joudutaan Hooken lain
otaksumasta (1.1) luopumaan. T&llGin jannityksen ja venyman riippuvuus
esitetddn muodossa

o=o0(&) (1.2)

Seuraavassa tarkastelussa rajoitutaan kuormitustason suhteen symmet-
risiin sauvoihin.

Teknisen taivutusteorian (Bernoulli-Euler palkki) mukaan poikkileik-
kauksen venyma jakautuu lineaarisesti sauvan korkeussuunnassa. Sille
voidaan siis kirjoittaa

e(y)=¢e+ky, (1.3)

missé ¢ on palkin (pintakeskig)akselin venymad ja x on sen kdyristyma.

Poikkileikkauksen jannitysresultantit ovat normaalivoima, leikkausvoi-
ma ja taivutusmomentti. Ne ovat poikkileikkauksessa vaikuttavien
jannitysten redusointitulos sen pintakeskioon. Toisin sanoen normaali-
voima on poikkileikkauksessa vaikuttavan normaalijannitysjakauman
resultantti, joten sille voidaan kirjoittaa

N = j odA (1.4)

jannitysten redusointitulos sen pintakeskioon, leikkausvoima on poikki-
leikkauksessa vaikuttavan leikkausjannitysjakauman resultantti, joten
sille voidaan Kirjoittaa
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Q= j rdA (1.5)

A

ja taivutusmomentti on poikkileikkauksessa vaikuttavan normaalijan-
nitysjakauman resultoiva momentti pintakeskion kautta kulkevan
akselin (z-akselin) suhteen, joten sille voidaan kirjoittaa

M = j oydA (1.6)

Né&issa kaavoissa poikkileikkauksessa oleva y,z-koordinaatisto on siis
ajateltu sellaiseksi, ettd sen origo sijaitsee poikkileikkauksen pintakes-
kiossa ja y-akseli yhtyy poikkileikkauksen symmetriatasoon. Poikkileik-
kauksen materiaalin ollessa homogeenista, samalla tavalla kuin venyma
on kaavan (1.3) mukaan vain y:n funktio, on myo6s jannitys o kaavan
(1.2) perusteella pelkastaan koordinaatin y funktio. Tdman vuoksi pinta-
alkio dA kaavoissa (1.4) ja (1.6) voidaan esittdd muodossa

dA=Db(y)dy, (1.7)

missd b(y) on poikkileikkauksen korkeusasemasta riippuva leveys.

Samanaikaisesti myos integrointialue muuttuu osaksi y-akselia rajojen
ollessa poikkileikkauksen yla- ja alareunan y-koordinaatit.

Palkin, johon kohdistuu vain poikittaisia kuormia, poikkileikkauksessa ei
vaikuta normaalivoimaa, eli

N =0. (1.8)

Talloin sanotaan, ettd poikkileikkaus on puhtaan taivutuksen alainen, ja
ehtoa (1.8) voidaan kutsua puhtaan taivutuksen ehdoksi. Statiikasta
tieddmme ettd, jos voimasysteemi (tdssé tapauksessa poikkileikkausen
normaalijannitys o) redusoituu pelkdksi momentiksi, tima momentti on
riippumaton redusointipisteestd. Tama merkitsee sit4, ettd taivutusmo-
mentti voidaan puhtaan taivutuksen tapauksessa laskea normalijanni-
tyksen o resultoivana momenttina muunkin akselin, kuin poikki-
leikkauksen pintakeskitakselin, suhteen. Kaavaa (1.6) voidaan siis talloin
kayttdd myos silloin, kun y,z-koordinaatiston z-akseli yhtyy esimerkiksi
poikkileikkauksen neutraaliakseliin tai vaikkapa sen ylareunaan.

Seuraavassa rajoitutaan pdadasiassa puhtaaseen taivutukseen. Etsitdan
ratkaisua kahteen perustehtdvaan: (a) Kuinka voidaan maarittdd annettua
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taivutusmomentin arvoa M vastaava poikkileikkauksen jannitysjakauma
o(y), jotta epdlineaarisesta materiaalista koostuvan staattisesti maaréatyn
palkin jannitystila voitaisiin hallita. (b) Kuinka voidaan maarittaa
poikkileikkauksen  kdyristymdn ja taivutusmomentin  riippuvuus
xk=k(M), jotta voitaisiin laskea staattisesti mé&aratyn, epalineaarisen
palkin taipuma (kéayttéden esimerkiksi yksikkévoimamenetelmad). Lopuksi
tarkastellaan murtorajatilaa, jossa palkin poikkileikkaus menettaa
kantokykynsa, ja selostetaan kuinka kimmoisen ideaaliplastisen
poikkieikkauksen ns. taysplastinen momentti voidaan maéarittaa.
Tarkastelut suoritetaan padasiassa esimerkkien valossa.

Tarkastellaan téssda kertauksen vuoksi, kuinka n&ma perustehtavét
ratkeavat lineaarisesti kimmoisen materiaalin tapauksessa. Hooken laista
(1.1) ja venyman lausekkeesta (1.3) seuraa jannitykselle

o(y)=E(e +xy). (1.9)

Sijoittamalla tdmé& normaalivoiman ja taivutusmomentin madrittely-
kaavoihin (1.4) ja (1.6) saadaan

N = EgjdA+ Ezcj ydA =EA¢ + ESk (1.10)
A A
M = Egj ydA + Ezcj y’dA=ES¢ + Elx (1.11)
A A
missa
A:jdA, S :jydA, | :jysz (1.12)
A A A

ovat poikkipinnan ala, sen staattinen momentti ja sen jadyhyysmomentti
pintakeskitakselin (z-akseli) suhteen. Staattiselle momentille pintakeskio-
akselin suhteen on voimassa S =0, joten paddytaan seuraaviin normaali-
voiman ja akselin venyman sekd taivutusmomentin ja kayristyman
valisiin yhteyksiin:

N = EAs (1.13)
ja
M =Elx. (1.14)
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Jos nyt kysymyksesséd on puhdas taivutus, ehdosta (1.8) seuraa palkin
akselin venymélle tulos &=0. Kayristymén ja taivutusmomentin
yhteydeksi saadaan kaavasta (1.14)

K= (1.15)

Sijoittamalla tdma ja akselin venymé& &=0 jannityksen lausekkeeseen
(1.9) saadaan poikkileikkauksen jannitysjakaumalle tulos

o(y) ='\|/'—y : (1.16)

Nama kaksi viimeistd kaavaa ovat ratkaisu esitettyihin perustehtéaviin (a)
ja (b) lineaarisesti kimmoisen materiaalin tapauksessa, kun kysymyksessa
on puhdas taivutus.

Jos kysymyksessa on normaalivoiman ja taivutusmomentin kuormit-
tama poikileikkaus, yhteyksista (1.13) ja (1.14) seuraa akselin venyman
ja normaalivoiman seka kayristymaén ja taivutusmomentin yhteyksiksi

g=——, k=2, (1.17)

Sijoittamalla ndma jannityksen lausekkeeseen (1.9) saadaan poikkileik-
kauksen jannitysjakaumalle tulos

o(y) =%+¥y. (1.18)

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa 11 205



2. Epéalineaarisesta materiaalista koostuvan puhtaan taivu-
tuksen alaisen poikkileikkauksen jannitykset ja vaste

2.1 Kuormitustason suhteen symmetrinen poikkileikkaus

Tarkastellaan aluksi palkkia, joka on pystytason (kuormitustaso KT, x,y-
taso) suhteen symmetrinen, mutta vaakatason suhteen ei. Téalle tehtavélle
on ominaista, ettd aluksi joudutaan maarittdmééan neutraaliakselin (NA)
asema puhtaan taivutuksen ehtoa N =0 hyvéksi kayttden. Ensin
késittelemme esimerkin, jossa jannitys-muodomuutosriippuvuus voidaan
esittdd yksinkertaisen polynomin avulla.

Esimerkki 2.1: Tarkastellaan palkkia, jonka poikkileikkaus ja jannitys-
muodonmuutoskuvio ovat kuvan mukaiset. Mé&aritetdan (a) kayristyman
riippuvuus taivutusmomentista, (b) taivutusmomenttia M vastaava poikki-
leikauksen jannitysjakauma seka (c) suurin ja pienin jannitys.

b o

I c=ko?®

N | o

| =

0 I

Jannitys-venymariippuvuus:

1

Wl

e=ko® = o=—=¢

1
k3
Venymaéjakaumaa £(y) = x'y vastaava jannitysjakauma:

1
3

Wl

o(y) = (f) y
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Poikkileikkaus: Venyméakuvio: Jannityskuvio:

b
I I
h e —3
2l .. _._.NA _\NA_ ey N
v Z - -
2
— E —_— _—
2| y y
y
Normaalivoima:
LU

h—e

N =[o(da= [ obmdy= [ olybdy+ | o(y)2dy

—e —€

2f 11 he o1 1y 1l 201 het
= [ CPybdy+ [ (Y’ ody=—(°b( | yody+ | ydy)
- D—e -¢ h—e

1 x: 23 3 he3 ?
=232 | Cy? Zys
AT _Ie(4y)+h|_e(4y)]

31(% D_ g_% _%_D_%
:5(?) b[z(2 e)®—2e® +(h—e) (2 e)’]

=3yt 267 + (1))

Neutraaliakselin asema:

4 4 4

N=0 = (g—e)3—2e3+(h—e)3:0

= (%—%)3 ~2Ey + -9

w|

=0.
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Maééritetddn yhtalon ratkaisu laskemalla sen vasemman puolen

()= (%—%)3 ~2Ey -2y

arvoja suhteen e/h eri arvoilla kunnes se on riittavalla tarkkuudella
nolla. Saadaan

e/h f
0,3 0,3368
0,4 -0,0369

0,39 | 1,629-10™

0,391 | —3,555.10°°

0,3905 | -1,696-10°°

0,3901 | —2,089-10™*

= e=0,390h.

Talvutusmomentti:

M = [o(y)ydA= [ o(y)ybiy)dy = | o(yybey+ [ olyly2dy

_ j( Y ybdy + j( yysyR dy——(—)3b(2j yiydy+ [ yéyay)
:l(f)éb[z | éy )+h| 'Sy
3 Kg _ ; ; 3 D_ %
:ﬁ(k) b[z( e)®+2e3+(h—e) (2 e)°]
3 K 3 3 1__ 34 35 _E%
:E(k) bh?[(5 = 1)7 +2()° + (1= )°]
3 Kz s 1 : ; _ 3
== (5)*DN°[( - 0,390)° + 2(0,390)° + (1-0,390)°]

1 7

= M =0,1165(E)3bh3.
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Kayristyman ja taivutusmomentin yhteys:

Kos 1 Ko M M
M =0,1165(—)%bh® = (=) =——— = k=k(———)°
k k 7 7
0,1165bh? 0,1165bh?
= K:632,4b3kh7 M?.

Nahdaan, ettd kdyristyman ja taivutusmomentin riippuvuus on kolmannen
asteen polynomi. Oheinen kuva havainnollistaa asiaa.

M
K
Jannitysjakauma:
11 11 1 1
o) = ()Y = (o MYy =y —B.584- -
’ 0,1165bh? bh?
y
= 8, 584 :
=o(y)= oz =)
Maksimi- ja minimijannitys:
M M
O =0(h—€) =8,584—3(h—e)3 8, 584—(h 0, 390h)3 =7,280—
bh bh?
bh?
1 1
O i =0 (—€) =8,584%(—e)3 =8,584£7(—0,390h)3 = —6, 272%.

bh?
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Esimerkki 2.2: Tarkastellaan palkkia, jonka materiaali on kimmoista ja
ideaaliplastista. Sen poikkileikkaus ja jannitys-muodonmuutoskuvio ovat
kuvan mukaiset. Madritetd&n kayristymén x riippuvuus taivutusmomen-
tista M, sekd ns. myotokayristyma x,, ja my6étomomentti M, jotka
ovat ne kéyristyman ja taivutusmomentin arvot, jolla poikkileikkaus alkaa
myo6tédd. Madritetddn vield rajatarkasteluna x — oo poikkileikkauksen ns.
taysplastinen momentti M, joka on se taivutusmomentin arvo, jolla

poikkileikkaus menettdd kantokykynsa. Tutkitaan lopuksi, kuinka poikki-
leikkauksen jannitysjakauma voidaan méarittdd, kun taivutusmomentilla

on tietty arvo, esimerkkind M = 0,15¢, bh?.

b o
| |

_ _ o |
h A E
2

h v . /.1

h —&n £ = i &
Py E

v . Vv 1o

Iél

Tarkastellaan palkkia tilanteessa, jossa taivutusmomentti M on positiivi-
nen. Koska jannitys-muodonmuutoskayra on vedon ja puristuksen suh-
teen symmetrinen, saadaan tdman tuloksen perusteella paateltyd mydskin
negatiivisen taivutusmomentin tapaus.

Poikkileikkaus: Venyméakuvio:
b
I I
h e
P NA
__________ — >
\2 z
h h—e
v b A2
—12 s y
y
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Huomautus: Edellisen sivun kuvassa on esitetty poikkileikkaus ja suora-
viivainen venymakuvio. Koska kayristyma x on venymasuoran kulma-
kerroin, voidaan sen myds ymmartdd olevan tdman suoran ja y-akselin
vélinen (pieni) kulma.

(a) Tilanne, jossa poikkileikkaus ei viela mydda:

Venymakuvio: Jannityskuvio:
h el ~b-%
2 _AINA . h Y _NA
hy — 5 el
_ h—e b
E=KY .

/ 2

y y

Talloin poikkileikkauksen suurin venymé (alareunassa) ei ylitd myoto-
venymaa ¢, eika suurin jannitys ylita myotorajaa o,,. Kéyttaytyminen on
siten koko poikkileikkauksen alueella lineaarisesti kimmoista.

Jannitys:
o(y)=Ee(y)=Exy

Normaalivoima:
h—e o ® h—e b
N=|ocdA= | o(y)b(y)dy= | o(y)bdy+ | o(y)=d
{ j (y)b(y)dy j (y)bdy j ()5 dy

E_e l h—e §’e 2 l h—e vs2
= Ebic( [ yay+ [ yay)=Ebel | 242 | 7)
—e h ¢ ——e

e
2 2

1,h 1 1
=Ebx[=(=—-€e)* —=e® + =(h—¢)?
K[4(2 ) > +4( )]

_ Ebhx
4

5
-3e+—h
( 1 )
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Puhtaan taivutuksen ehdosta seuraa nyt neutraaliakselin asemalle:
N=0= —3e+§h:0 = ezih.
4 12

Taivutusmomentti-kayristymayhteys:

h—e 5E h—e b
M =[oydA= [ o(y)yb(y)dy= [ o(y)ybdy+ [ o(y)y-dy
A —e —e hfe

2 ° 1 e 77¢ y3 1 h-e ys
_ 2 - 2 — J - J
—be(_jeydwzhj yidy) = Eoel | ()+3,| (5]
2° 2
1

1h 5h, 1,5h, 5h.,
— )Y +=-(h—-—
) 6( 12)]

—Eb= 2y
G0 3%
~ M =2 Epnik
192

Talla lineaarisesti kimmoisella alueella kayristyma-taivutusmomentti-
yhteys ja jannitysjakauma saadaan yksinkertaisesti

192
K=———
11Ebh?®
192M
:E =
o(y)=Exy 1mhsy

Huomautus: Koska téssa tapauksessa poikkileikkaus kayttaytyy lineaari-
sesti kimmoisesti, ylla olevat alleviivatut tulokset olisi helposti saatu
tavanomaiseen tapaan maéaarittdmalld poikkipinnan pintakeskion etéisyys

e ylareunasta seka poikkipinnan jayhyysmomentti 1 =11bh*®/192, jonka
avulla muut tulokset saadaan yhteyksista M =Elx, x=M/El ja
o=Myl/l.

Madritetdaan nyt myotokayristyméa x,,, joka on se kayristymén arvo, ja
my6tomomentti M, joka on sen taivutusmomentin arvo, jolla

poikkileikkaus alkaa myotad. Myotddminen alkaa alapinnasta, joten
saadaan
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Cala EKm(h _e) =&n

= K, = m — O-m/5E :E&’ (a)
h-e ,_°, _ZEh
12

_11Ebh®  11Ebh°120, 11

M

. K, 229 - == 5 bh. (b)
192 192 7 Eh 112

Taman tuloksen avulla on kayristyma-taivutusmomenttikdyran lineaari-
nen, suora osa helppo pirtad yhdistamalla pisteet (0,0) ja (x,,,M ).

(b) Tilanne, jossa poikkieikkauksen alareuna myotaa:

Venymakuvio: Jénnityskuvio:

=
[<—>|
N | =
|
N | =
|
D
|[<>|
| D
I
O
!zz
et
\l/z
Q

Nyt myétovenyma ¢, ylittyy poikkileikkauksen alareunassa, mutta ei

vield yldreunassa. Kayttdytyminen on siten poikkileikkauksen yl&osassa
y<a lineaarisesti kimmoista mutta alaosa y>a on plastisoitunut

jannityksen ollessa myo6térajan o, suuruinen. Kuvissa symbolilla a on

merkitty plastisoituneen alueen ylareunan etdisyyttda neutraaliakselista.
Venymakuvion perusteella sille saadaan

& O
g@)=xa=¢, > a=—"T=—",
xk Ex

Jannitys:

o(y)=Exy, kun —e<y<a,
o(y)=0,,, kun asy<h-e.
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Normaalivoima:

N = [oda= [ o(b()ay= [ obay+ [ o)2ay+ [ o) ay

b T yays Lebe Fyays Lo bl
— K‘_J;yy-l-E Khj:ey Y+ ! y

L —+=aly)
27_62 2° 1Y
- EbK[ ) e+ Ta — (0 —e)' +Zalh—¢) -2 al]

= Eb/c[—e2 —(h+2a)e—a’+2ah+ h?]

Puhtaan taivutuksen ehdosta seuraa nyt neutraaliakselin asemalle:

2
N=0 = —e2—(h+2a)e—a2+2ah+h7=0

= ez—n—air\/(D+a)2+n+2ah—a2
2 2 4

2
= e:—n—a+1/h—+3ah.
2 2

Taivutusmomentti:

M = [oyda= [ o(y)yb(y)dy

- j o (y)ybdy + j o(y)ydy+ j o(y)ydy

he
2
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5 ¢ a h—e
_ 240, L 24, 1
- EbKIe y dy+§Ethj y dY+EGmb£ ydy

| =

Ex?p 1Ex & i
—o b [ y2dy + =5 [ y2dy+= [ yd
Gm(amfey y ZGmhjy y 2!yy)

5¢

he

2 3 a 3 h-e . ,2
= mb(ily_ 1 y_+l y_)

a,3 2a, 3 2,2

2

1 h 1, 1, 1 1 1
=o b[—(=-e)+—e’+=a’——(=-¢e)’+=(h-e)*-=a°
ol G 5 T8 ey O T g

1 ,h 1, 1 1
e)’ +
ba 2 3a 12 4

Kayristyma-taivutusmomenttikuvio voidaan nyt piirtda

(d)

laskemalla

pisteitd (x,M ) seuraavasti. Tiettyd arvoa x vastaava pituus a saadaan
kaavalla a=o, /(Ex). Neutraaliakselin asema e saadaan taman jalkeen

kaavasta (c) ja M tdman jélkeen kaavasta (d).

Madritetdaan lopuksi se kayristyman arvo x,, jolla myos poikkipinnan
ylareuna alkaa myo6tad4. Talldin a=e, joten puhtaan taivutuksen ehdosta

Seuraa

2 2 h? . h_ K
a“+(h+2a)a+a —2ah—7:0 = a"——a-—=0
h

Nyt saadaan kayristymalle x; tulos

—n_ 8 _On_p472%m
Ea, 1++/5Eh Eh

K
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Kun siis «,, <x <k, saadaan kayristyma-taivutusmomenttiyhteys edella
kuvatulla tavalla.

(c) Tilanne, jossa seka poikkileikkauksen yla- ettd alaosa myotaavat:

Nyt myotovenyméd ¢, ylittyy sekd poikkileikkauksen ala- ettd yla-

reunassa. Kayttaytyminen on siten poikkileikkauksen keskiosassa
—a<y<a lineaarisesti kimmoista, mutta yldosa y<-—a on plastisoitu-

nut jannityksen ollessa —o, ja alaosa y >a on plastisoitunut jannityksen
ollessa o, .

Jannitys:

o(y)=-o,, kun —-e<y<-a,
o(y)=Exy, kun —a<y<a,
o(y)=0,, kun a<y<h-e.

Tassd tapauksessa joudumme vield késittelemaddn erikseen tapauksen
a>h/2—-e, jossa materiaalikdyttdytyminen poikkileikkauksen leveyden
muutoskohdassa on vield kimmoista ja tapauksen a<h/2-e, jossa
materiaalikdyttdytyminen poikkileikkauksen leveyden muutoskohdassa
on plastista.

Tapaus a>h/2-e:

Venymékuvio: Jannityskuvio:

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa 11 216



Normaalivoima:;

N = JotA= [ o(y)b(y)dy

-a 5 ¢ a b h—e b
- bd bd o4 o4
Iea(y) y+jao-(y) y+hj o(y) y+£a(y)2 y

o -a 5 ¢ 1 a i h—e
- amb_je ydy + Exb_ja vy +2 Ezclohje ydy +> oy j dy

a h a

o S T S o
=Exb(——"|dy+ | ydy+— | ydy+=—"| d
seb( EK_Iey _fayy 2hjyy 2EK£ y)
>¢
= Ebzc(—a|ay+|ey—+1 a y—+—ahey)
o2 20 2 2
>
1. h 1 1 1 h 1 1
=Ebx[a®-ae+=(=-e)*—=a’+=a*~=(=—-e)’+=a(h-e)-=a°
K[ 2(2)2 44(2)2()2]

2
_ % Ebx[e? — (h+ 6a)e +hI +2ah+a?]
Puhtaan taivutuksen ehdosta seuraa nyt neutraaliakselin asemalle:

2
N=0 = ez—(h+6a)e+%+2ah+a2=0

=

2
e:DJrSaLi\/i(h+6a)2—h——ZaLh—a2
2 4 4

= e:g+3a—\/ah+8a2. (f)
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Talvutusmomentti:

M = [oyda= [ o(y)ybly)dy

—a 5 a b h—e b
= [ o(n)ybdy+ [ o(y)ybdy+ [ o(y)yZdy+ [ oly)y-dy
—e -a h_. a

a +-€ a h—e
- _amb_je ydy + EKbI y*dy + % EKbh{ y’dy + %Gmb f ydy

[
D |

h
2° E;?e 1Er & 1
=o, b(- | ydy+— [ y’dy+=— | y*dy+= | yd
o.b( _jayy Gm_jay y ZUmh{y y 2!yy)
h
2 2 h-e .2
:O-mb(_ly_+£ | y_ i y_+£ y_)
02 al 3 2a, 3 22
2
—obltat s e e (0oep i tat it (D ey
2 37 6 6a 2
1 1
+=(h-e)*-=a’
4( ) 2 1
1, 1 1 h 1
M=o b[=e*-=a’+—(——e)*+=(h—¢e)?].
= M=o bl - gatt (- + 3 (h-e)]
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Tapaus a<h/2-e:

Venymaékuvio: Jannityskuvio:
_ ) O-\: —On o= EK'y
N
1L
v SSEINAN
h
~9 _ Et3ero=0,
2
y y

Normaalivoima:;

N = [ A= [ o(y)(y)dy

:_j:a(y)bdw_ajaa(y)bdw j a(y)bdy+hj_ea<y)gdy

N -a a o€ 1 h—e
=—o.b j ydy + Exb j ydy + o, b j ydy + ambhj | dy
1/a

-a a ¢ h—e
= amb(—je dy + i—:_‘; ydy + 2! ydy + % hf dy)

2

-a 13 yz R 1 h—e
=amb(—|ey+g|a7+ ! y+§h| y)
2

1 1_h 1 1.h
=o,bla-e+-a-—a+—-e-a+=(h—-e)—=(=-e
o0l 58758+ 5 (h—e)-> (el

3
=co_ b(-2e+—h).
o,b(-2e+h)
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Puhtaan taivutuksen ehdosta seuraa nyt neutraaliakselin asemalle:

N=0 = —2e+%h=0

= ezgh.
8

Taivutusmomentti:

M = [oyda= [ o(y)yb(y)dy

-a a o€ h—e b
= [ oy)ybdy + [ o(y)ybdy+ [ o(y)ydy + [ o(y)y-dy
-e -a a h .

a a 5¢ h-e
= —o-mb_je ydy + EK‘b_J; y2dy + Gmb2£ y2dy + %O'mth: ydy

fo 1

~ ([ ydy+ 5 [ yiay + Zje ydy +> T ydy)
i —e On % a zh_e
h e A 2
-a ,2 a 3 2 2 - .,2
=o.b(-| y7+1 S | y7+l L)

al 3 2. 2
E—e
=Gmb[—1a2+£e2+1a2+1a2+1(h_e)2_1a
2 2 3 3 22 2
1 1 h
+=(h-e)’ —=(=-e)’
S (h=e)' -2 -e)’]
1 1 1 h 1
=0, b[-=a*+=e*+=(=-e)’ +=(h-e)’
opbl-Sa +2€ + 2 e + 2 (h-e)’]
1 1.3 1. h 3 1 3
—o bh[-Za? + = (Ch2 + = (2 - 2h)2 + = (h—2h)?
o[58 + SN + 7G-S0 + S (h==h)’]
11 1
= M =0,b(>=h* —Za?). 5
o -2a) Q
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Maéritetdan lopuksi se kéyristymén arvo «,, jolla poikkipinnan alaosan
plastisoitunut alue ulottuu palkin leveyden muutoskohtaan. Saadaan

a, =D—ezh—§h=lh
2 2 8
(o3 O .
= k,=—2=8—"1, I
*27Ea, " "En 0

Kéyristyma-taivutusmomenttikuvio voidaan nyt piirtdd laskemalla
pisteitd x,M seuraavasti. Tapaus x <k,: Tiettyd arvoa x Vvastaava

pituus a saadaan kaavalla a=o,/(Ex). Neutraaliakselin asema e

saadaan tdman jalkeen kaavasta (f) ja M tdmén jalkeen kaavalla (g).
Tapaus x >k,: Tiettyd arvoa x vastaava pituus a saadaan kaavalla

a=o0,/(Ex) ja M tdman jalkeen kaavalla (h).

Kun siis x; <x <o, saadaan kayristyma-taivutusmomenttiyhteys edella

kuvatulla tavalla. N&in olemme selvittdneet, kuinka k&yristyma-
taivutusmomenttikuvio mééritetdén kaikilla « :n positiivisilla arvoilla.

Tulos on esitetty oheisessa kuvassa. (Negatiiviset kayristyman ja
taivutusmomentin arvot on sisallytetty tulokseen itseisarvomerkkien
valityksella.)

M|
o,bh? 018
16 |,
M 11 o14-

o, bh? 64 012

'/OJ»—-
M 11 9%
=—— 0,06
O'mbh2 112 0.04
0,02 4

0
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Maééritetddn seuraavaksi rajatarkastelulla poikkileikkauksen taysplastisen
momentin M, arvo. Kaavan (h) perusteella saadaan

M, = limM = limM =limfo,b(=h? - Ta?)] = 12 phe,
M =l e T3 T g

K—>0 a

Oheiseen kuvioon on piirretty poikkileikkauksen tdysplastista momenttia
M, jarajatilaa x — oo vastaava jannityskuvio.

<

e0,388h]: -0, E== p

I ) o

N

T
+
L1l
Q

y

Taysplastista momenttia vastaavan vaakasuora (ks. edellisen sivun kuva)
on siten kayristymé-taivutusmomenttikuvion vaakasuora asymptootti.

Lopuksi esitetaan, kuinka maaritetaan taivutusmomenttia M = 0,150, bh?

vastaava poikkileikkauksen jannitysjakauma. Tamé tapahtuu maaritta-
méll4 taivutusmomenttia M vastaava kayristymd «, pituus a ja
neutraaliakselin asema e. Kun ndma tunnetaan, on jannitysjakauma
helppo konstruoida. Koska kayristyma-taivutusmomenttiriippuvuus on
(poikkileikkauksen ollessa osittain plastisoitunut) hankala k&&ntaa,
méaéritetddn taivutusmomenttia vastaava kayristyméd téssa likimain
kayttden laadittua kayristymé-taivutusmomenttikuviota (ks. edellisen
sivun kuva). Saadaan

BN 35 = k=359 = a=In_" ¢ 2g6n
o Eh Ex 3,5

Koska «, < x < x, saadaan neutraaliakselin asemalle kaavan (f) avulla

e=0,5h+3-0,286h - \/O, 286h° +8-(0,286h)* =0,388h.
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Oheiseen kuvioon on konstruoitu taivutusmomenttia M =0,15c, bh?
vastaava jannityskuvio:

I 1 M =0,150,bh?
a:0,286h_ o NA‘_: i
a:0,286h1 _%

SEP
y
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2.2 Kaksoissymmetrinen poikkileikkaus, jonka jannitys-muodon-
muutoskayra on vedon ja puristuksen suhteen symmetrinen

Tarkastellaan nyt poikkileikkausta, joka on seké pysty- ettd vaaka-akselin
suhteen symmetrinen. Jos tdman lisaksi jannitys-muodonmuutoskéyré on
samanlainen sekd vedossa ettd puristuksessa, puhtaan taivutuksen ehto
N =0 toteutuu, kun neutraaliakseli yhtyy vaakasuoraan symmetria-
akseliin. Téssa tapauksessa késittely yksinkertaistuu melkoisesti, koska
neutraali-akselin aseman maaritys j&é pois.

Esimerkki 2.3: Tarkastellaan suorakaidepalkkia, jonka materiaali on
kimmoista ja ideaaliplastista. Sen poikkileikkaus ja jannitys-muodon-
muutoskuvio ovat kuvan mukaiset. Madritetddn kayristymén x riippu-
vuus taivutusmomentista M. Maaritetddn lopuksi rajatarkasteluna x — o
poikkileikkauksen taysplastinen momentti M .

O
_ | o |
|
i /e
n| ol /1
i —&n /7 c. g
. E =—
| " E
v |
b 17%m
[<—lI
(a) Kimmoinen taivutus:
Poikkipinta: Venymékuvio: Jannityskuvio:

y y
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Talvutusmomentti:

h/2 h/2 h/2 y3 bh3
M =IaydA= j aybdyzEbzcj y’dy = Ebx 3B x (a)
A

-h/2 -h/2 -h/2 12

Myo6tokayristyma ja mydtomomentti:

Venymakuvio: Jannityskuvio:
_gm

h
2
y
h £ o
e(=)=x,—=¢, = K,=2-"=2—-"1,
2 h Eh
3 3
Mo gD oo 1o e
12 12 h 6

Kun 0<|M|<M,, on poikkipinnan taivutusmomentti-kayristyméayhteys
kaavan (a) mukainen.

Kéyristyma-taivutusmomenttiyhteys:

k=—2 M, 0sM<M,. (b)
Ebh
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(b) Osittain plastisoitunut poikkileikkaus:

Poikkipinta: Venymékuvio: Jannityskuvio:
N __é;m
h \ :
v LN
b \
[«
y

Plastisoitunut alue

Merkitaan taas plastisoituneen alueen reunan etdisyytta neutraaliakselista
symbolilla a. Sille saadaan

& O
g@)=rxa=¢, > a=—"T=—"

xk Ex
Taivutusmomentti:
h/2 h/2
M =IaydA= I oybdy = I oybdy + Iaybdy+_|‘ oybdy
-h/2 -h/2
h/2
=—0o.b I ydy + Ebzc_[yzdy+a bj ydy
—h/2
,lig,
-a h/2
=o,b(- [ ydy+— j y*dy + I ydy)
-h/2
2 a .3 hi2 .2 2 2 2 2 2 2
:me(_ | y_+_ y__|_ y_):gmb(_a_+h_+a_+a_+h__a_)
hp 2 312 2 8 3 3 8 2
h*> a? h> 1.0
— b___ — P, m
=o,b( 3) [4 3(E )]
1 1, 0
M =o _bh’[= - = (=0 b
= T [ 3(Eh )] (b)
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Kayristymé-taivutusmomenttiyhteys, kun M >M__:

O 1
h [3 3Mm
4 o bh?

= K=

Kun M <-M,, saadaan vastaavasti

o, 1

"Eh 3 3M
7+7
4 o, bh?

Tulokset voidaan yhdistéé kaavaksi

Kzsgn(M)% M|

>M_, (c)

missé sgn(M) tarkoittaa taivutusmomentin M merkkia.

Kuvaaja:

Sijoittamalla kaavaan (b) o bh®=6M _ ja o, /Eh=x /2 saadaan

M _3_ 1%y

M, 2 2
I | IM] M]
Ko M., M,
0] 0 1,5
1| 1
15 | 1,278 1
2 1,375
3 | 1,444 0,5
4 1,469
5 | 1,48
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Kaavan (b) perusteella saadaan poikkileikkauksen taysplastiseksi momen-
tiksi

,=1limM =limo,bh [E—l( n )’1=

is
K00 K—>® 4 3 Ehx 4" T

2

Oheiseen kuvioon on piirretty poikkileikkauksen tdysplastista momenttia
M, jarajatilaa x — oo vastaava jannityskuvio.

hl =

2 O'm:—: Mp

v N L,
h| ~b~ EZ

— =+3 O,
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3. Epélineaarisesta materiaalista koostuvan staattisesti maa-
ratyn palkin siirtymasuureiden maarittdminen

Staattisesti maadratyn palkin siirtymien ja kiertymien mé&éarittdmisessa
voidaan kayttad yksikkovoimamenetelmad siinékin tapauksessa, etté
palkin materiaali kayttaytyy epdlineaarisesti. Esitetddn yksinkertainen
esimerkki.

Esimerkki 3.1: Maééritetddn oheisen palkin keskipisteen C taipuman
riippuvuus kuormasta P. Palkin poikkileikkaus on suorakaide ja sen
materiaali on kimmoista ja ideaaliplastista.

M-kuvio:

Kuvassa on sen pisteen, jonka taivutusmomentti on myétomomentin M,

suuruinen, etaisyytta pisteestd A merkitty symbolilla a. Kuvan yhden-
muotoisista kolmioista saadaan verranto x:a=M :M_, jota kéytetddn

hyodyksi jatkossa.
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M -kuvio:

Esimerkin 2.3 kaavoista (b) ja (c) saadaan kayristymalle x

12
"~ Ebh®

K

M 0<x<a,

o, 1 L
k=20~ a<x<—.

Eh |3 3M 2
4 o bh?

Ottamalla huomioon yhteydet M _=o,bh*/6 ja «,=20,/Ehseka
edelld mainittu verranto, saadaan kayristyman lausekkeet muotoon

IV m 0<x<a,
a

L

= asx<—,

\/3—2'\’I \/3—2" 2
M a

Soveltamalla nyt yksikkdvoimamenetelméaa saadaan:

L/2

1 a
FA= MKdXZZ(IMKdX+ j M xcdx).
0 a

O e

Symmetrian perusteella integrointi ulotettiin vain palkin vasempaan puo-
liskoon. Saadaan edelleen
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L/2 L/2

A=2([2 kg mdx+ [ 2o tn dx)——szdx+x j—dx
b2 a 2 X
2 < 3-2*% 3-2%
a a
a3 L/2
“En )X k| Era)f3- 2——Ka 2 _qety st
ag 3 . 3 3 6a a

Merkitadn kuorman P arvoa, jolla palkin mydtddminen sen keskikohdassa
alkaa P, :lla. Myotomomentti sen avulla lausuttuna on M, =P, L/4.

Ottamalla liséksi huomioon M-kuviosta saatava verranto M, :PL/4
=a:L/2 saadaan mitalle a tulos

Nyt sadaan taipuma A kuorman P funktiona

Klf 3 P P
SRS ){5_@+E§)3_2E7}

m

Merkitaan sitd taipuman arvoa, jolla myotddminen palkin keskikohdassa
alkaa symbolilla A . Se saadaan madritettyd merkitsemalld taipuman A

lausekkeessa P =P_, jolloin saadaan A =x, L?/12. Nain saadaan
taipuma A vield muotoon

s, pls-ae o2t |

m

Kuvaaja:

5 P

Pla 3

Pm Am

1| 1 Lopmrmmmmmr == |

12 11,21 1L |

13 11,35 |

1,4 | 1,55 0,5+ !

145|171 | | ! A
15 12,22 1 2 2,22 A,
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4. Kimmoisen ideaaliplastisen poikkileikkauksen taysplasti-
nen momentti

4.1 Puhtaan taivutuksen alaisen poikkileikkauksen taysplastinen
momentti

Edella olemme jo madrittaneet taysplastisen momentin M kahdelle

kimmoiselle ideaaliplastiselle esimerkkipoikkileikkaukselle ja esittdneet
kyseista rajatilaa vastaavan jannitysjakauman. Koska poikkileikkauksen
tdysplastinen momentti on rakenteiden suunnittelun kannalta varsin
keskeinen suure, esittelemme tdssd lyhyesti sen madarittdmista
kimmoiselle ideaaliplastiselle poikkileikkaukselle sek& maarittelemme
joitakin aihepiiriin liittyvié kasitteita.

Tarkastellaan kuvan 4.1 (a) mukaista kuormitustason (x, y -taso) suhteen

symmetrista poikkileikkausta. Kuvassa 4.1 (b) on esitetty poikkileikkauk-
sen rajatilaa vastaava jannitysjakauma.

y

Kuva 4.1: (a) Symmetrinen poikkileikkaus ja sen (b) rajatilaa vastaava
jannitysjakauma

Poikkileikkauksen normaalivoimalle saadaan

N=|cdA= | o,dA+ | (-0,)dA=0c,(| dA— | dA)
A e A R

= Um(AaIa - Ayla)'

Puhtaan taivutuksen ehdosta N =0 seuraa nyt neutraaliakselin aseman e
maéarittamiseksi ehto
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Aala = A\Aa’ (4.2)

missa A,, ja A, ovat neutraaliakselin (NA) ala- ja ylapuolelle jaavien

poikkipinnan A osien pinta-alat. Todetaan siis, ettd NA jakaa poikki-
pinnan kahteen yhtd suureen osaan.

Poikkileikkauksen taivutusmomentille, joka siis on taysplastisen momen-
tin suuruinen, saadaan

MpzjaydAz jamydA+ j (—am)ydAzam(j ydA— j ydA)
A Adta Ay Adta Ayia (4.3)

=0n (Sala - Sylél) =0y (Sala yla )i

+‘S

missa S, ja S,, ovat poikkipinnan ala- ja ylapuoleisen osan staattiset

momentit NA:n (z-akselin) suhteen. Yhtaloketjun viimeinen yhtésuuruus
perustuu siihen, etta S, on negatiivinen.

Nain poikkileikkauksen taysplastiselle momentille voidaan kirjoittaa

M, =o,W,, (4.4)

missa

W, =S, +|S

- (4.5)

yla

Suuretta W, kutsutaan poikkileikkauksen plastiseksi taivutusvastukseksi.

Samalla tavalla kuin erilaisten poikkileikkausten kimmoisille taivutus-
vastuksille W 16ytyy my6s niiden plastisille taivutusvastuksille alan
kirjallisuudesta valmiiksi taulukoituja kaavoja.

SN

oot
O R
e21 ol

- & '&2 Wp =Ae +Ag, + Ag;+ Ag,

__| Ai .1 I
Kuva 4.2: Plastisen taivutusvastuksen maarittaminen
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Jos poikkileikkaus voidaan jakaa osapintoihin, joita NA ei leikkaa ja
joiden pinta-alat A ja pintakeskididen etaisyydet e, NA:sta (vrt. kuva

4.2) tunnetaan, voidaan sen plastinen taivutusvastus laskea kaavalla

W, =ZAei. (4.6)

Poikkileikkauksen myotomomentille voitiin kirjoittaa
M,=0W, 4.7)

missdé W on poikkipinnan siihen reunaan liittyvd kimmoinen taivutus-
vastus, missé jannitys on itseisarvoltaan suurin.

Poikkileikkauksen muotokerroin ¢ madritellddn sen tdysplastisen
momentin ja my6témomentin suhteena, ts. sille saadaan

p=—L=—L (4.8)

Se on siis myos plastisen ja kimmoisen taivutusvastuksen suhde.

Suorakaidepoikkipinnan taysplastiselle momentille ja myétémomentille
saimme esimerkissd 2.3 M, =o,bh*/4 ja M, =0, bh?/6, joten sen

muotokertoimelle saadaan ¢ =1,5. I-poikkileikkauksilla muotokerroin on
suuruusluokkaa ¢ ~1,15.
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Esimerkki 4.1: Méaaritetddn oheisen poikkileikkauksen
momentti.

b
I
h
2
h \2
h
2
v E Vv
Iél
Neutraaliakselin asema:
b
I I
e h
¥ ] 2
v \2
h—e Az/ h
v E Vv
Iél

b h 1 h 1
2.0 _Zph, A =b-(1-e)==bh—be, A =be.
A= A Gme=; A

An=As © A+tA=A
~ Iphilphobe=be = e=3h
20" 3

Alat:

1 1 3, 1 3, 3
==bh, A,==bh-b->h==bh, A =b->h=2ph.
A=y A=5 g =g A=bgh=g
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Plastinen taivutusvastus:

b
|
3
— . h |Zh
| & 3 NA > 48
e, 2 ¥ r— s — v
Tel ~ 5
AS o]_ D _h
> |8
0 22
2
e_5n N_3y o Lh 3, 1, 13 3,
8 4 8 22 87 16 2 8 16
1., 31,1, 3.3
W_ =Ae +Ae, +Ae,=—bh-—h+=bh-—h+—=bh-—h
pA“A“A”4 8 8 16 8 16
=Ebh2.
64

Taysplastinen momentti:

M,=0c,W, =%O‘mbh2.

Saatiin sama tulos kuin esimerkissa 2.2.
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4.2 Normaalivoiman vaikutus taysplastisen momenttiin

Kun kysymyksessd on normaalivoiman ja taivutusmomentin rasittama
poikkileikkaus, sen kantokyky riippuu ndistd molemmista. Ta&ssé
tapauksessa joudumme pitdmaan mielessa taivutusmomentin alkuperdisen
méaéritelman, ts. ettd se on poikkileikkauksen normaalijdnnitysjakauman
momentti pintakeskitakselin (eiké esimerkiksi neutraaliakselin) suhteen.

Esimerkki 4.2: Tutkitaan taysplastisen momentin riippuvuutta normaali-
voimasta, kun kysymyksesséd on (a) suorakaidepoikkipinta sekd (b) I-
poikkipinta, jonka uuma otaksutaan niin ohueksi, ettd sen vaikutus
voidaan jattdd huomioon ottamatta ja laipan paksuus on 1/20 palkin
korkeudesta.

(a) Suorakaidepoikkipinta:

DRI o,
NA 91 =—=
hi2 Z \M N
PK — =
h/2 =
v —
y y

Normaalivoimalle saadaan:

h
-—+e
2

o bdy =o b(- j dy +

h
——+e
2

N = j (-o, )bdy +

h

N [ T

dy)

N | T

+e ——+e

N
N>
N | =

2

=—o,be+o b(h—e)=0c,b(h-2e).

Sijoittamalla t4han e =0, saadaan puhtaan vedon rasittaman poikkileik-
kauksen taysplastiselle normaalivoimalle

N,=o,bh.

Edellisten suhteelle saadaan
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(@)

_g+e g _g+e g
M= | (-o,)ybdy+ | o,ybdy=0,b(~ | ydy+ | ydy)
5 5 3
e h
y> 2yl 1, h o, 1,h, 1h, 1, h
=o b[-=(-=+e) +=(—=2)"+=(=) —=(—=+e
)= obl= (o + &) + (D) ) — (- +e)]

2
:Gmb(— | 74‘ h| 7

h
- ——+e
2 2

=0, bICY ~ (5 +e)]=a,be(h—e)

Sijoittamalla tdhén e=h/2 saadaan puhtaan taivutuksen alaisen palkin
taysplastiselle momentille

M. =1o ph?.

Py
Edellisten suhteelle saadaan

(b)

M € €
— 4= 01-=
h( h)

M

p

Yhtalosta (a) saadaan

e 1 N
—=(1-—
h 2( N p)
ja sijoittamalla tdmé yhtaloon (b) saadaan
M N
Y ). (©)
p p

Jos N ja M toteuttavat tdmén yhtéalon, poikkileikkaus menettdd kanto-

kykynsé.
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(b) I-poikkipinta:

(Kuvassa on poikkileikkauksen laipan paksuus esitetty suhteettoman
suurena.)

PR N o,
SN N NA _ el =
24h2f ] Z " N )
HThi2l  [PK J
2 e
v .
y y
Normaalivoimalle saadaan:
Hoe _h H Ho. _h i
2 2 2 2 2 2
N = (-o,,)bdy + o.bdy+ | o, bdy=0cb(— | dy+ dy + | dy)
! 4 o] Lo ] o]
2 2 2 2

=—o be+ amb(HT_h—e) + me(HT_h) = b(H —h-2e).

Sijoittamalla tdéhan e =0, saadaan puhtaan vedon rasittaman poikkileik-
kauksen taysplastiselle normaalivoimalle

N, =a,b(H —h).

Edellisten suhteelle saadaan

jakun h=0,9H ( laipan paksuus H/20) edelleen

N 20e
—=1-—— d
N H (@

p
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Taivutusmomentille saadaan:

H H
2 2

2
M = j (-o,)ybdy + j o ybdy+ja ybdy
: SLE
_H. _h _H
2 2
—o,b(~ | ydy+ | ydy+ [ ydy)
_H Ho. h
2 2 2
B, _h H
2 2 2 2 2
=o,b(- | y7+ | y7+|y?)
H h
2 2 2
1, H 1, Hy,
=0 b[-=(——+e)? +=(-— —P oS (——
Gm[z( 2+)+2( 2) ( ) (

=o,be(H —e).

, 1 H, 1h,
)+§(?) _E(E)]

Sijoittamalla tdhan e=H/2—-h/2, saadaan puhtaan taivutuksen alaisen

palkin taysplastiselle momentille

1
M, =, ob(H? ~h?).

Edellisten suhteelle saadaan

M 4e(H —e)
M H?—h?

p

jakun h=0,9H edelleen

M
Mo )

p

Yhtalosta (d) saadaan

e 1 N
—=—(1-—),
h 20( N )

ja sijoittamalla tdma yht&loon (e) saadaan

(€)
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M 18N 1 N
Sl - ()

= ()
M 19N, 19°N,

p

Jos N ja M toteuttavat tdmén yhtéalon, poikkileikkaus menettdd kanto-
kykynsa.

Lasketaan arvoja:

N M M
(a) (b) ——
NP MP MP
0 1 1
0,25| 0,938 0,761
05| 0,75 0,513
0,75| 0,438 0,260
1 0 0
Kuvaajat:
M
Mp
1
056+ —
| N
0,5 1 N,
Kéyrat on itseisarvomerkkien avulla laajennettu kattamaan my6s

tapaukset joissa normaalivoima, taivutusmomentti tai molemmat ovat
negatiivisia. Tata laajennusta ei téssa yhteydessa perustella.
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5. Rajakuorman maaritys yksinkertaisille rakenteille

5.1 Plastinen rajakuorma

Plastisella rajakuormalla tarkoitetaan suurinta kuormaa, jonka rakenne
voi kantaa. Sitd mééritettdessa poikkileikkauksen momentti-kayristy-
maériippuvuus (vrt. esimerkkien 2.2 ja 2.3 ao. kuvat) korvataan kuvan 5.1
idealisoinnilla. Ta&lléin sithen palkin kohtaan, jossa tdysplastinen
momentti M, (tai -M_) saavutetaan, syntyy plastinen nivel. Itse asiassa

plastista rajakuormaa maaritettdessa voitaisiin kimmoinen kayristyminen
jattaa kokonaan huomioonottamatta.

M

Kuva 5.1: Momentti-kayristymariippuvuuden idealisointi

Esimerkki 5.1: Tutkitaan oheisen staattisesti maarddmattoman palkin
kuorman ja taipuman riippuvuutta. Palkin taysplastinen momentti on M ;.
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Kimmoinen (kun [M|< M, ):

Momenttikuvio:

(Kulmanmuutosmenetelma:)

0 0
3El —— 3El — 3PL
MACZTQAC_TV/AC"'MKX(::_ 16
3PL
Ma=Mac ===
MB:—iPL+£PL:£PL
32 4 32

Pisteen B taipuma:

(Momenttimenetelma:)

L2 L2— —

D _EMAB a Mgy + ¥ g +0‘23 =0

L 3 L 5
= GE(_EPL)_E(_ﬁpL)_FWAB_O
= Vs :LP_LZ
384 El
L 7 PL

V, = -
s =V T 768 EI
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Taysplastinen momentti saavutetaan pisteessa A (M, =-M ):

16M
My=—SEo M, = P=—®
16 3L
5., 5
=M, =-M,, My=—PRL=_M, (<M,)

Ly o T RE_ 7ML
=L 768 EI 144 EI

Pisteeseen A syntyy plastinen nivel. Rakenne ei kuitenkaan viel& sorru,
vaan kuormaa voidaan kasvattaa kunnes taysplastinen momentti M,

saavutetaan my0s pisteessa B.

Huomautus: Plastista niveltd merkitddn harmaalla ja tavallista nivelt4
entiseen tapaan (tarvittaessa) valkoisella ympyralla.
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Taysplastinen momentti saavutetaan pisteessa B (M; =M ):

Muuttunut staattinen systeemi:

M. 1 M
Mg=——L+>PL=M, = P,=6—2
2 4 L

P, on suurin kuorma, jonka palkki kestaa ts. plastinen rajakuorma on

My
L

P

(o))

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa 11 245



Taipuman laskeminen:

(Momenttimenetelmd:)

6M,

L L —— L %LZ
- — M, ——— 0+, +a’ =——(-M ) +
Prc T3 VA T BE] Ve T %ac 3EI( o) 16El
ML
24E|
:ﬂ _ﬂM + _|_;%H—Mpl_
(PAB—3EI AB el A VB YT
L L M L
& — (M )= —— (M V4, =—2—
se1 Mo~ (M) v =505
1M L
= == .
Vs 3 El
. |__1MpL2
T2 = Ve 5 =16

Tama on taipuma pisteessd B, kun nivel on juuri syntymaisill&an!

Kuorma-taipuma yhteys:

| El

N 01 ML2"®
0,0486 0,0625 p

Kun taysplastinen momentti pisteessa B saavutetaan, syntyy myos sinne
plastinen nivel ja rakenteesta tulee mekanismi.
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Rajakuorma saadaan selville helpommin tutkimalla momenttikuviota, kun
rakenteesta on tullut mekanismi.

Mekanismi:

M-kuviosta saadaan

M, 1 M,
Mg=—2L+>PL=M, = P,=6—2
2 4 L
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Esimerkki 5.2: Méaéritetdan oheisen palkin plastinen rajakuorma. Palkin
taysplastinen momentti on M .

Talle rakenteelle voimme muodostaa 2 mekanismia. Tutkitaan niita.

Mekanismi 1: Plastinen nivel pisteissd A ja C

Ehdosta M. =M, seuraa

1 1 M,
MCE_gMp—l_gPL:Mp = P]':4T
Taivutusmomentille M saadaan

My
L
P 2

L=2M, (<M,)
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Mekanismi 2: Plastinen nivel pisteissa A ja B

Ehdosta M, =M, seuraa

M
My=—2M +2PL=M, = P,=5-
373 L

Taivutusmomentille M. saadaan

L
1 1~ 4
MC:—gM +§ P2 L:§Mp (>Mp)

Mekanismi 2 ei tule kyseeseen, koska pisteessa C: M. =ﬂ|\/l ,>M ja
3

siita johtuen rikotaan myo6toehtoa [M|< M, .

=

Plastinen rajakuorma:

Mp
Pp:Rl:4T'
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6. Virtuaalisen tyon periaatteen kaytto plastisen rajakuor-
man maarittamisessa

Sen sijaan, ett4d tarkasteltaisiin rakenteen mahdollista rajatilaa
taivutusmomenttipinnan avulla, voidaan lahted liikkeelle mahdollisista
kinemaattisista rajatiloista eli sortumamekanismeista ja paatya niiden
avulla rajakuorman arvioihin. Talloin ajatellaan, ettd mekanismin
liikkuessa vain plastisissa nivelissa tapahtuu liikkeitd, kiertymid, nivelten
valisten kimmoisten palkin osien pysyessa taysin jaykkina. Edell& sanottu
voidaan tdsmallisesti néyttdd toteen. Seuraavassa tarkastellaan seké
sisdista ettd ulkoista virtuaalista tyotd mekanismin pienen liikkeen
tapahtuessa.

6.1 Mekanismin sisainen virtuaalinen tyo

Sortumismekanismin siséinen virtuaalinen tyd tapahtuu sen plastisissa
nivelissd. Osoitetaan, ettd siséinen virtuaalinen (kokonais) ty6 on yleisesti

Wi == M6, (6.1)

ja
VVint :_szi‘e_i‘ | (62)
jos virtuaalisena siirtymatilana on tarkasteltavan sortumismekanismin

siirtymaétila. Naissd kaavoissa summaus kdy yli mekanismin plastisten
nivelten i, M; ja M ovat taivutusmomentti ja taysplastinen momentti

nivelen i kohdalla sekd 6, on virtuaalinen kulmanmuutos nivelessa i.

Sso=— 6i>0 === 4 <0
Kuva 6.1: Kulmanmuutos plastisessa nivelessa
Kulmanmuutoksen ¢; merkkisddntdd on havainnollistettu oheisessa

kuvassa 6.1. Se on siis positiivinen, kun se "venyttdd" katkoviivalla
merKittyd sauvan positiivista pintaa, joka on kuvassa alapinta.
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Kuva 6.2: Siséisen virtuaalisen tyon maarittdminen plastisessa nivelessé

Plastisessa nivelessd i tapahtuva siséinen virtuaalinen ty0 voidaan
maadrittad tarkastelemalla niveltd i siihen liittyvista sauvoista irroitettuna.

Sille patee virtuaalisen tyon periaate: W, =W,,; +W,,; =0, joten
W,,.; =-W.,,,; . Nyt saadaan kuva 6.2 perusteella
Wiy =M, ~M,) =-MF, 63)
missa
6,-3,-0, 64)

missd 6, ja 6, ovat nivelen vasemman- ja oikeanpuoleisen sauvan

Kiertymat. (Sauvat siis otaksuttiin jaykiksi.)

(Plastisessa nivelessa i tapahtuva sisdinen virtuaalinen ty6 voidaan myds
méaarittdd otaksumalla se Ax:n pituiseksi palkin osaksi, ja antamalla Ax:n
lahestya nollaa. Otaksumalla, ettd taivutusmomentti tdmén pienen osan
alueella pysyy vakiona M; = M(x;), saadaan

_ Xj+Ax/2 Xi+Ax/2 M; _ Xi+Ax/2 _
W, =— j M (X)&E(X)d X ~ j M (x)F'(X)dx =M, j g (x)dx
Xi—Ax/2 Xi—Ax/2 Xi—Ax/2

o

10

=M, [0(x, +Ax/2) -8 (x - Ax/2)] = -M,(@, - 8,) =-M G,

8

missd 6,, = 0(x; — Ax/2) on kiertyma palkin osan vasemmassa paassa ja
6, = 0(x; + Ax/2) on kiertyma palkin osan oikeassa paassa. Saatu lauseke
pysyy samana, kun Ax —0.)

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa 11 251



Huomautus: Sauvarakenteiden plastisten menetelmien yhteydessa
(normaalin) kiertymélle ¢(x) (¢ =v’ tekninen taivutusteoria) kdytetdan

aikaisemmasta poiketen merkintéa (x).

Jos virtuaalisena siirtymatilana on tarkasteltavan sortumismekanis-
min siirtymatila, on tilanne kuvan 6.3 mukainen

(a) M =+M_
Mpi (\\\G): /’/D Mpi ] I>0 pl} = V\_/int,i :_Miei =-M piei <0

0,
b M. =-M_ _ _ _
(®) ® _ "= W =-M,0=+M ;6 <0
M pi C’dk\\ M pi (9|
Kuva 6.3: Plastisen nivelen virtuaalisen tyd méarittdminen, kun virtuaali-
nen siirtymétila on rajatilaa vastaava sortumismekanismi.
Todetaan, ettd kummassakin tapauksessa on voimassa

V\_/int,i :_‘Mpigi‘:_lvl pi ‘gl‘ (65)

Nain saatiin sisdisen virtuaalisen tyon kaavat (6.1) ja (6.2) perusteltua.

6.2 Mekanismin ulkoinen virtuaalinen ty6

Sortumismekanismin ulkoiselle virtuaaliselle ty6lle saadaan
W, =D Fd. (6.6)

missa F on ulkoinen (yleistetty) voima ja ¢, sitd vastaava virtuaalinen
(yleistetty) siirtyma.
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6.3 Mekanismin virtuaalisen ty6n yhtalo

Tasapainossa olevalle sortumismekanismille on voimassa virtuaalisen

tyon yhtalo W =W, . +W_ =0 el
_V\_/int :V\_/ext And Z Ivllgl = Z Flé_‘l (67)
ja
_V\_/int :V\_/ext A ZMpI‘H_I‘:ZFIé_‘I (68)

Jalkimmaistd yhtdlod voidaan kayttadd, jos virtuaalinen siirtymétila on
rajatilaa vastaava sortumismekanismi. Tamén yhtalon kayttd helpottaa
laskelmaa siind mielessd, ettd etumerkeistd huolehtiminen jda vahem-
mélle.

6.4 Mekanismin kulmanmuutosten 6, laskeminen

Kulmanmuutokset ¢, voidaan maarittada joko (a) geometrisella tarkastelul-

la tai (b) kéyttden systemaattisempaa tapaa, joka perustuu momentti- ja
kulmanmuutosmenetelmien  yhteydessd  johdettujen  sauvanpdiden
siirtymien ja sauvakiertymadn valisten yhteyksien sek& kinemaattisen
ketjun kayttdon. Seuraavassa esitetddn jalkimmaiseen tapaan liittyvat
kaavat.

Merkitaan tassda mekanismin sauvan i-j kiertymaa ¢,:lla (Tama vastaa

momentti- ja kulmanmuutosmenetelman sauvakiertymad, jolle kaytettiin
merkintdda ;). Sauvojen i-j ja i-k valisen plastisen nivelen i

kulmanmuutokselle 6, saadaan kuvan 6.4 perusteella

0.=0.-0,. (6.9)

Kuva 6.4: Sauvojen i-j ja i-k valisen plastisen nivelen i kulmanmuutok-
sen maarittdminen.
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Tama tulos voidaan laajentaa koskemaan myds plastista nivelta i, joka
liittaa toisiinsa kaksi mekanismin jaykkéé osaa i-j ja i-k.

Nivelmekanismin sauvan tai sen jaykan osan i-j pdiden siirtymien ja
kiertyman véliset kaavat ovat

U; =U; _(yj - yi)eij’

(6.10)
V; =V, + (X — %),
X,U
Jaykka nivel-
m ! mekanismin osa.

Kuva 6.5: Nivelmekanismin sauvan pdiden siirtymien ja kiertyman
positiiviset suunnat

Huomautus: Jatkossa virtuaalista siirtymatilaa kuvaava yléviiva jatetdan

mukavuussyista pois.

Esimerkki 6.1: Méaéritetadan virtuaalisen tyon periaattella oheisen palkin
rajakuorma. Palkin taysplastinen momentti on M .

Kuvaan on merkitty mahdolliset plastisten nivelten paikat 1 2 ja 3.
(Pisteessa 4 liikkuva niveltuki, ts. tavallinen nivel.)
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Mekanismi (a): Plastinen nivel pisteissa 1 ja 3

Kuvan merkinndin saadaan plastisten nivelten virtuaalisille kulmanmuu-

toksille
6,=-0, ,=30,
ja pisteiden 2 ja 3 virtuaalisille pystysiirtymille

v, :%-ezéw, v3=2—3!'-49=%u9.

Siséinen virtuaalinen tyo:
W, =M _|6]+M |6;|=M (6+36)=4M 6
(Kysymyksessa on ko. rajatilaa vastaava sortumismekanismi.)

Ulkoinen virtuaalinen tyo:

W, =Pv, +Pv3=P-%6’+P-§L9=PL9

Virtuaalisen ty0n periaate:

_Wint =W,

ext

M
& 4M0=PLO = P®=4—L
L
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Mekanismi (b): Plastinen nivel pisteissa 1 ja 2

Kuvan merkinndin saadaan plastisten nivelten virtuaalisille kulmanmuu-
toksille

6, =0, 92:29,

ja pisteiden 2 ja 3 virtuaalisille pystysiirtymille

3 3 32 6
Siséinen virtuaalinen ty0:
3 5
Wi =M, [0+ M, [0 = M, (0+20) =M 0

Ulkoinen virtuaalinen tyo:

W, =Pv,+Pv,=P.2L0+P-2L0-1pLo
3 6 2

Virtuaalisen tyon periaate:

M
-W,,, =W, = P =5T"

ext

Mekanismi (a) johtaa pienempdan rajakuormaan. Se on oikea, jos
myotoehtoa |M|< M, ei rikota. Taman vuoksi tarkistetaan mekanismin (a)

taivutusmomentin arvo pisteessd 2. Se voidaan laskea helpoimmin
virtuaalisen tyon yhtéalolla kayttden virtuaalisena siirtymatilana
mekanismia (b). Tassé tapauksessa siis virtuaalinen siirtymétila ei ole
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rajatilaa vastaavan sortumismekanismin (a), joten taytyy kéayttaa
yleisempai kaavaa (6.7). Saadaan

Mekanismi (b):

Sisdinen virtuaalinen tyo:

-W,, =M,0, + M,0, :—Mp(—9)+Mzgé’

Ulkoinen virtuaalinen tyo:

4M, /L

(a) (a) 15@
W, =P, v, + P¥ v, =3 P¥ LO=2M 0
Virtuaalisen tyon periaate:

_Wint =W,

ext

= |\/|2=§|\/|p<|\/|p

Sortumismekanismin (a) M-kuvio:

MydtGehtoa M| < M, ei siis missdan kohdassa rikota, joten

M
—_p@ _
P, =Py =4—2.
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Esimerkki 6.2:  Maaritetddn oheisen palkin tasain jakautunut rajakuor-
ma ¢, . Palkin taysplastinen momentti on M.

q

Nivelten kulmanmuutokset:

0,--0, 6,-——0

1-¢

Virtuaalisen ty0 periaate:

1 2—
W, =M, 6, [+M|6,]=M (0 +——0) = fmpe
1-¢ = 1-¢

W, = géL -%§L9+ ql-&)L %fLQ =%q§L29

1

W =W, = 27y .0 ziquze

ext 1_5
2-¢ ﬂ
§L-¢) L

= (=2

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa 11 258



Minimoidaan Q:

dg _,—€+&°-(2-HA-2)M, & +4L-2M,

d& E1-¢&) R (S
(+)
= £1-4£+2=0 = £=2-2~0,586

Plastinen rajakuorma:

_ M M M
0 - 22442 ) _ 2.2 » <1166M:

=2 2(2—&)(1—2+J§) L @2-v2)2-1) L ik

Varmistetaan lopuksi, ettd myo6toehto [M |< M toteutuu:

Asia varmistuu, jos piste 2 on M:n maksimikohta. Sen tulisi siten olla
M:n derivaatan nollakohta ja my6s leikkausvoiman Q nollakohta. Maari-
tetadn leikkausvoima pisteesséd 2. Se saadaan kirjoittamalla palkin osan
1-2 momenttitasapainoyhtél6 pisteen 1 suhteen:

b
Q,

_a2 M,
9Q2-V2L=F=

M, +M, - 22 Mp-z_ﬁL—Qz-(z—\/E)bo

PJ2-1 L 2

= Q,=0.

Huomautus: Mekanismin yhteen jdykkddn sauvaan kohdistuvan
jakautuneen kuorman tekema virtuaalinen ty® saadaan korvaamalla se
vaikutussuorallaan vaikuttavalla resultantilla ja laskemalla sen suorittama
virtuaalinen ty6. Nain meneteltiin ylla. Jos kuorma on tasan jakautu-

nut, voidaan myos kayttad kaavaa: W, =QA,, missa g on kuorman
intensiteetti ja A, on se pinta-ala, jonka jaa alkuperdinen ja siirtyneen
mekanismin véliin kuorman alapuolelle. Tarkasteltavan esimerkin tapa-
uksessa saataisiin nain W, =q-1/2-L-£LO =1/2g&£L%0 . Siis sama tulos.
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7. Mekanismimenetelma eli kinemaattinen menetelma
7.1 Rajakuorman maarittdminen

Tarkastellaan kehdrakennetta annetun, vain yhdestd parametrista
riippuvan  kuormituksen alaisena. Tunnetulle rakenteelle ja
kuormitukselle plastisia nivelid voi muodostua tietty maara:
taivutusmomenttipinnan maksimi- ja minimikohtiin sek& sauvojen péihin.
Toisaalta mekanismin syntymistd varten tarvitaan tietty méaara nivelia.
Voidaan ndyttda, ettd rakenteella on tietty mé&ara riippumattomia
perusmekanismeja (yhden parametrin kinemaattisia ketjuja) ja etta
jokainen mahdollinen mekanismi voidaan lausua perusmekanismien
lineaarisena  kombinaationa. Todellinen  sortumismekanismi  on
sellainen perusmekanismien yhdistelmé, joka antaa pienimman plastisen
rajakuorman arvon. Laskelmissa on mukava kayttadd virtuaalisen tyon
periaatetta. Kaytannossa riittdd tutkia “todennakdisimmat” mekanismit.
Lopuksi suoritetaan myotoehdon |M|< M, tarkistus: Jos mekanismia

vastaa taivutusmomenttijakauma, joka ei riko myotdehtoa [M|< M, on
|6ydetty todellinen rajakuorma.

7.2 Rajamitoitus

Jos lahdetddn liikkeelle annetusta kuormasta ja pyritddn mitoittamaan
rakenne niin, ettd se kestdd annetun kuorman, puhutaan rajamitoituk-
sesta. Talloin mekanismimenetelméssa etsitddn mekanismi, joka antaa
suurimman M, :narvon.

7.3 Perusmekanismit
Perusmekanismien lukumaara p voidaan maarittda kaavasta

p=m-n (6.11)

S
misséd m on niiden pisteiden lukumaaréa, joihin plastinen nivel voi synty4,
ja n, on staattisen maarddmattomyyden kertaluku.  (Pisteet, joissa
plastinen nivel voi syntyd, ovat pisteitd, joissa taivutusmomentilla on
aariarvo.) Kaavan selitys on seuraava: n, Kkertaa staattisesti maaréa-
méattdman rakenteen muuttamiseksi staattisesti maaratyksi tarvitaan ng

niveltd. Sen jdlkeen tarvitaan vield yksi nivel yhden vapausasteen
mekanismin aikaansaamiseksi. Sen sijoittamiseksi on jaljella tdsmaélleen
m-n, mahdollista nivelen kohtaa.
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Esimerkki 7.1: Perusmekanismien lukumaaran maarittaminen

(a) l
2 4 ® n”‘i%
p=3
Z 6
%
b)
m==6
% l l l l r% n =2
1 2 3 5 g7 p=4
(c) l
4 115 T m=9
2 3 s 7 ] n =4
p=5
—, 1s
G

Huomautus: Tapauksen b) pakin tuenta tdsmallisemmin piirrettyna:

g 1111l »
A1 2 3 4 5 6%

Staattisen maardamattomyyden kertaluvun kaavasta saadaan nyt

ng=t+3r-c-3=5+3-0-0-3=2
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Tyypillisid perusmekanismeja on kolmea tyyppia: (a) palkkimekanismi,
(b) sivusiirtymamekanismi ja (c) nurkkamekanismi. Niita esittdd kuva
7.1. Puhtaana télliset mekanismit esiintyvét kehissd, joissa on vain vaaka-
ja pystysuoria sauvoja. Kehissd, joissa on my6s vinoja sauvoja, joidenkin
perusmekanismien kinematiikka tulee usein monimutkaisemmaksi.

(a) Palkkimekanismi

o~ —"

7
% %
(b) Sivusiirtymamekanimi
7
7 7
(c) Nurkkamekanismi
7

V. Z

Kuva 7.1: Tyypilliset perusmekanismit

Kuvissa nivelet on merkitty &arellisen etdisyyden pééhan nurkista, jotta
kavisi ilmi, mink& sauvan pédéassa ko. nivel on. Todellisuudessa nivelet
ovat sauvojen ja nurkkien yhtymékohdissa. Nurkkamekanismi on
mekanismien ydistelyssa kdytettdva apumekanismi, joka ei tule kysymyk-
seen erillisend mekanismina. Se on kooltaan &arettdoman pieni.

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa 11 262



Perusmekanismien yhdistely tapahtuu muodostamalla sellaisia
perusmekanismien lineaarisia yhdistelmi, jotka antavat mahdollisimman
pienen rajakuorman arvon (tai rajamitoituksessa mahdollisimman suuren
taysplastisen momentin arvon). Téllaisessa yhdistelmamekanismissa tulisi
ulkoisen virtuaalisen tyon suhteessa siséiseen virtuaaliseen ty6hon olla
mahdollisimman suuri. Tdma saadaan aikaan konstruoimalla yhdistelmé-
mekanismi siten, ettd sen nivelten lukumaara perusmekanismeihin
nédhden ei kasva ja sen liike ulkoisten kuormien kohdalla tapahtuu
(mahdollisimman hyvin) niiden suuntaan.

Mekanismien yhdistely on mukava tehdd taulukkomuodossa. On myos
hyva piirtdd kuvia mahdollisista yhdistelmamekanismista. Niiden perus-
teella voi jo etukéteen hylatd epatodennékoiset vaihtoehdot.
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Esimerkki 7.2: Maarita oheisen kehan rajakuorma P, .

1,25P

|
|
M, =210kNm}| | 3m
|
|

|
|
|
|
|
5m } M, = 210kNm
|
|
|
|
|

6m

Nivelten paikat ja perusmekanismien lukumaara:

12 T |
| |
| |
| |
: S
)
-
__
. 6m

p=m-n=5-3=2

S
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Mekanismi (a): Palkkimekanismi

1,25P

vV, =4m-6

2
/ R — W
3

—l
—l
—

T

M, =390kNm ~ 3
M, =210kNm

1

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
L

7
7 4dm 6m

Mekanismin siirtymatilaa kuvaavaksi parametriksi otetaan sauvan 2 -3
kaltevuuskulma €. Geometrisella tarkastelulla saadaan helposti kuvassa
esitetyt kulmat ja nivelen 3 pystysiirtyma v, parametrin 6 avulla lausut-

tuna.
Nivelten kulmanmuutokset;

6,=0, 6,=—6, @:29, a:-%e, 6, =0.

Virtuaalisen tyon periaate:
Wi = D M [0 =M, |0,] + M [6:]+ M, |6

=210kNm - & + 390kNm -20 +210kNm -%6’ =1000kNm - &

W, =1,25P v, =1,25P-4m-0 =5m- Pd

W, =W, < 1000kNm-@=5m-P@

ext

= P® =200kN
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Mekanismi (b): Sivusiirtymamekanismi

Mekanismin siirtymétilaa kuvaavaksi parametriksi otetaan sauvan 1-2
kaltevuuskulma 6.

Nivelten kulmanmuutokset;

6,=-0, 6,=0, 6,=0, 94:—29, 95:%9.

Virtuaalisen tyon periaate:

W =D M [6]=M |6+ M, |0, + M, |6,[+ M |6
=210kNm-¢9+210kNm-¢9+210kNm-§9+210kNm-29

=1120kNm- &
W, =P-u,=P-5m-0=5m-Po

W, =W, < 1120kNm-6=5m-P@

ext

= P =224kN
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Mekanismien yhdistely:

Mekanismi | 6, | 6, |6,| 6, | 6 Wi W, P,
() 0| -0 5,12, 0O [1000kNm-@ | 5m-Pé& | 200kN
3 |3
(b) -6 6 |0 541 3y 1120kNm-@ | 5m-Pé& | 224kN
3 |3
(©=(@+0) |-¢| O S04l 5y 1700kNm -6 {10m- P& | 170kN
3 13 |3
0 1168kNm-¢ | 3m-Pé |389,3kN
(d)=(a)—§(b) %9 —%9 %9 —%9

Yhdistelmamekanismien nivelten kulmanmuutokset saadaan laskemalla
perusmekanismien nivelten kulmanmuutosten ao. lineaarikombinaatiot.
Yhdistelmamekanismi (c) saatiin havittaméalld nivel 2 ja yhdistelmé-
mekanismi (d) havittdmélla nivel 4. Yhdistelmamekanismien siséiset
virtuaaliset tyot lasketaan tavanomaiseen tapaan:

Mekanismi (c):
Wint :ZM pi “9.‘
5 7 5

=210kNm - & + 390kNm -59 +210kNm -59 + 210kNm -549

=1700kNm - &

Mekanismi (d):
Wint :ZM pi “9.‘
7 5 2

=210kNm -%«9 + 210kNm EH +390kNm -§6? +210kNm -§9

=1168kNm -4
Yhdistelmdmekanismien ulkoiset virtuaaliset ty6t saadaan laskemalla
perusmekanismien virtuaalisten toiden ao. lineaarikombinaatiot. Yhdis-
telméamekanismien rajakuormat saadaan lopulta ratkaisemalla ao.
virtuaalisen tyon yhtélot. Tulokset on merkitty taulukkoon.

Nahdaan, etta mekanismi (c) antaa pienimman rajakuorman P, =170kN.
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Oheisiin kuviin on piirretty mekanismit (c) ja (d):

Mekanismi (c):

_

Kuvan perusteella mekanismi (d) on aika epatodenndkdinen sortumis-
mekanismi, koska vaakavoima P ja nivelen 2 siirtymd ovat
vastakkaissuuntaisia. Ulkoinen virtuaalinen tyd suhteessa sisdiseen

ty6hon jé& tassa tapauksessa pieneksi ja saatu P{” on siten suuri (vrt.

taulukko). Hahmottelemalla mekanismit (c) ja (d) etukéteen, olisi
mekanismi (d) voitu jattaa tarkastelusta pois.
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Myo6tdehdon tarkistus:

Tarkistetaan lopuksi, ettei myd&toehtoa \M\g M, rikota kehan missaan

pisteessd. Riittdd, kun tutkitaan pisteet 1,...,5. Nivelissa 1, 3, 4 ja 5 patee
IM;|=M;, joten myodtoehtoa ei rikota. Myodtoehdon tarkistamiseksi

pisteessd 2 joudutaan ensin méérittdmaan ko. taivutusmomentin arvo.
Virtuaalisen tyon periaate:

Sortumismekanismi (c); virtuaalinen siirtymétila mekanismi (a).

—Wim=ZMi¢9i:M191+M292+M393+M4«94+ - O

— M, (~6) +390kNm -29— 210kNm - (-%9) _ (-M, + 790kNm) &

W, =1,25P{ v, =1,25-170kN - 4m - 6 =850kNm - &

_Wint =W,

ext

& M, =-60kNm

Nyt nahdaan, ettd [M,|=60kNm<210kNm=M,, joten myétoehtoa ei
rikottu.

Piirretddn lopuksi sortumismekanismin (c) taivutusmomenttikuvio:

—210kNm

2N\, 13 4 /
I
I

—60kNm

|
210kNm 7

390kNm

|

1
[
—210kNm 77/
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Esimerkki 7.3: Oheisen kehan taysplastinen momentti on M. Kuinka
suuren kuorman P rakenne kestaa.

q=27

L
A N

L 77
|
————— % |
T
Nivelten paikat ja perusmekanismien lukumaara: ,P
q: _
L
p=m-n=5-3=2 P
2 3 4 IL
| |
| S5 | _2
L : 7
i L |
! |
Mekanismi (a): Sivusiirtymamekanismi. ,P
A
6, =-0
0,=+6
6,=0
0, =-260
6, =+260

_Wint =M p(‘gl‘—l_‘eZ‘ +‘03‘+ ‘94‘+‘05‘)
=M (0 +0+20+20)=6M 0

W, =P-0L=PLO

(a) M p
Wext = _Wint = PLO=6M p0 = P¥= GT
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Mekanismi (b)

: Palkkimekanismi.

W, =M p(‘91‘+‘92‘ +‘93‘ +‘94‘+ ‘95‘)

:Mp(¢9+1_

N

ext

P
L

W, = A, :a-%-L-fLeszLe

1

2

0+ o 0) =
4

1-¢

Symmetrian takia £ =1/2:

Wext =-W

int

=

Mekanismien yhdistely:

1-¢

M

0

p

p

(b) M
PLO=4M 6 = P® —g—*
2 L

Mekanismi| 6, | 6, | 6, 0, 0, Wi, Weui
(a) -0|+0| o 20 | +20 6M 6 PLO
) P&LO
O [ol-0[ 1,1 ¢ 00 2y,| P
1—¢ | 1-¢ 1-¢
= -0 - 20 - 1 PLO
(€)=(a)+(b) 0 1,1 2=¢,|%20,3-2¢, 5/ 1+2)
1-& | 1-¢ 1-¢ °

Huomautus: Mekanismi (c) saatiin havittamalla nivel 2.
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Mekanismi (c):

1 2—
_Wint:Mp(‘91‘+“92‘+“93‘+“94‘+“95‘):Mp(6’+ 0+ §9+2¢9)
1-¢ 1-¢
—237% Mg
W, = PLO + PELO = (1+ E)PLO
Wext:_Wint
— M
= @roPLA=22"% g P32 M
1-¢ 1-£% L
Minimointi:
d_P —2(1 é‘) (-28)(3- 2§)|\/| 2—2+6§—2§2Mp_0
dé 1-&%)° L - L
+ _
= £2-36+1=0 = §1Z=§i 2_1:3_\/5 = 5:3 \/gz0,381
2 4 2 2
3-2.— % 3-45
— M M M M
Pp:23 25 p_2 p_ 8\/g pz5,236—p
1-&° L 3 6/5-10 L L
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Taivutusmomentin tarkistus pisteessa 2:

Otetaan virtuaaliseksi siirtymatilaksi mekanismi (a), jolloin saadaan

My _g +0  Mp o My o9 My o9
—— e e e I et L)

W, =M, 0, +M,0,+M,0,+ M, 0, + M, 6,
=|\/|p9+|\/|249+2|\/|p9+2|\/|p¢9
=(|\/|2+5|\/|p)9

M
W,,, =P, -0L =536~ 2L =5,236M ,0

W, =W, = (M,+5M,)0=5236M 0

= M, =(5236-5M,=0,236M , <M.

Sortumismekanismin (c) M-kuvio:

-M

p

A
14
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Esimerkki 7.4: Maérit4 oheisen tasajaykan kehén taysplastisen momen-
tin M, arvo siten, ettd keha kantaa siihen kohdistuvan kuormituksen.
F

=2—
d L

IR R RN N NEY!

7 7
L/2 L L2

Nivelten paikat ja perusmekanismien lukumaara:

IR NN RN NN
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Mekanismi (a): Palkkimekanismi
F
-2
a L

TN RN
7~SLY feLo ¥

S 9
1-¢

Nivelten kulmanmuutokset:
0.=0, 0,=-0, ,=——
1 2 3 1_5 l_g

Virtuaalisen tyon periaate:

_Wint:ZMpi‘ei‘:Mp(‘92‘+‘93‘+‘84‘):MP(0+1_§ 1-¢& 1-¢& P

N

F
L

Wy =q- A, = -5+ L-ELO=EFLO

N |-

2 1
Wi =Wy, = MO =(FLO = M, =2 FLE(-¢)

Taysplastisen momentin suurin arvo:
dM
= 5" :%(1—25) =0 = g:%; M :%:0,125&

(Olisi voitu myos paatelld suoraan symmetrian perusteella, ettd £=1/2.)
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Mekanismi (b): Sivusiirtymamekanismi

gL =2F

L/2 L L2 |J

Nivelten kulmanmuutokset ja pisteiden 2 ja 4 siirtymat: Otetaan 6, =6,
muodostetaan kinemaattinen ketju ja huomioidaan tukiehdot:

0
u, -y, :_(_L—@)fé; = U, :L—\/é‘g
. 2 2
Vili 1-2: . )
-~ L= L
v2—vl=54912 = v2=549
u,-u,=0 :>u4:L—\/§<9
Vili 2-4: L2
v,-V,=L6, = v4:56’+ Lo,
u5_u4:_|——\/§‘945 5:L\/§9_L\/§945:0
1 ) 2 2 2
Vili 4-5: L L L
V5—V4:E€45 f— VSZEQ'F L924 +EH45:0
0-60,=0 0,.=0
— 45 — 45
6+20,+6,=0 6,, =—0
L L3 L,

= 912 2(9, 9242—0, 94529; V2 :EH’ u4270’ V4:_E
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O =-0,=-0

0, =0, —0,, =20
0, =0, — 045 = =20
05 =045 =0

Virtuaalisen tyon periaate:

Wiy = 2 M [0] =M, (0] +]6,]+ |0,] +]65) = M, (6 + 20 + 20 + 0) = 6M ,0
L L

L
Yoy Fou,=2F .2 L*/— _§FL9

Wext -
2

V3 V3

Wiy =W, &> M 0=—-FLO = Mgb):EFLzo,1443FL

ext

Mekanismien yhdistely:

Meka' 01 92 93 04 05 _Wint WGXt
nismi
@ [0 ol Ly € Jol 2y, [ &0
1-& | 1-¢ 1-¢&
_ _ 6M
() [-ol26] 0 20 |0 20 ?Fw
c) |[-0|0]| 2 2 |,3-¢
(©) EH_EH ZEMpH (2§+§)FLH
—£0 _ 0|25 +4)M 0
(d) |-¢6|20| 26| o |£6|@2&+HM, 5(2§+§_2)FL9

Huom! (c) =2(a) +(b) ja (d)=-2(1-&)(a) + &(b)

Mekanismi (c) saatiin havittaméall& nivel 2 ja mekanismi (d) saatiin
havittdmalla nivel 4.

Piirretd&n yhdistelmamekanismit:
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Mekanismi (c):

Mekanismi (d):

7

Hylatddn mekanismi (d) kuvan perusteella ja jatketaan meknismin (c)
kasittelya.

Virtuaalisen tyon periaate:

W, =W, < ZﬁMpez(ngrﬁ)FLe = M, = FL (3+45)(1-9)
1-¢ 2 4 3-¢&

Maksimoidaan M :

dM, _4£°-24£+12-24/3 _ 3

. 0 = &£=3-,/6+-—~0,380
dg (3-5) 2

= MY =(5+%\/§—x/24+2\/§)FL ~0,192FL.

Havaitaan, ettd mekanismi (c) antaa suurimman tdysplastisen momnetin
arvon. Se on sortumismekanismi, jos my6toehtoa ei rikota.
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Myotdehdon [M|< M tarkistus:

Méaédritetddn mekanismin (c) taivutusmomentin arvo nurkassa 2. Virtuaali-
sena siirtymatilana on mekanismi (b).

W, =M, 6, +M.,6, + M.,6, + M0,
:—Mp(—9)+ M, -20—Mp(—29)+ Mp9=4Mp9+2M29

Vv, +V, L3 J3

W, =2F ==t + Fu, =2F -0+ F—H_—FLH

=W, =M, =""FL-2M,=0,255 M, <M,

Myotoehtoa |M |< M | ei rikota!

- Tarvittava taysplastisen momentin arvo on siis M, =M §f> =0,192FL.

Sortumismekanismin M-Kkuvio:
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