Osa I: Sauvarakenteiden kimmoiset menetelmaéat

2. Yksikkdvoimamanetelma
Tehtava 2.1:

Oheisen ohutuumaisen I-palkin korkeus vaihtelee lineaarisesti kaavan
X
() =h(2=1).

mukaisesti, missd h, on palkin korkeus sen oikeassa péaassa B. Jos laippojen

jayhyysmomentti oman pintakeskidakselinsa suhteen ja uuman jayhyysmomentti jatetdén
pienind suureina huomioonottamatta, poikkileikkauksen jayhyysmomentti on likimain

| ~2-bt- [h(x)] _bth (2- )2=I0(2—E)2,

missd 1, =bth’ /2 on sen arvo palkin oikeassa padssa B. Maaritd palkin oikean pian B

kiertymd, (a) kun palkkia kuormittaa tasainen kuorma q ja (b) kun palkin alalaippa saa
vakiosuuruisen lampétilan muutoksen T ja yldlaipan lamp6tila ei muutu. Palkin

kimmomoduuli on E ja pituuden lampotilakerroin on a4 . Suorita integroinnit Simpsonin
kaavalla neljaa jakovalida (n=4) kayttden. Méaaritd lisaksi (b) kohdan tulos suorittamalla
integrointi analyyttisesti ja maarita Simpsonin kaavalla laskemasi tuloksen virheprosentti.

— > a a-a:
q
—/—
Aty vy gy 5
2hy, 41, Mo, g h(x)
T
—> a W;”/ﬁ v
&z b
L e—— 5|
| |
—> X

Ohje: Analyyttisessé integroinnissa voit kdyttad seuraavaa kaavaa.

| X =5—£2|n(ax+b).
ax+b a a
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Ratkaisu:

a) Kiertyma tasaisesta kuormasta.

Y ksikkovoimamenetelma:
L
MM (9

,_; LM
= [MEOM () MOOM(X) o 00 =
5 EI(x) 5 El(x)
Ulkoinen kuorma: Yksikkémomentti Mg =1:
q I\WB :1
Y Yy A Yy A/ A 4 Yy A/ \ 4 y 2
S . o 2 L R
I . I I N I
M —kuvio M —kuvio
1 1
—qL
8q
q 2 X
M (X) =—=(Lx—x"), M (X) =—
(x) =2 ) (x)=1
Merkitaan

(x) = MOOM() _ g LX*-x°
El(x)  EIL 2(2_%)2

ja kéytetddn Simpsonin kaavassa neljaé jakovalid, jolloin

L
= [F(x)dx= %(F0 +4F, +2F, +4F, +F,),

missd F =F(x), X =iAx, (i=0,---,4).
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Suoritetaan laskelmat oheisen taulukon muodossa:

i X Kerroin Ely
L qL®
0 0 1 0
1 0.25 4 0.007653
2 0.5 2 0.027777
3 0.75 4 0.045000
4 1 1 0
L qL? qL®
@y =————(0+4-0.007653+2-0.027777 + 4-0.045000 + 0) = 0.02218 —.
3-4 El, El,

b) Kiertyma lampdtilan muutoksesta.

Yksikkévoimamenetelma:
L —_—
P = [ M ()5 (x)dx,
0

missé alkuk&yristym& on

o AT o T
h(x) o X .
2=

Ko(x) =
Merkitaén

F () =M () =Xt o1l X

X

L Xy hL ., X'
hy(2—— 0= 2-——
0(2-1) i

Simpson:

L
00 = [F()dx~ %(F0 +4F, +2F, +4F, +F,).
0

Taulukko:

i X Kerroin h, E
L o, T '

0 0 1 0

1 0.25 4 0.142857

2 0.5 2 0.333333

3 0.75 4 0.6

4 1 1 1
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Oy = 3—"40;—T (0+4-0.142857 +2-0.333333+4-0.6+1) = 0.38651aThTL .
’ 0 0

b)-kohdan kiertyma analyyttisesti:

_ 'T F (x)dx = arT 'T X dx = arT I|_[—LX—2L2 In(2—1)]
e 0 ol 5o X Mol 0 .
L
0
=TT [12 207 () + 212 In(2)] = [21n(2) -0 U = 0.38620 %1

Simpsonin kaavalla lasketun tuloksen virheprosentti:

, _ 038651038629
0.38629

-100% = 0.057%.
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Tehtava 2.2:

Oheista puoliympyrédn muotoista kaarta kuormittaa pistekuorma P sen lakipisteessa B ja
kaaren taivutusjaykkyys on EI. Madritda yksikkdvoimamenetelmélla tukipisteen C
vaakasiirtymé, kun kaari otaksutaan aksiaalisesti jaykaksi (EA=).

Ratkaisut:

Virtuaalinen taivutusmomentti M :

Todellinen taivutusmomentti M :
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Vali AB:

p Pa
X) M ~Zall-cos) =0 = M =—2(1-cos¢)

p a(l—-cosg)
2
Vali BC:

P
X) —M +—a[l-cos(r—¢)]=0 = M =
INF¢ > 2

M —%(H CoS @)

a[1—cos(180° —¢)] P
2

Y ksikkOvoimamenetelma:

1 _
EZ&C:INIIEI J'—ds_— MM ds

0

Vaihdetaan integrointimuuttujaksi ¢. Jos koordinaattia s mitataan pisteestd A lahtien
saadaan s=ag¢, ds=ad¢ ja ¢=s/a. Saadaan

5, =iTMMad¢=%TMMd¢
712

—[j asing- —(1 cos@)d¢ + j asing- —(1+cos¢)d¢]

zl2

2EI [j (sm¢——sm 2¢)d¢+ﬂj/‘2(sm¢+ =sin 2¢)d¢]
_Pa 3[”|/2( CoSgp+— c032¢)+

Pa3

2El
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3 Yleinen voimamenetelma
Tehtéava 3.1:
Oheisen ristikon kaikkien sauvojen aksiaalijaykkyys EA on vakio. Maarité sauvavoimat.

18kN

11,25kN

Ratkaisu:

Staattisesti maaratty perusmuoto:

18k

4,5
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Sauvavoimat ulkoisesti kuormasta:

Tukireaktiot: 18k

4,5

— BY +11,25kN=0 = B{ =-11,25kN
B) C-4,5m~11,25-4,5m ~18kN-4,5m=0 = C{ =29, 25kN
) -BY-4,5m-11,25-4,5m=0 = BY = ~11,25kN

Sauvavoimat nivelmenetelmalla:

T Sl =0 = 5% =0 Sko
AD - AD —
2
\/7 1 0 D
> —-82 _8° — _0 = S° =0 SCDA
CD AD\/§ CcD 0
SAC
T 8% +29,25kN =0 = SJ. =—29,25kN . C
— -S% =0 =8 =0 %
29, 25kN
1 18k
T —SE\B—2+11,25kN:O = §°% =11,25kN /2 =15,91kN lN
1 11,25k A
— -8% ———S% —18kN=0 = S°. =-6,75kN N l
V2 o0
AB 0
Sac
11,25-/2kN
1
T 11,252 — -11,25kN =0 = 0=0, OK
NG 11,25kN
N 11,25ﬁ-i—11,25kN=0 = 0=0, OK
\/E 11, 25kN
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Sauvavoimat kuormasta X, =1:

Tukireaktiot:

4,5

— B;=0
B) Cl-45m+.9m=0 = C!=-2
©) -B}-4,5m+-45m=0 = B! =1

Sauvavoimat nivelmenetelmalla:

T Sh-=+1=0 = Sk, =—/2

1
"2
1 11 1 St o
- —SCD—SADE:OSSCDzl cD
1

Sc
T S.-2=0=S..=2
- -Sl.+1=0 = Sl =1 ! c 1
BC

—> —SiBﬁ—\/E E—O = SiB __\/E B Si\C
. V2
0 1—\/5‘—2=0:sozo, OK .
B
1
— 1-42.——=0 = 0=0, OK
J2 1
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Staattisesti madraaméatodn suure:

Sauva | L [m] | S®[kN] | S* | S°S'L [kNm]| (SY)’L [m]
AB | 45/2m | 11,252 | /2 -143,19 12,73
AC 4,5m -29,25 2 -263,25 18
AD | 45/2m 0 2 0 12,73
BC 4,5m 0 1 0 4,5
CD 4,5m 0 1 0 4,5
> —406, 44 52,46

0l _
5 = S°S'L _ 1 §rgogy _ —406,44Nm
EA EA EA
(S )2 _52,46m
8= Z( 'L
S, +0,X, =0 = X, = 00 _TA0644 7,748kN
Oy 52,46 E—
Sauvavoimat:
Sauva | S°[kN] | S' | S=S°+S'X, [KN]
AB | 11,252 | -2 4,95
AC | -29,25 2 -13,75
AD 0 2 -10,96
BC 0 1 7,75
CD 0 1 7,75
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Tehtava 3.2:

Maarita yleiselld voimamenetelmélld oheisen tasajaykan tasokehan taivutusmomentti-kuvio.
Sauvojen taivutusjaykkyys on El ja ne ovat aksiaalisesti jaykkid (EA = ).

a
q
2 2
7/
| a | 2 |
|
Ratkaisu:
SMPM:
q
M
a
a | 2 |
M, -kuvio: |
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M, -kuvio:

M, -kuvio:

1 11 1 1qga*
Spp=— ds=—->a-a-(--ga’)=—=—
10E|I1° g2 =5

1 11 1 1ga*
Op=—|M,Mds=—->-a-a-(-=ga’)=-=—
2 Eljz" El (2q) 6 El

3
511 i M12d5=i'1 a azzl.a_
El El 3 3 El
1 11 1a°
8y =0y = IleMzds Srpaaass
3
5, =L (meds= L (aar s 235 ooy _6+VB @
El El 3 2 6 El
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Yhtéloryhma ja ratkaisu:

1 1 1
—X;+=X,==-0a
{511X1+512x2:_510 3 ' 2 2 8q
=
O Xy +0, X, ==08y lxl N 6+6\/§ X, =£qa

X, +3X, = qa 2 3 HXl} 3
= 4 = 75 =<4rQa
3X, +(6+5)X, =qa > &+V® 1

N {xl} 1 {6+\/§ 3] % qa = 1 Z(Z’L*/g) {0,4252qa}
1

= a:
X,] 3+25] -3 2 3+25 1 (%7 20,03350a

M-kuvio:

-0,1083¢a’

’~0,0335qa*

0,0541qa’
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Tehtava 3.3:

Maarita yleisella voimamenetelmélld ja piirrd oheisen tasokehé&n vakiosuuruisesta lampotilan
muutoksesta T aiheutuvat normaalivoima- ja taivutusmomenttikuviot. Sauvat ovat
aksiaalisesti jaykkia ( EA = o) seké niiden taivutusjaykkyys El ja pituuden lampétilakerroin
o, ovat vakioita.

|
I
I
I
I
|
|
|
|
miff
|

| |
| L
| |
I
| |
' :
A : N
,-"')2 a |
| |
- |
Ratkaisu:
SMPM: M, -kuvio:
B B
E——— m———
| 1 | 0 |
! X1 ! |
| | | I
: - o -
|
| | | |
I | | :
I ! | |
| A | Al _:
___________ . S N
% a i 72 a |
. | . !
M, -kuvio: N, -kuvio:
B B
—— I——— F.F___.I———
§e : . |
+a I | |
| : | :
|
D] +a o |a (D] +1 L@
| | | |
| | ' |
| | | |
All ! A
— gy e 2
7 a | W a |
! | , |

SMPM:n siirtymét:
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10‘T

04N, 2, )dx =, T jldx o Ta

ZJ(

sauvat o

EM?2 1 4613
o, = 1dx_—aa+ a-a’)=——
" S;Vm;[EI ( 3 )= 3El

Lampétilan muutos T \||

A

NZD
R

i
Yhtalo ja ratkaisu:
0,=06,,+0,X,=0
oo oyTa  3ElgT
5, 49a® 4 a
3 El

Normaalivoima- ja taivutusmomenttikuviot:

N(X) = Ny () + XN (X) = — 3E'“T N, (%)
M (X) = M, (X) + X, M, (X) = —% E':?T M, (X)
M-kuvio: N-kuvio:
3EleT
4 a

3Ela. T
el ©
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Tehtava 3.4:

Maarita yleiselld voimamenetelméll& oheisen tasajaykan tasokehan taivutusmomentti-kuvio.
Sauvojen taivutusjaykkyys on El ja ne ovat aksiaalisesti jaykkid (EA = ).

Ratkaisu:

SMPM:

M, -kuvio:

-3Pa

M, -kuvio:

M, -kuvio:

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, esimerkkikokoelma 18



+4a

SMPM:n siirtymat:

MM, 15 a 145
510_I?d {— S a-3Pat 2 (-Pa)]- o+ Tma(-Pa)- (2 —+a)}
8 EI’
(MM, 11 V5
520_j?d = EI{6 S [(-3Pa) (2 4a+3a) + (-Pa)-(4a+2-3a)] +
WL J5 175 Pa’®
6 Ta( Pa)-(2-3a+2a)}= 1 B
M7 245 a*
5“_J.Ed (— afa+— ay5-a?) =2 3 B
Mle 115 2a).a4 L.av5-a.2a] = 205 &
512=521=_[?ds_E| [6 a5 (4a+2-2a) a+3 av5-a 2a] 25 i

3
5, =jﬂd =—[— aﬁ.[(4a)2+4a.2a+(2a)2].a+%.aﬁ.(za)z]:%\E%.
Yhté&léryhma ja ratkaisu:

2\/— 3\/_ 9
L+ 235X, = 2X. +6X, =—P
o X +0,X, ==0), ! 28

521X1 + 522X2 = _520

}: 51
25X, 32fx 17\/_ 6X1+32X2= P

2 671(X,) P[9 X, 1 [32 -6]p[9 P (-324) _
= == = e r— - =— ,Tai
6 32| X,] 8102 X, 2-32-6°|-6 2 |8 |102] 28-8| 150

81 75

X,=——P, X, =——=P,
56 112

Taivutusmometin arvoja:
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M =M, +M,X, +M,X,

M, = _3pa+o.(_§P)+4a.£P S Pa~-0,321Pa,
56 112 28

8pyi3a- 2 p-8 paro 286Pa,
56 112" 28

M, =—Pa+2.
2

M, =0+a-(—§P)+2a-£P:—iz—0,107Pa.
56 112 28

M-kuvio:

-0,107Pa

-0,321Pa

N
+0,286Pa i
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Tehtava 3.5:

Ohesta tasokehd& kuormittaa kuvan (vaakatason pituutta kohti) tasan jakautunut lumikuorma
go. Maarita yleisella voimamenetelmalla kehan taivutusmomenttikuvio. Sauvat otaksutaan

aksiaalisesti jaykiksi (EA = o) ja niiden taivutusjaykkyys on EI.

Jo
VY Y YV Y YYYYYYY

Ratkaisu:
(a) ]
0
SMPM: Y Y Y Y Y Y Y Y Yy Yy
Mg -kuvio: N
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M -kuvio:

A
a5 a A -
a
a
\
P B
C v
7
Mz—kuvio: \
SMPM:n siirtymét:
M, M 1 a5 1 J5 goa?
Sip =[O dx=—"".a.(-=qpa’) = —— 0=
10JEl EI3(qO)6EI
M, M 4
520:J élodx_%i 2a-[-2qya° +2(——q0a )= 5 d2
Ml 1 a5 2422 \/§+1a
o)1 = _[ dX = —(—— —a%)= —
TR R 3 El
MM 3
§1zzjl—zdxziﬁa.2a=£a_
El El 6 3 El
L
22 =) gl El 3 El
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Yhté&loryhma ja ratkaisu:

_£ﬁ+\/§+la_3x +\/§ a3

~—Z_X,=0
{515510+511X1+512X2=0 _ | 6 E 3 Bl 3 EIT?
Oy = Oog + Op X1 + 09y X5 =0 4 3 3
2 =020 TO21 A1 T 02272 _\/g%a +£a—xl+4\/ga—X2=O
El 3 El 3 El
J5
1 X{=— goa = —0,2088q,a
41+ -—=)Xy +4X, =2qpa S N R R
J5 =
X1 +4X, =30pa X, = 5‘/§+6q0az 0,8022¢,a
65 +8 —

Taivutusmomentit pisteissa A, B ja D:

M-kuvio: -0, 2088qoa2

~0,2088¢,a*
~0,3956qya°
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Tehtava 3.6:

Kuvan tasokehé on tuettu liikkumattomalla niveltuella pisteessé A ja se on jaykésti kiinnitetty
pisteessa B. Sauvaa CE kuormittaa (vaakatason pituutta kohti) tasan jakau-tunut lumikuorma
g. Mé&aritd (a) yleiselld voimamenetelmélld kehan taivutusmomentti-kuvio. Kehén kaikkien
sauvojen taivutusjaykkyys on EI, ne ovat aksiaalisesti jaykkia (EA=o) ja noudattavat
teknistd taivutusteoriaa (GA = ).

q
IEEERRRRINY!
a
a
Ratkaisu:
Rakenne ja SMPM:
q q
IREFERRE RN TR RRNTINR
| a
a
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M, -kuvio:

M, -kuvio: M, -kuvio:

SMPM:n siirtymét:

: {%[2(—61—2a)(—%qa2>+(—2a)~(—2qa2)]

75
6

1 a5

S 1 2
{T'Za[z(—aqa )—2ga°]

1 L
S0 =27 > [MMgdx =

sauvat ( El

2a ga’ ga’
+—(—2a)(-2ga)} = +4)— ~ 6,6087 —
> (—2a)(-29a)} = ( ) £l El

1 L
S _Es;mwzwdx -

4 4
+2a-2a-(~2qa%)} = —(+/5 + 8)% ~ 10, 2361%

1 o 1 a a5 2a
O,y =— M/dx = —{=-a’ + ——[a’ +a-2a+(2a)*]+—(2a)*
w =gy 2 [ Miok= gt = (22)']+(22)°}
3 3
:(3+£)a_z8’2175a_
3 "El El
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1 a5

ZjM =—[—2a( a-2- 2a)+—2a( 2a)]
=—(i 4)— —7,7268a—3
El
1 21 af
Sy =P ! MZdx = —[== (2a)? + 2a(2a)’]
4\/_ a’

=(——+8)—~10,9814—
=( ) o

Yhtaloryhma ja ratkaisu:
[511 512} {xl}:_ {510} _ {8,2175 —7,7268} {xl}: {—6,6087qa}
Sy S| 1%, 16, ~7,7268 10,9814 || X,| |10,2361qa
X, 1 [10,9814 7,72687(-6,6087qa 1 [6,5195qa
- {xz} ~ 30,5362 { 7,7268 8, 2175}{10, 2361qa} ~ 30,5362 {33, 0510qa}
0,2135¢0a
:{1,0824qa}

Taivutusmomentit pisteissa B-E:

Mg =My, + X,Mg, + X,M_, =-2ga* +0,2135qa-0+1,0824qa - 2a ~ 0,1648ga’
M =M, + X,M¢, + X,M, =0+0,2135qa- (-a) +1,0824ga -0 ~ -0,2135qa’

M, =My, + XM, +X,M,, = —%qa2 +0, 2135qa-(—%a) +1,0824qa-a ~ 0,8203qa’

M. =M, + XM, + X,M, =—2ga’ +0,2135qa- (-2a) +1,0824qa - 2a ~ -0, 2622ga*

M -kuvio:
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Tehtava 3.7:

Kuvan tasokehé on jaykasti kiinnitetty pisteessé A ja se on tuettu liikkumattomalla niveltuella
pisteessa B. Sauvaa AC kuormittaa tasan jakautunut tuulikuorma q. Maaritd yleiselld
voimamenetelmalld kehén taivutusmomenttikuvio. Kehan kaikkien sauvojen taivutusjaykkyys
on EIl, ne ovat aksiaalisesti jaykkia (EA=o0) ja noudattavat teknistd taivutusteoriaa
(GA=w).

INIEEEEREE

Ratkaisu:
Rakenne ja SMPM:
C —
a
q ND v
a

7

I a | a |

M, -kuvio:

M, -kuvio: M, -kuvio:
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SMPM:n siirtymét:

1 o 1 2a 1 2 ga’ ga
5, =— MM, dx=—=22a-(-=qa?)=—=—— ~—0,6667 —
El Ztl TRl O3 ( 24 3 El El

1 < 1 2a 1 8 ga* ga*
S, =— M,M dx =—=22a-[-2qa? +4-(—=ga?)] = —~— = —2,6667 —
2 El 1£ Mot=g, g 2a-l-2d R@l="5, El

ZJ. M 2dx :i{E(Z) i[(Za) +2a- a+a]+3 3!

75 a° a’

=3+ —)— ~8,2175 2

El
3
Z jlvl M, dx :i[ﬁza 2a+ i2a(2 2a+a)]=(4+ i)a—w 7268H
sauvato JEEE—— L
3
ijzdx_ = [2a(2a)’ +i(2 a)*]= 8+ i)‘""—Nlo 9814E
sauvato 1

Yhtaloryhma ja ratkaisu:
[511 512}{&} _ _{510} - {8, 2175 7,7268 HXl} _ {0, 6667qa}
Oy Oy || X, Oy 7,7268 10,9814 || X, 2,66670a
X, 1 10,9814 -7,7268 |(0,6667ga 1 -13,2838qa
- {Xz} - 30,5362 [—7, 7268 8,2175 HZ 6667qa} - 30,5362{ 16,7621qa }
—0,43500a
:{ 0,5489qa }
Taivutusmomentit pisteissa B-E:
M, =M, + XM, +X,M,, =-2ga’ -0,4350qa-0+0,5489qa- 2a ~ —0,9022qa’

M. =M, + X;Mg, + X,M, =0-0,4350qa-2a+0,5489qga - 2a ~ 0,2278qa’
Mp =My, + X;Mp, + X,M,, =0-0,4350qa-a+0,5489qa - 0 ~ -0, 4350qa’

Mg =Mg, + X,Mg, + X,Mg, = —%qa2 —0,4350qa-a+0,5489qa - 2a ~ 0,1628qa’
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M -kuvio:

-0,9022¢a*

—0,43500a*
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Tehtava 3.8:

Kuvan 1 tasokeh& on tuettu liikkumattomilla niveltuilla pisteissd A, B ja C. Sen sauvaa DE
kuormittaa (vaakatason pituutta kohti) tasan jakautunut lumikuorma q. Méaritd yleiselld
voimamenetelmélld (a) kehdn taivutusmomenttikuvio ja (b) yksik-kévoimamenetelmalld
pisteen G pystysiirtyma. Kehan sauvat noudattavat teknista taivutusteoriaa (GA =) ja ovat
aksiaalisesti jaykkia (EA=o0). Valitse sauvojen positiiviset pinnat, staattisesti maaratty
perusmuoto ja staattisesti madraamattomat suureet kuvan 2 mukaisesti.

q
IR ERERTIEY

E

Kuva 1: Tasokeha.

q
SMPM: Yy ¥y v bbby,

Kuva 2: Staattisesti maaratty perusmuoto.
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Ratkaisu:

a) Kehén taivutusmomenttikuvio:

Taivutusmomentti M, :

Tukireaktiot:

Apw=0 —
Ay0 =0a T
Byo =0a T

Tukireaktiot:
Ag=-1 —
Ayl =0 T
By=0
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M; —kuvio:

Tukireaktiot:

A,=-1—>

Ay2:0 T
By, =0 T
X2 Zl
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Taivutusmomentti M,

Tukireaktiot:
AX3 = O —>
As=1
By3 - —2 /]\

Yhtaloryhma staattisesti maaraamattémille suureille:

O11X1 + 812X + 013X 3 = =0y
091X + 099 X5 + 023X3 = =0
031X+ 839X + 033 X3 = —d39

missé staattisesti madratyn perusmuodon siirtymat ulkoisesta kuormituksesta ovat:

2 4
= [MiMo g 1L 52 0gy. 087 _VBaat
2 4El 4ElI 3 2 8 El
E 2 4
b= [MMogs 1 V5 (o g 07 VSaa
2 4El 4EI 3 2 8 El
5 ZTM3M0d5= 1 -\/ga-Za-qazzﬁqaLl.
30 o 4El 4EI 3 2 12 EI
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Joustomatriisin (symmetrinen) alkiot ovat:

D E E
Oy = j MMy s I MM, ds+J'Mds
B

» El 5 4El 2El
3
-1.2 <”:l2+i _\/_a (a® +2a% +4a%) + ! -E.4a2:—20+7*/§a_,
ElI 3 4EI 3 2El 3 12  El
D\
M5 MM
012 = J. I41E|2ds
A D
3
S T P SO S ALK
El 3 4EI 3 12 El
£ 3
Si3= [ =4 M5 g5 -1 \/_a -(a+2-2a)- 2a—%a_,
. 4El AEI 12 El
D E
52 =2 2M2ds+2jM2M2ds
» El 5 4El
3
=2~i~3~a2+2~i~—\/_a~(a +2a° +4a )_4+7\/§a_’
El 3 4EI 3 6 El
E
523=2J.M2M3d5:2.i.ﬁ.(a 2.2a)- 2a_5\/_a_
. 4El 4EI 6 El
£ 3
b2 MiMago_p L V58 4z 252
D 4El 3 El

Y htéléryhmaksi saadaan:

20+7J_ 4+7J§ 5.5 J5
X2+ X3 =_—qa
12 12 12 8
4+7J_ 4+7J§ 5\/_ 5
g 2T g Xs= g
ixl ixz &X?):_Eqa,
12 6 3 12

jonka ratkaisu on

X, ~-0.0649359qa, X, ~-0.0167668qa, X;~-0.0634565qa.

Tukireaktiot:
0 0

A=A+ AgX,+AnXy+AgXs=—1-(-0.06494qa) 1. (~0.01677ga) = 0.08171qa, —>
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UR—
A, = Ay + Ay Xg + Ayp X + AsXs = ga+1-(-0.06346ga) = 0.93654qa, |
B, = X, =-0.06494qa, —>

0 0

—— ——
By =Byo+Byy X1+ By, Xy + BysX3 =ga—-2-(-0.06346ga) =1.1269qa, |
C, =X, =-0.01677ga, —
C, = X3=-0.06346qa. 1

Maédritetdén taivutusmomentin arvoja rakenteen M —kuvion piirtdmista varten.

Mp = —A, -a=-0.08171qa?, a
Y Y Y Y \j M
Sauva DE: ‘3 o
M(x)= A, -x—A (a+f)—£qx2 D ///
Yy X 2 2 ’ r/ AS

|

Mg = M (a) = 0.3140qa?, |
Mg = M (2a) =-0.29034qa?, |
|

|

P |

M ) =0: X, = 0.89565a; AL 2
dx A A,

M e = M (Xo) = 0.3194ga’. Y .

Sauva BE:

Mg = —X, -2a=0.12987qa’.
Sauva CF:

M. =X,-a=-0.01677qa’.
Sauva EF:

Mg = X3-2a+ X, -2a=-0.16045qa”.

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, esimerkkikokoelma

N | X



M —kuvio:

2
—0.29034ga - 0.16045 qa2

0.12987 qa?

~0.01677 ga®

|

b) Pisteen G pystysiirtyma yksikkévoimamenetelmallé:

Asetetaan yksikkévoima Fg =1 staattisesti maarattyyn perusmuotoon.

E

Tukireaktiot:

A=0 —
Ay =1/2 !
B,=1/2 |

T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[
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Yksikkovoimamenetelma:

og=|— —ds

¢~ 4EI L 4E|
missé
G 177 4
jMM ds—_L Y52 -2 .(2-0.24113¢a? +0.3140qa?) = 0.01855 3% |
JaEI T 4Bl 26 2 El
E 4
jMM ds == -‘/ga-i-(o.3140qa2+2-o.13682qa2)=0.01369£,
L4E1 4B 26 2 El

joten pisteen G pystysiirtyméksi saadaan

4 4
5o =(0.01855+ 0.01369)% _ 0.03224% .
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4. Momenttimenetelma ja kulmanmuutosmenetelma
Tehtéavéa 4.1:

Maaritd kulmanmuutosmenetelmaélla oheisen kehan taivutusmomenttikuvio.

EEEREERER

Ratkaisu:
Siirtyvyyden kertaluku: n; =2k -t—-s=2-3-4-2=0 = siirtymaton!
Tasapainoehdot:

Nurkka 1: My, =0 (nivel)
Nurkka 2: My + Moz =0
Nurkka 3: M32 + M] = 0

@FD Mas 9

r Msz(_D M,

M2y
Y hteensopivuusehdot:

Nurkka 2: @51 = @93 = @5
Nurkka 3: @3, =@; = @3
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Kulmanmuutosmenetelméan yhtalét (tasapainoehdoissa esiintyville momenteille):

Sauva 1-2:
PIL
3El 3Bl - 3E q L
M21:T§”21_T 21+MK§1_T b1 T 8
3EI PL
=T
Sauva 2-3:
0
4.2E| 2-2El 6-2El —
M, = Pz + 27 Yoy + MKy =
L L
4.2l 2. 2El 6-2El ~—
M,, = L @5+ L D3 — L Va

Kierrejousen yhtélo:

4ElI
M; =k, ZT(/’J

+MK,, =—

(c1)
8ElI o +4E| o PL
T Pt P T T4

L L 8 c2)
8EI 4El PL
D35 +T¢2a+?

(d)

Sijoittamalla momenttien lausekkeet (c) ja (d) tasapainoehtoihin (a) ja ottamalla huomioon

yhteensopivuusehdot (b) saadaan

3EI -~ PL 8El -~ 4El~- PL

T(P21+?+T(P23+T(/’32 ?—0
8El =~ 4El ~~ PL 4El ~
T(”az +T¢23_?+T¢J =0

=

11El  A4E

T

4EI  12EI PL

+ . =
L ?, L 2 8

Ratkaisemalla yhtaloryhma, saadaan nurkkakiertymille ¢, ja ¢ tulokset

11 PL?

928 El

_1p?
232 El

() » P3 =
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Sijoittamalla lausekkeisiin (c) ja (d) saadaan sauvanpddmomenteille ja jousimomentille

2
v, _SE-o PL_3EL L PC PL_ 4

+
L 727 g T 232 Bl 8 29

8El -~ 4El ~ PL _8ElI 1 PL* 4El 11 PLZ)_& 4PL

M, = — @, +—— = +— (- =
2= et e T mE T L o8 El 29
\_ _8EIZS 4EICS PL_8El (ALPL) 4B 1P PL 1L
2= Pt e T e T o BT 232 Bl 8 232

2
v 4Bl ALPL a1
L Vo El’ 232

Taivutusmomenteille nurkissa saadaan

M, =0 (nivel),
M,=-M, =M, = _2i9 PL ~ —-0,138PL,

M, =M., —%PL — —0,047PL.

Taivutusmomenttikuvio:

-0,138PL

-

0,25PL
—-0,158PL

0,056PL

0,125PL
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Tehtava 4.2:

Maarita kulmanmuutosmenetelmalla oheisen kehan taivutusmomenttikuvio. Kehan kaikkien

sauvojen taivutusjaykkyys on El.

Ratkaisu:
Siirtyvyyden kertaluku: ng, =2k —-t—s=2-4-5-3=0 = siirtymaton!

Kulmanmuutosmenetelman yhtélét ja yhteensopivuus:

Pla
u, JELZD 2EICE 2Bl 0 G, 26 1,
12 a P12 a P 12 a ) 20 30 a ) 30
P/a
w, AELS GBS 4Bl 0 oo 4E1 1
217 P a P12 2177 2] 30 20 a 2] 20
3_1
g2 P-a-~a
3El —— o 3EI 4 4 ,1 3El 15
Mos =——@y3 + MKy; = - —a+a)=—g¢, ——Pa
23 =93 23 =2 oa? (4 ) = %2 " 128
P2 0 0
4El — 2El —— —— A4E]|
Moy = — @og + ——@py + MKy = ——
24 a P23 a Pa 24 a P2
0 P2 0
4El —— 2El — ~—— 2EI
My =—@p +—— @y + MK = ——
42 a Py a P2 42 a P2
Nurkan 2 momenttitasapaino:
4El 1 3EI 15 4El
My + Moz + My, =0 = — ¢, +—Pa+—p, ———Pa+—p, =0
21 23 24 a P2 20 a ?2 128 a P2
2 2
= Egoz—EPa:O . ¢2=4_3Piz0,0061ogpi
a 2560 7040 EI El
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Sauvanpadédmomentit:

2El Pa®, 1

My, == (0,006108°2) - - Pa=-0,02111Pa,

M,y = E(o ooelospi) +iopa 0,07443Pa,

M, = E(o 0061 ospi) —1758 Pa = —0,09886Pa;
4E Pa?

M, = —(o, 006108—) — 0,02443Pa,

My, = 25 (o ooelospi) 0,01222Pa.

Sauvanpaaleikkausvoima Q5 :

B) Qu-a+ My eMy -2 Bo0 = g = E Mzt Mar g 45355p
2 3 6 a
Taivutusmomentti sauvalla 1-2:
3
X> M =My, — Qx4+ x?. X0 = M =My, +Qx—=% X Pa=(-0,02111+0, 113355—1X—)Pa
22 3 62 62
xla | M/pa
0 -0,02111
1/3 0,0105
2/3 0,0051
1 -0,0744
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Sauvanpéaleikkausvoima Qys:

M
Q23‘a+M23—P'%=0 = Q23=;—%z0,3489P

pj M —M23—Q23-%a=0 = M =%Q23a+ Mg z%o,3489Pa—0,09886Pa=0,1628Pa.

Taivutusmomenttikuvio:

~0,0989Pa
—0,0744Pa
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Tehtava 4.3:

Méaritd kulmanmuutosmenetelmalld oheisen tasokehan taivutusmomentti-, leikkausvoima- ja
normaalivoimakuviot. Kehén kaikkien sauvojen taivutusjaykkyys on EI.

Ratkaisu:

Sivusiirtyvyyden kertaluku: n; =2k —t—-s=2-5-6-4=0. Kehd on sivusiirtymaton!

Tasapainoehdot:
Nurkka 2: MZ]. + M23 :0

Nurkka3: M32+M34+M35=0

Y hteensopivuusehdot:
Nurkka 2: @51 = @23 =5

Nurkka 3: @3 = @34 = @35 = @3
Nurkka 4: ¢43=0,=0

Kulmanmuutosmenetelmén yhtalot (tasapainoehdoissa esiintyville momenteille)

o 9

: _ 0 0 _ .0
Sauval— 2 . MZl = a21§021 + MKZl = a21¢2

22 23
Sauva 2—3: Mg = aza(fozs +b23035 + MKz = 8305 + bagpz + MK 3
28 22
M3y = ag, @30 +b32 093 + MK, = 8gp003 + b3o0, + MK3,
L
Sauva 3—4: Mgy =ag4034 +b3g 043 + MKy = ag403
3

: _ .07 0 _ .0 0
Sauva 3-5: M35 = a35(035 + MK35 = a.35¢3 + MK35
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Sijoittamalla momenttien lausekkeet nurkkien 2 ja 3 tasapainoehtoihin, saadaan yhtalopari

tuntemattomille sauvanpéakiertymille ¢, ja @s:

(891 + 823) @ + Dyapy = ~MKg

0 0
D320, + (a3, + 834 +835) @3 = MKz, — MK3g

Sauvavakiot:

4EI| 0 o 3EI 2El
Aon =8ay =gy = ——, Ay = 83c = ——, by, = =—,
23 =dgp =4ay L 21 =d35 L b3 = D3o L
Kuormitustermit:
L 3L 3L ,L
P P g
MKos = —-MKo,, = — - =—-"PL,
23 32 L2 L2 16
1 1

MK 2 :—quZ =-5PL.

Sijoittamalla sauvavakioiden ja kuormitustermien arvot yhtélopariin (1), saadaan

3P
" 16 EI
1 PL?
16 EI

19y +2¢5

2@2 +11¢3 =
e o pPL? pPL2
Yhtaloparin ratkaisu on: ¢, ~ 0.026541?, 3= 0.0008563.

Sauvanpddmomentit:
My, =0
My = agl(pz =3-0.026541PL = 0.07962 PL = -MK 3

M, = 830095 + baopy + MK, = (4-0.000856 + 2-0.026541 + %)PL = 0.24401PL

My = 8405 = 4-0.000856 PL = 0.00342 PL

M 43 = bys5 = 2-0.000856 PL = 0.00171PL

Mas = Mg, — M, = (—0.24401—0.00342) PL = —0.24743PL
Mgz =0
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Sauvanpééleikkausvoimat:

My

Q (1 My +Qul=0 =

/
My

Mag l l M3,
Q_Z___________S_D

Qa3 Q32
M23+M32+Q32L+PL+P£=O

4272

=
Q32=_M23IM32—P=—1.16439P
Q3 -Q3-P-P=0
=

Qu3 = Qg + 2P = 0.83561P

Sauvanpédanormaalivoimat:

Nurkka 2:

/_/%
T —Qus+Qyc0s60° -

1 2
Ny = ﬁQZl _ﬁQB

2 N3
QZJ:/\/_ lQ_zs’
N —

N
” 23

Qa =~ 2 =-0.07962P
S Q =Qy =-0.07972P

M3,
Q Mg+ Mgy +QqL =0
| <4 43 T M3q + U3y
3 :Q34 N
|
My + M
| Qg =——8——34
| L
! =-0.00513P
|« Qu=0Qg =-0.00513P
41 Qus
M4
g=2P/L
M3s
C \ 4 y A \ y Vl
3T T T 5
Qzs Qs3
2P L
Mas 4+ Q5L +—L—==0
(3 35 +Qs3 L5
-
M3s
Qsy = —~ % ~P =~0.75257P
2P
T Qus- Qss——~L=0

=
Q35 = Qg3 +2P =1.24743P

V312
,-_/%
N21S|n60020 =

1/2

=-1.01091P = Ny,

V312 1/2
/_/%

~—
- Q215|n 600 - N21COS 600 = O =

V3 1

N23 = 7Q21+E N21 = —057449P = N32

Nurkka 3:

%, | s 1 o

N3y <—

Q34

N34

3 N — Qg5 -
ATy 3 N34 = Qs
l —_—> N35 -
N35 = N32 +Q34 = —057962 P

N34 = 0 =
—Qqs = —2.41182P

N3z -Q3 =0 =

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, esimerkkikokoelma

46



N — kuvio:

Q — kuvio:

M —kuvio:

_0.244pL A —0.247PL
—0.080PL //fé}\\\

A Ol N0 74

)/ 0.129PL 0.047PL \}—0.003PL 0.142PL

|
E 0.002PL
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Tehtava 4.4:

Madrita kulmanmuutosmenetelmallda ja piirrd oheisen tasokehdn M-kuvio. Sauvojen
taivutusjaykkyys EI on vakio.

a
7 |F
|<i>

@ @ ®

2 2]

W, —_
a @ a

B

Ratkaisu:

Siirtyvyyden kertaluku: n; =2k —t—-s=2-4-4-3=1 = 1. riippumaton sauvakiertyma!

Kinematiikka:

a
2
Oheisen kuvan perusteella nahdaan, etta:
Vi =W =0, Vo =V,
U =U,=U,=t -% = ?’”a’ muut siirtymakomponentit =0
Kulmanmuutosmenetelméan yhtalét:
el 3EI
M, = agl Pn _Cgl Wyt MKgl = T?z
P2 0 E 3j
—~= —— 3El 3a 3EI 21
M 5 = 89, P55 — Cos Wy + MK, = 4 A E = - "Fa
23 = O3 Po3 — Lo Wi 23 a ?, 232 ( 1 ) a ?, 128

P2 0 4
— = —~ =

—= | 6El 8ElI 12El
M,, = 24¢24+a42¢742_C24W24+MK23: -

al2? a2V "2 T,

2EI  6EI  4El  12El
al2”2 a2V " a T,

L
M, =84, @y + 8y @y —Cpy Wy + MK, =
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Nurkan 2 momenttitasapaino:

M, +M,;+M,, =0

= 3ﬂ +3ﬂ _EFa_i_Bﬂ __12EI —O
a @, a @, 128 a @, a 4
14El 12El 21
=>—0qp,———w—Fa=0.
a 2 a V128
Siirtoyhtélo:

Vaakasuora tasapainoyhtalt
= Q,=0

Momenttitasapaino sauvanpaan 2 suhteen

=~ a
= Q42-E+M24+M42:0:> M,,+M,,=0

:>8EI _12El 4El  12EI 12El ~ 24El

P, Y+——, y=0= ?, y=0=

a a a a a a
Yhté&loryhma ja ratkaisu:

14El 12El 21

Ao
a 72 a V128
_P
V=5
14EI  12El @, 21 21 Fa’ 21 Fa?
= —p,——=-——Fa=0 = ¢, = , W=
a a 2 128 1024 El 2048 El

Sauvanpéd&dmomentit:

_P
V=
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3EI 3El 21 Fa® 63

M, = 0, = = Fa=0,0615Fa
a a 1024 ElI 1024
2
v, 3L, 2o, 3Bl 2LFa' 21 105 on
a 128 a 1024 ElI 128 1024
2 2
M24=8E| ¢2—12E|W=8E| 21 Fa” 12ElI 21 Fa _ 42 Fa=0,0410Fa
a a a 1024 El a 2048 EI 1024
2 2
M42=4E| 2—12E|V/=4E| 21 Fa” 12ElI 21 Fa _ 42 Fa=_0,0410Fa
a a a 1024 El a 2048 El 1024
M-kuvio:
-0,1025q0a |
—-0,0615qa
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Tehtava 4.5;

Madrita kulmanmuutosmenetelmélla ja piirrd oheisen tasokeh&n vaakapalkin

Sauvojen taivutusjaykkyys El on vakio.

M-kuvio.

Siirtyvyyden kertaluku: n; =2k -t—-s=2-4-4-3=1 = 1. riippumaton sauvakiertyma!

Kinematiikkaa:

Vi, =0, W =0, yp =y

a wa
U=y —=+——
=Y 5" 5

Kulmanmuutosmenetelman yhtalot:
3B~ 3EI - —- 3E|

M, _?(021 _?l// MKgl >
q3a a
_ 3El A 3El — 3EI 4° 2.4,
M +MK0 = - 4(— 8— —a —
3= Py Wy 23 a ?, 82’ [ (4) 42 ( ) 1

_3ﬂ 3qa 1 3 1, 3El 9ga’

a 2 es 42 4 a2 108

0

4EI =5 2Bl == BEl ~— —>— _ 8El 12El

+ MK -
2% a/2§024 a/2§”42 /2‘//24 2% = a —® a
4E| < 2El = 6EI —— —— 4E| 12EI
) a/2¢42 a/2§”24 /2‘//42 MK,, :T%_T‘//
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Nurkan |2| momenttitasapaino:
3El 3El 9ga* 8EI 12El
My +My+My =0 = a P+ a @2_128 + a », = a
N 14E1  12El _ 9ga’
a 2 _a " 128

=0

Virtuaalinen siirtymaétila:

_ _ _ _ _a
v=1= y,=vy=0 v, =1 Ul=§-

Ulkoinen virtuaalinen tyo:

2
Wext zﬁﬁl zﬂ
10 20

Sisdinen virtuaalinen tyo:
0 0 1 1

—= —= —= —=
Wi =My 05 + My W + My 7, + M, 7, =My + M,

Virtuaalisen tyon periaate:
3
a
@ _o

W, +W,, =0 = M24+M42+2—0:

int

Siirtymayhtélo kiertymien avulla:

8EI 12El 4ElI 12El qa2 12El 24El ga’
@~ Yt+——0,— y+———-=0= - @, + y =
a a a a 20 a a 20

Yhté&loryhma ja ratkaisu:

14El 12El 9ga’ 9ga’
- = 70, — 6y =
a % a 128 _ |V 7 os6El
12EI 24El ga’ ga’
- + = -3¢, + 6y =
a 2" a "o 2 Y = ol
3 3
o, _ 61 @ 501109
5120 El El
3 3
W:ﬂﬂzoygogoﬂ
30720 El El

Sauvanpdamomentit M, ja M;:
_3El 61 ga’ _ 183
7 a 5120 EI 5120
_3El 61 ga’ 9ga® 177

# a 5120 EI 128 5120

ga® = 0,0357qga’

ga’ =~ —0,03457qa’
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Sauvanpéaleikkausvoima Q,, :

0 8 , . 3a/4
> _Q23'3+?.Za+0’03457qa =0 Q23T I
——————-
=0,4096 I
= Q, qa 0,0345¢a° (=
o 9qal2 a I
| I
Taivutusmomentti sauvalla — valilla 0<x<al/2: PERSEN
0,034508° (e
X) M —0,4096qa - X+ gx- = +0,03457qa® =0 '~ 1 " _X) !
2 0,4095qa [ A"
—~ M :(_0,03457+0,40965—0,5X—2)qa2 2

M (0) = -0,0346qa2, M (%) =0,0366ga%, M (%) —0,0452qa’

Palkin — taivutusmomenttikuvio:

-0,351g9a>, -0,0346qa*

0,0452qa’
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Tehtava 4.6:

Madrita kulmanmuutosmenetelmalld oheisen tasokehdn vaakapalkkien taivutusmomentti-
kuviot.

@ ZZ.P/a lP @
2El @ 2El a

7% El

®

7z 3a o

Ratkaisu:

Siirtyvyyden kertaluku: ng; =2k -t—-s=2-4-4-3=1 = 1. riippumaton sauvakiertyma!

®_
21

2

Oheisen kuvan perusteella ndhdaan, etta:
Vi =W =0, Vo =V,
U=U,=U=W -% = %Wa, muut siirtymakomponentit =0
Kulmanmuutosmenetelméan yhtalét:

A= 3-2EI 7.0 2P/a,, 6El 2
M, = ag; @y — Cyy Wy + MK, = P, + (120 + 15 )a’ = a ®, +E Pa

o . P3a a

e —= 3-2El R 6EI 15
M5 = 8y, @35 — Co Wiy + MKy, :T% == 222 4 (Z"‘a):T?’z_EPa

LSS AEl  6EI  B8El  12EI
M24=a24(/’24+a42(P42_Cz4‘//24+MK§3: -

ai2” ar’ " a " a
M o—g g o = o (2EL - BEL . 4EI - 12EI
42 = Ay Py T Ay Poy —Cia Wiy ) a/2% a/2‘// a D, a 4
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Nurkan 2 momenttitasapaino:

M, +M,;+M,, =0

= 6E +£Pa+6ﬂ _Epa_{_sﬂ __12EI —O
a 2715 a 72128 A
20EI 121 31
N ~ _

+
a 2 a V1920

Siirtymayhtélo:

©)

®
I
I

Qp ‘?
Vaakasuora tasapainoyhtélo
= Q,=0
/'\ My
o
|
|
l
Q. @l
M., I
Momenttitasapaino sauvanpaan 2 suhteen

=~ a
= Q42-E+M24+M42:0:> M,,+M,,=0

:>8EI _12El 4El  12EI 12El ~ 24El

®, W+ ?, y=0= ?,

l//ZO — ¢2
a a a a a a

‘//:7

Yhté&loryhma ja ratkaisu:

20El  12El 31

+ Pa=0
a 2 a3 " T1o20
_P
V=
2 2
L B W2Elg 31, o 3 P2 3 P2

a 2 a 2 1920 " 26880 EI ' 53760 EI
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Sauvanpaédmomentit:

2
M, =2, 2pa BBl 31 P& 25 01264Pa
a ?"15 ° a ' 26880’ EI 15
2
M, =5l 1o py BBl 31 P&’ 15 op 41241Pa
a 27128 a = 26880° EI 128

Sauvanpadleikkausvoimat Q,; ja Q,3:

Qi - Q2 |P
Mzs(T l@

3 a Qs
_a J—
| 4 14
| | I
7>—Q a+P-2-M, =0 @Q a+P-2 My =0
12 3 Va1 23 4 Vs
= Q,= (%—0,1264)P =0,2069P = Q= (%+ 0,1241)P =0,3741P
Taivutusmomentti:
2P X
0,2069P . aa 0,3741P
-7 X A
@T&# )I\/I 0,1241Pa (T ________ l )MA
RPN @
a3 3 Qn
« |H‘ 2a
| | 4 |
I |
>§ 0,2069P x4 XXM =0 3
! 2 3 A>—0,3741P«Za+0,1241Pa+MA:O
2
= sz(g,ggﬁg_lx_z)pa = M, =0,1565Pa
a 3a

M-kuvio:

<3
0,047Pa

0,157Pa
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Tehtava 4.7:

Madrita kulmanmuutosmenetelmalld ja piirrd oheisen tasokehdn taivutusmomenttikuvio.
Kehén kaikkien sauvojen taivutusjaykkyys on EI.

q

Ratkaisu:

Nivelmekanismi:

Siirtyvyyden kertaluku: ng =2k —-t—s=2-3-3-2=1.

Kinematiikka:

0

f_J%
u, —u, =—(y, - u, =u,,
Sauva—: 2~ U (Y, =Yy, = U, =4,

0 2a
—

e
V, =V = (X, = X))y, = V, =2ay,.

Uy

}m

c

2 =~(Ya= Y)W = Uy =ay, =—2ay,,

Sauva —:

2ay,

a
—

=X = X)Wa = Wo =2y,

= }o wC }o

1
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Otetaan riippumattomaksi sauvakiertymaksi y,, =y , jolloin saadaan:
U =U, =28y, v, =2ay, Yy =-2y
Kulmanmuutosmenetelmén yhtalét:

a
3El =~ 3EI -~ el 3|l 95% a, 3aa

M +MK° —~ + 4(=)*+8 -a’
2= 22 o P~ 2a - VYa 2= oo ?, a 4 8(2&)2[ (2) 5 2 1
9
227 22" "3

23 -2y 0
M, = AEL -, 2EI ~~  6EI MK =22 E Yy 163 EL,
a a

\/*5”23 \/*(Psz \/*‘//23

4ElI =~ 2EI ~&~ 6EI A El El
+MK,, =2 =9, +6:/2—

a \/— @5 + a \/— Doz — a \/— Vs 2= 2

Nurkan |2| momenttitasapaino:

3El 3El 9 , El El
My +My=0 = —@,——p+—0a’+2J2—¢, +6§2—y =0
21 23 oa ?, oa 4 32q a ®, a 4
9

= (4\E+3)%¢2 +(12\/§—3)%1// =-—qa’

M32

Siirtymayhtélo:
=1 W, =L Yu=Vy=-2,U,=-2aV,=2a
= = =&
Wi = My 7 + My Wy + My, 7, = My, —2M - 2M,
_ 3_ 3 qa’
W . =PU,+0ga-—-V,=0a(-2a+—-2a)=———
ext 2 q 4 2 q ( 4 ) 2

2

W, +W,, =0 = M21—2M23—2M32—%:0

int

= 32%% 32|ily/+% a’— \/—EI Q,— 12\/_E|1// 2\/_EI Q, — 12\/_ w+qa =0Yht

= (12\/5—3)?¢;2 +(48\/_+3)—v// = ——qa

Yhté&loryhma ja ratkaisu:
. 9¢qa’
(4\/§+3)(02 + (12\/5—3)‘// = _EE _ |:8, 657 13, 971:H¢)2} ~ qas {—0,5625}

7q_a3 13,971 70,882 | |y El [-0,4375

(1242 =3)p, + (482 +3)y = "6 E

N ®, qa 1 70,882 -13,971|[-0,5625| ga® |-0,08068
7 El 418,437|-13,971 8,657 ||-0,4375/ EI | 0,00973
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Sauvanpaédmomentit:

n= 3EI ( -0, 08068 )— (O 00973 )+—qa =0,1456qa’

M
23—2f —( 008068 )+6\/_ —(o 00973 )=—O,1456qa2, oK

My, =2 EI( 008068qa )+6f (©, 00973qa) 0,0315qa?

SauvanpadleikkausvoimaQ,, :

0,1456qa>
—

0, 2a—qa-24M, =0 = Q,=B_Ma _ 5177900
12 2 21 12 4 2a

Taivutusmomentti valilla a< x < 2a:

X) Qe x-a0c-a) X2 m =0

= M=Q, -x—q(x-a) 'x;za = [0,17722—0, 5(2—1)2]qa2

—0,1456qa*

Taivutusmomenttikuvio:

,1408qa*

0,1772qa’

0,0315qga*
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Tehtava 4.8:

Madrita kulmanmuutosmenetelmélld ja piirrd oheisen tasokehdn M-kuvio. Kaikkien sauvojen

taivutusjaykk El.
aivutusjaykkyys on - /

Ratkaisu:

Siirtyvyyden kertaluku: n; =2k -t—-s=2-4-4-3=1 = 1. riippumaton sauvakiertyma!

Nurkkien kinematiikkaa:

a3
Uy =U +—=¥y
2
0
- a a
Vo =V +E‘//14 El//M
a3
U, = U, —ayy, =4, +T‘//14 —ay, =0
a
Vo =V, =-y, =0 =y, =0
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_ a _ a
u; =u, _E‘//34 =AW, VW

2
a\/3 a3
Wy =—Vu=0 = y; =0
2 2 —_
= Wu =Wy =0, Uy = ayy,
Valitaan y,, =y, jolloin

U =Ug=U,=ay, U, =0, v, =V, =V; =V, =0, v, =y, yy, =y =0.

Vv, =V,

Kulmanmuutosmenetelméan yhtalét:

[ 0 2
a a a a a
My, :£;¢:+2E;O;_6£5;+ N”z 2 =£¢4 _GE‘//’
a a a a a
Py 0
M :3%;;_3%;;4"\/”(23 23%%-

Nurkan 4 momenttitasapaino:

2
M,+M,+M,=0 = 3§|¢4+qa +4EI 6E|w+3EI

10El 6El qa2
= 0, — W+ =0
a a 8

Siirtymayhtélot:

- sisdinen virtuaalinen ty0
0 -1 -1 0
= ) - =
Wi =My Wy + My W, + My 0 + Mg s = My, + My,
4El 6El 2El 6ElI ~_6El  12EI

= —_— + —_
a¢’4 a‘// a(04 a‘// a(04 a
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- ulkoinen virtuaalinen ty0
\/§ U +0, \/é ’}"
W, =—qga +—2%=""ga-ayy =—
o T T E A=

- virtuaalisen tyOn periaate

W, +W,, =0 = 6ﬂ¢4—12ﬂl//+£qa2=0
a

int

Yhté&loryhma ja ratkaisu:

ga’ 1
109, — 6y = -2 _1
T 8E 10 6][e)] _ga') 8
6o, 12y Y30 18 12]lyw] BN
A =T 2
1 3
. {%}_ 1 {12 G}qa 8| 1 _E+3\/§ ga’ _{0,04401}qa3
S _L ga” _ 9a’
w| 10-12-6?| 6 10| El % 84 _%+5J§ El  |0,00417 EI

Sauvanpadédmomentit:

M, = 2E'.0,04400 % 1 % _ g 55700,
a El 8

M, = 2E 0044019 _BE! 0041792 _ g 477402
El El
M, = 2E! 00440192 _BEV 4 0041792 _ 4 389qa?
a El El
M, = 3E'0.04401%% _ 0,132qa’
a El

Taivutusmomenttikuvio:

0,132ga’

2

—0,0040as—
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5. Sauvarakenteiden siirtymamenetelma eli elementtimenetelma
Tehtéva 5.1:
Maarita elementtimenetelmalld oheisen palkin kiertymat pisteissdé A ja B kéyttden kahta

palkki- ja yhtd Kkierrejousielementtia. Maaritd myds palkin taivutusmomenttikuvio.
Kierrejousen jousivakiolla on arvo k = 2El /a.

a P
K Iél
W B 7
© El % El ch
G 7

| a | a |

Ratkaisu:
DN AR A

/ P4 C

1 |2 |

I a I a I

| | |
Rakenteen jaykkyysmatriisin alkiot:

4El 2El 4El 6El
K,=KL+KZ=k+ = + =
11 22 22 a a a a
2El
K12 = K224 :T(z K21)
4El 4El 8El
Kzz = Ki + K232 = + a = a
Rakenteen kuormitusvektorin alkiot:
= 2
FK,=FK;+FK? =0
a 3a,,
e ko 8'a)
FK, =FK; +FK; =MK/ =———*—=-—Pa
a 64

Yhté&loryhma ja ratkaisu:

0
~ EI6 2|[a B 62a1_03pa2
aw -1 = 510 (b s pt=lof = 3 Sllal-lera
Y 8 -2|[0l9Pa® 9 [-2|Pa* 9 [-1|pa’
a,| 6-8-22|-2 6 ||1/64 EI 44-64| 6| EI 1408| 3] EI

Pisteiden A ja B kiertymat:

. 9 pa 2 g
Pa= =0 Bl %2 T % T 1208 EN
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Elementti 2:
(F}* =[KP{ay* +{FK} =

0 a 0 a, MKZ=0
-

2 272 2 A2 272 ) 2
Fz :K21a1 +K22a2+K23a3+K24a4+FK2

_4EL_ 9 Pa') 2EI 27 Pa’_ 9
a © 1408 EI °  a 1408 EI 704

L N S L
I:42 = Kflalz + Kfz azz + Kfs a’f + K§4 af + FK:
2El 9 Pa’, 4El 27 Pa® 45
= (- )+ = Pa
a 1408 El a 1408 EI 704
Taivutusmomentit pisteissé A ja B:

M, =F; :%Pazo,OBPa, M, =—F2 :—;4—()‘1 Pa ~-0,064Pa

Elementti 3:
(F}’ =[KI{a¥ +{FK¥ =

0 a, 0 o MK}
~a

= = —— —
I:23 = K231 a13 + K232 ag + K§3 a’i + K234 aj + I:K22
_AEl 21 P&t 9, 45
a 1408 EI 64 704
0 a 0 0 MK
- —— = _ ——
I:43 = Kjlaf + sz ag + K433 333 + Kj4 ai + FK:’
a,, 3a
2Bl 27 P> ()4 60
= + = Pa
a 1408 ElI a 704

Taivutusmomentit pisteissa A ja B:

Mq = Ff === Pa~0,064Pa, M, =—F; =~ Pa~—0,085Pa,

Taivutusmomentti pistevoiman P vaikutuspisteessé P:
M, =2 (2 pay+ 10 pay. 3p.2 g 118Pa
4" 704 4" 704 4 4 —

Taivutusmomenttikuvio: ~0,064Pa —0,085Pa
A - ’\ p i
I/
0,013Pa B ¢
+
0,118Pa
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Tehtava 5.2:

Madrita elementtimenetelmalla oheisen palkin kiertymat pisteissd B ja C kayttden kahta
palkki- ja yhté kierrejousielementtia. Maérita liséksi taivutusmomentin arvot pisteissa B ja C.
Kierrejousen jousivakiolla on arvo k = 2El / a.

A q

> Blylitiiiiiiiiiic

A El El K 2
! a 'x;g a :£

Ratkaisu:

A\ S \%

I I I
I a I a I
| | |

Rakenteen jaykkyysmatriisin alkiot:

4El 4El 8EI
K, =K}, +KZ = + =
11 44 22 a a

2El
K12 = K224 ZT(Z K21)

4ElI 4El 2El 6El
K, =KZ +K? = +k= + =
22 44 11 a a a a

Rakenteen kuormitusvektorin alkiot:

el 2 2 ga’
FK, = FK, + FK; = MK; =1

2
FK, = FK? + FK? =MK§+O:%

Y htéléryhma:
B El 8 2||a ﬁ -1 |0
-0 - 2t 2} -}

:>82a1_qa31:>a1_1 6 -2|/1]ga® 1 8 | ga’
2 6|la,| 12EI |1 a,| 6.-8-22|-2 8 ||-1/12EI 12-44|-10] EI
3
- &l
a,| 264|-5] El

Pisteiden B ja C kiertymat:

g ot o 5w
e 66 E1' ¢ T T 64 E
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Elementti 2;
(F}* =[K]*{a}* +{FK}*

0 8y 0 & MK{
—— ~=

2 2’-? 2’_? 2 2 2 2 2
= F =K a +Kj, a, + K,;a; +K,, a; + FK,

4El 4 ga® 2El 5 ga’ a’ 16 10 1
- = - T Dyeat - S
a 264 El a 264 El 12 264 264 12 33
0 a 0 a, MK?2
2 272 2 77 2 77 2 77 2
I:4 = K41a1 +K42a2 +K43a3 +K44a4 +FK4

3 3 2
_2El 4 ga +4EI(_ 5 qa)+qa _, 8 20

Lo 5 oo
~Gor o+ )0 = = aa
a 264 El a 264 El 12 264 264 12 132

Taivutusmomentit pisteissd B ja C:

2 5
Mg = F; =—§qaz, M¢ =-F/ =—13—2qa2
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Tehtava 5.3:

Oheisen tasoristikon niveleen D vaikuttaa vaakavoima H. M&aritd elementtimenetelmalla
nivelen D siirtymdkomponentit ja sauvan BD sauvavoima. Kaikkien sauvojen aksiaali-
jaykkyys on EA ja ne otaksutaan painottomiksi.

Ratkaisu:

Elementit ja systeemivapausasteet:

Elementtien pituudet:

-2 2__ 8 _ 2, 3_,
sin60° /3

B sin30°

Rakenteen jaykkyysmatriisin ja kuormitustermivektorin alkioiden kokoaminen:

KM:K§3+K§3+K§3:E—f‘c05230°+E—?cosz60°+E—'3Acosz90°:g-§+—EA -£+E-
K L L 2a 4 2al/f3 4 a
_3+BEA () gg15EA

a a
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K, =K;, =KZ =K;, :%sin 30°c0330°+%sin 60°cos6oo+%sin 90°cos90°

(EALS, EANBLLER o BREA gseisEh L,

2422 2al322 a 8 a
K22:Kj4:Kj4:Kj4:%sm 30°+ Ef‘sin 60° + EAsm oo-EA L, EA 3 EA,

B L B 2a 4 2213 4 a

& Sf 1)&=9+:ﬁ&~17745&
a a

=0, FK, =0 (Painottomat sauvat.)

Vapausastekuormat:
BR=H,R =0

Yhté&loryhma ja ratkaisu:
EA El
0, 5915— +0, 5915—a =H
Kua +Kpa, =R &
EI EI

[K{a}+{FK}={P} < { =
Kady + Kz, =P, 0,5915—a, +1,7745—2, =0

0,5915 0,5915](a,| Ha [1
0,5915 1,7745 T EA|O

_ [al__ 1 [17745 -05915]Ha[1] 1
a,| 0,6997|-0,5915 0,5915 |EA |0 0,6997

—0,5915( EA  |-0,845( EA

{1,7745}Ha {2 536}Ha

Nivelen D siirtymat:

Pa

Uy =a, = 2,536%, ~0.845_
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Elementti 2:

Elementtivapausasteiden arvot sauvakoordinaatistossa:

u, cos60°  sin60° 0 0 a’
, v/ —sin60° cos60° 0 0 a
@) =THay & | = R P
u, 0 0 c0os60° sin60° | |a;
A 0 0  —sin60° cos60° ||aZ
1 V3 0 o0lfo 0 0
1|3 1 0 ol{o| 1 0 0 |pa
"2l 0 o 1 +3|la| 2|a+V3, | |053%[EA
0 0 —3 1[& /33, +a,| (2,619
Sauvavoimat:
© U, 1 0 -1 0]y
V. EA| 0 O 0||v
FP =[K1{aP +{FK}Y < { ti==" 1
{F¥ =[KT{a}y +{FK} 721 0 1 ol
V, 00 0 0|V
EA EA

U1=F(U£—Ué); V]_:o’ UZZF(ué_ui)’ VZZO'

szzuzzELA( u) = /\/,(0536E—0) 0,464P.
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Tehtava 5.4:

Oheisen kehan kaikkien sauvojen pituus on a, taivutusjaykkyys on El ja ne ovat aksiaalisesti
venymattomiéd. Kehd on siten siirtymaton, ja siiné esiintyy vain kaksi kiertymévapausastetta,
pisteiden A ja B kiertymét. Ratkaise elementtimenetelmélld k&yttden kolmea palkkielementtié
(a) namaé kiertymat seka (b) sauvan AB taivutusmomenttikuvio.

—~ P

A B

%//ﬁ

) K

Ratkaisu:

Elementit ja systeemivapausasteet:

Rakenteen jaykkyysmatriisin ja kuormitusvektorin alkioiden kokoaminen:

K. =KL + K2 4+ K3 = 4L, 4E1 4EI_12EI

a a a a
2El
K12 = K;4 =—(= K21)
a
4E|
Kzz = KL =
a ,3a
PZ(Z)Z 9
I:Kl = FK; = MKl1 =——2=——Pa
a 64
a,, 3a
P(Z)2 7 3
FK,=FK!=MK}=—2%_—% - " pa
a 64
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Yhté&loryhma ja ratkaisu:

12El +2E|a—9Pa—O
{K11a1+K12a2+FK1:0 N a &% T 2 a B
K,a +Kya, + FK, =0 2EI +£a2+iPa=O
a a 64

9Pa

A T e el 6 1llja|_3pa’ |3
- 7|1 2[1a,[ 12861 |1
la, +2a, = — 3 Pal 2

128 EI

LAl _1 2 -1|3Pa* |3| 3 |T7|Pa’
a,] 11/-1 6 |128El |-1] 1408 |-9) EI
21 P’ Pa’ 27 P&’ Pa’

_ ~0, —p,, a =———— "= ~_0,01918
1408 EI Bl 72 % T 408 BN E

= Qg

Elementti 1:

Elementtivapausasteiden arvot:

al=0, al=a =0, 01491% al=0 al=a, =0, 0191a3P—"“I

Sauvanpééleikkausvoima ja sauvanpdamomentti paassa A:
0 & 0 a VK}
[t = = = ——
Vi =F'=K] a +K}, a; + K, a + K}, a; ++FK]
=K;,a +K},a, +VK;

3a a,3a a

_GEL Pa’  GEL Pa’y P4[1+4(4‘4)]
El a’

=0,08946P —0,11508P —0,84375P
=-0,86937P
2 o 9 B M
M!=F!=KLal+KL,al+KLal+ KL al+FK.

. PRy
= K38, + K33, + MK; —E 0, 014912—6" E (-0, 01918 Pa ) 4 4
a a

=0,05964Pa—0,03836Pa—0,14063Pa
=-0,11935Pa
Taivutusmomentti kuorman P vaikutuspisteessa P: 0,11935Pa ( r M
P

a 0,86937P
@ M -0,86937P - +0,11935Pa =0 = M =0,09799Pa

<—>
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Taivutusmomenttikuvio:

-0,119

@ | <

0,098
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Tehtava 5.5:

Oheisen kehan kaikkien sauvojen pituus on a, taivutusjaykkyys on El ja ne ovat aksiaalisesti
venymattomiéd. Kehd on siten siirtymaton, ja siind esiintyy vain kaksi kiertymévapausastetta:
Pisteiden A ja B kiertymat. Ratkaise elementtimenetelmalld kayttaen kolmea palkkielementtié
(a) namaé kiertymat seka (b) sauvan AB taivutusmomenttikuvio.

Ratkaisu:

Elementit ja systeemivapausasteet:

Rakenteen jaykkyysmatriisin ja kuormitusvektorin alkioiden kokoaminen:

4El 4El 4El 12El
+ + =
a a a a

2El
K12 = K;4 :T(z K21)

1 2 3
K11 = Kzz + K44 + Kzz =

AE
K222K14:_
0 1
FK, = FK! = MK} = —(J0 4 a2 = _ 2 ¢ a2
1 2 1 (20 30) 20%
0 1
FK, = FK! = MK = (o4 22 = 2 g 22
2 ! 27230 20) 30 °
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Ratkaisu:
12El 2EI ga’

{K11a1+K12a2+FK1:0 N a &+ a a2_20 =0
K,a +K,a, + FK, =0 2El 2 +4EI a + ga’ o
a a 30
qa’
la, = 2
o812 = 0 6 1\fa|_qa® |3
- s 7 |1 20la, [ 12081 |-2
la, +2a, = -2 ?
60El
:al_iZ—lqa33_1 8 | ga’
a, 11/ -1 6 |120El |-2 1320 |-15] ElI
1 ga’ gqa’ 1 ga’ gqa’
= = ~0,00606 —=¢,, 8, =———~-0,01136—=
%= 165 EI El 7~ %7 g8 El gl e
Elementti 1:

Elementtivapausasteiden arvot:

3 3
aj=0, a§= =iqoa aé:O al =a :_iqoa

165 EI ' 'Y 7 88 EI

Sauvanpééleikkausvoima ja sauvanpddmomentti paassa A:

1 1 1}? 131? 1% 132? 1
Vi =R =Kja +K, a8 +Kpa + K, a, + FK;
VK

—-7_ 6El 1 g@’ L6El 1 ga®, 7q,a
=Kla +KLa, + FK! = 0 =Ty X
2% 7 Py 27727 165 ElI = a? 88 El 20

= —%qoa ~ —0,3818q,a
1 1 1 HH al 1 % 1 32? 1
M; =F, K21a1+K22a2+K23a3+K24a4+FK2
MK}
4EI 1 q,a° L2 1 ga’, @’

1 =
=Kla +Kla, + FK! = e i
28 T Rl > a 165 EI a 88 El 20

8 2 2
-——0,a° = —-0,0485q,a
165 b& = 2003
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Taivutusmomentin lauseke vélilla AB:

g, X 2X (Q,X X, X
X) 0,0485q,a® —0,3818g,a- X+ — - ——+ 2= (1-=)-=+M =0
X) 0,04850, Qoa-x+ 5= T (1)

— M =g,a’[-0,0485 +0,3818 > — 0,5(2) +0,1667(>)°]
a a a

Taivutusmomenttikuvio:

x/la | M /qoa2
0 | -0,0485
0,25 | 0,0183 -
0,5 | 0,0382
0,75 | 0,0269
1 0
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Tehtava 5.6:

Madrita elementtimenetelmélla oheisen rakenteen palkin AC taipuma ja kiertyma pisteessa B.
Palkin AC taivutusjaykkyys on El ja se on aksiaalisesti venymaton sek& nivelsauvan BD
aksiaalijaykkyydelld on arvo EA=100El/a’. Valitse systeemivapausas-teiksi palkin AC

pisteen B pystysiirtyma ja kiertymé. Kuvaa palkin AC osat AB ja BC palkkielementeilla ja
nivelsauva BD ristikkoelementilla.

__% D

Ratkaisu:

Rakenteen jaykkyysmatriisin alkiot:

12

EA ~ 12El 12El El
Ky =K, +KZ+ K2 =——=sin?45° + = 4+ == — = (25\2 + 24) —-
1 T Re TR =2 m ’E PE ( ) 2

6El 6EIl
K12 = K324 + K132 == 2 + a2 = 0(: K21)
4El 4El 8El
K, =K% +K3 = + =
22 44 22 a a

Rakenteen kuormitusvektorin alkiot:
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— a
FK, = FK! + FKZ + FK? =0+ VK? + VK = —q?

0

—— qaz
FK, = FK2 + FK? = MK? + MK? = — 2%

12
Yhté&loryhma ja ratkaisu:
_92
El|25V2+24 0 |[a 2 0
KH{a}+{FK}={P} = — + =
[KKa}+{FK}={P} aB{ 0 8a2Ha2} g2 {0}
12
-
El ga 1 ga’
252 +24)—a =" = a=—r""—,
( ) A= " 50v2 +48 EI
2 3
823_2:% = a2=i£.
a 12 96 El
Pisteen B taipuma ja kiertyma:
4 4 3 3
Voma=— B 00082% a2, = L9 L0 01048
50/2 + 48 El El 96 El El
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Tehtava 5.7:

Madrita elementtimenetelmalld oheisen rakenteen pisteen A Kkiertymd ja pisteen B
pystysiirtymd. Palkin AC taivutusjaykkyys on EI sek& nivelsauvojen BD ja BE
aksiaalijaykkyydelld on arvo EA=100El/a®>. Kuvaa palkin AC osat AB ja BC
palkkielementeilld ja nivelsauvat BD ja BE ristikkoelementeilld. Valitse aluksi
systeemivapausasteiksi a, a,, ja a, vastaavasti pisteen A kiertyma, pisteen B pysty-siirtyma
ja pisteen C kiertym&. Ohje: Muodosta vain kaksi ensimmaista kolmesta systeemiyhtalosté.
Koska rakenne on B pisteen kautta kulkevan pystyakselin suhteen symmetrinen,
systeemivapausasteille on voimassa a, =-a,. Taman tuloksen perusteella voit eliminoida

kolmannen tuntemattoman a, yhtéaloparista.

EEEEEEEEEEEREE-

Tehtava:

Elementit ja systeemivapausasteet:

ch — ™~

1
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Rakenteen jaykkyysmatriisin ja kuormitusvektorin alkioiden kokoaminen:

4E1
Kll - K;Z

6E|
K12 = K;3 = ( K21)
Ks;=0
K,, = K, + K2+ K, +Kj, = 125' @ EAsin? (- 30°)+ Asin?30°
a a a a

:—(12+12+25+ 25) = 74E

El
2
K23 = K14 = 6?

2
FK, = FK! = MK! = —%

FK, = FK; + FK] =VK] +VK? = T, T —ga
Yhtéléryhma ja ratkaisu:

{Kllal +Kpa, +Kpas + FK =0 N {Kllal +Kpa, +K(-a) + FK =0
K21a1 + Kzzaz + Kzsaa + FKz =0 K21a1 + Kzzaz + Kza(_a1) + FKz =0

(4EI_O) 6El g’ _,
{(Kll_KIB)a1+K12a2+FK1:O N a’ % 12
(K,, —K,,)a, +K,a,+FK, =0 6EI  6EI El
21 23)& 2% 2 (- — 2)a1+74 —ga=0
a® a a’
ga’
4a-a —6a, = 1
- BT 12El 4 6ijal g’
qa -12a 74 ||a, El
-12a-a,+a, = 1
El
a, 1 [ 74 ga’ B ga’
= 12/=7—796 (—
a,| 224a|12a 4a| El 224 El
1 5a
738 4 05432 %,
1344 El El
g, =2 B 4 0003 %
224 El El
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Tehtava 5.8:

Madrita sauvarakenteiden siirtymamenetelmalld (elementtimenetelmalld) oheisen palkin
kiertymd ja taipuma pisteessd B sekd kiertymd pisteessd C. Maéritd lisaksi kdyden BD
normaalivoima (koysivoima) ja palkin AC leikkausvoimien ja taivutusmomenttien arvot
pisteissa A, B ja C. Palkki AC on aksiaalisesti jaykka ja sen taivutusjaykkyys on vakio EI.

Koysi BD kuvataan ristikkoelementtin, jonka aksiaalijaykkyys on EA = 2EIl /a®.

a
Ratkaisu: Elementtivapausasteet a; :
1
s=sina =1//2
c=cosa =1/~/2
EA=2—
a
L=+2a
3
4
. 1 N\ 2
Systeemivapausasteet a; : /\_ _________ = _______q
Y P ' £[2 El,L-a 1 4 £ﬁ El,L= 1 4
1 3 1 3
3
i
NA B{/ =

1
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Koska systeemivapausasteita on 3 kappaletta niin rakenteen jaykkyysmatriisin [K] koko on
3x3. Rakenteen kuormitusvektorin {FK} sekd vapausastekuormavektorin {P} koot ovat
3x1. Elementit 1 ja 2 ovat palkkielementteja ja elementti 3 on ristikkoelementti.

Palkkielementin ja ristikkoelementin jaykkyysmatriisit ovat:

[ 12El 6EI 12El 6El |
13 T
6EI 4El _ 6EI 2EI
[KF = L2 L L2 L
12El 6El 12El 6El |’
e 2 B2
6EI 2El _6EI 4El
L L2 L L2 L |
2 sc -c? -sc
2 <2
[K]G:E sc2 S 20 S
L|-c® -sc ¢ sC
—sc —-s®> sc s
Rakenteen jaykkyysmatriisin alkiot ovat:
12El 12El EI 1 1 1 El
Ky =Kl +KG+K3, = 2= S = (24—,
11=Kaz3+ K+ Ky = 2 2 J2a 2 ( \/§)a3
6El 6El
Kip = K3 + K = ———+—-=0=Ky,
a a
6EIl
K13—K14———K31’
., AEl 4El 8EI
Koo =Kgg +Kyp =—+ &
2El
Koz = Ky =——=Kgp,
a
4EI
Kag = Ky =—
Rakenteen jaykkyysmatriisi on:
i 1. El 6EI |
(24+—=)— 0 —
"2 a’
[K]= 0 8El 2Bl
a a
6EI 2El  4El
- a? a a
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Rakenteen kuormitusvektorin alkiot ovat:

o P
FK,=VK}+VKi=——-8& _—_p,
2 2
P a2
FK, = MK} + MK/ _Pa_a =E,FK3 = MK3 _Pa
8 12 24 12
Rakenteen kuormitusvektori on:
-P
(FK) =172l
24
Pa
12
Vapausastekuormien muodostama vektori on:
P
{P}=10
0
Ratkaistaan yhtaléryhma [K J{a} = {P} - {FK} :
eor HE o
J2' a a EY 2P EY Vg
0 SE ZE a, = _E =<{a, =
a a 2 24 2 8
6El 261 4Bl |la) | Pa) (&) (o
a’ a a | 12

3
0.14735Pi
El

Pa’

=+¢ 0.06315——
El

2
02734372
El

Muunnetaan ristikkoelementin (elem. nro 3) rakennekoordinaatiston vapausasteet sauva-

koordinaatiston vapausasteiksi:

11 0 0 0
0
W _FR3_ 1|11 00
:T = — =
@’ =[TMa} %lo o 1 1 op3
0 0 -1 1 0'147355_6:

0

0 3
0.10419 P2 L =
El

3
0.10419 7%
El
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Ristikkoelementin vapausastevoimat:

0
L1 0 -1 0 0 —0.14734P
2 EI|0 0 0 O pa3 0
F! 3 — K!3 a’ 3 - — _ - — —
P =k T J2adl-1 0 1 0 0.10419 El 0.14734P
3
0 000 0.10419'3EiI 0
Koyden BD normaalivoima:
Ngp = N(0) =-U2 =0.14734P (veto)
Huom ! Palkkielementeille: {a'/' = fa}* ja {a'}? = {a}?.
Palkkielementtien vapausastevoimat:
P =[kTHaf +{FKf
[12EI  6EI  12El  6EIl | p
3 2 T3 2 0 Y
a a a a 2
6EI  4EI 6EI  2El 0 pa| | —1.8893P
2 ~ 3 3| || |-0.8828Pa
_| a a a a Pa 8 | _
=l 1280 eml 12E1 6EI |0 LT P [T 0gs93p
T3 T2 3 T2 2 Y
a a a a Pa 2 —0.5065 Pa
6El 2l 6El 4EI [[0-06315—~ | Pa
| a® a a’ a | 8
[12EI  6EI  12El  6El | 5 p
a’ a2 a3 a2 || 01473552 )
6El  4EI  6EI  2El E pa| | 0-0065P
_| a2 a a2 a || 00631572 | ) 12| _|05065Pa
12EI  6EI 12EI  GEI El P [~ )-1.0065P
- 8.3 - 3.2 8.3 - 8.2 0 2 _E
Pa 0
6EI 2El  GEl  4El ||-0.27343—=— Pa
| a? a a2 a | El 12

Leikkausvoiman ja taivutusmomentin arvot pisteissd A, B ja C:

Qp=-V=1.8893P, M, =M;=-08828Pa,
Q™ =V, =0.8893P, My =-M3j =0.5065Pa,
QS = 2 =—0.0065P,

Qc =V =-1.0065P, M =0.
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