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1. STAATTISESTI MAARATTYJEN RA-
KENTEIDEN STATIHKKAA

Tassa luvussa palataan staattisesti maarattyjen rakenteiden statiikan
kasittelyyn. Ensimmaéinen kosketus aiheeseen saatiin, kun Statiikan
kurssissa késiteltiin ristikkoja ja sauvojen leikkausrasitusten maarit-
tdmistd. Rakenteiden lujuusopin kurssin osan Il luvuissa 1, 2 ja 3 aiheen
késittelya jatkettiin ja nyt jatketaan vield jonkin verran eteenpain. Koska
esitettdva on suoraa jatkoa Rakenteiden lujuusopin mainituille luvuille,
kannatta ne tasséd vaiheessa kayda lapi kertauksen vuoksi.

1.1 Staattisen maaradmattomyyden kertaluku
1.11 Staattisesti maaratty ja staattisesti maaraamaton rakenne

Rakenne (tai sen osa) on staattisesti maaratty, jos siihen vaikuttavat
tuntemattomat voimasuureet voidaan ratkaista yksikasitteisesti kéyttaen
tasapainoyhtél6itd. Jos ndin ei ole, rakenne on staattisesti
maaréddmaton. Rakenne on ulkoisesti staattisesti méaéarétty, jos sen
tukivoimat voidaan madrittdd tasapainoyhtdlditd kayttden. Muussa
tapauksessa se on ulkoisesti staattisesti madaraamaton.

1.12 Staattisen maaraamattomyyden kertaluku

Tarkastellaan rakennetta (tai sen osaa), ja halutaan méarittdd siihen
vaikuttavat voimasuureet. Jos rakenteesta piirretdén vapaakappalekuvio,
osa siihen vaikuttavista ulkoisista voimasuureista on tuntemattomia.
Merkitadn ndiden lukumaardd symbolilla n,, . Statiikan perusteella
rakenteelle voidaan muodostaa tietty maard riippumattomia
tasapainoyhtaloita. Merkitaan ndiden lukumaaraa symbolilla n, . Jos

tuntemattomat ~ voimasuureet  voidaan maérittdd  pelkdstéén
tasapainoyhtaldiden avulla (eli statiikan keinoin), sanotaan, ettd rakenne
on staattisesti maaratty. Probleema muodostuu siis n,, yhtdlosta, joissa
on n,,, tuntematonta. Jos yhtéldité on yhtéd paljon kuin tuntemattomia eli
Ny = Ny, YhtalOryhmalld on yksikasitteinen ratkaisu’.

L Yhtaléryhman pitaa lisaksi olla ratkaistavissa, eli sen kerroinmatriisin
tulee olla ei-singulaarinen. Tdmé ehto toteutuu, jos tasapainoyhtélét ovat
riippumattomia.
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Rakenteen (tai sen osan) staattisen maaraamattomyyden kertaluku
maéritellaén kaavalla

N = Nyye — nyht (11)

Staattisesti maaratyssa rakenteessa siis n,, =n, eli staattisen
maaraamattomyyden kertaluku n, =0. Jos n, >0 on rakenne staattisesti
maaraamaton.  Talldin  n,  ilmaisee  niiden  tuntemattomien

voimasuureiden  lukumaéran, joita ei statiikan keinoin  kyetd
madrittdmaan. Naiden maérittdmiseksi tarvitaan lisdyhtaloita, joiden
muodostamista kasitelladn staattisesti madradméttdmien rakenteiden
ratkaisemisen yhteydessé. Jos n, <0 rakenne muodostaa mekanismin.

1.13 Ristikon staattisen maaraamattomyyden kertaluku

(a) A0
=
7

Kuva 1.1: Tasoristikko: (a) tuet (b) tukireaktiot

Tarkastellaan  tasoristikkoa (kuva 1.1). Tuntemattomina ovat
sauvavoimat ja tukivoimat joten n,,=sS+t, missd s on sauvojen

lukumdard ja t on tuentaan liittyvien siirtymérajoitteiden (ns.
yksiarvoisten tukien) lukuméard. Tasoristikossa kutakin niveltd kohti
voidaan Kirjoittaa kaksi tasapainoyhtaléd, joten n, =2k, missa k on

nivelten lukumaérd. Tasoristikon staattisen maaradméattdmyyden
kertaluku on siten

ng=s+t-2k (1.2)

(Kuvan 1.1 tapauksessa saadaan n,=10+5-2-6=3). Jos n,=0,
ristikko on tavallisesti staattisesti mé&é&ratty, jos n >0, ristikko on
staattisesti méaaraaméton ja jos n <0, ristikko muodostaa
mekanismin.
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Avaruusristikolle  voidaan suorittaa  vastaavanlainen tarkastelu.
Avaruusristikossa kutakin niveltd kohti voidaan Kirjoittaa kolme
tasapainoyhtal®d, joten yhtaldiden lukumadra on nyt 3k . Lauseketta (1.2)
vastaa nyt lauseke

13
jossa termin 2k paikalla on termi 3k.

1.14 Palkin, kehan tai kaaren staattisen maaraamattomyyden
kertaluku

Rakenne, jossa ei ole suljettuja renkaita

Tarkastelemme ensin palkkia, tasokehdi, tasokaarta tai niiden
yhdistelmad, jossa ei ole suljettuja renkaita. Kuva 1.2 esittadd tallaista
rakennetta, jonka osat on liitetty toisiinsa monoliittisesti eli
liikkumattomin liitoksin.

(@)
> I EEEEER.
e g
t=6
B C
(b)
EEEEEER]
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\fiMA‘ Ny =t=06
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A Ny =3
ﬂr =

By C

Kuva 1.2: (a) Tasorakenne, jonka osat liittyvét toisiinsa monoliittisesti ja
(b) sen vapaakappalekuvia.
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Kuvan 1.2a mukaisesti rakenteen pisteen A vaaka- ja pystysiirtymat seka
kiertyma on estetty, pisteen B pystysiirtyméa on estetty ja pisteen C vaaka
ja pystysiirtymét on estetty. Naistd tuennoista muodostuu rakenteen
yksiarvoiset tuet (rajoitteet) ja niiden lukumé&érd on t=6. NAita tuentoja
vastaavasti rakenteen vapaakappalekuviossa (kuva 1.2b) rakenteeseen
kohdistuu n,, =t=6 tuntematonta tukireaktiota (5 voimaa ja yksi
momentti). Koska tasorakenteelle voidaan Kirjoittaa 3 riippumatonta
tasapainoyhtalod, n,, =3. Nain rakenteen staattisen maaraamattomyyden

kertaluvulle saadaan kaava

n,=n

s tunt

Ny =t—=3

(ja erityisesti kuvan 1.2 tapauksessa tulos n, =6 -3 =23).

(a)
D
EEEEEEN
24P -
t=6
B C
(b)
e )
k*;» A< > ntunt =6
M, nie =3
A
i o
By Cy
(c)
o =1
A 0,
M A
A

Kuva 1.3: (a) Tasorakenne, jossa on nivel, (b) sen vapaakappalekuvio
sekd (c) nivelen vasemman puoleisen osan vapaakappalekuvio.
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Tarkastellaan seuraavaksi kuvan 1.3 tasorakennetta, joka muodostuu
kahdesta monoliittisesta osasta, joiden valillda on nivel. Tasorakenteen
nivel mahdollistaa kiertymisen siihen liittyvien rakenteen osien valilla.
Nivel on siten liitos, jolla on yksi vapausaste, kiertymd. Rakenteemme
liitosten vapausasteiden lukumé&éra on siten c=1.

Koko rakenteen vapaakappalekuviossa (kuva 1.3b) on samat kuusi
tuntematonta tukivoimaa, joten n, . =6 ja sille voidaan muodostaa

N =3 tasapainoyhtalod. Naiden yhtaldiden lisaksi rakenteelle voidaan

muodostaa yksi lisatasapainoyhtalé seuraavasti. Ajatellaan rakenteen
osien valinen nivel poistetuksi, ja tarkastellaan vasemman puoleisen osan
vapakappalekuviota (kuva 1.3c). Kirjoittamalla tdmén  osan
momenttitasapainoyhtdlé nivelpisteen D suhteen, saadaan alkuperdisten
tuntemattomien tukireaktioiden vélille uusi riippumaton tasapainoyhtalo.

Nain kuvan 1.3 rakenteelle saatiin  n, =np +ny =3+1=4

riippumatonta tasapainoyhtéléd. Jos rakenteessa on useampia liitoksia,
saadaan kutakin liitosta kohti vastaavasti yksi uusi riippumaton
tasapainoyhtéld. N&in, jos rakenteen liitosten vapausasteiden lukumaara
on c, sille voidaan Kirjoittaa n,, =3+c riippumatonta tasapainoyhtaloa.

N&in rakenteen staattisen maardamattomyyden kertaluvulle saadaan
kaava

tunt

n.=n

s tunt

Ny =t—-C-3
(ja erityisesti kuvan 1.3 tapauksessa tulos n, =6-1-3=2).

Taman johdattelevan tarkastelun perusteella pdddymme johtopaatokseen,
ettd palkin, tasokehén, tasokaaren tai niiden yhdistelmén, jossa ei ole
suljettuja renkaita, staattisen maaradmattdmyyden kertaluku voidaan
madrittad kaavalla

n=t-c-3, 1.4)
missd t on rakenteen yksiarvoisten tukien (rajoitteiden) lukumaéara ja c on
sen liitosten vapausasteiden lukumaard. Seuraavassa tarkastellaan joitakin
tyypillisia liitoksia ja niiden vapausasteita.

Liitoksen vapausasteiden lukumaara

Liitoksen vapausasteiden lukumaérélld ¢ ymmaérretdédn sen sallimien
lilkemahdollisuuksien lukumaard. Yleisin sauvarakenteiden liitos on
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nivel. Kahden rakenteen osan valisen nivelen vapausasteiden lukumaaré
c=1, koska nivel sallii rakenteen osien vdlisen kiertyman. Kolmen
rakenteen osan vélisen nivelen vapausasteiden lukumaara c=2, jne.
Kuva 1.4 havainnollistaa asiaa, kun sauvoja on nelja ja c=3.
Muunlaisiakin liitoksia esiintyy.

(@) (b)

Kuva 1.4: Nivel keharakenteen nurkassa: (a) neljaan sauvaan liittyva
nivel, jonka ¢ =3, (b) vastaavat yksivapausasteiset nivelet

Kuvassa 1.5 on kolme liitosta. Kuvan (a) liitos on kahden sauvan vélinen
nivel, joten ¢ =1, kuvan (b) liitos on kolmen sauvan vélinen nivel, joten
c=2 ja kuvan (c) liitos sallii kahden sauvan vélisen vaakasiirtyvan ja
kiertyman, joten ¢ = 2.

(a) (b) (©
\ \ : \
_._.\_\_ ..... _._.\:’.\'o'_/Z_. = —\So-\:-— —
\ \ \
NN N\
c=1 c=2 c=2

Kuva 1.5: Liitoksia.
Rakenne, jossa on suljettuja renkaita

Jos rakenteessa on suljettuja renkaita, tuntemattomien lukumééré kasvaa.
Tavoitteena néet on, ettd rakenteen kaikki voimasuureet (myos leikkaus-
rasitukset) voidaan méaarittaa tasapainotarkasteluilla.

Tarkastellaan kuvan 1.6a mukaista monoliittista tasokeh&&, jossa on
suljettu rengas. Yksiarvoisten tukien lukuméaéara tuilla A ja B on t=5,
joita vastaavat kuvan 1.6b tuntemattomat tukireaktiot. Vaikka
jalkimmaiset tunnettaisiin, leikkausrasituksia suljetun renkaan sauvoissa
ei kyettéisi maarittdmaan. Ajatellaan rakenteen suljettu rengas leikatuksi
pisteestd C kuvan (c) mukaisesti, jolloin tehtdvdédn tulee 3
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lisdtuntematonta, leikkausrasitukset N., Q. ja M. Jos tukireaktioiden
lisaksi ndmd tunnettaisiin, voitaisiin rakenteen kaikki voimasuureet
maarittdd. Tehtavéssa on siten n,,, =t+3 madritettdvaé tuntematonta ja

kaytettavissd on n,,, =3 tasapainoyhtaloa. Vastaavasti, jos rakenteessa on
useampia suljettuja renkaita, sen tuntemattomien lukumé&ard kasvaa

arvolla 3r, missé r on suljettujen renkaiden lukumaéra, jolloin tehtdvén
tuntemattomien lukumaéré on n,,, =t+3r. Ndin monoliittisen rakenteen,

jossa on r suljettua rengasta, staattisen maaraamattomyyden kertaluku on

Ny =Ny — Ny =t +3r-3.

@) i (b)

i
A B,
# 7 _HPM e
(©) Mo M Q A
Q
A, B,
#)MA ! B,
A,

Kuva 1.6: (a) Tasokehd, jossa on suljettu rengas, (b) sen vapaakappale-
kuvio ja (b) sen kahden osan vapaakappalekuviot. Kehédn ulkoista
kuormitusta ei ole merkitty kuvaan.
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Jos rakenteessa on lisaksi liitoksia niiden vaikutus on samanlainen kuin
edella.

Tamén johdattelevan tarkastelun perusteella pdddymme tulokseen, ettd
palkin, tasokehdn, tasokaaren tai niiden yhdistelmén, jossa on suljettuja
renkaita, staattisen méaarddmattdmyyden kertaluku voidaan maarittda
kaavalla

n,=t+3r-c-3, (1.5)

missa t on rakenteen yksiarvoisten tukien (rajoitteiden) lukuméaérg, r on
suljettujen renkaiden lukuméaard ja ¢ on sen liitosten vapausasteiden
lukuméara.

Vastaavan avaruusrakenteen staattisen maaraamattomyyden kertaluvun
kaava on

n,=t+6r-c-6, (1.6)

Tama kaava eroaa kaavasta (1.5) vain siten, ettd luvut 3 on korvattu
luvuilla 6. Tdma johtuu siitd, ettd kolmidimensioisessa tapauksessa on
kaytettavissa kuusi riippumatonta tasapainoyhtdléd ja ettd jokaisessa
katkaisussa on 6 jannitysresultanttia.

Kolmidimensioisten sauvarakenteiden yleisimmat liitokset ovat sarana-
ja pallonivel. Sarananivel mahdollistaa kiertymisen tietyn akselin ympari
ja sen vapausasteiden lukumaard on 1. Pallonivel mahdollistaa
kiertymisen kolmen akselin ympéri ja sen vapausasteiden lukumé&aré on
3.
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Esimerkki 1.1: Méadritet4dn oheisen tasoristikon staattisen maaradmétto-
myyden kertaluku. (Ristedvat diagonaalisauvat pédsevédt vapaasti
liukumaan toistensa suhteen.)

Saadaan:

s=15, k=8, t=4,
ng=s+t-2k=15-4-2.8=3

Esimerkki 1.2: Maaritetddn oheisen tasokehdn staattisen maaraamatto-
myyden kertaluku.

24

Saadaan:

t=6, c=1,
n=t-c-3=6-1-3=2

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot 9

Esimerkki 1.3: Maaritetddn oheisen tasokehan staattisen maaraamatto-
myyden Kertaluku.

Saadaan:

t=6,r=1c=2,
n=t+3r-c-3=6+3-1-2-3=4.

Esimerkki 1.4: Madritetddn oheisen avaruuskehan staattisen
maaraamattdomyyden kertaluku.

Pallonivel
Javkka kiinnitvs ( T
=

Saadaan:

t=15,r=1 c=0,
ng=t+6r-c-6=15+6-1-0-6=15
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1.2 Kaltevan tai pystysuoran tasosauvan leikkaus- Esimerkki 1.5: Méadritetdan oheisen tasokehén rasituskuviot.
rasitukset

Loppuosa/ X

4dm

M

Lo
Alkuosa N
% \Q

Kuva 1.7: Kaltevan suoran sauvan leikkausrasitusten positiiviset suunnat

Ratkaisu:

Staattisen méaaraddmattomyyden kertaluku:

Kaltevan tai pystysuoran sauvan leikkausrasitusten positiiviset suunnat o
on esitetty kuvassa 1.7. Ne voidaan ilmaista sanallisesti seuraavasti: n,=t-c-3=3-0-3=0 = Staattisesti maaratty

e Normaalivoima N on sauvan akselin suuntainen ja sen positiivinen Tukireaktiot:
suunta on tarkasteltavasta sauvan osasta ulospain.

e Leikkausvoima Q on sauvan akselia vastaan kohtisuora ja sen
positiivinen suunta on sauvan alkuosassa kohti positiivista reunaa ja
sauvan loppuosassa kohti negatiivista reunaa.

e Positiivinen taivutusmomentti M pyrkii venyttdmaéan palkin
positiivista reunaa, ts. momenttinuolen h&ntd on positiivisella
puolella.

3m 1 8m |

9,5m 1,5m,

> A —4kN=0 = A, =4kN
A) D, -11m—3kN-9,5m+4kN-2m-4kN-3m=0 = D, =2,95kN
@ — A, -11m+4kN-8m+4kN-2m + 3kN -1,5m=0 = A, =4,05kN
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Vili AB:
VKK AX;
4kN -sina
/4
s
4kN -cos o 4,05kN - cosa
4,05kN -sina

7 N +4kN -cosa + 4,05kN - sina = 0
3 4

COSa =

gald olw

sina =

= N =—-4kN 5—4,05kN 52—5,64kN

N Q+4KkN-sina —4,05kN -cosa =0
4 3

= Q =—4kN-g+4,05kN-g=—O,77kN

X,) M +4kN -sin o, —4,05kN -coser -, =0

4

- M :(_4kN-§+4,05kN-g)-x1 =-0,77kN - ¥
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Vili BC:

VKK AX,

— N+4kN=0 = N =-4kN
J  Q-4,05kN+4kN=0 = Q=0,05kN

X,) M —4,05kN - (3m -+ X,) + 4kN - 4m+4KN - x, = 0
— M =-3,85kNm +0,05kN - X,
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Vili CD: Rasituskuviot:

VKK XD
N-kuvio: —4kN

—5,64kN

N N+2,95kN-sing=0 = N =—2,95kN-%=—2,36kN

7 Q-1kN/m-(5m—x3)+2,95kN -cosa =0

3

= Q =5kN —1kN/m-x; — 2,95kN r 3,23KN —1kN/m- X5 -1, 77kN

SM—X3 _

(X5 M —2,95kN - cosa - (5m — X3) +1KN/m - (5m — X5) - 0

M-kuvio:

= M =-3,65kNm + 3,23kN - X3 — 0,5kN/m - Xg —3,85kNm
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Esimerkki 1.6: Maaritetdan oheisen kolminivelkehan rasituskuviot.

Huomautus: Kolminivelkehédksi kutsutaan kahdella siirtymattomalla
niveltuella tuettua kehdd, jossa on yksi nivel. Se on erittdin
kayttokelpoinen staattisesti maaratty rakenne.

Ratkaisu:

Staattisen maaraamattdmyyden kertaluku:

ng=t-c-3=4-1-3=0 = Staattisesti maaratty
Tukireaktiot:

Huomautus: Staattisesti maaratyn rakenteen, jossa on nivel, tukireaktiot
voidaan maérittdd (esimerkiksi) muodostamalla koko rakenteen
tasapainoyhtélot sekd nivelen kohdalta katkaistun rakenteen jomman
kumman osan momenttitasapainoyhtald nivelpisteen suhteen.

VKK:
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G) -A -8a+F-7a+F.6a+F-5a+F -4a=0 = A/:lle

'AD G,-8a-F-4a-F-3a-F-2a-F-a=0 = Gy=%F

VKK EG:

E G,-3a+G,-4a=0 = ze—%e

Saadaan viela:

G --25F_Op A- -2F
34 3 8

Oheiseen kuvaan on piirretty koko rakenteen vapaakappalekuvio, jonka
tukireaktiot nyt tunnetaan. Se tarkoitus on helpottaa leikkausrasitusten
maarittdmista varten tarvittavien rakenteen osien vapaakappalekuvioiden
piirtdmista.

VKK:
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Leikkausrasitukset:

Maédritetadn tassd leikkausrasitukset kayttden hyodyksi Rakenteiden
lujuusopin osan Il luvun 3 lausetta 1. Koska véleilld AB, BC,...,FG ei
vaikuta jakautunutta kuormaa, ovat normaalivoima ja leikkausvoima
niilla vakioita ja taivutusmomentti jakautuu lineaarisesti.

Normaalivoima ja leikkausvoima:

Vali AB:
N
EF / / N+EF-Sina1+§F-COSa1=O
4 4 3
I Q 1n_ . 5
" o, = N=-—F sing, ——F -cose;, =-3,21F
A5 4 3
3 11 5 .
™S Q-=F-.cosaq, +=F-sing, =0
4 3

1

NG QCOS%ZE :>Q:%F~cosal—gF~sina1=2,72F
2
1 5

1 cosa,= , Sing, =

=] w
o

_>N +%F-sina2+§F-co'Sa2—Fsina2=O

= N=-2,13F

\ Q—lle -COSa2+§F-Sina2+FCOSa2=O

= Q=L113F
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Vili CD:

>N +1741F -sinaz+§F -cosa, —2Fsina, =0

= N=-181F

\ Q—%F -cosaz+gF~sina2+2Fcosa2=0

= Q=0,18F

>N +1741F .Sina2+§F -cosa, —3Fsina, =0

2F = N =-150F

\Q—%F -Ccosa, +§F -sina, +3F cosar, =0

—0,76F

cosa, +%F -Sine, =0 = N =-198F

F-Sinaz+%F~COSa2=0 = Q=-0,66F

Vali FG:
5 5_
Q \ N+ F-cosa;+-Fsing; =0 = N =_186F
5 5_ 5
} ZF 7 Q—EF-Slna2+ZF-c05a2:0 = Q=-0,93F
>k 2NG
3
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Taivutusmomentti: Piste E:

Piste A: M T
2N
5 =
ZF—»p (A M=0 (E M+5F 3a—§F 4a=0
fu, 3 4
4 - M =0
| 4a |
Piste F
11 5 J
M-=—"F.a+>F.2a=0 A 5 =
4 3 F\ - F 5 5
7 4 |, (F M+2F-2a->F.a=0
= M=—EFa 5 3
376G — M=-2F,
[« 12
Piste G
M—EF 2a+5F Za+Fa 0 KMG 5
4 3 3 \— 2F (6 M=0
11 3
= M:EFa
Fe 5.
4
11 5_8

M-—F.-3a+-F--a
4 3 3
+F-2a+F-a=0

= M =§Fa
36
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Rasituskuviot:

N-kuvio:

Q-kuvio:

M-kuvio:
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1.3 Kaareva tasosauva

Kaarevan tasosauvan akseli on tasossa oleva kaari. Siihen voidaan liittaa
pituuskoordinaatti s, joka yhtyy sauvan akseliin. Kulma « on vaakatason
ja s-akselin vélinen kulma, tarkasteltavan leikkauksen kohdalla.

Kuva 1.8: Kaarevan tasosauvan leikkausrasitusten positiiviset suunnat

Kaarevan tasosauvan leikkausrasitusten positiiviset suunnat on esitetty
kuvassa 1.8. Ne voidaan ilmaista sanallisesti seuraavasti:

e Normaalivoima N on sauvan akselin Kkatkaisukohtaan asetetun
tangentin suuntainen ja sen positiivinen suunta on tarkasteltavasta
sauvan osasta ulospéin.

e Leikkausvoima Q on sauvan akselin katkaisukohtaan asetetun
normaalin suuntainen ja sen positiivinen suunta on sauvan alkuosassa
kohti positiivista reunaa ja sauvan loppuosassa kohti negatiivista
reunaa.

e Positiivinen  taivutusmomentti M pyrkii venyttdmaan palkin
positiivista reunaa, ts. momenttinuolen héntd on positiivisella
puolella.

Kaarevan tasosauvan normaalivoiman ja leikkausvoiman méarittdminen
on mukavin suorittaa muodostamalla sauvan akselin tarkasteltavan
leikkauksen kohdalla olevan tangentin suuntainen ja sitd vastaan
kohtisuora tasapainoyhtdld. Edellisestd yhtélostd saadaan suoraan
ratkaistuksi normaalivoima ja jalkimmaisesta leikkausvoima.
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Esimerkki 1.7: Kuvan ympyrdn neljanneksen muotoista kaarta
kuormittaa vaakatason pituusyksikkod kohti tasan jakautunut kuorma g.
Maarité kaaren leikkausrasitukset kulman ¢ funktiona.

q

#*********?
I
oS |
I
I I
| )/ I
| / |
| // :

I

a
o/ I
/

i I

CAN ;;B
i

Staattisen maaraamattomyyden kertaluku:

Ratkaisu:

n,=t—-c-3=3-0-3=0 = Staattisesti maaratty

Tukireaktiot:

VKK [C___¢____3
o |
_’?
A i
|
al qa
|
|
|
N, B_,,TB
— _ X
T By-ga=0 = B, =qa a a 1By
a a
I3>—Ax-a+qa'§=0:> szq?, I 2 [ 2 I
> A+B=0 = B =-A=-T
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Normaalivoima ja leikkausvoima:

ga ———

- ——C0Sep "o 7]

VKKAX: 5 %% :/J qasin o
s X M

[ Y N
gasin ¢ cos ¢

~ N+q—;cos¢+Qasin2¢=0 = N =—i;(005¢+25inz¢)

Q—q—;sin¢+qasin pcosp=0 = Q =l;Sin p(1-2cosp)

Taivutusmomentti:

VKK AX: ga L s |
2 A |
a(l-cosp) §____" ;:_T\_\,X M
YW
asin
q | (0// Q
Lo/ 2
?asin(p
2
[«
)§ M+qasingo-as'n¢—q—;-a(1—c05¢):0

= M =;q¢312(1—cosrp—sin2 ®)
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Normaalivoimakuvio:

-1
-0, _
o [°]

y 90°
N
qa

Leikkausvoimakuvio:

e o U
+
PN

Q

ga

Taivutusmomenttikuvio:

-0,1

4 [’]

!
M
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Esimerkki 1.8: Oheista kolminivelkaarta kuormittaa pistekuorma 3F ja
vaakatason pituutta kohti laskettu tasainen kuorma gq=F/a. Kaari on

paraabelin muotoinen ja sen yhtéld on
2
y(X) =15x —0,5";.

Madrita kaaren rasituskuviot.

3F
J g=F/a
EEREEREEE /ERERERREETREREY!
|
|
|
|

—_—————————

Huomautus: Kolminivelkaareksi kutsutaan kahdella siirtymattomalla
niveltuella tuettua kaarta, jossa on yksi nivel. Se on erittdin yleinen ja
kayttokelpoinen staattisesti maaratty kaarirakenne.

Ratkaisu:

Staattisen maaraamattdmyyden kertaluku:

n,=t—-c—-3=4-1-3=0 = Staattisesti maaratty

Tukireaktiot:

VKK:

a 3
— ~a
2 2
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B —Ay-3a+3F~2a+3F~ga:0 = A =35F

A By-3a—3F%a—3F~a=O:> B, =2,5F
— A +B,=0
VKK DB:

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
—»\B ¥

a
BX
a a

D B, .a+ By-a—F%:O = B,=0,5F - B, ==2F
A< = _Bx =2—F
Oheiseen kuvaan on piirretty koko rakenteen vapaakappalekuvio, jonka
tukireaktiot nyt tunnetaan. Se tarkoitus on helpottaa leikkausrasitusten

maérittdmistd varten tarvittavien rakenteen osien vapaakappalekuvioiden
piirtamista.

VKK:

3F
J q=F/a

EEEEEEER /REEEEEEEEREEEEY
| ke
|
|
|
|

[
T P 1
:
|
|
|
|
|
|

2a
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Leikkausrasitukset: Vaéli AC jatkuu...

Geometriaa: Taivutusmomentti:
y(x)=15x-0 5X—2 tana=y'(x)=15—5
' Ta’ 7 a \/1+tan2ai e
sina = __fana cosa = . _
Jittan’a Vi+tan’a 1
y

Vili AC:

<
(0<x<a, kaaren alkuosan avulla) 35F
Normaalivoima ja leikkausvoima: X X
2 2
[«—>|<«—>|
X X
FXsing (X M-35F -x+2F-y+ ETO
a
2
S — M=35F x-2F-y—F ﬁg_ssF x—2F - (15X — 05—) 05F—
a
2
2Fsina, o ~05%+2)Fa
a a
= 2Fe-> A —_—
ZFQGSO/
3, 5Fs1n
3,5
X
N —ngina+2Fc03a+3,5Fsina:0
= N= Fisina—ZF cosa—S,SFsina=—[2003a+(3,5—£)3ina]F
a a
\Q+Fﬁcosa+2Fsina—3,5Fcosa:0
a
= Q=—F§COSa—2FSina+3,5FCOSa=[—2$ina(3,5—§)COSa]F
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Vili CB: Vali CB jatkuu...

(a< x<3a; kaaren loppuosan avulla) Taivutusmomentti:

Normaalivoima ja leikkausvoima:

NJ=E=I =S Y
~o F@E=)sin 2,5F coba
5 v
FG-) 2.5F A X
a
2Fsina o 2 5Esi
AO 7 ) Siha
2F cosa
| X | 3a—x |
) ) M+F(3—§)-3az_x—2,5F-(3a—x)+2F-y:O
+ N+F@B-=)sina+2Fcosa—-2,5Fsina=0 « 3a—x
a = M:—F(3—g)- 5 +2,5F-(3a—-x)-2F -y

= N :—[2005a+(0,5—ﬁ)sin alF
a

x? x?
=3Fa—0,5Fx—0,5F =~ — 2F (L,5x—0,52-)
a a

X ; _ 2
,\ Q—F(3—g)005a+2Fsma+2,5F cosa =0 :(3—2,55+0,5X—2)Fa
a a

=Q =[—Zsina+(0,5—§)<:05a]F

Laskelma:

x/a |tana | sina | cosa | N/F | Q/F | M/(Fa)
0 15 |0,832 (0,555 | -4,02 | 0,28 0
0,5 1 0,707 | 0,707 | -3,54 | 0,71 0,375
r 05 ]0447 10,894 |-291 | 1,34 1
1 05 |0,447 10,894 | -1,56 | -1,34 1
15 0 0 1 -2 -1 0,375
2 -0,5 1-0,447 0,894 | -2,46 | -0,45 0
2,5 -1 |-0.707| 0,707 | -2,83 0 -0,125
3 | -15 /-0,832]0,555 | -3,19 | 0,28 0
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Vaihtoehtoinen tapa mééarittdd normaalivoima ja leikkausvoima:

Kaltevien, suorien sauvojen sekd kaarevien sauvojen yhteydessa
normaalivoima N ja leikkausvoima Q voidaan maarittdd myos siten, ettd
niiden sijasta méaaritetddn ensin ns. horisontaalirasitus H ja ns.
vertikaalirasitus V (kuva 1.9), jotka ovat jannitysresultanttivoiman F¢
vaaka- ja pystysuorat komponentit.

Kuva 1.9: Horisontaalirasitus ja vertikaalirasitus.

Kun ndmd sitten tunnetaan voidaan normaalivoima N ja leikkausvoima Q,
jotka ovat jannitysresultanttivoiman F° aksiaali- ja poikittaiskompo-
nentit, maarittaa kaavoilla

N =Hcosa—-Vsina,

1.13
Q=Hsina+V cosa. (113)

Kaavoja (1.13) kéytettdessa on tarkeétd pitdd mielessa, ettd kulma « on
kuvan 1.9 mukaisesti méaéritelty vaakasuunnan (vasemmalta oikealle) ja
sauvan akselin suunnan s véliseksi kulmaksi, jonka positiivinen suunta on
vastapdivaan.

Huomautus 1: Horisontaalirasituksen H ja vertikaalirasituksen V
madrittdminen tapahtuu paljolti samaan tapaan kuin vaakasuoran sauvan
normaalivoiman ja leikkausvoiman maéarittaminen.

Huomautus 2: Jos kaarta kuormittaa pelkéstadn pystysuora kuormitus,
on horisontaalirasitus H vakio.

Huomautus 3: Suureita H ja V voitaisiin kutsua pelkastaan horisontaali-
voimaksi ja vertikaalivoimaksi. Tassd on kuitenkin kéytetty termeja
horisontaalirasitus ja vertikaalirasitus muistuttamaan siitd, ettd kysymys
on leikkausrasituksista.
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Esimerkki 1.9: Maédritetddn esimerkin 1.8  horisontaali- ja
vertikaalirasitusten  lausekkeet ja niiden avulla normaali- ja
leikkausvoiman lausekkeet.

Vili AC:

(0<x<a, kaaren alkuosan avulla)

Horisontaali- ja vertikaalirasitus:

— H+2F=0 = H=-2F

l V—3,5F+F§:O - V:(3,5—§)F

Normaali- ja leikkausvoima:

N =Hcosa-Vsina =—[2003a+(3,5—§)sina]F

Q=Hsina+V cosa =[-2sin a(3,5—1)cosa]F
a
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Vili CB:
(a< x<3a; kaaren loppuosan avulla)

Horisontaali- ja vertikaalirasitus:

>

< H+2F=0 = H=—=0F

1 V+25F —F(3-2)=0 = V=—(05+2)F
a " a

Normaali- ja leikkausvoima:

N =Hcosa-Vsina =—[2cosa+(0,5—§)sina]F
a

Q=Hsina+V cosa =[—25ina+(0,5—ﬁ)cosa]F
a
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1.4 Puristusviiva

Annettua kuormitusta vastaavalla puristusviivalla ymmarretdan sellaisen
sauvan akselia, johon annettu kuormitus synnyttdd pelkdn (puristavan)
normaalivoiman.

Puristusviiva on jo hyvin kauan ollut erittdin térked suunnittelun
apuneuvo. Sitd kéytettiin vetoa kestdméttomien rakenteiden kuten
muurattujen holvien ja kaarien konstruoimiseen. Edullinen muoto
kaarelle (tai holville), jonka oma paino suhteessa sen muihin
kuormituksiin on verrattain suuri, saatiin konstruoimalla ko. rakenteelle
puristusviiva.

Yleisessd tapauksessa puristusviivan muotoisen kaaren konstruoiminen
on iteratiivinen prosessi: Aluksi otaksutaan kaaren geometria (kaaren
akselin muoto ja poikkileikkauksen vaihtelu), jonka perusteella saadaan
oman painon ja pysyvan kuorman jakautuma. Maéritetddn Ko.
kuormitusta vastaava puristusviiva. Sen perusteella saadaan kaarelle uusi
muoto ja myds poikkileikkausta voidaan joutua muuttamaan.
Méadritetddn uusi kuorman jakautuma, jne. Kun puristusviiva ja kaaren
geometria on saatu valmiiksi, joudutaan kaaren toiminta varmistamaan
muuttuville kuormille. Puristusviivan tulee kaikissa
kuormitustapauksissa, kaaren kussakin poikkileikkauksessa pysya ns.
sydankuvion sisépuolella. Poikkileikkauksen sydankuviota tarkastellaan
my6hemmin tassa kurssissa.

Puristusviivan maarittaminen

Ennen laskinten ja tietokoneiden aikaa puristusviiva maéritettiin
graafisesti ns. kdysimonikulmiolla, jota kéytettiin myds kdysien
analyysissd. Téssa esityksessa ei koysimonikulmiota tarkastella, vaan
puristusviiva pyritddn méaarittdmaéan analyyttisesti.

Esitettdvd menettely perustuu siihen, ettd puristusviivan muotoisen
sauvan taivutusmomentti on jokaisessa sauvan pisteessa nolla.

Rajoitutaan rakenteisiin, joita rasittaa pystysuora kuormitus. Oma paino
ja usein myds pysyva kuorma ovat téllaisia. Erdanlaisena perustehtavana
puristusviivan maérittdmisessa voidaan pitdd kuvan 1.10 kaarta, joka on
tuettu liikkuvilla niveltuilla pisteistd A ja B ja johon vaikuttaa puristavat
vaakavoimat P. Kdéytetddn kaaren (puristusviivan) korkeusasemalle
valittuun vaakatasoon (x-akseli) ndhden merkintaa y(x). Pisteiden A ja B
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kautta kulkevan puristusviivan korkeusasema y(x) saadaan kirjoittamalla
pisteen X vasemman tai oikean puoleisen rakenteen osan momentti-
tasapainoyhtald pisteen X suhteen ja ratkaisemalla y(x) saadusta
yhtalosta.

y
q(x)
[[I]]]]]]]]]Iﬂ]]]]]]]ﬂ]]]]]]]]]]]]]]l Puristusviiva
G
y() i
p—& Z X
Z

Kuva 1.10: Pisteiden A ja B kautta kulkeva puristusviiva.

Tavallisesti probleemana on méérittd4 puristusviiva, joka kulkee kolmen
pisteen kautta. Kuvassa 1.11 tarkastellaan pisteiden A, B ja C kautta
kulkevan puristusviivan madrittdmistd. Ensin méaritetaén pisteiden A ja
B kautta kulkevan puristusviivan pisteen C korkeusasema y(x.) pitaen
vaakavoimaa P tuntemattomana parametrina. Pisteiden A, B ja C kautta
kulkevaa puristusviivaa vastaava P:n arvo saadaan sitten ehdosta

Y(Xc) =Ye-

y
a(x)
Puristusviiva?
C: (X, yc)/l/
I
| B
y(xe) AP
i
P é - X
i

Kuva 1.11: Pisteiden A, B ja C kautta kulkeva puristusviiva.

Huomautus: Puristusviivan korkeusasemalle on t&ssa kaytetty merkintaa
y(x), jonka positiivinen suunta on ylospéin ja vastaava globaali x,y-
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koordinaatisto on siis oikeakatinen. Tasosauvoille kaytetty paikallinen
x,y-koordinaatisto taas oli (x,y-tasossa tarkasteltuna) vasenkétinen ja
vaakasuoran sauvan y-koordinaatti oli alaspain. Kysymyksesséa ovat siis
eri koordinaatistot.

Puristusviivan muotoisen sauvan normaalivoima

Puristusviivan muotoisen sauvan normaalivoimalle (puristusviivaa
vastaavasta kuormituksesta) saadaan kuvan 1.12 perusteella kaava

Kuva 1.12: Pelk&n normaalivoiman rasittama poikkileikkaus.

H

N=—"1 (1.14)

 cosa’

miss& H on sauvan horisontaalirasitus. Kuvan 1.13a VKK:n
vaakasuorasta tasapainoehdosta seuraa horisontaalirasitukselle helposti
tulos H=-P ja kuvan 1.13b perusteella nadhdaan, ettd

cosa =1/4/1+y'(x)*. Sijoittamalla nami tulokset kaavaan (1.14)
saadaan puristusviivan muotoisen sauvan normaalivoimalle tulos

(@ q(x) (b)

NS

tana = y'(x)

Kuva 1.13: Puristusviivaa vastaavan normaalivoiman maarittaminen.
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N =—Py1+ y'(x)%. (1.15)

Esimerkki 1.10: Madritetddn puristusviiva rakenteelle, jota kuormittaa
oheinen tasainen kuorma ja pistekuorma ja joka kulkee pisteiden A, B ja
C kautta. Méaaritetddn myos normaalivoiman jakautuma puristusviivalla.

y
q=2F/a 3F
TN EEEER) l
4a | 2a |
O C: (4a,4a)
° .
(,A: 0.0) B: (8a,a)X

Ratkaisu:
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Tukireaktiot:

B) -A -8a+8F -6a+3F-2a+Pa=0 = A =2 F 4o

24 8
A) B -8a—8F -2a—3F.6a+Pa=0 = B = F_F
Y b4 8

Pisteen C korkeusasema:

P
27 P 28|
h— +_ =
1 8 | X. =4a

Momenttitasapainoyhtéld pisteen C suhteen:

Cc (ZTZF+§)»4a—P-y(xC)—8F«2a=0 = y(xc):11%+E
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Vaakavoiman P arvo:

y(x) =Y. 11%+%=4a — p_22p

Puristusviivan maaritys:

Tukireaktioille saadaan nyt

27 P 50
=—F+—=—F
A 4 8 7
B, - F---2'F
o4 8 7

VALAC:

Momenttitasapainoyhtéld pisteen X suhteen:

Ix 50, 22 2F  x 25 71 .,
=

X——F-y—X-==0 = y=—X—-—-X
7 y a 2 y
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Vili CD:

Tulos:
y
a
=2F/a
v l Yivvvey
l 3F
A \C
D
Zr
2r . " 22
Puristusviiva B PZTF
=F
p-22¢
7 > A I I I ///ﬁ X
2 4 6 a
Momenttitasapainoyhtéld pisteen X suhteen: 7
CX —F X—QF y—8F -(x-2a)=0 = y— 56 —ix Normaalivoima:
7 7 11 _
- Vili AC:
vali DB: (y=2_TX
11 1la
22 257X 2 X X2
N(X) = —P1+ y(x)? =—25F 14 (22 - LXy2 :——F\/746—350—+49—
) v 7 (11 11a) 7 a a’
Vili CD:
y
EF Al y'(x) =
7 —_
50, N(x)——P\/1+y(x =2 F 1+ (_ﬁ) F\/13 ~—3,26F
7
Viéli DB:
. . . 27
Momenttitasapainoyhtéld pisteen X suhteen: y'(x)= oo
B . 22 27, 1213 _ _
(x —F —7F y—8F -(x—2a)—3F -(x-6a) =0 = y:%a—%x N)=-PyL+ Y (x)" =-—F 1+ (=) =————F~_4,98F
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N-kuvio:

—7,80F
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1.5 Vaannetyt rakenteet

Monet kaytdnnon rakenteet voidaan riittavalla tarkkuudella analysoida
kéayttden edelld késiteltyd tasosauvarakenteen mallia, jossa leikkaus-
rasitukset olivat N, Q ja M. Ottamalla ndiden liséksi kayttoon neljés
leikkausrasitus, vaantomomentti M,, voimme sisallyttdé tarkastelumme
piiriin akselit ja sellaiset vaakatasossa olevat sauvarakenteet, joita
kuormittaa ~ pystysuuntainen  kuormitus.  Vaakatasossa  olevaa
kehérakennetta, jota kuormittaa pystysuuntainen kuormitus, kutsutaan
usein arinaksi. Tarkastelemme my0s vaakatasossa kaarevaa palkkia.
Rajoitumme luonnollisesti tdssékin staattisesti madrattyihin tapauksiin.

1.51 Vaantdémomentti
Seuraavassa tarkastellaan vain vaantdmomentin maarittamista. Muiden

leikkausrasitusten madrittdminen onkin jo tuttua. V&antdmomentin
positiivinen suunta on kuvan 1.14 mukainen.

z Alkuosa M, M, Loppuosa
TH_—» <o > X
y

Kuva 1.14: Vaantdmomentin positiivinen suunta.

Havaitaan, ettd

e Vaantomomenttinuoli on sauvan akselin suuntainen ja sen
positiivinen suunta on tarkasteltavasta leikkauskohdasta ulospdin
(materiaalista poispéin)

Huomautus: Tasotapauksessa momentille (esim. taivutusmomentti) on

totuttu kayttdmaan kaarevaa nuolta (kuva 1.15a). Kolmidimensioisessa

tapauksessa momenttia merkitédén joko kaksoisnuolella (kuva 1.15b) tai
nuolella ja kiertosuunnan ilmaisevalla kaarevalla nuolella (kuva 1.15c)

@ ) () —> © —»

Kuva 1.15: Momenttinuolia: (a) tasotapaus, (b) ja (c) kolmidimensioinen
tapaus.
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Momentin kiertosuunta maaraytyy oikean kaden ruuvisdannon mukaan.
Vaantomomentille kdytetadn téssa yleensé kaksoisnuolimerkintaa.

1.52 Vaantdmomentin maarittaminen
Kun tukireaktiot on méaritetty tarkastellaan rakennetta, jota kuormittaa

tasapainossa oleva voimasysteemi. Rakenteen tietyn sauvan pisteesséd X
vaikuttava vaantomomentti M, saadaan ajattelemalla rakenne leikatuksi

pisteen X kohdalta kahteen osan ja maarittdméalla jomman kumman osan
momenttitasapainoyhtél6 sauvan akselin suhteen.

1.53 Vaannetyn sauva-alkion tasapainoyhtald

Tarkastellaan kuvan 1.16 suoraa sauvaa, jota kuormittaa jakautunut
vaantava ulkoinen momentti m(x).

m(x)

5> >> >> > >> D > H > > >> >

Vi

' X dx

Kuva 1.16: V&annetty suora sauva

m
¢ dm

M, <[> ] M, +d—‘dx
ldx X

Kuva 1.17: Vééannetty sauva-alkio

Sauva-alkion, jonka pituus on dx, (kuva 1.17) momenttitasapaino-
yhté&loksi sauvan akselin suhteen saadaan

—> M1+de—Mt+mdx:0
dx
= (M+m)dx:0 = M:—m
dx dx

Huomautus:  Kaksoisnuolimerkintd  tarkoittaa tdssd sitd, ettd
muodostetaan momenttitasapainoyhtdld vaaka-akselin suhteen pitéen
kaksoisnuolen ilmaisemaa kiertosuuntaa positiivisena.
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Sauva-alkion momenttitasapainoyhtal6 sen akselin suhteen on siis

@

Tuloksesta (1.15) seuraa helposti seuraavat lauseet, jotka ovat voimassa
suoralle sauvalle:

Lause 1:
Sauvan kuormittamattomalla osalla (m=0) on M, on vakio.

Lause 2:
Tasaisen kuormituksen m, alueella on M, on lineaarinen kulma-

kertoimen ollessa —m, .
Lause 3:

Vaantavan ulkoisen pistemomentin kohdalla on M, :n arvossa
tdmé&n momentin suuruinen hyppays.
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Esimerkki 1.11: Piirretddn oheisen tasaisesti pyodrivan akselin
rasituskuviot. Tuet A ja B ovat laakereita, jotka mahdollistavat akselin
pyorimisen, ja tuki B estdd myds akselin liukumisen pituussuunnassa.

Ratkaisu:

Koska akseli pyorii tasaisesti (vakio kulmanopeudella) on kysymyksessa
statiikan probleema.

Tukireaktiot ja voima F:

Koska rakenteeseen vaikuttaa vain pystysuoria kuormia, on tarkastelu
helpointa suorittaa pisteiden A ja B kautta kulkevassa pystytasossa.
Samasta syystd voidaan paéatelld, ettd lyhyen radiaalilaakerin A ja lyhyen
aksiaalilaakerin B tukireaktioiden vaakasuuntaiset komponentit havidvat.
Piirretdadn akselin VKK, johon on redusoitu kiekoilta vélittyvat vaantavéat
momentit. Sen avulla tukireaktiot ja voima F voidaan helposti maarittaa:

VKK: 50N +F
C A D 1000Ncm B
250Ncm — F -5¢m T ‘ T
A, 200N B,

. 20cm 40cm | 40cm |

—> 250Ncm —F -5cm +1000Ncm =0 = F =250N

300N

—
é B, -80cm — 200N - 40cm — (50N + F) - 20cm =0= B, =175N
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300N

—
Bj —(50N +F)-100cm — A, -80cm + 200N -40cm=0 = A =-275N

Leikkausrasitukset:

Rakenteen VKK, johon on merkitty tukireaktiot:

VKK: 300N
C A D1000Ncm B
1000Ncm 1 ‘
275N 200N 175N

. 20cm | 40cm | 40cm |

Madritetddn ensin vaantdmomentti ja leikkausvoima kayttden hyvaksi
tietoa, ettd ne ovat akselin kuormittamattomalla osalla vakioita.

Vili CA:

300kN
.J_C_ M,
1000Ncm ‘

Q

—> M, —1000Ncm =0 = M, =1000Ncm
Q-300N=0 = Q=300N

Vili AD:

1000Ncm I ] M
275N
Q

—> M, ~1000Ncm=0 = M, =1000Ncm
Q-300N+275N=0 = Q=25N
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Vili DB:

300N
C A D1000Ncm
______________ — —
1000Ncm I ‘ 1 M,
275N 200N

o

—> M, —1000Ncm+1000Ncm =0 = M, =

Q=300N —275N — 200N =-175N
Méaéritetdén sitten taivutusmomentti kédyttden hyvéksi tietoa, ettd se on
akselin kuormittamattomalla osalla lineaarinen. Tarvitaan siis vain
taivutusmomentin arvot pisteissé C, A, D ja B.

Piste C:

ISOON
. (C M-300N-0=0 = M =0

c A)M (A M -300N-20cm=0 = M =6000Ncm

. 20cm | 40cm |

@ M —300N-60cm + 275N -40cm=0 = M =7000Ncm
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Piste B:

. 20cm _, 40cm | 40cm |

@ M —300N -100cm + 275N -80cm + 200N - 40cm =0 = M =0

Tarkistus akselin loppuosasta:

€ B) M ~175N-0=0 = M =0
Tl?SN

Rasituskuviot:

M, — kuvio:
L 1000Ncm
Mt
Q-kuvio: -175N
C A D B
25N
+
300N
Q
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M-kuvio:

6000Nm

7000Nm

1.54 Leikkausrasitusten positiiviset suunnat arinarakenteessa

Arinarakenne on siis vaakatasossa oleva kehd, johon vaikuttaa
pystysuuntainen kuormitus. Sen leikkausrasitukset ovat leikkausvoima Q,
taivutusmomentti M ja vaantdbmomentti M, . Arinarakennetta on usein

tarkoituksenmukaista tarkastella ylhaaltdpdin katsottuna. Kuva 1.18
esittdd leikkausrasitusten positiivisia suuntia arinarakenteen sauvassa

ylhaéltapdin katsottuna.
A
Loppuosa
M\
M
Q »~

X/ z

y
Kuva 1.18: Leikkausrasitusten positiiviset suunnat arinarakenteessa

Huomautus: Merkinta (® (nuolen kéarki katsojaan pdin) tarkoittaa
katsojaan pdin suuntautuvaa voimaa ja merkintd @ (nuolen pyrstd
katsojaan pdin) tarkoittaa katsojasta poispdin suuntautuvaa voimaa. Myds
katsojasta poispdin suuntautuvaa y-akselia kuvataan kuvassa 1.18
merkinnallg ®.

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot 54



Esimerkki 1.12: Kuvan arinarakennetta kuormittaa pystysuora tasan
jakautunut viivakuorma g sauvalla AD. Rakenne on tuettu siten, etté tuet
A, B ja C ovat pallo-niveltukia, jotka estavat pystyliikkeen. Piirretdén
rakenteen M, —, Q- ja M-kuviot.

C D E

Ratkaisu:
Tukireaktiot:

Arinaa on mukavin tarkastella ylhaaltapain. Koska tukien pystyliike on
estetty, niilld on vain pystysuora tukireaktiokomponentti.

VKK: A B
: @A, ®B &
a
2
00 X
a
ot uF

D
e | ]

s3]

A—>B —Cy~a+qa-%=0 = C,=

N|g

A
ga
i C,-a-B,ra=0= By=Cy=7

© A+B,+C,-ga=0 = A =ga-B,-C, =0
Huomautus: Merkinnélld A—> B tasapainoyht&lon edessé tarkoitetaan

Sitd, ettd on kirjoitettu momenttitasapainoyhtéld pisteiden A ja B kautta
kulkevan suoran suhteen pitden kaksoisnuolen osoittamaa kiertosuuntaa
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positiivisena. Merkinndlld ® tasa-painoyhtélon edessé tarkoitetaan sitd,
ettd on Kkirjoitettu kuvatasoa vastaan kohtisuora voimatasapainoyhtald
pitden suuntaa katsojaan pain positiivisena. Vastaavanlaisia muitakin
merkintdja, joiden merkitys on ilmeinen kdytet&édn seuraavassa.

Leikkausrasitukset:

g4
VKK: A o 2_
) %]
q a
5 N
93, A v
2¢__ a . af
Sauva AD:
A
® Q+gx=0= Q=-0gx
%%
X,
1 X1_ __1 2
21 X, <X M+qxl~5—0=>'\/l— >
M'@'Q R e
* ¢ M, =0
M, Y
1
Sauva BE:
B
27T Q-L-0=0-L
l ® 2 2
X2 _—
l(z— a 1
M«G;)Q <X, M—q?-xzzo = M= qax,
M

B
1 | M=0
XZ

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot 56



Sauva CD:

ga ga
® -——=0=> Q=—
Q 2 Q 2
qa
2 X;1Q X
C@X_ R—e> M, i?’ M_%.stoj |\/|:1qax3
[«—=—5) M
C—>X, M;=0
Sauva DE:
A
* ©0a
a
2
Res = %@Q—» M,
2 a kX 5 |M
® Q—E+qa=0:>Q=—%
2 2
X
4 M—%.(a+x4)+qax4=0:>M=%qa(a—x4)
a 1,
D—>X, M[—qa-E=O = Mtzgqa
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Rasituskuviot:

Rasituskuviot voidaan piirtdd esimerkiksi rakenteen tasoon. Kaytetddn
katkoviivaa viittaamaan valittuun rasituskuvion positiiviseen suuntaan
kullakin sauvalla.

Q-kuvio:
qa
+
C
M-kuvio:

M, — kuvio:
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Esimerkki 1.13: Kuvan mukainen vaakatasossa kaareva siltapalkki on
ympyrédn muotoinen ja sen sdde on a. Palkki on tuettu pitk&lla
sarananivelelld pisteessa A ja pallonivelelld, jonka liikettd vaakatasossa ei
ole estetty, pisteesséd B. Sitd kuormittaa tasainen viivakuorma g kuvan
mukaisesti. Maaritd Q-, M- ja M, —kuviot. (Kuvan mittasuhteet eivét ole

realistiset, vaan palkin poikkileikkaus on sen pituuteen né&hden
suhteettoman suuri.)

A

Ratkaisu:

Geometriaa:

Ympyréankaarella olevan viivakuorman
resultantti  sijaitsee ympyran kaaren
viivakeskion C kohdalla. Sen asemalle
lIoytyy statiikan oppikirjoista oheisen
kuvan mukainen kaava.

Maédritetaddn etukateen joitakin mittoja kaarelle AB, jonka keskuskulma
on ¢ ja viivakeskio on C. Niitd kédytetddn seuraavassa esiintyvien

vapaakappalekuvioiden mittoja laskettaessa.

sin(¢/2) . N
412 a-sin(¢/2)

B 1—cos¢a

é v

a(l—cosg) sin(g/2)

_sin(¢/2) :¢—sin¢
el a —¢/2 a-cos(¢/2) —¢ a
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Tukireaktiot:

0,7071a

0,2929%a

[e—|

l<10,0997a

1 -A=0 <« -A=0 ®—A/—By+%qa=0
A —MAX+%qa-O,O997a—By~0,2929a=0

Z,, _%qa -0,3729a+ B, -0,7071a=0

_ 70,3729
' 40,7071

ga~0,4142qa

AT T

M . =B, -0,2929a + -0,0997qa’ ~ -0,0430qa’
4 - T

>

T
an— B, ~0,3712ga
, A =0

>
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Leikkausrasitukset: Rasituskuviot:

Q-kuvio: —0.414a

0° 11,25° g 33,75° °
T T T

. 9

0,371ga
Q

M, —kuvio: —0,043ga®

0° 11,25° 22,5° 33, 45°
J/ I I I I ¢
M

® Q-0,3440ga+qpa=0 = Q=(0,3712-¢)ga t

0,0430qa’

X o—sing M-kuvio: °  1125°  225°  3375°  45°
f M, +0,0430qa*cos¢ —0,3712ga - a(l—cos¢) + qpa- ———a =0 ' ' ' @
@
M, =(-0,0430cos¢ +0,3712—-0,3712cosp — @ +sinp) =0 -
- _ T 2
= M, =(0,3712-0,4142cos¢ +sinp — p)ga 0.082q8°
X 2 : 1-cose M
S M —0,0430ga°sing —0,3712ga-asinp+qpa-———a=0

= M =(0,4142sin ¢ + cosp —1)ga’

Laskelma:

@[] | ¢lrad] | Q/(ga) | M, /(ga®) | M /(ga®)
0 0 |0,3712 | -0,0430 0
11,25| ~/16 | 0,1749 | -0,0363 | 0,0616
225 | #/8 |-0,0215]| -0,0215 | 0,0824
33,75 3r/16 | -0,2178 | -0,0113 | 0,0616
45 | /4 |-0,4142 0 0
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1.6 Kolmidimensioiset rakenteet

Yleisesséa kolmidimensioisessa tapauksessa leikkausrasituksia on siis
kuusi kappaletta. Niiden médrittdmistd varten sauvaan liitetd&n
suorakulmainen x,y,z —koordinaatisto siten, ettd x —akseli yhtyy sauvan
akseliin. Muiden akselien suunnat méérdaytyvét esimerkiksi siten, ettd
z —akseli asetetaan vaakatasoon.

Loppuosa

v

Kuva 1.19: Kolmidimensioisen sauvan leikkausrasitusten positiiviset
suunnat.

Kolmidimensioisen sauvarakenteen leikkausrasitusten maarittdminen kdy
péinsa vastaavaan tapaan kuin edelld on yksinkertaisemmissa tapauksissa
kuvattu. Laskelmien havainnollistaminen on vain hieman vaikeampaa ja
laskeminen ty6ladmpdd. Kaytdnnosséd esiintyvat kolmidimensioiset
sauvarakenteet ovat useimmiten staattisesti méaaradmattomia. Niiden
analysointi tapahtuu tavallisesti ns. yleistd siirtymamenetelmdd, jota
kutsutaan usein myds sauvarakenteiden elementtimenetelméksi, kayttden
tietokoneella.

Huomautus: Positiiviset taivutusmomentit M, ja M, aiheuttavat vetoa
palkin positiivisille (positiivisten z— ja y—akselien osoittamille) puo-
lille.
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Esimerkki 1.14: Madrita oheisen avaruuskehdan sauvan BC
leikkausrasitukset.

D
|
|

B C '
_ —F |
/: I
F i |
| |
a : :
|
A ia
c a

Ratkaisu:

Koska rakenne on ulokemainen, ei tukireaktioita tarvitse maérittad, jos
leikkausrasitukset maaritetédan tarkastelemalla leikkauskohdan ulokkeen
puoleisen rakenteen osan tasapainoa.

Asetetaan sauvaan BC koordinaatisto, jonka x —akseli yhtyy janaan BC,
z—akseli on vaakasuora ja y-—akseli suuntautuu alaspéin. Koska
sauvalla BC ei vaikuta jakautunutta kuormaa, normaalivoima,
leikkausvoimat ja vaantdmomentti ovat sauvalla vakioita ja
taivutusmomentit jakautuvat lineaarisesti. N&in riittdd, kun maaritdmme
normaalivoiman, leikkausvoimat ja vaantomomentin arvot sauvalla sek&
taivutusmomenttien arvot sauvan paisséa.
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Normaalivoima, leikkausvoimat ja vaantémomentti:

VKK:
D
a
C F
HX
F
—> X -N+F=0 = N=F
yl ~Q,+F=0 = Q,=F
7t Q-F=0 = Q=-F
—> X -M,-Fa=0 = M,=-Fa
Taivutusmomentit pisteesséd B:
VKK: F
M, Z D
a
M. a C F
B / > X
F
y
$ -M,+Fa=0 = M =Fa
y
zZ M,+Fa=0 = M,=-Fa
/?' i S
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Taivutusmomentit pisteessa C:

VKK:
z D
My M, 4
B X
c F
F
y
i —My—0:> My:O
y
z M, =0
7
Vastaus:

Sauvan BC normaalivoima, leikkausvoimat ja vaantémomentti ovat

vakioita ja niilld on arvot:

N=F, Q=F,Q=-F M =-Fa

Sauvan BC taivutusmomenttien arvot sen pdisséd ovat:

PaaB: M, =Fa, M, =-Fa

PaaC: M, =0, M, =0

Z

Paiden vélilla taivutusmomentit jakautuvat lineaarisesti.
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2. Yksinkertaisten rakenteiden siirty-
mien maarittamisesta

2.1 Staattisesti maaratyn ristikon siirtymatila

Staattisesti méaaratyn ristikon siirtyméatilan maarittdminen, kun sauva-
voimat ja niiden avulla maé&ritetyt sauvojen venymat tunnetaan, ei ole
suoralta kadeltd aivan helppo tehtdvad. Vahank&an monimutkaisemman
rakenteen yhteydessa joudutaan helposti geometrisiin tarkasteluihin, jotka
eivat ole kaikkien mielestd mukavia.

Erds tehokkaimmista menetelmistd tdhan tarkoitukseen on niin sanottu
yksikkdvoimamenetelma, jota késitellddn Rakenteiden mekaniikka I:ss&
Tassé esitetddn pienehkojé tasoristikoita varten analyyttinen kasittelytapa,
jolla geometriset konstruktiot voidaan valttad. Menettely perustuu yhteen
helposti muistissa sdilyvadn kaavaan, mutta sen kayttd vaatii jonkin
verran huolellisuutta.

Aluksi johdetaan tamé kaava. Tarkastellaan kuvan 2.1 nivelsauvaa, jonka
venymd & tunnetaan. Merkitddn tdssd sauvan akseliin yhtyvaa
pituuskoordinaattia ja sen aksiaalista siirtymaa symboleilla X’ ja u’ seka
siirtymid globaalissa x, y —koordinaatistossa symboleilla u ja v.

y.v

> X,u

Kuva 2.1: Nivelsauva.
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Sauvan suuntaiselle yksikkovektorille saadaan kuvan 2.1 perusteella
e=cosai+sinaj, (2.1)
missa sauvan kaltevuuskulman « sinille ja kosinille on voimassa

Xi — X; =
cosa =—1—, sina:u. (2.2)
L L

Jos sauvan tarkasteltavan pisteen siirtymévektori on
U =ui+Vj (2.3)
sauvan aksiaaliselle siirtymélle saadaan lauseke

U =e.u=cosa-u+sina-v. (2.4)

y.v
4l
> X,u
Kuva 2.2: Nivelsauvan siirtyminen.
Kuvan 2.2 perusteella saadaan yhtalé
(L+AL)cosy =L +U -u;, (2.5)
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missd w on sauvan rotaatiokulma. Jos tehddin tavanomainen pienten
rotaatioiden olettamus, jossa y on niin pieni, ettd voidaan merkitéd
cosy =1, yhtéld (2.4) saa muodon

ui—ui=AL. (2.6)
Soveltamalla kaavaa (2.3) sauvan péissd i ja j, saadaan tasta

cosa(u; —u) +sina(v; —v,) =AL. 2.7)
Koska nivelsauvan on tavallisesti homogeeninen, on sen venyma & vakio

ja pituudenmuutokselle on voimassa AL=¢L. Ottamalla lopuksi
huomioon lausekkeet (2.2), saadaan yhtalo

0 =), =u) + (¥, = V), —v) = 5,17 28)

i

Kuva 2.3: Yhtaloon (2.8) liittyva kuva.

Kuvassa 2.3 on esitetty kaavaan (2.8) liittyvat merkinnat. Sen on siis
yhtdlo, joka sitoo nivelsauvan ij nivelten siirtymid u;, v;, u; ja v;, kun
sauva kokee annetun venyman g;. Kun kysymyksessa on staattisesti

maératty mekaanisesti kuormitettu ristikko, jonka sauvavoimat voidaan
méarittdd tavanomaiseen tapaan, tarkasteltavan sauvan venyma on

S,
:S'i]- =E_Aj , (29)
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missa EA; on sauvan aksiaalijaykkyys ja S; on sen sauvavoima. Kun

kysymyksessa on staattisesti madratty ristikko, joka sauva kokee
lampdotilan muutoksen AT, , sauvan venyma on

ij?
& = a,AT, (2.10)

missd a; on sauvan pituuden lampdtilakerroin.

Periaatteeltaan samalla tavalla voidaan johtaa kaava

0 = XU, —U) + (Y = YV, V) + (2, - )W, —w) =5, L7 [ (210)

jota voidaan kayttada staattisesti maératyn kolmidimensioisen ristikon
siirtymatilan maérittamiseen.

Yhtéloiden (2.8) ja (2.11) kéyttba staattisesti madratyn ristikon
sauvavoimien madrittamiseen tarkastellaan seuraavissa esimerkeissa.
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Esimerkki 2.1: Madritetddn oheisen tasoristikon nivelten siirtymat (a)
Kuormasta F ja (b) lampotilan muutoksesta AT . Ristikon sauvojen
poikkipinta-ala A, kimmomoduuli E ja pituuden Iampétilakerroin « ovat
vakioita.

Z A

Ratkaisu:

Méadritetddn aluksi nivelten siirtymat, sauvojen venymien avulla ja
kaytetadn sitten saatuja lausekkeita kohtiin (a) ja (b).

B I X

Yhtald (2.8) on F
(Xj _Xi)(uj _ui)+(yj - yi)(vj _Vi) =‘c"ijLiJ'2

Kirjoitetaan se kullekin sauvalle ja otetaan samalla huomioon tukiehdot

22 2
Sauva AB: 0-(Ug —U,)—a- (Vg —V,) = £,58°
2 2
Sauva AC: a-(Ug —U,) —a- (Ve —V,) = £xc(a/2)?
2
Sauva BC: a- (U, —Ug) +0- (Vg —Vg) = £cd°
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Saadaan yhtéléryhma

Vg =—&xs8
Ue — Ve =268

Ue = &gca

Jonka ratkaisuksi saadaan

(a) Kuorma F
Sauvavoimat:
Nivel C:
l F-5,.5in45°=0 = S, . =F+2
« §,:00845°+S,. =0 = S, . = _=_
\/_ —_
Nivel B:

Il
o

SAB
—>1<—F
B B

Sauvojen venymat:

™

S F F
i ZE_A = & =0, &xc =a\/§v 55(::_5
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Nivelten siirtymaét: Esimerkki 2.2:

Uy =0, v, =0, Méérita oheisen ristikon nivelten siirtymat. Kaikkien sauvojen
Up =0, Vg =—£,5 =0, aksiaalijdykkyys on EA.
Fa
U =agpe = ———, Vo = a(&pc —26nc) =—(1+ 2\/5)_ o
EA
(b) L&mpétilan muutos: 3a

Sauvojen venymat: &; =aAT (kaikki sauvat)

Nivelten siirtymat:

3a

Uy =0, v, =0,
Ug :21 Vg =—aTa, A
U. = agg, =—aTa, V;, =a(aT —2aT)=—aTa
Ristikon siirtymékuvio:

Ratkaisu:
(Siirtymamittakaava epdarealistisen suuri.)

Geometriaa:

(a) Kuorma F (b) Lampdtilan muutos

4
cosa=—, Sina=—
5 5

4

Sauvavoimien maaritys:

Aloitetaan nivelesté E, johon liittyy kaksi sauvaa:

P 3/5
—— 5
L P+Sysine=0 = Soe =5 P
SCE o E 4/5 4 4
<« Specosa+S =0 = SCE:_ESDEZEP
Spr 3
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Siirrytdén sitten niveleen D, johon liittyy nyt kaksi tuntematonta

sauvavoimaa:

0 SCDSina—gP-sinazo = Scozgp

4/5 4/5 4 4 8
<« SAD+SCDcosa+§P-cosa:0 = SAD:_ESCD_gF’:_gP

Siirrytdén sitten niveleen C, johon liittyy nyt kaksi tuntematonta
sauvavoimaa:

SBC
C
L@ 4p
o a 3
Sac 5 P
3
18, sina—S,.sina—2Psina =0 °
gcoINa =9, csiNa 3 a= SBC_SAC:§P
4/5 4/5 4/5 = 10
€ Sec 008 + 8,0 COSa — 2P oSz — P =0 Sac +Spc =75 P
5 5
7T eyl
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Sauvojen pituudet, sauvavoimat ja venymat:

4B

3a

Sauva | X; =X | Y; =V | L | S; &
AC 4a 3a |5a| 5P/6 | S5P/(6EA)
BC 4a -3a |5a| 5P/2 | 5P/(2EA)
AD 8a 0 8a | —8P/3 | —8P/(3EA)
CD 4a -3a |5a| 5P/3 | 5P/(3EA)
CE 8a 0 8a | 4P/3 | 4P/(3EA)
DE 4a 3a |b5a|-5P/3 | —5P/(3EA)

Nivelten siirtymat:

Yhtalo:
(Xj - Xi)(uj _ui)+(yj - yi)(Vj _Vi) =5ij|—i2j

Kirjoitetaan se kaikille sauvoille ja otetaan huomioon tukiehdot:

0 0

. " ~. 5 P(5a)’

Sauva AC: 4a(us —u,)+3a(ve —V,) =5 EA
0 0 2

Sauva BC: 4a(u; — G;) ~3a(v, - \7;) zg P(:i)
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0

" ~- _ 8P(8a)’
Sauva AD: 8a(u,—-u,)+0-(v,—-Vv,)=—>——"—
(Up —Up) +0-(vp —Va) 3 EA
) 5 P(5a)?
Sauva CD: 4a(u, —u.)—3a(vy —V,) zgﬁ
. 4 P(8a)?
Sauva CE: 8a(ug —ug)+0-(ve — V) =§F
) 5 P(5a)®
Sauva DE: 4a(u; —up)+3a(v; —v,) = 3 EA
Saadaan yhtéléryhma
4uc+3vcz%E
6 EA
125 Pa
qu. —-3v. =——
© T 2 EA
64 Pa
UD:—__
3 EA
125 Pa
—4u. + 3V, +4uy —3v, :Ta
U. +u _32Pa
¢ 3EA
125 Pa
—4u, —3v, +4u_ +3vp =————
oo TEITET 3 EA
joka on matriisimuodossa
(4 3 0 0 0 0ffue 125/6
4 -3 0 0 0 Of|v. 125/2
0 0 1 0 0 Ofju,| Paj-64/3
4 3 4 -3 0 0l|v,[ EA|125/3
-1 0 0 0 1 0Of|u 32/3
|10 0 -4 -3 4 3]|v -125/3

Yhtéléryhman ratkaisu saadaan helposti taskulaskimella tai

matematiikkaohjelmalla. Se on:
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U 10,4
A —6,9
Uy| Pa -21,3
v, [ EA] -632
Ug 21,1
Ve ~133,6

Ristikon siirtymakuvio:

(Siirtymémittakaava epérealistisen suuri.)

1.8

Laskeman voi suorittaa myos késin ilman yht&léryhmén ratkaisijaa.
Lahteméllad liikkeelle tuilta A ja C, ottamalla heti huomioon niiden
tukiehdot ja etenemdlld kolmio kerrallaan, saadaan nivelten siirtymat
ratkaistua vaiheittain. Laskelma on seuraava:

Sauvat AC jaBC:
4a(u —G(L) +3a(v —\%) _5P(sa)° 4u. +3v, _125Pa
C A C A 6EA = C C 6 EA
,9, ,9_. 5P(5a 2 _ 125 Pa
4a(u —Ug) —3a(Vg —Vg) :—Z(EA) T
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Esimerkki 2.3:
125 Pa ~10 4Pa

u A—
T12EA " EA . - . L .
- Madritetddn oheisen avaruusristikon nivelen D siirtymat, kun kaikkien
__%E —6,9E sauvojen aksiaalijaykkyys on EA. Voima P on x-akselin suuntainen ja
¢ 18 EA EA voima 3P on z-akselin suuntainen.
. z
Sauvat AD ja CD:
Nivelten koordinaatit:
: ° 2 C A: (3a,0,0
8a(Uy —U,)+0- (v —v,) = —oP &) . __64Pa (32,0,0)
3EA D™ 3 EA B: (0,0,0)
a = )
e o en , 625 Pa B D,y C: (0,0,3a)
sa(uy - U, )—3a(vy — v, )=-ra) Mo =3 ==~ En A D: (0,4a,0)
3EA y P
X 3P
u,=-APa_ 3P
3 EA EA
= .
v 4 ~625Pa 1137Pa ., ,Pa Ratkaisu:
° 3° 18 EA _ 18 EA " EA - _ A _ _ .
Ristikon sauvavoimat maééritettiin Rakenteiden lujuusopin osan |
. tehtavéssa 2.5.
Sauvat CE ja DE:
Sauvojen pituudet, sauvavoimat ja venymét:
125pa _125Pa
12 EA 18 EA 2
8a(ug — G: )+0- (v - \7; )= 4P3(::) Ug = 21523 EZ Sauva | X; =X | Y;—VYi | Z; % Lij Sij &
= AD -3a 4a 0 5a | -5P/3 | -5P/(3EA)
_64Pa _1137Pa 1899 Pa
3 EA 18 EA 2 Au. +3y. =—"—"TT_— BD 0 4a 0 4a | —-8P/3 | —-8P/(3EA)
- - 5P(5a) £TE 6 EA
da(ug — Uy )+3a(vge— vy )=- 3EA CD 0 4a -3a |5a| 5P 5P/EA
- 253 Pa Pa_ o1 1
- 12 EA EA Yhtéld (2.11):
v, =—£uE _ 1899 Pa _ 2405 Paz_133,62 s 2
3° BEA BERA_EA 0 = X)(U; = u)+ (¥, = Y)Y, =) + (2, = 2)(w, —w) ==L

EA

Kirjoitetaan se kaikille sauvoille ja otetaan huomioon tukiehdot:

0 0

9 2

Sauva AD: —3a(up —U:) +4a(v, —\7:) +0- (W, —Vv:) :_g P(:Z)
0 0 0 )
Sauva BD: 0-(u,, _G;)+4a(VD _‘7;)+0'(WD —Vv;) :_% P(éi)
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. 2 -
Sauva CD: 0-(uy —u.) +4a(vy —v.)—3a-(wy —w;) =5

Yhtaloryhma ja ratkaisu:

—3Up +4v, = _125Pa
3 EA
32 Pa

° 3 EA

Pa
4v, — 3w, =125—
D D EA

Vp=——— =

Uy =

D

b=

_VD + — = ~
3 9 EA 3EA

P(5a)?
EA

4, 125Pa_ 1Pa_ . Pa
EA

_32Pa 106702

3 EA EA
4, 125Pa__503Pa_ ... Pa
3EA 9 EA E

3 D

Ristikon siirtymakuvio: (Siirtyméamittakaava epdrealistisen suuri.)
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2.2 Palkin taipumien ja kiertymien maarit-
taminen momenttipintamenetelmall&

2.21 Johdantoa

Rakenteiden lujuusopin kurssissa tutustuimme palkin taivutukseen
liittyviin peruskasitteisiin ja taipuman differentiaaliyhtal6ihin. Niiden
avulla voitiin maarittad taipuman v(x) lausekkeita tasajaykille uloke- ja
kaksitukisille seka staattisesti maaratyille ettd my6s maaradmattomille
palkeille. Joitain tuloksia on koottuna luentomonisteen osan |l taulukossa
8.1. Edelleen tutustuimme superpositioperiaatteeseen, jota kéyttden
esimerkiksi mainitun taulukon tulosten avulla voidaan ratkaista
monimutkaisempia kuormitustapauksia.

Palkin taipuman maéarittdminen l&htien liikkeelle palkin differentiaali-
yhtélostd muodostuu kuitenkin monissa tapauksissa varsin hankalaksi.
Tallaisia ovat esimerkiksi palkit, joiden taivutusjaykkyys vaihtelee,
palkit, joiden tuet eivét ole palkin péissg, nivelpalkit, jne.

Seuraavassa esitellddn ns. momenttipintamenetelmd, joka soveltuu
staattisesti madrattyjen palkkien taipumien ja kiertymien méaarittdmiseen
halutuissa pisteissa. Sen kayttd on varsin havainnollista ja tehokasta
kaikenlaisten staattisesti maarattyjen palkkien yhteydessé.

Yhtalot, joihin palkin taipuman méarittdminen perustuu, ovat kiertyman
ja taipuman yhteys

o=V, (2.12)

kéyristyman ja taipuman yhteys x=-v", joka voidaan esittdd myos
kayristyman ja kiertymén yhteyten&4 muodossa

P (2.13)

sekd lineaarisesti kimmoisen palkin k@yristyman ja taivutusmomentin
yhteys

M
=— 2.14
=5 (2.14)
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Palkin kayristyma nayttelee momenttipintamenetelmassa tarkeédtd osaa.
Jos staattisesti maarattyyn palkkiin vaikuttaa mekaaninen kuormitus ja
siitd aiheutuu taivutusmomenttijakauma M (x), palkin kéyristymén

jakauma saadaan tall6in kaavasta (2.14).

Palkki voi saada kayristyman my@s muusta syysta kuin silla vaikuttavasta
taivutusmomentista. Eras tirked tapaus on lampotilan muutos’.
Tarkastellaan palkkia, joka saa lampdtilan muutoksen, joka vaihtelee
palkin korkeussuunnassa.  Tietyssa poikkikeikkauksessa lampétilan
muutos on siis funktio koordinaatista y, eli T(y) (vrt. kuva 2.4).
Otaksutaan, ettd palkki on homogeeninen, jolloin pituuden I&mpétila-
kerroin & on vakio.
T AT

le—le—>|
] "

hl R
Z | X

Kuva 2.4 Lampétilan muutoksen jakauma T(y) sauvan korkeussuunnassa

Otaksutaan, ettd palkin ylapinta saa lampatilan muutoksen T, ja alapinta

saa lampdtilan muutoksen T, . Otaksutaan edelleen, ettd lampétilan

muutos jakautuu palkin korkeussuunnassa lineaarisesti. Tama otaksuma
edellyttéa sen liséksi, ettd palkin poikkileikkaus on homogeeninen, myos
sen, ettd lammon virtaus on stationaarista. Lampdtilan muutoksen
lineaariselle jakaumalle T(y) palkin korkeussuunnassa saadaan (kuva

2.4).
T(y)=T, +%y, (2.15)

missa

! Lampétilan muutos ei aiheuta staattisesti maarattyyn palkkiin
taivutusmomenttia.
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Ny T + DT,
_ _ala’yla yla ala, AT :Tala _Tyla' (216)

T
0 h

ovat lampdtilan muutos palkin akselin kohdalla sekd ala- ja
ylapinnan lampétilan muutosten erotus®. Lampétilan muutoksesta
aiheutuva venyma &(y) on nyt

aAT

e(y)=aT(y)=aT, =Y (2.17)
eli
e(y)=¢+xy, (2.18)

missé &, =aT,, on lampétilan muutoksesta aiheutuva palkin akselin
venyma ja

K=—-o (2.19)

on lampdtilan muutoksesta aiheutuva palkin kayristyma.

2.22 Momenttipintamenetelméan yhtalot

Tarkastellaan deformoituvan palkin osaa AB (kuva 2.5). Integroimalla
kiertymén ja kayristymén yhteys

@'(x) =—x(X) (2.20)

puolittain pisteestd x, pisteeseen x, saadaan

f¢’(x)dx=—fzc(x)dx = o(Xz) —o(Xy) =—J§K(X)dX, (2.21)
eli

2 Tassd siis T merkitsee lampétilan muutosta ja AT ala- ja ylapinnan
lampdtilan muutosten erotusta.
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v
Y<uva 2.5: Deformoituvan palkin osa AB.
Po — P =—Ans (2.22)

missa

A = Tx(x)dx - j I'\E"IE’;;

X Xa

(2.23)

voidaan ymmartéa kéayristymapinnan x(x) pisteiden x, ja x; véliseksi
pinta-alaksi (vrt. kuva 2.7 jéljempénd). Kaavan (2.23) viimeinen yhta-
suuruus on voimassa, kun Kkyseessa on mekaanisesti kuormitettu,
lineaarisesti kimmoinen, homogeeninen palkki. T&ll6in voidaan siis myds
puhua M /EI —pinnan pinta-alasta.

Tarkastellaan seuraavaa johtoa varten tilannetta, jossa x; = x ja kaytetdan
edellisté tulosta, jolloin saadaan

(X))~ P = _AAx (%), (2.24)
missé
Ay (X) = JX‘ x(X)dx (2.25)

voidaan nyt ymmartdd kayristymakuvion x(x) pisteiden x, ja x
valiseksi pinta-alaksi. Sijoitetaan tulos (2.25) taipuman ja kiertymén
yhteyteen
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V'(X) = (X)), (2.26)
jolloin saadaan
V'(X) = @p — An(X). (2.27)

Integroimalla tdmé lauseke puolittain pisteestd x, pisteeseen X, saadaan

TV’(X)dx = Xf[% - A,, (x)]dx

= V(Xg) —V(Xa) = 9a IX—TAAX(X)dx (2.28)
= Pa(Xa = Xa) — j A, (x)dx.

Soveltamalla saadun lausekkeen viimeiseen integraaliin osittaisintegroin-
tia saadaan

jA (x)dx = jl Ay (x)dx = | X- Ay (X) - _[x Al (x)dx

Xfk(x)dx
0 K(X)
= Xg A () = X - Ay (%) = j x- A7, () dx (2.29)

Xp

= T (X — X)x(x)dx.

Sijoittamalla tdmé tulos lausekkeeseen (2.28) saadaan lopulta

V(%) = V(%) = 9 (% = X,) = [ (% = X)x(X)dx (2.30)

eli

Vg —Va =@, (Xg — X, ) — Mg, (2.31)
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missa

M(x)
El(x )

M, = j (Xg — X)x(X)dx = j (X5 —X) (2.32)

Xa

voidaan ymmartéd kayristymépinnan «(x) pisteiden x, ja x; valisen
osan momentiksi pisteen B suhteen (vrt. kuva 2.6). Kaavan (2.32)
viimeinen yhtdsuuruus on voimassa, kun kyseessd on mekaanisesti
kuormitettu, lineaarisesti kimmoinen, homogeeninen palkki. T&ll6in
voidaan myds puhua M / El -pinnan momentista.

LA Tt SN
XA XB
A B X
K(¥)
M)
w00 = El(X)

dM,; =(Xz — X)x(X)dX = M, = T (X — X)x(x)dx

Xa

Kuva 2.6: Kayristymépinnan momentin M,; muodostuminen.

Kaavat (2.22) ja (2.31) muodostavat momenttipintamenetelman perus-
kaavaparin. Ne ovat siis

P — P =—Apg

(2.33)
Vg =V = @a(Xg = Xa) = Myg.

Kuva 2.7 esittelee ndissa kaavoissa esiintyvia suureita.
Kéyristymépinnan pinta-alan 4,; ja momentin M,; maarittdminen

helpottuu huomattavasti, jos se voidaan jakaa osapintoihin, joiden pinta-
alat ja niiden pintakeskiot tunnetaan. Myds taté tarkoitusta varten voidaan
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(@
y,v
(b)
XA XB
O X
A B
AAB
~_M(x)
“=E0

Kuva 2.7: Momenttipintamenetelmd: (a) palkin deformoituminen vélilla
AB ja (b) palkin kdyristymdpinta valilla AB.

kayttad kuvaa 2.8, jossa on tyypillisten pintojen pinta-aloja ja
pintakeskidita.

Huomautus: Luontevin nimi esitetylle menetelmélle olisi ”kéyristymé-
pintamenetelma”, koska siind operoidaan nimenomaan
kayristymakuvion x =x(x) maérittelemilla pinnoilla. Koska lineaarisesti
kimmoisen, tasajaykan palkin (EIl =vakio) tapauksessa, mekaanisesti
kuormitetun  palkin  kdyristymd x(x)=M(x)/El  on suoraan
verrannollinen taivutusmomenttiin, menetelmén nimeksi on kuitenkin
vakiintunut "momentti-pintamenetelmd@”. Menetelmd  soveltuu
kuitenkin myds staattisesti madréattyihin palkkeihin, joiden materiaalilaki
on epdlineaarinen ja k&yristymén ja taivutusmomentin yhteys siten
muotoa x =x(M). Téssd yhteydessd puhe momenttipintamenetelmasta ei

ole endd kovin mielekéasta.
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b b
22|
°oC | Ih A=1p.h
2, b
3 3

b b
2 o2
oC | Ih Azlb.h>Paraabeli
3 b~ — 3
°h ol
. 4 4|
«c_| [n A:%bm)
S5 3y
8 8
2C Ih A=1p.h
4, b= =
5 5

! =N Kuutioparaabeli

Kuva 2.8: Pinta-aloja ja pintakeskioita.
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2.23 Esimerkkeja x —kuvio:

Esimerkki 2.4: Maéritetddn momenttipintamenetelmalld oheisen -—— 1Pa 2 El

ulokepalkin kiertyma ja taipuma péassé A. El /_Eﬁ M
— K=—
El

lP P lA B C X
A El B 2EI cE’f x(X)

| a ! a |

| _3Pa
Ratkaisu: _Pa _1Pa 2 El
atkaisu: El / 5 El
Taivutusmomentin arvot pisteissé B ja C: o1 5

P lA B 2 C X
| a a a a
B i had had i
— DMB (B My+Pa=0 = M,=-Pa x(X) 3 L8 8 3
a

. .a= 1 1 Pa
A —————————-)Mc @ Mc+P-2a+P-a=0 Al—E (——)_ SE
| a | a | = M.=-3Pa ,
' 1 1 Pa 1 Pa
I | | | Ayt OrR) T e
Koska palkilla ei ole jakautunutta kuormaa, jakautuu taivutusmomentti )
pisteiden A, B ja C valilla lineaarisesti. A, = 1 a (_EE) = _3Pa’
2 2 El 4 El
M-kuvio:
Pisteiden A ja C valisen x -pinnan ala ja momentti pisteen C suhteen:
—3Pa
3 Pa’
A + A+ A =———-
o= At A A=—D
—Pa 13 Pa3
M a+ —a+ ta=-——-
: o= A sat A Zard Sam D
lA B C X

M (x)
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Soveltamalla momenttipintamenetelméan yhtal6ita vélilla AC ja ottamalla
huomioon tukiehdot, saadaan:

~ 3 Pa?
—pp=—Ape = p=A=—"—
Dc —Pn AC Dn AC 5 El

O

2a
—

VA= 0a(Xe = Xa) = My =V, =-2a0, + M,
2 3 3

:>VA=—2a-(—3Pa )+ ( 13Pa):23Pa

2 El 12 El 12 El

}o

<
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Esimerkki 2.5: Madritetddn momenttipintamenetelmélld oheisen palkin
kiertymat pisteissd A ja C sekéd taipuma pisteessa B. Palkin taivutus-
jaykkyys on El = vakio.

q
A”I _ _ IR R C
L L B L L
Z > L =

Ratkaisu:

Tukireaktio A

|
-
b %y L 1%
|
3L
| 4 |

L 3 3
@ /N-L—q?-?;o = A =7dL

Taivutusmomentin arvoja:

. 3., L gL L
D M -2qL-—+9=.=_0¢
A= BJMD © Mo—gal-g+ g
_qL _LE = MD iq 2
4,8 16
|[<s|
L
|$|
3 L gL L
A B M.-ZgL.—+2=.E_0
D, © mfuld
3qL b’ L 1 2
q 5 = M, =—qgL
L
—2
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M-kuvio:

A D B Cc
|
|
|
|

x -kuvio:

3 3 3
AAC=A1+A2+A3=1qL+21qL—1qL

96 EI 64 EI 24 El
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Pisteiden A ja C valisen x -pinnan momentti pisteen C suhteen:

3 2 1, 1q® 3, 1q2® 2, 1
Me=A 2L+ A -SL+A,-ZL= Sl (EL+=L
he=A gL A b AT = w1  am G
_s8a
128 El

Sovelletaan momenttipintamenetelman yhtaloita valilla AC:

Ve =Va =0y (Xc = X)) ~Mye = @5 = LAC ~ D8 El

~3qf 198 7 gl
128 EI 24 El 384 EI

Pe—Pa="Anc = Pc=0p— Ay

>
w

C

Pisteiden A ja B vélisen x -pinnan momentti pisteen B suhteen:

1 1, 1qgl®1, 191

Mo=A-~L+A-=L= il Rl

AB“414 A26 96 El 4 64 El 6
_ 1l
192 El

Sovelletaan momenttipintamenetelmaa valilla AB:
0 L/2
il L G
Vg —Va =@a (Xg —Xa) = Mg

13 qL3L 1 g 5 g

1
V= ip - M, = -
B AT e T 08 Bl T 102 EI 768 EI
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Esimerkki 2.6: Oheisen palkin alapinta saa ld&mpdtilan muutoksen T
ylapinnan I&mpétilan pysyessa ennallaan. Palkin korkeus on h,
taivutusjaykkyys on El ja pituuden lampdtilakerroin on «. MA&arita
pisteiden B ja D taipumat.

h
A * < D
77 ) T
| NP e @ |
Ratkaisu:

Palkin kéayristyma:

K_aAT _a(T—O)_ﬂ
h h h

+
aT [h
a | a | a
K
Tukivali AC:
A
° +
aT [h
a | a
K
T 2aT 2aTa?
AAczza'aT: aha' Mye =Apc-a= aha

Sovelletaan momenttimenetelman yhtaloit4 valilla AC ja huomioidaan
tukiehdot:
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A — aTa
VC_VA:(DA(XC_XA) MAC = Q= ;C —T

aTa aTa aTa
Pe—Pa=—Asc = Gc=0p—Apc= h -2 h = h

Saatiin siis tukien A ja C kiertymat.

Vili AB:

A

Sovelletaan momenttipintamenetelmén yhtal6a valilla AB ja huomioidaan
tukiehdot:

0 a 2

v, ala ala® aTla
Ve =Va =@a(Xs = X2) = Myg = Vg =9pa- Mg = h " on T on
Vili CD:
A
K
Ap=a-—
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Sovelletaan momenttipintamenetelméan yhtaloa valilla CD ja huomioidaan
tukiehdot:

0 a

- ) aTa aTa?
VD_VC:(pc(XD_Xc)_/\/’CD = VD:(pca_/Vch:_T'a_ 2h
3aTa?
=S Vy=————
2 h

Palkin taipuma:
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3. Staattisesti maaraamattomien rakentei-
den statiikan perusteita

3.1 Johdanto

Seuraavassa tarkastellaan staattisesti méaardamattdmien rakenteiden
ratkaisemista kdyttden ns. voimamenetelm&d. Voimamenetelméssé
tuntemattomina ovat yleistetyt voimat (voimat, momentit, jne.) ja
yhtalét tuntemattomien madrittdmiseksi saadaan soveltamalla ns.
yhteensopivuusehtoja, jotka estavat vastaavien yleistettyjen siirtymien
(siirtymat, kiertymat, jne.) tapahtumisen. Koska t&ssd kurssissa ei
késitell4 rakenteiden mekaniikan energiaperiaatteita ja niihin perustuvaa
ns. yksikkdvoimamenetelmdd rakenteiden yleistettyjen siirtymien
maarittdmiseksi, tarkastelumme rajoittuu téssa ristikoihin ja palkkeihin.
Tama rajoitus ei kuitenkaan estd meitd kasittelemastd voimamenetelman
periaatteita ja sen soveltamista erdisiin rakennustekniikassa kaikkein
yleisimmin esiintyviin staattisesti maaradmattémiin rakenteisiin.

3.2 Staattisesti maaratty perusmuoto ja staattisesti
maaraamattomat suureet

Staattisesti méaarddmattdman rakenteen ns. staattisesti madratty
perusmuoto (SMPM) saadaan alkuperdisestd rakenteesta esimerkiksi
seuraavasti:

e Poistetaan rakenteesta (yksiarvoisia) tukia, kunnes rakenteesta tulee
staattisesti maéaratty, ja varustetaan tuet tukiraeaktioilla, jotka estévéat
vastaavien yleistettyjen siirtymien syntymisen tuilla.

o Lisatdan rakenteeseen liitoksia (tavallisimmin nivelid), kunnes siitd
tulee staattisesti madrétty, ja varustetaan liitokset rajoitevoimilla,
jotka estévat vastaavien yleistettyjen siirtymien syntymisen liitoksissa.

Mainitut tukireaktiot tai rajoitevoimat ovat probleeman tuntemattomat

suureet, ja niitd kutsutaan staattisesti mé&ardamattomiksi suureiksi.

Jotta ne erottuisivat muista vastaavista suureista, niille kéytetddn usein

erityistd merkintatapaa. Varsin yleinen kaytdntd on merkitd staattisesti

madradmattomid suureita tehtavéssd, jonka staattisen maaradmatto-
myyden Kkertaluku on n,, symboleilla X,, i=1---,n (Jos n =1

alaindeksi 1 voidaan jattaa pois.)

s -

Yhtélot staattisesti maaraamattdmien suureiden ratkaisemiseksi saadaan
madrittdamalld niitd vastaavien yleistettyjen siirtymien lausekkeet
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(staattisesti maaradgmattomien suureiden X, funktiona) ja kirjoittamalla
niille asianomaiset yhteensopivuusehdot.

3.3 Staattisesti maaraamaton ristikko

Tarkastellaan  staattisesti maaraamattdman ristikon ratkaisemista
seuraavan esimerkin avulla.

Esimerkki 3.1: Maédritetddn oheisen staattisesti maarddmattdman
tasoristikon sauvavoimat. Vaakasuorien sauvojen aksiaalijaykkyys on EA

ja kaltevien EA//2.

P

Ratkaisu:

Staattisen maaraamattdmyyden kertaluku:

n,=t+s-2k=4+7-2-5=1 = Staattisesti mdaradméaton

Staattisesti maarétty perusmuoto (SMPM):

Ajatellaan tuki C poistetuksi, ja otetaan staattisesti maaradmattomaksi
suureeksi tukireaktio B, eli X =C, .

SMPM:
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Nyt tulisi maarittdd tuntemattoman voiman X suuruus siten, ettd rakenne
ei irtoa tuesta C. Toisin sanoen rakenteen pystysiirtyman tuella C tulisi
havita, eli v, =0. Tamd ehtoa kutsutaan rakenteen yhteensopivuus-

ehdoksi tuella C. Kun voima X on maéritetty, SMPM on staattisesti
madratty rakenne, johon vaikuttaa tunnettu kuormitus. Nain alkuperéinen
staattisesti maardamaton rakenne on saatu palautetuksi staattisesti
madratyksi. Jotta voisimme muodostaa yhteensopivuusehdon, joudumme
ratkaisemaan SMPM:n nivelen C pystysiirtyméan, pitden ratkaisussa
staattisesti maaraamatontd suuretta X parametrina. Sitd varten
joudumme ristikon tapauksessa ensin maarittdméan sauvavoimat ja sen
jélkeen siirtyman v,.

SMPM:n sauvavoimat:

Madritetddn sauvavoimat pitden staattisesti madradmatonta suuretta X
parametrina. L&hdetdén liikkeelle nivelestd C.

S
S T %+X=O = S =—X+2
S C
R ¥ « 45 0= s, = JE_X
\/E BC BC \/E
P
! See  XA2
b P+EE_2Y2_ 0= S =(X-PW2
SDE E \/E \/E BE ( )
V2 Spe + 2 >(‘/E—o Spe =—2X +P
Sge X2 “— DE+ﬁ+ N = S, =-2X+

(%2]

P D
7§>—2X +P 0 ﬂ+%=o = S0 =—Sup
Sao Sg S

? +—24+P-2X+P=0

» N1

_>_AD

V22
= SBD :(X —P)\/E, SAD :_(X _P)\/E
(X—P)ﬁB (X -P)2 s iy (X=PN2 (X-PW2
s N/ x - N RN
1 = S5 =X
BY
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Kun sauvavoimat parametrin X avulla lausuttuina tunnetaan, maaritetaan
ristikon nivelen C pystysiirtymé v, kaavaan (2.8) perustuvalla

menettelylld&. Menettely antaa sivutuotteena myds muiden nivelten
siirtymat.

Sauvojen pituudet, sauvavoimat ja venymat:

SMPM:

X
Sauva | X; =X | Y; -V | L Si &
AB 2a 0 2a X X/EA
AD a a av2 | (X =P)y/2 | 2(X -P)/EA
DB a -a | a2 | (X-PW2 | AX-P)/EA
BE a a aVv2 | (X -P)W2 | 2AX-P)/EA
DE 2a 0 2a 22X +P | (-2X+P)/EA
BC 2a 0 2a X X/EA
EC a -a | a2 —X2 —2X/EA

Nivelten siirtymat:

Yhtélo:

(Xj _Xi)(uj _ui)+(yj - yi)(vj _Vi) :gijLizj

! 'Ns. yksikkévoimamenetelmalla, jota tarkastellaan Rakenteiden
mekaniikka 1  kurssissa, voidaan ristikon nivelen yksittainen
siirtymékomponentti ratkaista jonkin verran pienemmalla tyolla.
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Sauvat AB, AD ja DB:

0 0

— —— (2a)®
2a(Us —U,) +0(vg —V,) = XF Ug =§2X
0 0 2
a(Uy — ) +a(Vy —v,) = ~2(X —P)% - uD:%(—BX +4P)
0
- av/2)? __a
a(ug —Up) —a(vg —vy) =2(X - P)% Vp = EAX
Sauvat BE ja DE:
Ea2X 0 7
—~— - av2)?
a(ug — ug )+a(ve —vg)=2(X —P)%
%(—3><+4P) -&x ,
— -~
2a(uc — Uy )+0-(ve— vy )=(—2X+P)(iap)‘
U, =2 (-7X +6P)
c=— (-
T
v. =— (13X -10P
e = Al )
Sauvat BC ja EC:
T g
= -~ (2a)?
2a(u. — u, )+0(v. —v,)=X
(e = Ug )+ 00 ~Vg) = X0
éumep) &(13X—10P) \/_ ,
—~— —— a 2
abe- U )-ate- vo)=—2x 2L
a
u.=—4X
° EA

= a
V. =—-(28X -16P
o= oAl )

Néin saatiin nivelen C siirtyma.
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Yhteensopivuusehto:

V=0 = (28X -16P) = X —=p
EA 7

Sauvavoimat:

Koska sauvavoimat oli jo laskettu staattisesti maaraamattoman suureen X
funktiona, ja esitetty edelld esitetyssd taulukossa, saadaan lopulliset
sauvavoimat helposti.

Sauva Sij

AB 4P/7~0,571P

AD | 3py2/7~0,606P

DB | _3p./2/7~-0,606P

BE | _3p./2/7~-0,606P

DE -P/7~-0,143P

BC 4P/7~0,571P

EC | —4Py/2/7~-0,808P

Nivelten siirtymat:

Haluttaessa ristikon nivelten siirtymét voidaan méaarittaa vastaavaan
tapaan.

Nivel u; v,
A 0 0
B | 8Pa_,,,Pa 0
7EA T EA
C |16Pa_, qPa 0
7 EA EA
D [16Pa_, o Pa| 4Pa_ . Pa
7 EA EA| 7EA EA
F ,Pa [ 18Pa_ , Pa
EA 7 EA EA
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Taulukko 3.1: Uloke- ja vapaasti tuetun palkin taipumia ja kiertymia

Ulokepalkki

Taipuma

Taipuma ja kiertymé péédssa B

V(x) = —(SLX -x3)

v L
® 3El

_ FL?
%_E

M .

09 =ogr

y ML
5 2EI
ML

e

Vapaasti tuettu palkki

Taipuma

Kiertymat tuilla

em(A

V(X) = a(3ax —X*+<x-a>’)
Fa®

v(@)=—

(@) 3EIl

Fa®
Vg a( g*)

Fa®

WB:E

V(x) = a(x —<x-a>?)

Vg =—-(2L-a
s 2EI( )

Ma

P = El

V()= [6( ) -4 )+( )]

24El

qL*
Vv, =
® 8EI
a
6EI

P =
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ML
v(x) = E[Z + (= )*3( )] R
X\s oML
v(x) = GE[—* (I)] Pa == BEIl s =
FL2 ab
V(X) = GEI[a ) —b(X ) <XLa>7] 5 _ Fab(L+b) Fab(L +a)
Fa?b? A BLEI 6LEI
V@ =3
ML, b? ML, a?
v(x) = a[(3 1)7 ()f—<x a>’] | pu= E e =e5 O
V(X)fZAEI[I— 2%y + (& )] o= NE
by 5t 24EI
Qe
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3.4 Staattisesti maaraamaton palkki

Staattisesti maaradmattoman palkin ratkaisemista tarkastellaan seuraavien
esimerkkien avulla. Niissa kaytetddn apuna taulukkoa 3.1, jossa on
esitetty tuloksia ulokepalkin ja vapaasti tuetun palkin taipumille ja
kiertymille. Taulukkojen kayttd nopeuttaa laskelmia ja auttaa siten
keskittyméaan ratkaisun keskeiseen problematiikkaan.

Esimerkki 3.2: Madritetddn lauseke oheisen kaksiaukkoisen, tasajaykan,
tasaisen kuorman kuormittaman palkin taivutusmomentille keskituen B
kohdalla.

Uo
Tnnnnnn c
AN El /\B El A
|
|
L

Ratkaisu:

Staattisen méaraamattdmyyden kertaluku:

n=t-c-3=4-0-3=1

(a) Ajatellaan tuki B poistetuksi ja valitaan staattisesti maaradmatto-
maksi suureeksi tukireaktio B, joka estaa palkin taipuman pisteessa

B:

Staattisesti maaratty perusmuoto (SMPM):

o

I’ c
A
/\ El B El /\

L
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Pisteen B taipuma:

Tasaisesta kuormasta g, (Taulukko 3.1, kohta 10):

! Ay Ay Gdb o o
_ - Z_2(2)° - (D)= = b* +3ab
oy =v(@) = 12 o2 - ()72 8 (o 1+ 3a)

(Vélivaiheet, kuinka saadaan lausekkeen oikean puoleinen muoto, joka on
téssé kayttokelpoisempi, sivuutetaan.)

Pistekuormasta X (Taulukko 3.1, kohta 8):

—Xa%?®

Ve = V(a) = 3LEI

Soveltamalla superpositioperiaatetta saadaan:

2182
%30 22, b2 1 3a)— 20

Vg =Vg, 4+ Vg, = X
B B0 Bl 24 3LEI

Staattisesti madradmattdman suureen X ratkaiseminen yhteensopivuus-
ehdosta:

282
V=0 o B30 oy aany B0 5 xSk 22 gan)
24El 3LEI 8ab
Tukireaktio pisteessa A:
C
AAAy BT yoL L2 A
X
| b
L
L gL b
OA L+X-b-qL-==0=A="-=X
3& b3 AL
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Taivutusmomentti pisteessa B:

L b
*——l—l———— ————— My B M,+qa 2 (%=_2x)a=0
A qoa E B> B > B qO 2 (2 L )
QL b 2

2x _Gab ab

Saadaan

_Qab _ab, gab_abgl

B2 L 2 L 8ab

3 3 3 3

=—&(a2+b2—ab)= qo(a +b ) — qo(a +b )
8 8(a+b) 8L

(a% +b? +3ab) = —%(a2 _ab+b?)

Kaytettiin yhteytta: a® +b® = (a+b)(a*> —ab +b?).

(b) Ajatellaan tuelle B nivel ja valitaan staattisesti maardamatto-
méksi suureeksi taivutusmomentti M, joka pakottaa kiertymat

nivelen vasemmalla ja oikealla puolella yhtasuuriksi.

Staattisesti méaaratty perusmuoto (SMPM):

X = M B qo
L e T c
AN El 1A\ El /\
i a WJB b W/ﬁ
|
L

Huom: Kuvassa vasemman ja oikean puoleinen taivutusmomenttinuoli
kohdistuvat vastaavasti nivelen vasemman ja oikean puoleiseen palkkin
osaan.

Pisteen B kiertymét palkin osissa:

Tasaisesta kuormasta g, (Taulukko 3.1, kohta 10):

3 3
vas _ qoa oik __ qob

Po0 =" oaE1" P50 T uE
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Momentista X (Taulukko 3.1, kohdat 7 ja 6):

vas __ (—X)a oik _X_b
2 36l Pe1 3E|

Soveltamalla superpositioperiaatetta saadaan:

a® a ; ; K 90° b
vas _ ovas | v :_qO—__Xl ok _ ook ok _ Y4B Y
Ps =Pgo T Pa1 24El  3El Ps =Pro T Pa1 24El | 3EI

Staattisesti madradmattdman suureen X ratkaiseminen yhteensopivuus-
ehdosta:

_ s b* b
vas _0ik P qoa _i)(:qO_-g-—
%o =P 24El  3EI 24El1  3EI

X g(@’+b%) g,(a’+b’)
8(a+b) 8L

Taivutusmomentti pisteessa B:

%@ +b°)

M. =X =
B 8L

Madritetddn lopuksi taivutusmomenttikuvio, kun a=0,4L ja b=0,6L:

3 3 3 3y 3
M, =-%@ D) %02 £08L _ g o350,
8L 8L

Huomautus: Kun taivutusmomenttien arvot tuilla A, B ja C tunnetaan
(tdssé tapauksessa M, = M. =0), saadaan palkin (seuraavan sivun kuva
(c)) taivutusmomenttijakautuma M (x) mukavimmin ajattelemalla sen
muodostuvan superpositioperiaatteen mukaan seuraavan sivun kuvien (a)
ja (b) taivutusmomenttien summasta. Palkin osat kuvissa (a) ja (b) ovat
kaksitukisia vapaasti tuettuja palkkeja. Tapauksessa (a) palkin osien
taivutusmomentit ovat lineaarisia tukiarvojen M,, My ja Mvalilla.
Tapauksessa (b) palkin osien taivutusmomentit ovat kaksitukisen vapaasti
tuetun tasaisen kuorman kuormittaman palkin taivutusmomentit, jotka on
helppo méaarittaa.
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@ s U
CON 3
7 7778 T

Qo
(o) [T CCTOICCICONND
A A\ A\
7 77 B T
=]
Mg Mg o

() [T TTTIIIIIICON]
AN A\ A
Z 7B T

Taivutusmomenttikuvion piirtdmistd varten ne maéritetddn tdssd vain
vélien keskipisteissa D ja E*:

2
M, :%Jr%:O,OZPL—0,0175PL=O,0025PL

2
M :@+%: 0,045PL -0,0175PL =0,0275PL

—0,035PL
N

2 Kaksitukisen vapaasti tuetun tasaisen kuorman g kuormittaman palkin
taivutusmomentin arvo palkin keskipisteessd on M =qL*/8, missa L on
palkin pituus.
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Esimerkki 3.3: Méaritetaddn oheisen kolmiaukkoisen tasajaykén jatkuvan
palkin taivutusmomenttikuvio.

| I
% AB  El JAXG AD

L2 L/zﬂﬁuz L1777 L 77

Ratkaisu:

Staattisen maaraamattdmyyden kertaluku:

n=t-c-3=5-0-3=2

(a) Ajatellaan tuet B ja C poistetuiksi ja valitaan staattisesti
maaraamattomiksi suureiksi tukireaktiot B, ja C,, joka estavat

palkin taipumat pisteissa B ja C:
Staattisesti maaratty perusmuoto (SMPM):
P P
|

A

_n EI _ /A\D
5, Txl—By TXZ‘CY T
L2 g L2 L2 L2 L

Pisteiden B ja C taipumat: (Taulukko 3.1, kohta 8):

P(3L)? L/2-5L/2 5L L 5L, L. (L/2)?

Ve VD = e g G a5 G ]
S L
(_Xb})E(ISL)Z [(L3'L2)E (BL+ 2L)i - 2L(i)3]
+ (_XGZI)E(I?’L)Z [?;'L)IZ‘ (BL+ L)i— L(if]

_lo7pPl 410, 70
144 EI  9El ' 18El °
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P(3L)? L/2-5L/2 5L.2L 5L,2L., (3L/2)°
Ve =v(2L) = ( )[ - (3L+—)———(—)3+( 2)]
6EI (3L) 273L 2 3L (3L)
P(3L)? .3L/2-3L/2 3L.2L 3L 2L L/2)®
yPOLY 3LI23L/2 o) | 3Ly2L 3L2Ly, (L12),
6EI (3L) 2°3L 2°3L°  (3L)
2 3
G ERIBL 2L g oy 2h o Py, L g
6EI (3L) 3L 3L°  (3L)
— 2 .
EXJOL) 2L L 4y 2E L2y
6El (3L) 3L 3L
L S A SRV &
36 El 18El ' 9El °
Y hteensopivuusehdot, yhtaléryhma ja ratkaisu:
3 3 3
. @107F>L_4Lxl_7LX2=O 4 1+1 Zzﬂp
144 EI 9 El 18 El ]9 18 144
5P 7 1° 40 7 4 25
V=0 L X, -2 =X, =0 X, +—X, =P
¢ 3 EI 18ElI ' 9EI 2 18°' 9% 36
107
B+ 7% =P 18 7(x,) P (107
= 25 17 8|1x,[ 8100
7x1+8x2:7p 2
X, 1 [8 -71p[107) P (52 1,3P
= = — = — =
X,| 8 -72|-7 8 |8|100] 4017| |0,425P
Tukireaktiot:
=] =]
Y
A P D
) Tl,3P P, To,425p TD
L L/2 . L/2 . Li2 . LI2 L R
1 1 1 1 ! 1
5 3

(D A -3L-P-2L+13P-2L-P-SL+0,425P-L=0 = A =0,325P
2 2 =

A> Dy~3L+0,425~2L—P~§L+1,3P-L—PEL:O = D, =-0,05P
2 2 —
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Taivutusmomentin arvot pistekuormien kohdalla:

A =DM By M, -0325P-= =0
TO’3ZSP 1 M 016225PL
= =0,
| L/2 | L Bt bbbt
V 5
S B Mg +P-=-0325:L=0
A B
T0,325P R B — M, =-0,175PL
L2y L2
M
" C P, M, -0,425P-L/2
(P 0,425P b 3
2 T ! lo 05P +0,05P—L:0
CoLI2 L e 2
. ! = M, =0,1375PL
MC
& D (c M_+0,05P-L=0
10’05p = M. =-0,05PL
|

L !

Taivutusmomenttikuvio:

-0,175PL

A
+ \/ B w*- c
0,1375PL

0,1625PL
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(b) Ajatellaan tuille B ja C nivelet ja valitaan staattisesti
méaaraamattémiksi suureiksi taivutusmomentit M, ja M., joka

pakottavat kiertymat nivelten vasemmalla ja oikealla puolella
yhtésuuriksi.

Staattisesti maaratty perusmuoto (SMPM):

lp X,=Mg lp X,=M¢

~B~ ~Cr
Aé}/ A=A AD
1 < A
Li2 L/zﬁﬁuz w7 7

Pisteiden B ja C kiertymét palkin osissa:

Ulkoisesta kuormasta (Taulukko 3.1, kohta 8):

LL L LL L
¢Va5 _ PEE(L-’_E) - 1 PLZ ¢0ik _ PEE(L+E) _ 1 PLZ
8o 6LEI 16 EI 7 70 6LEI 16 EI
LL L
Poo(L+2) 4 pp2 ‘
(ovas — 2 2 2 — ¢)0|k _
co 6LEI 16 EI 7 7¢°

Momentista X, (Taulukko 3.1, kohdat 6 ja 7):

vas __ (_X1)L _ X1L oik __ X1L vas __ X1L oik _

T 3er Pe TE P T TR fa

Momentista X, (Taulukko 3.1, kohdat 6 ja 7):

Vs of -X,L X,L ws  —X,L X,L ok X,L
o =0, ¢f = . : =—_2-=-_2 =2

T8El 6Bl P2 T 3Rl T 3Rl P T

Soveltamalla superpositioperiaatetta saadaan:

vas __ vas + vas + vas __ _iP_LZ—LX
Vo =00 TP0 TP T 716l 3R
_ _ . « 1P L L
0ik oik oik oik
. . . L L
Po = %P0 TP TPe2 T e E T3EI L BRI 2
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1 PL? L L
vas _ oves | ovas | vas _ X — X
Pc =Pco TPc1 TP 16 EI_6EI X 3E 2
oik oik oik oik __

= + + =—X
Pc =Pco T Pc1 T Pe 3E1 2

Y hteensopivuusehdot, yhtaléryhma ja ratkaisu:

vas oi 1 PL2 L 1 PL2 L L
% =p o X, = X

-— — X =——F+—X,+—X
16 EI 3ElI ' 16 EI 3El ' 6El °

vas oi 1 PLZ L L L
o = g = X X, =

_ = X —— X, =—X
16 EI 6EI ' 3EI 2 3El °?

3
4X,+ X, == PL s 1(x) 3 [2
= ap (1 allx. [T 8 1
X, 44X, =2 2
8 El

X 4 -1][2 7
)Ml 3p 1 __L1p
X,/ 8 151 4]|1f” a0 |2

Taivutusmomentit tuilla B ja C:
MB:XI:—lPL:—O,NSPL, MC:—iPL:—O,OSPL
40 EE— 20 -

Taivutusmomenttikuvio:

—0,175PL
_-7/N~~0,1125PL
~0.0873BE AN T~ —0,05PL
A -~ |R P, 7'\0
B N C
1
ZpL
4 0,1375PL

+

0,1625PL

Taivutusmomentit pisteissa P, ja P,*:

M, :—0,0875PL+%PL:0,1625PL, M,, :—0,1125PL+%PL:0,1375PL

¥ Kaksitukisen vapaasti tuetun palkin taivutusmomentti sen
keskipisteessd, jossa vaikuttaa pistekuorma P, on M =PL/4.
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3.5 Kolmen momentin yhtalo jatkuvan palkin ratkai-
semiseksi

Johdetaan lopuksi ns. kolmen momentin yhtéld, jota voidaan kayttaa
jatkuvan palkin tukimomenttien (taivutusmomenttien arvot palkin tukien
kohdilla) méarittdmiseen. Otaksutaan palkin tukien vélisten osien olevan
tasajaykkid. Tarkastellaan jatkuvaa palkkia, jossa on n jannettd ja n+1
tukea (kuva 3.1). Sen ensimmaiselld tuella 1 ja viimeisella tuella n+1 on
joko kiinted nivel tai jaykka kiinnitys. Palkin SMPM muodostetaan
lisdédmalld palkkiin tukien kohdille nivelet, jolloin staattisesti
madradmattomat suureet ovat taivutusmomentit M; tukien kohdalla. Nain

SMPM:n kukin janne toimii kuten vapaasti tuettu kaksitukinen palkki.

MR N 11 S R S 111

é% El, A2El, A\3% AN /\ El_ /AnEl 7
=

+1

I L %I,«é L, %I,é s %I/é L, %IA L

—>|
1 1 I 1

Kuva 3.1: Jatkuva palkki, jossa on n jannettd ja n+1 tukea.

Mi—l Mi M. )
LA B N
AN RGAY; El, A\
s %A ez

| i1 | i |
I | |

Kuva 3.2: Jatkuvan palkin SMPM tuen i l&hella.

Kuva 3.2 esittdd palkin SMPM:toa tuen i ldhelld. Kiertymalle tuen i
vasemmalla ja oikealla puolella saadaan (Taulukko 3.1, kohdat 6 ja 7)

vas Mi 1Li 1 _MiLi—l vas L L

) = = + s _ i-1 M _ i-1 M-+ v_as,
AT Tem, sEL, T TRl 3Rl
o= ML Mok o5 = = M; + = M+ 05"

3EI,  6El 3EI ' BEI

missd oy ja @ ovat ulkoisesta kuormituksesta aiheutuvat kertymét.

Yhteensopivuusehdosta tuen i kohdalla saadaan nyt
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¢ivaS:¢i0ik - — Liy M - Li, M. + vas_MiLi+M+¢0ik

6EI, " 3El, ' 7% T3EL " GEL O
ja edelleen
L, 1,1 L. L .
M (=M - —-M =0y o3, i=2,--,n| (3.1
6E|i_1 i-1 3(E|| Eli_l) i 6E|| i1 = Poi Poi ( )

Tama on jatkuvan palkin kolmen momentin yhtéld, jollainen voidaan
kirjoittaa palkin kaikilla sisatuilla 2,---,n. Nait4d yhtéléitd on n-1
kappaletta ja niiss& on n+1 tuntematontaM,,---,M . Puuttuvat kaksi
lisdyhtélod saadaan tukiehdoista palkin pdissa.

Jos palkin paéssa 1 on nivel, sitd vastaa lisaehto on
M, =0. (3.2)
Jos palkin paéssa n+1 on nivel, sitd vastaa lisaehto on

M . =0. (3.3)

n+l

M M

AN

%Cl( El, )§§
|_1 e

Kuva 3.3: Jatkuvan palkin SMPM jdykasti Kiinnitetyn tuen 1 lahell&d

Jos tuki 1 on jaykasti kiinnitetty, SMPM:n (kuva 3.3) kiertymélle
saadaan lauseke

_%_ _M2L1 +

7 3e, eEl,

ja yhteensopivuusehdon ¢, =0 perusteella seuraa lisdyht&lo

1 3El
Mlz_EMz_ Lll(/’or (34)
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Mn Ivln+1
; N El 7/ %ﬁ
A n n+1
i L

| n |
I I

Kuva 3.4: Jatkuvan palkin SMPM jéykasti Kiinnitetyn tuen n+1 l&hell&.

Jos tuki n+1 on jaykasti kiinnitetty, SMPM:n (kuva 3.4) kiertymélle
saadaan lauseke

M n I‘n -M n+1Ln
(0n+1 = + + ¢0n+1

6El,  3EI

ja yhteensopivuusehdon ¢, ,, =0 perusteella lisayht&lo

Mn+1:_an + 3E|n
2 L

n

(p0n+1' (35)

Esimerkki 3.5: Maéritetddn kolmen momentin yht&léa kayttden oheisen
jatkuvan palkin taivutusmomentin arvot tuilla 1, 2, 3 ja 4.

lp q=P/L
[T v
4
1%%/ A2 B /A3 V
1 0.6L Io,4L§Z§F‘ L 77

Ratkaisu:

Staattisesti madratyn perusmuodon Kiertymaét ulkoisesta kuormasta:

vas __ P0,6L0,4L(L+0,6L)_ 8 PLZ oik_(P/L)Lg_ 1 PLZ

o5 = 6LEl 125 61" T 4Bl 24 E
vas __ (P/L)L3 _ 1 PL2 oik _O
w TRl 24 E1
Po, =0
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Yhtélot:

Tukil: M, =0
Tuki 2 =M, + 2= M, + =M, = p12 - L pz = 3 py2
6El 3 El 6El 125 24 3000
Tuki 3: LM2+ELM3+L|\/|4:_ip|_2
6El 3 El 6El 24
Tuki 4: M4:—£M3
2
Ratkaisu:
Eliminoidaan M, ja M,:
g ) 1M3=—£PL 8M2+2M3=—£PL
3 6 3000 250
1M2+lM3=—iPL 2M2+7M3:—£PL
6 12 24 2

8 2](M, 1 (317
= = PL
2 7[|M,] 250|125

Ratkaistaan yhtaloryhmaé:

M, 1 [7 2317 1 (1969 -0,1515
=- PL=——— PL= PL
M, 52.250|-2 8 ||125 13000 | 366 -0,0282

Vastaus:

M, =0, M, =—0,1515PL, M, =-0,0282PL, M,

1

=-ZM, =0,0141PL
2 —_—
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4. Sauvarakenteiden elementtimenetelma

4.1 Johdanto

Sauvarakenteiden elementtimenetelmalla tarkoitetaan tdssa siirtyma-
menetelmaa’, joka on systematisoitu siten, ettd se on helppo ohjelmoida
tietokoneelle. Nimityksen elementtimenetelma kaytté tdssa yhteydessa
perustuu siihen, ettd ndin formuloidussa siirtymamenetelméssé syntyvan
yhtaloryhmén kokoamisprosessi on samanlainen kuin elementti-
menetelmassa, joka on tietokoneiden kehittymisen my6tad viime
vuosikymmeningd kehittynyt yleinen numeerinen menetelmd, jolla
voidaan ratkaista erilaisia mekaniikan ja laajemmin matemaattisen
fysiikan reuna-arvoprobleemia. Elementtimenetelmén kehittyminen on
ollut yksi viimeaikojen suurimmista edistysaskelista numeerisen
analyysin alalla. Elementtimenetelma on likimenetelm4, jolla voidaan
saada tarkka ratkaisu vain hyvin yksinkertaisissa erikoistapauksissa.
Sauvarakenteiden elementtimenetelma sen sijaan on, kun sitd sovelletaan
tyypillisten sauvarakenteiden staattiseen analyysiin, tarkka menetelma.

Rakenteiden mekaniikan alueella on lukuisia probleemia, joille ei kyeta
Ioytdamadn  analyyttistd  (tarkkaa) ratkaisua. Talldin  joudutaan
turvautumaan numeeriseen kasittelyyn. Ylivoimaisesti eniten rakenteiden
mekaniikan tehtdvien ratkaisemiseen kdaytetddn nykyisin  juuri
elementtimenetelmdd ja sen eniten kaytetty formulaatio on sellainen,
jossa tuntemattomina ovat siirtymdasuureet, siis siirtyméamenetelma.
Tamén vuoksi tdssd esitettdvd sauvarakenteiden siirtymémenetelmén
systematiikka ei rajoitu pelkéastdan késilla olevaan probleemaan, vaan se
toimii myo6s johdatuksena yleiseen elementtimenetelmdan perustuvaan
késittelyyn, joka tulee vastaan myShemmissa rakenteiden mekaniikan
kursseissa. Samanlainen systematiikka, esiintyy myds kaikessa
elementtimenetelméén perustuvassa numeerisessa késittelyssa.

Sauvarakenteiden elementtimenetelméssa rakenteen osia kutsutaan
elementeiksi, ne liittyvat toisiinsa solmujen valitykselld. Sauvanpdiden
yleistettyja siirtymadmahdollisuuksia kutsutaan elementtivapausasteiksi
ja solmuihin liittyvid yleistettyja siirtymid vastaavasti vapausaste-
siirtymiksi.  L&htokohta siirtymamenetelmén elementtimenetelméan
mukaiselle systematisoinnille on elementti- ja systeemivapausasteiden
juokseva numerointi.

! Sauvarakenteiden siirtymamenetelmaa kasitellaan varsinaisesti Raken-
teiden mekaniikka I kurssissa.
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Kuvassa 4.1 on esitetty tavallisimmat tasosauvaelementit: nivelsauva-,
palkki- ja kehé&elementti vapausastenumerointeineen. Kuvassa 4.2 on
vastaavasti esitetty tavallisimmat avaruussauvaelementit: nivelsauva- ja
keh&elementti vapausastenumerointeineen.

Kuva 4.1: Tasosauvaelementtejé vapausastenumeroineen: (a) nivelsauva,
(b) palkki- ja (c) kehaelementti

7
3

8

1 9 12

Kuva 4.2: Avaruussauvaelementteja vapausastenumeroineen: (a) nivel-
sauva- ja (b) kehdelementti
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4.2 Nivelsauvaelementti tasotapauksessa

4.21 Merkinnoéista

Kuva 4.3: Nivelsauvaelementin (a) vapausastenumerointi, (b) vapaus-
astesiirtymaét ja (b) vapausastevoimat tasotapauksessa

Kuvassa 4.3 on esitetty (a) nivelsauvaelementin vapausastenumerointi,
(a) vapausastesiirtymat ja (c) vapausastevoimat. VVapausastesiirtyméat ovat
sauvan pdiden siirtymien x,y —komponentit u,, v,, u,, jav, eli lyhyesti
sauvanpaasiirtyméat.  Menettelyn  systematisointia  silméall&pitéen
elementin vapausastesiirtymille kaytetddn myds juoksevalla indeksilla
varustettuja symboleja a’, i=1---,4. Vapausastevoimat ovat sauvan
pdihin vaikuttavien voimien x,y—komponentit U,, V,, U,, jaV, eli
lyhyesti sauvanpadvoimat. Menettelyn systematisointia silméllépitéen
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elementin vapausastevoimille kaytetddn myds juoksevalla indeksilla
varustettuja symboleja F°, i=1,--,4.

4.22 Nivelsauvaelementin yhtaldiden johtaminen

xX,u

Vo= ==~

yz _______________

Y,V
Kuva 4.4: Nivelsauva ja sen paiden siirtymékomponentit.
Tarkastellaan kuvan 4.4 nivelsauvaa®. Kéytetaan sen kaltevuuskulman o

kosinille ja sinille lyhennysmerkintdjd ¢ =cosa ja s=sina . Jos sauvan
paiden koordinaatit tunnetaan, ne on kaytannollista laskea kaavoilla

XZ_Xi,S:yZ_yll (41)
L L

C=

Luvun 2 kaavan (2.8) perusteella sen péiden siirtymien vélille on yhtalo
(Xz _X1)(u2 —u1)+(y2 - yl)(vz _Vl):ng' (4-2)

Jos rakennetta kuormittaa mekaaninen kuormitus, sauvan venyma on

825, (43)

missd S on sauvan sauvavoima. Yhtalostd (4.2) saadaan nyt helposti
lauseke

2 Elementtimenetelman yhteydessa my6s nivelsauvaa késitellaan koordinaatistossa,
jonka y —akseli on alaspdin.
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S= %(—cu1 — SV, +CU, +5V,), (4.4)

joka esittdd sauvavoiman sauvan pdiden siirtymien funktiona. Kuvat 4.5a
ja 4.5b esittavat sauvan péiden 1 ja 2 pienten osien vapaakappalekuvioita,
joissa U,, V,, U, ja V, ovat nivelsauvan sauvanpaévoimat eli nivelistéa

sauvan pdihin Kkohdistuvat voimakomponentit. Niiden vaaka- ja
pystysuuntaiset tasapainoehdot antavat

— U, +Scosa=0 = U, =-Sc
T V,+Ssina=0 = V,=-Ss
— U,-Scosa=0 = U,=Sc
T V,-Ssina=0 = V,=Ss

(4.5)

(a) (b)
1 U S )
|§ Za__ 27> u,
\'A S

Kuva 4.5: Nivelsauvan pdiden pienten osien vapaakappalekuviot.

Sijoittamalla néihin lausekkeisiin sauvavoiman lauseke (4.4) saadaan

EA
U, = T(czu1 +5CV, —C°U, —SCV,),

V, = %(scu1 +8°V, — scu, — s°v,),
(4.6)
EA, 2

u,= T(_C U, — SCV, +C°U, + SCV,),

EA 2 2
v, :T(_SCU1_S V, +SCU, +S°V,).

Né&ma lausekkeet ovat nivelsauvan sauvanpaavoimien ja sauvanpaa-
siirtymien valiset yhteydet. Ne voidaan ilmaista matriisimuodossa
seuraavasti

{F¥ =[KI{a} +{FK¥", (4.7)
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missa
LA a| Y
F’ V, as v,
(FY ={ 2t=q ' ey =12t=0" (“.8)
F, U, a; u,
F; Vv, a, v,

ovat elementin sauvanpadvoimien ja sauvanpaasiirtymien muodostamat
pystyvektorit,

¢® sc¢ -c* -sc

EA| sc s° -sc s

K] =— 4.9
[]L—cz—sccz sc 4.9)
-sc -s* s¢c s
on elementin jaykkyysmatriisi ja
0
. |0
{FK¥ = 0 (4.10)
0

on elementin kuormitustermivektori (joka mekaanisen kuormituksen
kuormittaman nivelsauvan tapauksessa hévidd). Lausekkeissa esiintyvé
yléindeksi e viittaa kysymyksessé olevan elementin numeroon. Tarkasti
ottaen yldindeksi e kuuluisi liittdd myos suureisiin E, A, L, ¢ ja s, mutta se
on jatetty selkeyden vuoksi pois.

Lausekkeissa (4.8) on otettu kayttddn vapausastesiirtymdiden ja
vapausastevoimien merkintétapa pystyvektorien {F}° ja {a}° alkioina F°
ja &, joilla on juokseva numerointi.
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4.3 Palkkielementti

4.31 Palkkielementin merkinnoista

(@) A
1 e 2
2< _____________ )4
v v
1 3
(b) A
e 1 e 2
(/’1:a2< _____________ D(Pz—ai
v N e
v, =a; V, =8,
(©)
e 1
M1:F2< ______ @ ______ZDMzZFf
V, L F V, = F;

Kuva 4.6: Palkkielementin (a) vapausastenumerointi, (b) vapausaste-
siirtymat ja (b) vapausastevoimat

Kuvassa 4.6 on esitetty (a) palkkielementin vapausastenumerointi, (b)
vapausastesiirtyméat ja (c) vapausastevoimat. Vapausastesiirtyméat ovat
sauvan paiden taipumat ja kiertymdt v,, ¢, Vv, ja ¢, eli
sauvanpaataipumat ja -kiertymat. Menettelyn systematisointia
silmallapitden  elementin  vapausastesiirtymille  kaytetddn  myos
juoksevalla  indeksilld  varustettuja ~ symboleja &', i=1,--,4.
Vapausastevoimat ovat sauvan paihin vaikuttavat voimat ja momentit V,,
M., V, ja M, eli lyhyesti sauvanpaavoimat ja -momentit. Menettelyn
systematisointia silmall&pitden elementin vapausastevoimille kéytetdan
my®6s juoksevalla indeksill varustettuja symboleja F°, i=1,---,4.

Elementtimenetelmén kéyttdmistd silmallapitden on térkeatd tiedostaa
mitka ovat sauvan pdiden leikkausrasitusten ja vapausastevoimien valiset
yhteydet. Kuvan 8 vapaakappalekuvioiden perusteella saadaan helposti
tasapainoyhtalt
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Vasen paa 1: Oikea péa 2:

Q
1 e 2 e
F; (ll:'l)Mf M, CTEIlD F,
MO R
o~0 0=0

Kuva 4.7: Palkkielementin paiden vapaakappalekuviot

e=_Fe, e:Fe
N Q&= (4.11)
M; =F, Mze =_F4e

Néissd yhtdldissd M; ja M; merkitsevét siis taivutusmomentin arvoja
elementin péissd 1 ja 2. Niitd ei pid4 sekoittaa edelld esilla olleisiin
elementin sauvanpdamomentteihin, joille kéytetadn merkintéja M, ja
M, ilman ylaindeksia.

4.32 Palkkielementin yhtaléiden johtaminen

Tarkastellaan kuvan 4.8a palkkia, jota kuormittaa palkilla oleva ulkoinen
kuormitus ja jonka péat 1 ja 2 saavat sauvanpaataipumat v, ja v, sekd
sauvanpaakiertymat ¢ ja ¢@,. Pyritdédn maarittamaan  tasta
kuormituksesta ja ndistd siirtymdsuureista aiheutuvat vastaavat
voimasuureet eli sauvanpéédvoimat V, ja V, sekd sauvanpaddmomentit
M, ja M,. Superpositioperiaatteen mukaan ndmé voimasuureet saadaan
maarittdmalla ensin palkilla olevan ulkoisen kuorman vaikutus paistaan
jaykasti kiinnitettyyn palkkiin (kuva 4.8b) ja sitten palkin péiden
siirtymien ja kiertymien vaikutus (kuva 4.8c) seka laskemalla tulokset
yhteen.

Seuraavassa  kdytetddn  pdistddn  jaykasti  kiinnitetyn  palkin
sauvanpadvoimille ja sauvanpddmomenteille palkilla vaikuttavasta
ulkoisesta kuormituksesta merkintgja VK, VK,, MK;, MK, ja niitd
kutsutaan palkin kuormitustermeiksi. (Myos palkin yla- ja alapinnan
lampotilaerosta aiheutuu vastaavat kuormitustermit.) Rajoitumme
tasajaykkaan palkkiin, joka voidaan erilaisissa kuormitustapauksissa
ratkaista taipuman differentiaaliyhtélod kéyttden. Rakenteiden lujuusopin
luentomonisteen osan Il luvussa 8 tarkastelimme tata asiaa. Tiettya
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Kuva 4.8: (a) Palkin deformaatio, (b) ulkoisen kuormituksen osuus, (c)
yleistettyjen sauvanpdaasiirtymien osuus.

kuormitustapausta vastaavat kuormitustermit saadaan ratkaisemalla
kyseisen kuormituksen alainen péistadn jaykasti kiinnitetty palkki ja
maéarittdmalld sen leikkausvoiman ja taivutusmomentin arvot palkin
péissd, ts. Q(0), Q(L), M (0) ja M (L). Kuormitustermit ovat talldin

VK, =-Q(0), VK, =Q(L), MK, =M (0), MK, =-M (L) (4.12)

Taulukossa 4.2 on esitetty tasajaykédn palkin kuormitustermeja
tavallisimmissa kuormitustapauksissa.
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Seuraavassa madritetddn palkin péiden siirtymistd ja kiertymista
aiheutuvat sauvanpaavoimat ja momentit. Koska tarkasteltavalla palkilla
ei vaikuta ulkoista kuormitusta, supistuu sen differentiaaliyhtéld
(Rakenteiden lujuusoppi osa Il kaava (8.17)) muotoon

v =0. (4.13)

Se voidaan ratkaista seuraavasti:

v =0 = v"=C, = V'=Cx+C, = v=Sy +Cx+C,
2

c c (4.14)

= v="2x"+—2x*+Cx+C,.
6 2

Taipuma, Kkiertymd ¢@=V', taivutusmomentti M =-EIV" ja
leikkausvoima Q =—EIvV"” integrointivakioiden avulla lausuttuina ovat
nyt

v(x)=%x3+%x2 +Cx+C,,

2

C
o(X) = jx +C,x+C,, (4.15)
M (x) =—EI(C)x+C,),
Q=-EIC,.

Reunaehdot palkin paissa ovat v(0)=v,, @(0)=¢,, v(L)=v, ja
(L) =¢p,, joista seuraa integrointivakioille yhtalot

C,=v,

— 2 _
C: = Lerie, =22V gy
C..s G2 3 4.16
?L3+72L +CL+C,=v,, = 1, (4.16)
I ?CIJ'_LCZ:(DZ_(DI'
?‘LZ+C2L+C3=¢2,

joiden ratkaisuna saadaan
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12 6 12 6
C =FV1 +F¢’1 _sz +?¢2’

6 4 6
_?Vl _I(/’l +?Vz -

4.17)

2
;-

C =
2 L

Sijoittamalla saadut integrointivakiot C, ja C, taivutusmomentin ja
leikkausvoiman lausekkeisiin saadaan

El X X X X
M (x) = _F[(_B +12I)V1 +(-4+ GI) Lo, + (6 —12E)v2 +(-2+ GI) Lo,],
Q= —%(12\/l 6L, ~12v, +6Lg,). (4.18)

Néaiden avulla saadaan sauvanpadsiirtymistd ja kiertymista aiheutuville
sauvanpaavoimille lausekkeet

V, =-Q(0) :%(12v1 +6Lg, —12v, +6Lp,),
El
M, =M (0) =75 (6v, +4Lp, ~6v; +2Lg,),
. (4.19)
V, =Q(L) =75 (-12v, ~ 6Lp, +12v, - 6L,

M, =-M(L) :%(le +2Lgp, —6v, +4Lg,).

Lopulliset sauvanpadvoimien ja momenttien lausekkeet saadaan
lisddamalla naihin ulkoisen kuormituksen osuus, eli kuormitustermit. N&in
saadaan haettu tulos

V, =%(12V1 +6Lgp —12v, +6Lg,) + VK,

M, :E—2|(6v1 +4Lgp, —6v, +2Lp,) + MK,
Eﬁ (4.20)
V, =5 (-12v, - 6L +12v; ~6Lg,) + VK,

M, =%(6v1 +2Lgp, —6v, +4Lp,) + MK,.
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N&ma lausekkeet ovat palkin yleistettyjen sauvanpaavoimien ja
siirtymien véliset yhteydet. Ne voidaan ilmaista matriisimuodossa
seuraavasti

{F} =[KT{a}’ +{FKY¥, (4.21)
missa
F? \'A a; A
FS M e
{F¥ =1 2t=1 ' {aF= ai _1A (4.22)
K Vv, ay vy
F4e M, ai ?,

ovat elementin yleistettyjen sauvanpéddvoimien ja sauvanpaésiirtymien
muodostamat pystyvektorit,

12 6L -12 6L
. EI| 6L 42 6L 21°

[KFF=— (4.23)
L|l-12 -6L 12 -6L

6L 2L° -6L 4L°

on elementin jaykkyysmatriisi ja

FK:] [ VK,
FK? MK

{FK} = 2l ! (4.24)
FKS [ | VK,
FK:] MK,

on elementin kuormitustermivektori. Lausekkeissa esiintyva ylaindeksi
e viittaa kysymyksessa olevan elementin numeroon. Tarkasti ottaen
yldindeksi e kuuluisi liittdd myds suureisiin E, | ja L, mutta se on jatetty
selkeyden vuoksi pois.

Lausekkeissa (4.22) on otettu kayttdon vapausastesiirtymien ja
vapausastevoimien merkintatapa pystyvektorien {F}° ja {a}° alkioina F°
ja a’, joilla on juokseva numerointi.
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4.4 Tasokehaelementti

(@)

Kuva 4.9: Tasokehdelementin (a) vapausastenumerointi, (b) vapausaste-
siirtymadt ja (c) vapausastevoimat

4.41 Tasokehaelementin merkinndista

Laajennetaan tarkastelu koskemaan myds tasokehdelementtid, joka on
ké&ytannossa yleisimmin kaytetty sauvaelementti. Kuvassa 4.9 on esitetty
(a) tasokehdelementin vapausastenumerointi, (b) vapausastesiirtymét ja
(c) vapausastevoimat. Vapausastesiirtyméat ovat sauvan péiden siirtymien
X,y —komponentit ja kiertymat u, v, ¢. Uu,, v, ja ¢, el
sauvanpaasiirtymat ja -kiertymat. Menettelyn systematisointia
silméllapitden  elementin  vapausastesiirtymille  kdytetddn  myds
juoksevalla indeksilld  varustettuja ~ symboleja  a’, i=1---,6.
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Vapausastevoimat ovat sauvan  pdihin  vaikuttavien  voimien
X,y —komponentit ja momentit U,, V;, M,, U,, V, ja M, eli lyhyesti
sauvanpdévoimat ja -momentit. Menettelyn  systematisointia
silmallapitden elementin vapausastevoimille kdytetddn myds juoksevalla
indeksilla varustettuja symboleja F°, i=1,---,6.

4.42 Tasokehaelementin yhtéldiden johtaminen

Tasokeh&elementin yhtalot saadaan konstruoiduksi kayttden hyvéksi
toisaalta aksiaalisesti kuormitetun sauvan ja toisaalta palkin
vapausastevoimien ja -siirtymien vélisia yhteyksid. N&méa yhdessa
muodostavat tasokehdsauvan yleistetyt voima-siirtyméyhteydet ns.
sauvakoordinaatistossa, jonka x-akseli yhtyy sauvan akseliin. Kun ndma
yhteyden muunnetaan globaaliin ns. rakennekoordinaatistoon saadaan
tasokehédsauvan vapausastevoimien ja -siirtymien yhteydet haluttuun
muotoon. Esittdmalla tulos matriisimuodossa, saadaan tasokeh&elementin
jaykkyysmatriisi ja kuormitustermivektori.

4.43 Aksiaalisesti kuormitetun sauvan sauvanpaavoimien ja
-siirtymien véliset yhteydet

Edell& ei ole vield johdettu aksiaalisesti kuormitetun sauvan sauvanpéé-
voimien ja -siirtymien vélisia yhteyksid. Ne saadaan superpositio-
periaatteella laskemalla yhteen sauvanpéasiirtymistd u, ja u, aiheutuvat
sauvanpadvoimat sekd pdistdan siirtymattoman sauvan ulkoisesta
kuormituksesta p(x) aiheutuvat sauvanpaavoimat, eli kuormitustermit

UK, ja UK, .

Kéytetddn hyvéksi aksiaalisesti kuormitetun, tasajdykdn sauvan
differentiaaliyhtal6a (Rakenteiden lujuusoppi, osa I1, kaava (6.20))

" p
T g—_ 4.25
A (4.25)

Méadritetddn aluksi sauvanpaasiirtymistd aiheutuvat sauvanpadvoimat.
Talldin kuormitus p(x) =0 ja differentiaaliyhtalon ratkaisuksi tulee

u"'=0 = u'=C, > u=Cx+C,

janormaalivoima integrointivakion C, avulla lausuttuna on
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N = EAu’ = EAC,.

Reunaehdot sauvan pdissa antavat integrointivakioille:

u, —u
u(0)=u C,=u C, =21
uEL)) ul} < {CZL 2: u = -
= =+ =
2 1 2 2 Cz =u,
Normaalivoimalle saadaan néin
EA
N(X)=T(U2—U1)
ja sauvanpaavoimille
EA EA
U, =-N(0) =T(u1_uz)’ U,= N(L) =T(—U1+U2)

Lisaamalla naihin ulkoisen aksiaalisen kuormituksen osuus saadaan

U1=E—LA(u1—u2)+UK1, u2=E—LA(—ul+u2)+UKZ. (4.26)

N&ma ovat aksiaalisesti kuormitetun sauvan sauvanpddvoimien ja -
siirtymien yhteydet.

Maédritetddn vield kuormitustermit tasaiselle kuormalle (p=vakio) ja

aksiaaliselle pistekuormalle F, joka vaikuttaa etédisyyksilla a ja b sauvan
péista.

Tasaisen kuorman tapauksessa differentiaaliyhtéalosta saadaan

u=-> = u’:—£x+C1 = u:—Lx2+Clx+C2
2EA

EA EA
ja normaalivoima on
N = EAU'=-px+ EAC,.

Reunaehdoista seuraa
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L
' 2EA

C,=0 c
C,=0

u(0)=0}

u(L)=0 ~ P l2icisc =0
2EA ! 2

ja normaalivoiman lauseke saa muodon
1 x
N(x) = pL(=——).
() =pLE =)

Nyt saadaan kuormitustermeiksi

UK, =-N(0) =—p7L, UK, =N(L) =—p7L.

Pistekuorman tapauksessa differentiaaliyhtélosté saadaan

,  F<x-a>? , F 0
U=——"—"— = u=-—<x-a>"+C,
EA A

= u:—i<x—a>1+(3lx+(32
EA

janormaalivoima on

N = EAu'=-F <x-a>° +EAC,

Reunaehdoista seuraa

u(0)=0 C,=0 clz':_b
L)=0 b+CL+C,=0 = EAL
u(L)= Al tGL+C, = C,=0

ja normaalivoiman lauseke saa muodon
Fb
N(x)=—F <x-a>° T

Nyt saadaan kuormitustermeiksi
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UK, =-N© =2, UK, =N(L)=-"2 (4.28)

4.44 Kehadsauvan vyleistettyjen sauvanpdavoimien ja -siirtymien
valiset yhteydet

Yhtélot (4.26) ja (4.20) muodostavat yleistettyjen sauvanpéavoimien ja -
siirtymien véliset yhteydet vaakasuoralle palkille, jonka aksiaalijaykkyys
on EA ja taivutusjdykkyys on EI ja johon vaikuttaa myos palkin akselin
suuntaista kuormitusta. Koottuna yhteen ndamé yhteydet ovat

U, :E—LA(u1 —-u,)+UK,

v, :%mv1 +6Lg, —12v, + 6Lg,) + VK,
El
M, 2?(6V1 +4Lg, — 6V, +2Lp,) + MK,
- (4.29)
U2 :T(_ul +U2) 'f'UK2
E

V,= E (-12v, - 6L¢, +12v, —6Lg,) + VK,
El
M, :F(Bv1 +2Lgp, —6v, +4Lp,) + MK,

N&ma yhteydet patevat myos kehdsauvalle, kun sitd tarkastellaan ns.
sauvakoordinaatistossa, jonka x-akseli yhtyy sauvan akseliin.

@) (b)

Kuva 4.10: Tasokehdsauva (a) sauvakoordinaatistossa (b) rakenne-
koordinaatistossa.
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Merkitdén seuraavassa sauvakoordinaatteja (kuva 4.9a) symbolein X',y
ja sauvanpddvoimia ja siirtymid vastaavasti U/, V) (i=12) ja
u, v, (i=1,2). Nain kehdsauvan yleistettyjen sauvanp&avoimien ja -
siirtymien yhteydet sauvakoordinaatistossa ovat

Uy = =2 - ) + UK,
’ EI ! !
\'A =F(12vl +6Lep, —12v; + 6Lg,) + VK,
El ., ,
M, :F(le +4Lg, —6v;, + 2Lp,) + MK
(4.30)

u; :E—I_A(—u;+u;)+ur<;

V)= %(_12\/; —6Lg, +12V, —6Lg,) +VK,

M, :%(6v;+2L¢1—6v; +4Lp,) + MK,

Jotta ndma yhteydet voitaisiin esittad rakennekoordinaatistossa x,y (kuva

4.9b), joudumme selvittdmaan, kuinka voima- ja siirtymékomponentit
muuttuvat  koordinaatiston  kierrossa.  Tarkastellaan  esimerkkiné
siirtymdvektoria u, jonka komponentit rakenne- ja sauvakoordi-
naatistossa ovat vastaavasti u,v ja u’,v'. Télldin sille voidaan kirjoittaa

u=ui+vj=ul+v'm, (4.31)

missd | ja m ovat sauvakoordinaatiston kantavektorit, joille voidaan
Kirjoittaa

| =cosai+sinaj=ci+sj,
L . . (4.32)
m = —sinai + cos aj = —Si + Cj.

Sijoittamalla ndma lausekkeet kaavan (4.31) jalkimmaéiseen yht&lo6n
saadaan

ui+vj=(cu' —sv)i+(su' +cv)j (4.33)
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ja merkitsemalld yhtalossa kantavektorien i ja j kertoimet yhtésuuriksi,
tulos

u=cu' —sv' u'=cu+sv
{ o { (4.34)

v=su'+cv V' =-su+cv

Kaavaan (4.34) merkitty jalkimmainen k&anteinen yhteys saadaan

helposti, kun otetaan huomioon, ettd c*+s®>=cos’a+sina=1.
Samanlainen yhteys on voimassa voimavektorin komponenteille.

N&in voidaan Kkirjoittaa seuraavat sauva- ja rakennekoordinaatiston
sauvanpaavoimien ja -siirtymien yhteydet:

U,=Ult-VS5 (u =uc+vs,
' (4.35)

V., =U/s+VE, '=—US+V.C.

Niitd soveltamalla saadaan sauvanpaan 1 yleistetyille sauvanpaévoimille
rakennekoordinaatistossa

U,=Uc-V5s
EA ., El , '
= T(Cu1 —Cu;)+ cUK, —F(12sv1 +6sLg, —12sv; + 6sLg,) — sVK,
EA , 12EI , EA 12El 6EI
=(—cC"+

L E S )U1+(T—T)SCV1—?5¢1
—(EA 2 lZLEI s°)u, — (EILA 12EI)scv —6LE| sg, + CUK, —sVK,

= Au, +Bv, +C¢, — Au, — Bv, + Cg, + UK, —CcVK,,
V,=sU, +cV/

= E(sul’ —suy) +sUK, + E—!(lch{ + 6¢Lg, —12cv, + 6¢Lg,) + VK|

(A E —)scu, +(EA 2+12E|c W, +6EI
L L L2 L2
El El

—(T—12 )scu —(—s +12TC WV, +6— B >-Cp, +SUK, +cVK;
= Bu1+Dv1+Egol—Buz—sz+Ego2+sUK1+cVK1

ja
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M, =%(6v;+4up1—6v; +2Lp,) + MK’

6El 6El 4EI 6El 6El 2El
=— 2 su, 7 Mt o+ B su, — B ——Cv, +T ®,)+ MK,

=Cu, + Ev, + Fp, —Cu, — Ev, + Gg, + MK,

Sauvanpéan 2 yleistetyille sauvanpéavoimille rakennekoordinaatistossa
saadaan vastaavantyyppiset lausekkeet. Tulos yhdistettynd antaa
keh&sauvan yleistettyjen sauvanpadvoimien ja —siirtymien yhteydet
rakennekoordinaatistossa ja ne ovat

U, =Au, + By, + Ce, — Au, — Bv, + Ce, + cUK, —sVK,
V, =Bu, + Dv, + Eg, —Bu, — Dv, + Eg, + sUK, +cVK,
M, =Cu, + Ev, + Fp, —Cu, — Ev, + Gg, + MK,

(4.36)
U, =-Au,—Bv,-Cg + Au, + Bv, —Cgp, + cUK, —sVK,
V, =-Bu, - Dv, - E¢, + Bu, + Dv, — Eg, + sUK, +cVK,
M, =Cu, + Ev, + G, —Cu, — Ev, + Fg,) + MK,
Niissa on kaytetty seuraavia lyhennysmerkintéja
A:ECZ +12é52, B :ESC _]'Zﬁsc’ C :_GES
L L L L L (4.37)
D :ESZ +12|§| CZ’ E ZGEC: F :E' G :Zﬂl
L L L L L
N&ma yhteydet voidaan esittdd matriisimuodossa seuraavasti
{F¥ =[KI{a} +{FK¥, (4.38)
missa
F* U, a; |
F, \ a; A
Fe M e
Fy={2 b=t M qay =% Ll 4.39)
F U, a; U,
Bl |V a| |V
Fs M, ag 2
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ovat elementin yleistettyjen

muodostamat pystyvektorit,

[KT =

on elementin jaykkyysmatriisi ja

{FKY¥ =

-A
-B

A

B
Cc

C

FK?
FK:
FK?
FK¢
FK¢
FK¢

B C -A -B
D E -B -D
E F -C -E

-B C A B
-D -E B D

E G -C -E

CUK, —sVK;
sUK, +cVK;
MK,
CUK, —sVK,
sUK, +cVK,
MK,

sauvanpadvoimien ja sauvanpéasiirtymien

(4.40)

(4.42)

on elementin kuormitustermivektori. Lausekkeissa esiintyvé ylaindeksi

e viittaa kysymyksessa olevan elementin numeroon.

4.5 Tasosauvaelementtien yhteenvetotaulukko

Taulukossa 4.1 on esitetty kompaktissa muodossa tasosauvaelementtien
jaykkyysmatriisit ja kuormitustermivektorit. Viimeisessa sarakkeessa on
my0s esitetty kaavat, joita apuna kéyttden voidaan mukavasti maarittaa
leikkausrasitukset elementin alueella. Taulukossa 4.2 on esitetty
laskelmissa tarvittavat kuormitustermit.
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Taulukko 4.1: Tasosauvaelementtien jaykkyysmetriiseja ja kuormitustermivektoreita

Nivelsauvaelementti:
e e

Fa l—> X ¢ sc —¢* -sC 0 Sauvavoima:
r EA
EA| sc §° -sc §° 0 §° =" (—ca’ —sal
K =— {FKY = 2
y K1 L|{-c® —-sc ¢* scC {FKy 0 L ..
-sc -s* sc§? 0 03 +52;)
12 6L -12 6L VK, Solmuleikkausvoimat
ja -taivutusmomentit:
EI| 6L 41 -6L 2L MK, 2
KI = {FKY = S _F°, MS=FS
(K] *|-12 -6L 12 -6L (PR VK, Q R M/ =R,
6L 2L -6L 4L MK, Q=F M;=-F
A B C -A -B C CUK, —sVK, Solmunormaalivoimat,
B D E -B -D E SUK, +cvK, | | leikkausvoimat
c E F ¢ E G MK ja -taivutusmomentit:
(KT = L AFKY = ' NJ =—cF* —sF;,
-A B C A B C CUK, =SV, [ | o0 pe pe
B -D -E B D -E SUK, +CVK, N:E—Fle '
C E G -C -E F MK, A
A—EchrlZEl s? B—Esc—lZEI sC C——eﬂs N =cF +sF5
L c 7L [ Q =-sF; +cFy,
poFAG LBl o BEl 4Bl o 2l M; =
L L L L L
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Taulukko 4.2: Palkin ja tasokeh&n kuormitustermeja

Palkin ja tasokehén poikittaisen kuormituksen kuormitustermejé:

a(b—a)
L2

Fb
VK, =——1+
1 L[

M a’ +b?
VK, =—(2-3
1 I_( B

L VK, =——2[1+
1 VK, =—=1

M
L VK, =——(2-3
). VK, =—(

2 2
MK, = -5k, =95
12 12
2 2
MK, =T vk, - Fab

L2 L2

Mb . b Ma, .a
MK, ==—(2-32), MK, =——(2-3>
=230, MK, =2 (2-3)

Tasokehén aksiaalisen kuormituksen kuormitustermejé:

wAL
= > > —>

24

‘%)‘_bz)‘
P —_ 54
% 3 v

fe——

UK, = —p—L, UK, -t
2 2
UK, = —F—b, UK, -k
L L
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4.6 Elementtimenetelman kokoamismenettely

Tarkastellaan esimerkkind kuvan 4.11 rakennemallia (tai rakennemallin
osaa), joka muodostuu kahdesta palkkielementista 1 ja 2 seka
nivelsauvaelementistd 3. Kuvassa on my0s esitetty sen systeemivapaus-
asteet, jotka on numeroitu yhdestd kuuteen. Tarkastellaan solmua B,
johon liittyvat systeemivapausasteet 2 ja 3 ja madritetddn solmuun
liittyvien elementtien 1, 2 ja 3 vapausasteita vastaavien sauvanpaa-
voimien summat.

D 6

A./' B L/3

N >N (2 ;
—

Kuva 4.11: Kolmen elementin ja viiden vapausasteen rakennemalli

Solmuun B liittyvét elementtien yleistetyt sauvanpaavoimat on esitetty
kuvassa 4.12.

.« (—LE—)

V; |:12 ngl 4

(—L—

1

VE! \ R
2 Fl
3

Kuva 4.12: Solmuun B liittyvat elementtien 1, 2 ja 3 yleistetyt
sauvanpaavoimat
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Solmuun B liittyvien elementtien yleistettyjen sauvanpaavoimien
summille saadaan

YF,=F +F’+F]
SF,=F!+F}

Kayttden elementtien sauvanpaévoimien ja -siirtymien yhteyksid, saadaan
nama muotoon

141 1 41 1 41 141 1

2F, =K a + Kg,a, + Kya; + Kj,a, + FK;
+KZ2al + KhaZ + KZaZ + KZal + FK?
+KJad+KJal + Kal + Kj,al + FK;

TF, =K, + KLa, + Ki,a; + Kj,a; + FK;

+KZal + KZaZ + KZaZ + KZ,al + FK?

Kuva 4.13: Elementtien ja rakenteen vapausastesiirtymien yhteyksia
valaiseva kuva.
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Ottamalla huomioon vapausastesiirtymien yhteensopivuusehdot sauvojen
péissa (kuva 4.13) saadaan edelleen

0 3 8 a3

-~ ~= ~= —
SF,=Kja + K, a + Kl al + Kj, a; + FK;

ay ag " 3

272 272 P 272 2
+Kia +Kha, + Kpay + K a; + FK]
ag 0 0 3

373 373 373 373 3
+Kaa +Kpa, +Kua + Ky a, + FK
0 ) ) a3
1701 101 101 101 1
IR =Kha +Kpa + Kya, + Ky a, + FK
a, ag a, as

~ ~ = ~
+KZal+KZal+Kial +KZal + FK?
ja jarjestamalla termejé

Ik, = K312a1 + (K?l,s + K121 + K434)az + (K314 + Klzz)as + K123a4 + Kl24a5 + Kflas
+FK; + FK? + FK}

Ik = Kizai + (Kis + K221)a2 + (KL + Kzzz)as + K223a4 + K224a5 +0- 3
+FK; + FK}

N&in solmuun B liittyvid vapausastesiirtymié 2 ja 3 vastaavat elementtien
yleistettyjen sauvanpadvoimien summat voidaan esittdd muodossa

TF, = K,a + Kya, + Kya, + Ky,a, + Ky + Kyag + FK,,
TR, = Kg,a, + Kya, + Kya, + K,,a, + Kgag + Kyag + FK,

missa on otettu kayttdon lyhennysmerkinnat

K, = ngv Ky = Kés + K121 + K434! K23 = K§4 + K1221 Ko = K1231
Ky = K124, Ky = Kfl, FK, = I:K31 + FK12 + FKf,
Ky = Kizv Ky = Kis + K2217 Ky = Ki; + Kzzzv Ko = Kzzsl

Ky = K2, Ky =0, FK,, = FK + FK2,

(4.42)

N&in on esimerkkiméisesti osoitettu, ettd rakenteen vapausasteeseen i
liittyvien elementtien yleistettyjen sauvanpaévoimien summa on muotoa
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SF =Kya ++ Ky, +FK, (4.43)

misss M on rakenteen  systeemivapausasteiden  lukumaara.
Vapausasteeseen i liittyvdn solmun vastaava tasapainoyhtéld voidaan
esittdd muodossa

SF =P (4.44)

miss& P on vapausasteeseen (mahdollisesti) liittyvd ulkoinen

vapausastekuorma (pistevoima tai momentti). N&in vapausasteeseen i
liittyva tasapainoyhtélé saa muodon

Kila'l +eet KiM ay + I:Ki = Pl (4'45)

Tallainen yhtalo voidaan kirjoittaa rakenteen kutakin vapausastetta kohti,
jolloin saadaan yht&léryhma

[KKa}+{FK}={P}, (4.46)
missa
K Kim
Kl=| ¢ . (4.47)
KMl KMM

on rakenteen jaykkyysmatriisi,

FK, R
{FK}=< : + {P}=S: (4.48)
FK

M

ovat rakenteen kuormitustermivektori ja vapausastekuormien
muodostama pystyvektori. Yhtaloryhma (4.46) lopullisessa muodossaan
on

[K{a}={R}, (4.49)

missa vakiovektoria
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{R}={P}-{FK} (4.50)

kutsutaan rakenteen kuormitusvektoriksi, koska siihen siséltyy
rakenteeseen kohdistuvan ulkoisen kuormituksen vaikutus.

Edelld suoritetussa esimerkkimaisessa tarkastelussa paadyimme
kaavoihin (4.42), joilla rakenteen jaykkyysmatriisin ja Kkuormitus-
termivektorin alkiot K; ja FK; saatiin summana tietyista elementtien

jaykkyysmatriisien ja kuormitustermivektorien alkioista K§ ja FKF.

Seuraavassa esitetddn niin sanottu elementtimenetelman kokoamis-
menettely, jonka avulla rakenteen jaykkyysmatriisin ja kuormitus-

termivektorin alkiot K; ja FK; voidaan koota elementtien
jaykkyysmatriisien ja kuormitustermivektorien alkioista K ja FK alkio

kerrallaan.

Rakenteen jaykkyysmatriisin kokoamiskaava on

K=Y K. (4.51)

Kaavassa summaus kay vyli niiden elementtien, jotka liittyvat
systeemivapausasteisiin i ja j (jos tallaisia elementteja ei ole K; :sta tulee

nolla-alkio) sek& r ja s ovat elementin e systeemivapausasteita i ja j
vastaavat elementtivapausastenumerot. Rakenteen kuormitustermi-
vektorin kokoamiskaava on

FK, = FK;. (4.52)

Kaavassa summaus kay vyli niiden elementtien, jotka liittyvat
systeemivapausasteeseen i, sekd r on elementin e systeemivapausastetta i
vastaava elementtivapausastenumero.

Elementtimenetelmén kokoamismenettelyn kaavoja ei téssd yleisesti
johdeta. Niiden toimivuus osoitetaan vain esimerkkimaéisesti esilla olleen
esimerkkirakenteen yhteydessd. Kootaan siis kuvan 4.10 rakenteen
vapausasteisiin 2 ja 3 liittyviin yhtéloihin tulevat rakenteen jaykkyys-
matriisin ja kuormitustermivektorin alkiot. Kokoamisessa on tarkoituksen
mukaista kdyttdd apuna kuvaa 4.14.
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Kuva 4.14: Elementti- ja systeemivapausteiden yhteydet.

Rakenteen jaykkyysmatriisin alkioille K,;, j=1--,6 ja kuormitustermi-
vektorin alkiolle FK, saadaan

K21=K§z: K22=K313+K121+K434, K23=K:§4""K2 K24=K2

120 137

K, =K2, Ky =KZ, FK, = FK!+FK2 + FK;.

141 410

Rakenteen jaykkyysmatriisin alkioille Kg;, j=1---,6 ja kuormitustermi-
vektorin alkiolle FK, saadaan

Koy = Koy Ky = Kig + K3, Ky = Koy + K3, Ky = K3,
Ky = K2, Ky =0, FK,, = FK! + FK?,

Saatiin samat tulokset, kuin edelld kaavoissa (4.42).
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Esimerkki 4.1: Maaritetdaan elementtimenetelméalla oheisen tasoristikon
nivelten siirtymaét ja sauvavoimat. Ristikon sauvojen poikkipinta-ala A ja
kimmomoduuli E ovat vakioita.

Ratkaisu:

Elementit ja systeemivapausasteet:

a1=VB a3=vC

Elementtien pituudet ja kaltevuuskulmien sinit ja kosinit:

el « L c S C=C0Sc
1 0 a 1 0 s=sina
21-90°| a 0 -1

3| 45° | a2 |12 |12
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Vapausastekuvio:

2 1

A
A
B

Rakenteen jaykkyysmatriisin alkiot:

Kootaan alkio kerrallaan:

K11:K;2 Kzzz__ 0* +— ( 1) EA

|<12—|<;3——E 0-1=0

K13=K;4=?'02=0

K, =K, =0 (Jéykkyysmatriisin symmetria)

EA _4+2EA
K _K1+K3——12 —)" = —
22 33 33 a\/— (\/’ 4 a
K, =K 1K ~EAgq, EA 1 1 _ V2 EA
a2 V2 V2 4 a
K, =K;=0 (Jéykkyysmatrusm symmetria)
Ky, =K, = \/_ 2EA (Jaykkyysmatrusm symmetria)
K. =KL 1 K = EA _)z_fEA
a«/_ J2© 4 a
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Rakenteen jaykkyysmatriisi:

4 0 0
[K]—EA 0 4442 2
0 V2 2

Rakenteen kuormitustermivektori:

Koska ristikkoelementeilld {FK}* ={0}, saadaan

0
{FK}=10}.
0

Vapausastekuormien muodostama pystyvektori:

0

{P}=
F

Rakenteen kuormitusvektori:

0

{RY={P}~{FK}={ 0
F

Yhtéléryhma ja ratkaisu:

[KN{a}={R}

p=4

4 0 0](a) [0 4 0 0](a 0
EA 4Fa
4—04+J§J§a2:0:>04+ﬁﬁa2=—0
a

0o V2 J2|&) [P 0 V2 V2ll& 1
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a =0 a=0
= {(4++2)a, +v/23,=0 = {a,=——
Fa
2 2a, =42
V2a, +2, EA

Nivelten siirtymat:

Fa Fa
Vg =31=21 Uc =8, :_a’ Ve =28, :(l+2\/§)a

Sauvavoimat:

S°= EL;A‘(—cale —sa, +ca; +ca;)
Elementti 1:
9 a :A a

§'-A(1a -0+l al+0-a) - e, - =F
Elementti 2:

EA S S EA
S?=—(-0-a/ +1-a+0-a’-1-a’)=—a, =0

a a =
Elementti 3:

EA, 1 = 1.5 1 5 1 = EA
P [——=a-—)a+—a+—=-a]=—H(a, +

Sl Ao A sale (@t a)

=F+/2
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Esimerkki 4.2: Maééritetddn elementtimenetelmalld oheisen palkin
kiertymd pisteessa A, taipuma ja Kiertymd pisteessé B seka
taivutusmomentit pisteissa B ja C.

q=P/L P P
y
C
A El B 2El 7
%I’ﬁ L Li2 L2
Ratkaisu:

Elementit ja systeemivapausasteet:

N1 N [
P

Vapausastekuvio:

5 [1)

A o)
2 812,

NLN %4
oY

mz
A

Rakenteen jaykkyysmatriisin alkiot:

3

Kootaan alkio kerrallaan:

K11:K;2:E_3!'4L2

L

El
Ky, = Kis :F' (-6L)= Ko

El
K13:K;4:F'2L2:K31

El 2EL El

K22=K§3+K121=F~12+ E -12=F~36
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2El El
B ~6L:F~6L: K,

%-45:%-120

El
K, =K;, + K} :F~(—6L) +

Ky =K, + K2, :%-4L2 +

Rakenteen jaykkyysmatriisi:

. 42 6L 20
[K]=T5|-6L 36 6L
212 6L 1212

Rakenteen kuormitustermivektorin alkiot:

P/L

-
2
FK, = FKl=MKi=-9L _ PL
12 12
Pﬂ{_‘L
FK, = FK! + FK2 =VK} +VK? = qu _P (LL/Z) 1+ L/Z(L/LZZ_ I‘/2)]

=P
P’_LL

qL® P-L/2-(L/2? PL
12 L2 Y

FK, = FK} + FKZ = MK} + MK? =

Rakenteen kuormitustermivektori:

o [2t
FK}=-——1{24
FKy=%

L

Vapausastekuormien muodostama pystyvektori:

0

{Py=1P
0
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Rakenteen kuormitusvektori:

5 2L
{Ry={P}~{FK}=_,1 48
L
Yhtéléryhma:
[K{a}={R}
=
42 -6L 212 2L
El %

Ell 6L 36 6L |lat="lus
L2 [ 24
22 6L 12° ||a,

Muokataan yhtaloryhmaéa siten, ettd se on helppo ratkaista
taskulaskimella tai matematiikkaohjelmalla:

El Lz, - 20 )=t 4la, —6a, +2La, = PL 2
% (4%, 6L::12+2La3)—24 2L a, —ba, & =S IEl
= E(—6L +36a, + 6L )—£-48: —6La, +36a, +6La, = PL -48
L 4 : %= % 2 %= 2E
El .., 2 P pL®
F(ZLa1+6La2 +12L a3):ﬂ-L 2La, +6a, +12La3:24EI -1
4 -6 2|(L
% PL?
= |6 36 6|4, = 22E]
2 6 12||La,
Ratkaisu:
La, B3 0,2274 a =
a, r=——-+ 01082 } = Ja,=
La, -0,0885 a, =
PL? PL® PL?

= =a =0,2274—, v, =a, =0,1082—, =a, =-0,0885——,
Pa =98 E| BT % El Pg =84 El

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot 154



Taivutusmomentit:

A L
Mg :M12 = I:22 = Kzzla'l2 + Kzzzag + Kzaa'j + K224a§ + I:K22 =
_P(L/2)°
LZ
2El — El 1
2?(6La2 +4L23.3) + MKlz =F(12a2 +8La3) —§PL
=0,4654PL
BB 2 o MG
M. :_Mz2 :_F42 :_(Kflalz + Kfz a§ + K43a32 + Kf4 ai + FKE)
P(L/2)®
3 a3 L
2El -2 N El PL
——?(GLaf + 2|_2 azz) — MKZZ =—F(12a2 +4La3) —?

=-1,069PL
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Esimerkki 4.3: Ratkaise sauvarakenteiden elementtimenetelmalla
oheisen kdydella vahvistetun palkin Kiertymd ja taipuma pisteessé B seké
kiertymé pisteessa C. Maéritd liséksi koyden BD normaalivoima
(kdysivoima) ja palkin AC leikkausvoimien ja taivutusmomenttien arvot
pisteissa A, B ja C. Palkki AC on aksiaalisesti jaykka ja sen
taivutusjaykkyys on vakio El. Kdysi BD kuvataan ristikkoelementtina,

jonka aksiaalijaykkyys on EA=2El/a’

Ratkaisu:

Elementit ja systeemivapausasteet:

Elementit 1 ja 2 ovat palkkielementtejad ja elementti 3 on nivelsauva-
elementti. Valittiin yhteinen koordinaatisto, jonka y —akseli on alaspain.

Néin ristikkoelementin 3 kaltevuuskulma on « =+45°, jolloin c=1/2
jas=1/+/2.
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Vapausastekuvio:

L A )\
5 % q 12

Rakenteen jaykkyysmatriisin alkiot:

12El1  12El ZFIEE_If’_lLL 1. El
K,=KL+K>+K = R +aﬁsn 245° = (24 + \/,)
K1z:K314+K1zz:_6:2I G:I —0
KB:KfA:%
K21:K13+K221=—6;|+6:2|:Q
Kpp = Kl + K2 =220 4;':%
K23=K224=%
K31=Kfl=6aEzl
K32=K52=%
K33=Kf4=%

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot 157

Rakenteen jaykkyysmatriisi:

1 El El]

s EL g 6El
(@t k
Ki=| o  sEl oE
a a

6= 2EL ,E

| a a a|

Rakenteen kuormitustermivektorin alkiot:

0

—— .
FK, = FK+ FK? + FK3 =VK! +VK? = —2- 3/2(1 0)—'3/;1 a__p
FK, = FK:+ FKZ = MK+ MK? = P@/2)° _Pla-a’_Pa
12 24
2
FK,=FK2-mk2-P/aa _Pa
12 12

Rakenteen kuormitustermivektori:

-P
Pa
FK}=<—
(7K 24
Pa

12

Rakenteen kuormitusvektori:

p -P 2P

Pa Pa
R}={P}—{FK}=<0}—-<—=¢—
{R}={P}—{FK} ’ 24 24
Paj |_Pa

12 12

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot

158



Yhtéléryhma:

1 EI El |
24 0 6—
( +\/— a’ a 2P
0 82 ZE a2 = _E
a a a, 24
oEl Bl B P
L a a a | 12
24+i 0 6
v2 o 1 Pa %
= 0 8 2|<aa, -
24 =
6 aa, -
Ratkaisu:
0,14735
> Pa’
aa, =E 0,06315
aa, —0,27343
2 2
= v =a = 014735F|;iI . =a, =0,06315 Fl;a | ¢ =a,=-0,27343 PEa

Kdéyden normaalivoima (sauvaelementin 3 sauvavoima):

2EI/a

0 Y
r—"-\ ~a
EA L +—a)— 3a1 0,14735P

PARTE f¢+f%-f

SP=—n

Leikkausvoimat ja taivutusmomentit pisteissa A, B ja C:

Piste A:
0 a1 az
Q. =Q=- —(ZKn a +FK;] )_——(12a1 +6aa2 12a3 +6aa4) -VK;}
P(a/2
= ¥(12a1 —6aa,) + (ar2) (1+0)=1,8893P
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0 3 az
;—"-\ —~

M,=M!=F; = ZK;,a}+FK1:—(6aa1+4a ) 6aa§+2a2a1)+MK1
i=1

:_( 6o, + 220,) - P(a/2)

=-0,8828Pa

Piste B:

0 a1 az

=Q,=F/= ZK3,,+FK1 3( 12a1 6aa +12a3 6aa)+VK1

:¥(12a1 ~6aa,) - P(alz) (L+0)=0,8893P
a O a3
M =Ql = _—(ZKh 2+ FK? )———(12a1 +6aa —12a3 +6aa4) -VK?
=—( 12a, — 6aa, — 6aa,) + P/; & __0,0065P
0 ’_9_‘ 31 az
Mg=M]=-F' = —(ZK4, a' +FK; )-——(6aa1+2a 6aa3+4a )—MK;
i=1
:%(6@—4%2)—'3(1#:0,5065%
Piste C:
az 0 33

4
Q. =Q/=F'=) Kia’+FK} = —( 12a1 6aa +12a3 6aa)+VK2
i=1

=%(—12a1 _6aa, —6aa,) — 28 _ _1 oog4gp
a2 O aa
M.=M? = _—(ZK4, 2+ FK? )———(6aa1 +2a’a 6aa3 +4a2a2) MK?
El Pl/a-a
=?(—6a1—2aa2—4aa3)— - =0
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Esimerkki 4.2:

Ohesta tasokehdd kuormittaa kuvan (vaakatason pituutta kohti) tasan
jakautunut lumikuorma q,. Madritd elementtimenetelmélla kehén

pisteiden A ja C kiertymdt, taivutusmomentin arvot pisteissd A ja B sek&
taivutusmomenttikuvio. Palkin aksiaalijaykkyydelle kaytetdan arvoa arvo

EA=100EI / a°.

Yo
IREREREREERRE

A

Ratkaisu:

Sauvan AB tasainen kuormitus:

Jo
IEEEEEEEREEEER
‘ A

2
sinff=—, cosff=—.
f V5
Saadaan:
15 20\5
20gasin g
=———"—=—(QgSingcosf=——
p 2alcos —0o ,3 ,3 %
4/5
2(pacos 4
~29208) docos’ B =—0y
2al/cosp 5
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Elementit ja systeemivapausasteet:

Cl = = i’
5
sl —singl=——L .
5
¢ =c0s90° =0,
s? =sin90°=1
Vapausasteyhteydet: 6
Rakenteen jaykkyysmatriisin alkiot:
12El EA 12El
Ky =Kig + K = AL+ AZ = f( N2+ a f)s(s P g 5 (s 2)2
100EI 4 12EI 1 1OOEI 12EI 400 12

-0+ 1= 12) —47 992
235 5 (a\/_ 5) a’ a’ 5f 2505
EA 11 12E1 41 EA o, 12EI ;.

@=K4115+K122:Bl+32 af (a\/_)3s +?sc = £ 5%
_100E1 1,2  12FI 200 24 \El El
( =(- )= =-17,450— =K
AN AN N (av5)® fx/_ 55 255 a0 & A
&=K§6+K123=_C1+C2=(;\%251_% ;2 _ SEl (_T_GEI &2
6536752K31
E=K126=Cz=—6%52——6%—K41
a T
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12El

I() (\/—)3()

+ 100)—3 =109, 803—3
a a

Ky, =K+ K3, =D+ D? =

100 48
~'5J5 " 2545

Ky =Kis+ K% =—E'+E2=—

6EI , BEl , 12 EI

c + c =
(a/5)? a’ 55 a2

Kpy =Kis=E*= s ¢*=0

- a

Ky = Kl + KL = F1o p2 - 4EL  4E1_4El —\E*l ~5,7895"
—= a5 J5 a

2 2 El
Kaa =Kgg=6"=2—=Ky

Ky =K =F%=
N4 66 a

Rakenteen kuormitustermivektorin alkiot:

12EI

(S)+ 7-(c%)?

El
~ —1, O?Bg = K32

0 -2/5qy 4/5qy
~ -
FK, = FKL + FKZ = cUKY —svK} = 2 (P a\/§)+—( g a*6)=Q
— J5 2 J5 2
0 —2/5q0 4/5q0
——
FK, = FKL + FK2 = sUKD s cviki=_ L (P V6 a5, 2 a a o,
2 5 2 2 2 \/—( > \/E > — ) ="0pa
— - 2
FKg = FKL+ FKZ = MK} =3 8¥0) (a5) L oea?
— 12 3
0
——
FK, =FKZ =0.
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Rakenteen jaykkyysmatriisi:

47,992 17,459 -6,537a -6a
£|-17,459 109,803 -1,073a O

K
[K1= 23| -6,537a —-1,073a 5,789a%® 2a2
—6a 0 2a°  4a°

Rakenteen kuormitustermivektori:

0

FK}=
{ } qO a2/3

0

Yhtéloryhman vakiovektori:

0
2
{R}={P}-{FK}=q
0 —a%/3
0
Yhtaloryhmaé:
[KKa}={R}
47,992 17,459 —6,5367a —-6a](q 0
El| -17.459 109,803 -1073a 0 ||q, a
23| -6,5367a -1,073a 5789a° 2a%||a, ~%) _a2/5
—6a 0 2a>  4a® || 0
47,992 17,459 —6,5367a —6a](a 0
-17,459 109803 -1073a 0 ||a,| ga*| 1

_6,537a -1073a 578%a% 2a%||a;| EI |-a/3
—6a 0 2a’ 4a% |4 0
Jotta yhtaléryhmén ratkaiseminen onnistuisi jollakin matematiikka-
ohjelmalla, pitdd se kirjoittaa muotoon, jossa tuntemattomilla on sama
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dimensio ja kerroinmatriisin alkiot ovat dimensiottomat. Jos uusiksi
tuntemattomiksi otetaan a;, a,, aaz ja aa,, niilla on pituuden dimensio.

Yhtéléryhmad on auki kirjoitettuna

47,992, —17,459a, — 6,5367aa; — 6aa, =0
goa”
17,4592, +100,8032, ~1,073a35 + 0, = 1

5
-6,5367aa, —1,073aa, +5,789a’a; + 2a’a, = —20%

—6aa, +0-a, +2a%a; +4a’a, =0
ja se saadaan helposti muotoon
47,9923, —17,459a, —6,5367(aaz) —6(aa,) =0

~17,4509a, +109,803a, —1,073(aag) + 0- (aa,) = qo"’l‘

a4

—6,5367a, —1,073a, +5,789(aay) + 2(aa,) = 3EI

—6a; +0-a, +2(aaz) +4(aa,) =0
ja takaisin matriisimuotoon

47,992 -17,459 -6,5367 —6][ & 0
-17,459 109,803 -1073 0 || & | gpa’| 1
-6,5367 -1073 5789 2 |laa;| EI |-1/3

—6 0 2 4 ||aay 0

Tama  yhtdloryhmd saadaan  ratkaistua  esimerkiksi  jollakin
matematiikkaohjelmalla. Sen ratkaisu on

&y —-0,00276
a, _ qoa4 0,00799
aag El |-0,06985
aay 0,03079
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joten vapausastesiirtymat ovat
g’ g’ g’ g’
a =-0,00276 " a, =0,00799"2—, a; =-0,06985-2—, a, =0,03079-"2—.
El El El El
Tulokset Kiertymille pisteissa A ja C ovat nyt
g2’ g8’

Taivutusmomentin arvot pisteissa B ja C saadaan tarkastelemalla
elementtia 1. Vapausastevoimille F3 ja Fi saadaan

0 g_ i 01 al El az G1 as

=—Cla, - E'a, + Glag + MK]

6El 1, o0276%3° __BEl 2 0, 00799qoa
(@B’ 5 El  (aV5)’ 5
2El £=0,06985-0%_ qu M
af 12
6 2 2 1,
=(=——=0,00276 ———0,00799 — —0,06985 — =)g,a
( \/— \/g \/g 3)q0
z—0,4029q0a
0 0 0o -ct 61 —E! az Fl as
r—"—\ r-"-\ r—Aﬂ r—'—. r—fh.

=—Cla, - E'a, + Flag + MK}

6El 1 00276q°a 6EI 000799qu

" (aB)? \/_ (aV5)? B El

4EI q(a«@)z
12
6 2

ax/_
0,00276 - 2-2.0,00799— % 0,06985 + %)qoaz ~0,2013q,a”

= (g 5000276~ £0.00799

257 0,06985 902 qoa
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Taivutusmomenteille pisteissé A ja B saadaan

Mg = F ~ ~0,4029q5a2, M 5 = —F ~—0,2013q0a’

Taivutusmomentin arvo vélin AB keskipisteessa:

4 4
g% qu
) 2 . 2 2 ~ 2
v My+Ms |, G (av/5)* _ -0,2013q,a’ - 0,4029¢,2 i (a/5) ~0,1979q,2°
2 8 2 8 _
M —kuvio:
-0,4029qa*
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5. Kaksiakselinen taivutus

5.1 Palkin poikkileikkauksen venyméjakautuma
Rakenteiden lujuusopin monisteen osan Il luvussa 7 Kkasittelimme

yksiakselista taivutusta. Sielld johdettiin teknistd taivutusteoriaa
noudattavan samanaikaisesti vedetyn tai puristetun ja x,y—tasossa

taivutetun palkin poikkileikkauksen venymalle lauseke

& (y)=¢+xy,

missd ¢ on palkin akselin venymé ja x on palkin ké&yristymé, joka on
toisaalta palkin akselin tarkasteltavassa pisteessd olevan kaarevuusséteen

p kaénteisarvo.

Jos palkkia taivutetaan siten, ettd se kayristyy sekd x,y—tasossa
kayristyman ollessa «, ettd X,z -—tasossa kayristyman ollessa «, sen
poikkileikkauksen venyma on

(Y, ))=e+K,y+K,2. (5.2)

Poikkipinnan normaalijannitykselle o =0, saadaan nyt Hooken lain
perusteella

o(y,z)=Eeg(y,2)=Ee+Ex,y+Ex,z. (5.2)

Sijoittamalla tima normaalivoiman N ja taivutusmomenttien M, ja M,
madrittelykaavoihin

N:jadA, MzzjaydA, Myzjasz (5.3)
A A A

saadaan
N = E¢[dA+Ex, [ ydA+Ex, [ zdA,
A A A

M, =Ez[ydA+Ex, [ y’dA+Ex, [2ydA, (5.4)
A A A

M, = Es[2dA+Ex, [ 2ydA+ Ex, [ 2°dA
A A A
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ja edelleen

N =EAs+ES,x, +ES x

y©ry?

M, =ES,e+Elx, + El, x (5.5)

yy?
M, =ES e+El, k, +El «,

missa A, S,, S,, I,, 1, ja I, ovat poikkipinnan poikkileikkaussuureet.

Jos nyt koordinaatisto y,z asetetaan pintakeskioon, staattiset momentit
S, ja S, haviavat ja lausekkeet (5.5) yksinkertaistuvat muotoon

N = EAe,
M, =Elx, + Elx (5.6)

yTy?
M, =El, x, +El x,.

Ratkaisemalla néista yhtaldisté akselin venyma ja k&yristymét, saadaan

N
&=—,
EA
1M1 M. I,
SR &0
y'z 2y
C_AMI oM,
y 2
E I,l,-12

Naméa ovat kaksiakselisesti taivutetun palkin poikkileikkauksen akselin
venyman ja normaalivoiman sekéd kayristymien ja taivutusmoment-
tien yhteydet. Ne ovat siis voimassa poikkipinnan pintakeskiodn
asetetussa koordinaatistossa.

5.2 Normaalijannityksen jakauma

Sijoittamalla akselin venymén ja k&yristymien lausekkeet (5.7)
normaalijannityksen lausekkeeseen (5.2) saadaan

M1 -M I M I —M I
a(y,z):ﬂ+ LY 2 y 27 (5.8)

A [ [
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Té&ma lauseke ilmaisee normaalivoiman N ja taivutusmomenttien M, ja

M, aiheuttaman poikkileikkauksen normaalijannityksen jakauman

o(y,z). Téma jakauma on lineaarinen ja siis tasopinta.  Jos
koordinaattiakselit asetetaan yhtymaan poikkileikkauksen péaéajay-
hyysakseleihin, tulomomentti I, haviaa ja lauseke (5.8) saa muodon

M
M, y+|—yz. (5.9)

l, y

N
a(y,z):x+

Tamé lauseke on soveltuu erityisesti tapauksiin, jossa poikkileikkauksella
on symmetria-akseli. Talloin toinen koordinaattiakseli asetetaan,
yhtymdan symmetria-akseliin. Useimmiten ké&ytdnndssa esiintyvat
poikkileikkaukset ovat symmetrisid tai kaksoissymmetrisid, josta syytd
kaavaa (5.9) on talldin hyva kayttdd. Jos poikkileikkaus on
epasymmetrinen, palkin taivutustehtdvan ratkaiseminen kdy suoraviivai-
simmin kaavaa (5.8) kayttaen".

Jos kyseessd on puhdas taivutus, jolloin N =0, lausekkeiden (5.8) ja
(5.9) oikean puolen ensimmdinen termi jd& pois. Esimerkiksi
symmetrisen poikkileikkauksen normaalijannityksen lauseke (5.9) on
talldin

M
|

M
o(y,z)=—2 y+|—yz. (5.10)

z y
Poikkileikkauksen neutraaliakselilla (NA) tarkoitetaan suoraa, jolla
venyma on nolla eli £=0. Koska homogeenisen poikkileikkauksen
tapauksessa ¢ = o'/ E , neutraaliakselin yhtal6 voidaan ilmaista yhtalona

M.lI, -M I M, I, -M,lI
+

N z Z 22

o(y,2)=—+ Y Yy Y 7=0. (5.11)
A Iylz—lfy Iylz—lfy

Se voidaan helposti saattaa muotoon

y=Yy,—ztan g, (5.12)

! Useissa lujuusopin perusteita kasittelevissa oppikirjoissa kaavaa (5.8) ei
esitetd, vaan kaavaa (5.9) kdytetddn myds epdasymmetristen poikki-
leikkausten tapauksessa. Kasittely on kuitenkin téallgin Kirjoittajan
mielestd tydladmpéa ja johtaa helpommin virheisiin.
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missa

IL,-12 N M, I, -M,I
y:r » _ p=arctan—11——%
Mylzy

Ty (5.13)
M1, —M,1, A M, I

Yo =

g~

Neutraaliakseli (NA) leikkaa siis y—akselin pisteessa y, ja sen
positiivisesta z —akselista vastapaivadn mitattu suuntakulma on g (vrt.

kuva 5.1). Havaitaan, ettd puhtaan taivutuksen (N =0) tapauksessa
Y, =0 ja neutraaliakseli kulkee origon kautta.

M, NN
| %"‘ \
I A
M eef.__M_ a\
// \
! \
! N
/ \KT
/ :
!

Kuva 5.1: Vino taivutus.

Merkitddn poikkileikkauksen resultoivan taivutusmomentin M
negatiivisesta  z —akselista vastapdivddn mitattua suuntakulmaa
symbolilla « .

Usein kaksiakselisesti taivutetun palkin kuormitus tapahtuu yhdessa ns.
kuormitustasossa (KT). Tallgin puhutaan vinosta taivutuksesta. Koska
talloin resultoiva taivutusmomentti M on kohtisuorassa kuormitustasoa
vastaan, on kulma « my6s positiivisesta y —akselista vastapéivéan
mitattu kuormitustason kaltevuuskulma (vrt. kuva 5.1). Tyypillisessa
normaalijannitysten maarittdmistehtdvassa normaalivoima N ja resultoiva
taivutusmomentti M tarkasteltavassa poikkileikkauksessa maéritetadn
ensin. Taman jalkeen normaalijannityksen kaavassa (5.8) tarvittavat
taivutusmomentit M, ja M, saadaan kuvan 5.1 perusteella kaavoista
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M, =M cose,

M, =Msina. (5.14)

Neutraaliakselin tunteminen on térked4 siksi, ettd ne poikkileikkauksen
pisteet, joissa normaalijannitys saa suurimman ja pienimmén arvonsa
voidaan helposti paikantaa sen avulla. Tama perustuu siihen, ettd
normaalijannityksen (5.8) kuvaaja on tasopinta, joka saa arvon nolla
neutraaliakselilla. Jos nyt neutraaliakseli leikkaa poikkipinnan, suurin ja
pienin normaalijénnitys ovat eri puolilla neutraaliakselia pisteissd, joiden
etaisyys neutraaliakselista on suurin (vrt. pisteet A ja B kuvassa 5.1).
Jos taas neutraaliakseli ei leikkaa poikkipintaa, suurin ja pienin
normaalijénnitys ovat luonnollisesti samalla puolella neutraaliakselia
pisteissa, joiden etaisyys neutraaliakselista on suurin ja pienin.
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Esimerkki 5.1: Puista palkkia kuormitetaan tasossa, joka muodostaa 30°
kulman pystytason suhteen. Kuormitus aiheuttaa tarkasteltavaan
poikkileikkaukseen taivutusmomentin 200Nm kuvan mukaisesti. Palkin
poikkileikkaus on suorakaide, jonka leveys ja korkeus ovat 40mm ja
90mm. Madaritd (a) neutraaliakseli sekd& (b) suurin ja pienin
normaalijannitys tarkasteltavassa poikkileikkauksessa.

|&| /KT

— /
200Nm y
\ ./'
—-a =30 /
90mm Y : z
/
&
Lo k309
N2 7/
/
Jayhyysmomentit: y
3 3
I, = bh” _ 0.04m-(0.09m)” _; 43196+
12 12
3 3
|, =2 _ (0.08m)" -0.09M _4 4g0.10m?
Y12 12
I, =0

y2
Kuormitustason suuntakulma « :
a =-30°

Taivutusmomentit:

M, =M cosa = 200Nm - cos( — 30°) =100~/3Nm
M, =M sina =200Nm-sin(—30°) =—100Nm

Koordinaatti y, ja kulma g:

yO:Q
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M. I —M_I — . .10%m*
[ =arctan—2— 2% —arctan 100Nm -2,43-10 "'m =-711°
M1, —M. I 100~/3Nm - 0,480-10°m*

zy y'zy

Oheiseen kuvaan on piirretty neutraaliakseli (NA). Sen avulla nahdaan,
ettd suurin ja pienin normaalijénnitys saadaan pisteissd A ja B, joiden
koordinaatit ovat y,=-45mm, z,=20mm ja y,=45mm,

2y =—-20mm.

\ o A

\\/ 711°

\
NA

\

y .

Suurin ja pienin normaalijannitys:

ty, +—Lz

I

:—21203' f’;’"L (-0,085m) + o 4;2001'(\:? +-0,020m
49 m ) . m

=-7,66MPa=0c,,

Op =

M M,
P Vet

_ 100 V3N i 4 10N (5 620m)
2,43-107°m 0,480-10"m

=7,66MPa=o0,,,

O-B:
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Esimerkki 5.2: Palkkia, jonka poikkileikkaus on kuvan mukainen,
kuormitetaan pystytasossa siten, ettd taivutusmomentilla tarkasteltavassa
poikkileikkauksessa on arvo M =3kNm. Madritetddn suurin ja pienin
normaalijénnitys.

| KT
!
! - [ 25.1mm
<< :'.5
M =3kNm £ ?
5075mm I 102mm
I,=2,61.10°mm*
V 152mm ~ 1,=7,24.10°mm*
| |
! ¢y ' l,, =-2,54-10°mm*
Taivutusmomentit:
M, =3kNm
M, =0
Koordinaatti y, ja kulma g:
, &
-1
Yo = - v N =0
M1, —=M,I, A
M I —M I - (= .10 m*
B =arctan————"2 —arctan SkNm - (=2,54) i? :n =19,3°
M, 1, =M1, 3kNm-7,24-10°m

Seuraavan sivun kuvaan on piirretty neutraaliakseli (NA). Sen avulla
néhd&én, ettd suurin ja pienin normaalijannitys saadaan pisteissé A ja B,
joiden koordinaatit ovat y, =76,9mm, z, =-50,5mm ja y, =-251mm,

z, =-50,5mm.
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KT
150,5mm | 101,5mm .~ NA
| : /l-/
Bo ! — — =
L.— 14=193 25,1mm
M =3kNm | |-~ |©

.1
-/ .
- | 76,9mm
|
AY l 12
y
Normaalijénnityksen lauseke:
:ley—Mylzy M, -M,I,
2 2
L, =1, L, =1,

B 3-10°Nmm- 7,24 -10°mm*

"~ 7,24-10°mm* - 2,61-10°mm* — (=2,54-10°mm*)? y
. —-3-10°Nmm - (2,54 -10°mm*) .
7,24-10°mm* - 2,61-10° mm* — (-2,54-10° mm*)?

N
mm®

= (1, 745y +0,612z)

Normaalijénnitykset pisteissé A ja B:

o, = (1,745y, +0,6122,)—~
m

- =[L,745-76,9+0,612- (-50,5)]
m

N
mm?
~103,3MPa=c,,

o, = (1,745y, +0,6122,)

~=[1,745-(~25,1) + 0,612 (-50,5)]

N N
mm mm?
=74, 7MPa=c,
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5.3 Poikkileikkauksen sydanalue

Tarkastellaan pilaria (vrt. kuva 5.2), johon vaikuttaa epékeskinen
puristusvoima P. Kysytddn, missd alueessa P voi sijaita, ettei
poikkileikkaukseen tulisi vetorasituksia. Kuvan 5.2a mukaisen pilarin
osan x-akselin suuntaiseksi voimatasapainoyhtaloksi sek& momentti-
tasapainoyhtaldiksi z- ja y-akselien suhteen saadaan

N+P=0, M,+Py,=0, M, +Pz =0, (5.15)

joista seuraan poikkileikkauksen jannitysresultanteille tulokset

N=-P, M,=-Py,, M, =-Pz,. (5.16)

Kaavan (5.8) perusteella poikkileikkauksen normaalijannitys on

__E Iny_IZyZP IZZP_Izny
o(y,2)= A(1+A |y|Z—|fy |y|Z—|22y 7). (5.17)
@) P (b)
Yo NA
\
\
\
\
\
\\ 7
J \
P (Ye|Ze)
y

Kuva 5.2: Epédkeskisesti puristettu pilari ja sen sydanalue.

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot 177



Asettamalla o nollaksi saadaan neutraaliakselin yhtéld, joka voidaan
saattaa muotoon

5 > 1+——=—+ =
L1, =1, L1, =1, /A 1 /A

| -1,z 1z, — 1
1+A ny zy ~P +A z°p Zny’Z:Ol yPy ZPZ _O(|Zy=0)

(5.18)

Jos neutraaliakseli sivuaa poikkileikkauksen reunaa leikkaamatta sita
missadn kohden, poikkileikkaus on pelkastddn puristettu. Vetdvan
normaalivoiman tapauksessa poikkileikkaus olisi vastaavasti pelkastdan
vedetty.

Ne normaalivoiman vaikutuspisteet, joita vastaavat neutraaliakselit

sivuavat poikkileikkauksen pintaa, muodostavat suljetun kéyran. Sen

rajoittamaa aluetta kutsutaan poikkileikkauksen sydanalueeksi. Sydan-

alueen méaritelmasta seuraa:

o Sydéanalueen sisalla tai reunalla sijaitseva normaalivoima aiheuttaa
poikkileikkaukseen vain yhdenmerkkisia jannityksid.

e Poikkipinnan pintakeskio on sydénalueen sisalla.

Syddnalueen  nurkkapisteet  voidaan  konstruoida  maarittamalla
vuorotellen koordinaatit y,,z, siten, ettd neutraaliakseli kulkee poikki-

leikkauksen kahden nurkkapisteen kautta leikkaamatta poikkipintaa.
Tamé tapahtuu sijoittamalla kyseisten nurkkapisteiden koordinaatit
neutraaliakselin  yhtaléon ja ratkaisemalla saadusta yhtéldparista
koordinaatit y,,z,.

A D

10

Kuva 5.3: Suorakaidepoikkipinta y

Esimerkiksi kuvan 5.3 suorakaidepoikkipinnan tapauksessa, kun pinta-
ala, jayhyysmomentit ja tulomomentti ovat
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A=ab, I,=—, |, =—,1,=0 5.19
t12 o120 (19

ja neutraaliakselin yhtal6 (5.18) saa aluksi muodon

12y, 12z,

1+ " y+ b

2=0. (5.20)

Kun nurkkapisteiksi valitaan A: (-a/2,-b/2) ja B: (+a/2,-b/2),
saadaan

1—%—%=0 Yo =0

6a 5 = b = Pistel (5.21)
1+i_i:0 ZP_g

a b

Kun nurkkapisteiksi valitaan B: (+a/2,-b/2) ja C: (+a/2,+bh/2),
saadaan

1+6i_6i=0 __E

6a 6b = 1775 = piste2 (5.22)
1+i+i:0 ZPZO

a b

Néin saimme kuvan 5.4 sydéanalueen kaksi nurkkapistettd 1 ja 2.
Jatkamalla samaan tapaan saadaan muut nurkkapisteet.

b/3

<l

A _

A S .
X/

w| o

Kuva 5.4: Suorakaidepoikkipinnan sydanalue.
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6. Useasta materiaalista koostuva sauva

6.1 Vedetty tai puristettu suora sauva

Suoran sauvan sanotaan olevan puhtaan vedon tai puristuksen alainen,
jos siihen vaikuttava kuormitus aiheuttaa sauvan deformoitumisen siten,
ettd sauva pysyy suorana myos deformaation jalkeen'. Talléin sauvan
poikkileikkauksen jokainen piste siirtyy palkin akselin suunnassa yhta
paljon. Sauvan yleisen pisteen Q: (X, y,z) siirtyméa u on téalldin

u=u(x). (6.1)

Taméd on myods sauvan akselin pisteen P siirtymd (kuva 6.1). Myds
venyma ¢ = ¢, on sauvan poikkileikkauksessa vakio ja sille on voimassa

g(x)=u'(x) (6.2)

Tama on sauvan venyman ja siirtymén yhteys.

S T R (e N
" — '

X L u)
! | |

y y

Kuva 6.1: Puhtaan vedon tai puristuksen alaisen sauvan poikkileikkauk-
sen deformoituminen

Poikkileikkauksen mittojen ollessa sauvan pituuteen néhden pienet,
voidaan jannityskomponenttien o, o, ja r,, otaksua haviavan, jolloin

yleistetystd Hooken laista poikkileikkauksen tarkasteltavassa pisteessa
seuraa

! Vedetyn ja puristetun suoran sauvan deformoitumista tarkasteltiin
yksityiskohtaisemmin Rakenteiden lujuusopin osan Il luvussa 6.
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1
£, :E(UX -vo,-vo,) = o,=Eg,

ja normaalijannityksen ja venyman yhteys on
o=Ee. (6.3)

Tarkastellaan sauvaa, joka koostuu kahdesta tai useammasta
homogeenisesta osasauvasta i, jotka ovat eri materiaalia. Téllaista
sauvaan kutsutaan usein liittosauvaksi. Talldin jokaisen osasauvan i
poikkileikkauksessa on voimassa Hooken laki

o, =Eg,. (6.4)
Jos osasauvat on liitetty toisiinsa siten, ettd niiden vélilla ei tapahdu
liukumista, sanotaan sauvan osien toimivan yhdessa. Tassa tapauksessa
sauvalle voidaan kéyttad edella tehtya siirtymdotaksumaa.

Betoni 1 Puu 1 Betoni 1
Terds 2 Terés 2 Terdas 2

Kuva 6.2: Kahdesta materiaalista koostuvia poikkileikkauksia: (a) ja (b)
kaksoissymmetrisia (c) epasymmetrinen.

Koska kaytdannossé liittosauvat koostuvat tavallisesti  kahdesta
materiaalista, rajoitamme tarkastelun t&ssd kahden materiaalin
tapaukseen. Useammasta materiaalista koostuvien poikkileikkausten
késittely ei tuo periaatteessa mitddn uutta. Tyypillisia kahdesta
materiaalista 1 ja 2 koostuvia poikkileikkauksia on esitetty kuvissa 6.2.
Materiaalit ovat lineaarisesti kimmoisia ja niiden kimmomoduulit ovat E,

ja E,.

Koko poikkileikkauksen ja osapoikkileikkausten normaalivoimilla ja
venymilld on tall6in yhteydet

N=N+N, ¢=¢=¢, (6.5)
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Edellisen mukaan koko poikkileikkauksen normaalivoima on osapoikki-
leikkausten normaalivoimien summa ja jalkimmaisen mukaan poikkileik-
kausten venymat ovat yhtésuuret.

Hooken laista ja kaavasta (6.5) seuraa osien 1 ja 2 normaalijannityksille

o,=E¢& =Ee& osapinnalla A,

. (6.6)
o, =E,s, =E,¢ osapinnalla A,.

Normaalivoimalle ja taivutusmomenteille saadaan nyt

N=N,+N,=0,A +0,A =(EA +E,A)¢,
M y = lecl + szcz = GlAizcl + O-zAchz = (ElAizcl + EzAzzcz)gv (6-7)
M, =NV + NyYe, =AY 0+ 0,A Y, = (EAYL + E,A Y, )E

Kéayttdmalld kimmomoduulien suhteelle merkintda

E
n=—2,
1

(6.8)

voidaan normaalivoiman ja taivutusmomenttien lausekkeet saattaa
muotoon

N =EAze,

M, =EAz.é, (6.9)
Mz = EIA' ycrg’

missa

ycr — Aiycl +ArnA2 ch , Zcr — Alzcl —;\’nAZZCZ (610)
ja

611

Pinta-ala A saadaan siis pinta-alan A ja kimmomoduulien suhteella n
kerrotun pinta-alan A, summana. Sitd kutsutan tassa materiaalin 1

suhteen redusoidun poikkipinnan pinta-alaksi. Vastaavasti koordinaatit
Y, ja z., ovat redusoidun poikkipinnan pintakeskion koordinaatit.
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Jotta normaalijannityksen redusointitulos olisi pelkkd wvoima, tulee
taivutusmomenttien M ja M, havitad. Saamme redusoidun poikkipinnan

pintakeskion koordinaateille ehdot y,. =0 ja z,, =0. Ndin koordinaatisto
tulee asettaa materiaalin 1 suhteen redusoidun poikkipinnan pinta-
keskioon. Paadyimme siis tulokseen, etta liittosauvan normaalivoiman
vaikutuspiste on materiaalin 1 suhteen redusoidun poikkipinnan
pintakeski¢ ja sauvan akseliksi valitaan siten redusoidun poikkipinnan
pintakeskitakseli.

Tavallisimmin  vedetyn tai puristetun aksiaalisesti kuormitetun
liittosauvan poikkileikkaus on kaksoissymmetrinen, jolloin redusoidun
poikkipinnan pintakeskit yhtyy symmetria-akseleiden leikkauspisteeseen.

Aksiaalisesti kuormitetun liittosauvan normaalivoiman ja venymén
yhteydeksi saatiin siis

(612
missd tuloa E, A kutsutaan liittosauvan aksiaalijaykkyydeksi.

Kaavojen (6.6) ja (6.12) perusteella saadaan liittosauvan osasauvojen 1
ja 2 normaalijannityksille lausekkeet

01=E, O'2=nﬁ. (6.13)
A A

Osapoikkipintojen 1 ja 2 normaalijannitykset o, ja o, ovat siis vakioita.

Vedetyn tai puristetun liittosauvan keskeiset yhtalét ovat venymén ja
siirtymén yhteys (6.3), normaalivoiman ja venyman yhteys (6.12)
normaalijdnnityksen ja normaalivoiman yhteydet (6.13). Muussa
suhteessa vedetyn tai puristetun liittosauvan yhtalot ovat samanlaista
kuin homogeenisen sauvan. Erona on vain se, ettd homogeenisen sauvan
aksiaalijaykkyyden EA sijasta kdytetddn liittosauvan aksiaalijaykkyytta

EA .
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Esimerkki 6.1: Oheista betonipilaria kuormittaa keskeinen normaali-
voima, jonka suuruus on 400kN. Mé&é&ritd normaalijannitys betonissa ja
terdksissd, kun teraksen kimmomoduuli on E,=200GPa ja kimmo-
moduulien suhde on E,/E_ =15.

10

‘ 200mm ‘
<

Koska poikkipinta ja raudoitus ovat symmetriset, yhtyy betonin suhteen
redusoidun poikkipinnan pintakeskié poikkileikkauksen keskipisteeseen.
Poikkileikkaus on siis puhtaasti puristettu.

n=E;/E =15

A =8-7-5 =628,3mm’

A =A-A =7-100% - 628,3=30787,6mm’

A =A +nA =30787,6+15-628,3=40212,1mm?

400kN

4 N +400kN=0 = N =—-400kN

1

N

Saadaan:

N  —400-10°N

o, =—=—"" " __995MPa
A 402121mm? ——

o, = n% =15.(-9,95MPa) = —149, 2MPa
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6.2 Taivutettu palkki

Tarkastellaan palkkia, jonka poikkileikkaus on symmetrinen ja jonka
koordinaatisto  x,y,z on valittu siten, ettd x,y-taso yhtyy
symmetriatasoon (kuva 6.3). Otaksutaan, ettd palkki on samanaikaisen
vedon tai puristuksen sekd taivutuksen alainen, jolloin saatavat tulokset
soveltuvat myds tasokehdsauvaan.

Symmetria-
akseli

ol z
|
|
|

y

Kuva 6.3: Symmetrinen poikkileikkaus.
Palkin poikkileikkauksen venymalla on lauseke?
&(Y)=e+xy, (6.13)

missd ¢ on palkin akselin venymd ja x on palkin kéyristyma.
Kayristymd on palkin akselin kaarevuusséteen p kaateisarvo. Venyma
&, jakautuu siis palkin korkeussuunnassa y suoraviivaisesti (kuva 6.4).
Kéyristyma on siis tdamén suoran kulmakerroin.

e, ()= +xy

Kuva 6.4: Samanaikaisen vedon ja taivutuksen alaisen poikkileikkauk-
sen venyméjakautuma

2 Taivutetun sauvan deformoitumista tarkasteltiin yksityiskohtaisemmin
Rakenteiden lujuusopin osan Il luvussa 6.
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Tarkastellaan kahdesta homogeenisesta osapalkista muodostuvaa
liittopalkkia. Palkin osapalkkien otaksutaan toimivan yhdessd, mikéa
merkitsee sitd, ettd niiden vélilla ei tapahdu liukumista. Téssa tapauksessa
palkin poikkileikkauksen venymé ¢, siis jakautuu korkeussuunnassa

suoraviivaisesti (kuva 6.4) ja sen lauseke on yhtéldn (6.13) mukainen.
Tarkastellaan kuvan 6.5a mukaista kahdesta materiaalista 1 ja 2

koostuvaa poikkileikkausta. Materiaalit ovat lineaarisesti kimmoisia ja
niiden kimmomoduulit ovat E, ja E,.

Hooken laista saadaan osien 1 ja 2 normaalijannitykselle

o,=Ee¢,=E (¢+xy) osapinnalla A,

. (6.14)
o,=E,s, =E,(¢+ky) osapinnalla A,.

Normaalivoimalle N ja taivutusmomentille M saadaan nyt

() e (b) !
i i
i i
i A
! lc
| \% 7
I i
|2 o
T !
vy vy

Kuva 6.5: Kahdesta materiaalista koostuva palkki: (a) poikkileikkaus,
(b) osapoikkipinnan 1 suhteen redusoitu poikkileikkaus.

N =[odA=[odA+ [ o,dA
A A Ay
=(EljdA+ EZIdA)g+(E1j ydA + Ezj ydA) (6.15)
A Ay A A

=(E,A +E,A)e +(ES, + E;S))x,
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M :.[aydA:J‘alydA+ IazydA
A A A

= (B, ydA+E, [ ydA)z + (E, [ y’dA+E, [ y’dA)x (6.16)
A A A A
=(ES, +E,S,)e + (El, + E,l,)x,

miss& A ja A, ovat osapoikkipintojen pinta-alat, S, ja S, ovat niiden
staattiset momentit sekd 1, ja 1, ovat niiden jayhyysmomentit z-akselin
suhteen.

Kayttdmalld kimmomoduulien suhteelle merkintaa

n= E—i (6.17)
normaalivoiman ja taivutusmomentin lausekkeet saadaan muotoon

N =EAe+ESk, (6.18)
M =ES,s+E]l Kk, (6.19)
missé

A=A+nA, S =S+nS, | =I+nl, (6.20)

ovat materiaalin 1 suhteen redusoidun poikkipinnan (vrt. kuva 6.5b),
pinta-ala, staattinen momentti ja jayhyysmomentti z-akselin suhteen.

Jos poikkileikkauskoordinaatiston origo asetetaan redusoidun poikki-
pinnan pintakeskiéon C,, staattinen momentti S, héaviaa. Tallin
palkin akseli (x-akseli) on redusoidun poikkipinnan pintakeskitakseli.
Palkin normaalivoiman ja akselin venymaén sekd taivutusmomentin ja
kayristyman yhteyksiksi néin valitussa koordinaatistossa saadaan

N=EAs < ¢= M

EA (6.21)

ja
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(6.22)

M=Elx & k= .
El

1'r

missa tuloja E;A ja El, kutsutaan liittopalkin aksiaalijaykkyydeksi ja
taivutusjaykkyydeksi.

Sijoittamalla kaavoista (6.21) ja (6.22) ratkaistut akselin venyman ja
kéyristyman lausekkeet yht&loihin (6.14) saadaan normaalivoimaa ja
taivutusmomenttia M vastaaville osien 1 ja 2 normaalijannityksille
lausekkeet

M N M
=— 4y, =n(—+—V)=no.. 6.23
o A Iry o, (Ar IrY) oy (6.23)

Normaalijannitys o jakautuu siis osapoikkipinnoilla palkin korkeus-
suunnassa y suoraviivaisesti (kuva 6.6). Suorien kulmakertoimet
osapoikkipinnoilla 1 ja 2 ovat vastaavasti M /1, janM /1, .

(a) o (b)
;
:A’ O-l(y?\/l
M <<——<Ip(i—> 7 C, %—) X
;N =X
—
vy y

Kuva 6.6: Kahdesta materiaalista koostuva palkki: (a) poikkileikkaus,
(b) poikkileikkauksen normaalijannityksen jakautuma

Jos kysymyksessd on puhdas taivutus, kuten poikittaisen kourman
kuormittaman palkin tapauksessa N=0 ja osien 1 ja 2
normaalijénnityksen lausekkeet saavat muodon

M M
Ul:l_y’ o, =n|—y=nal. (6.24)

r
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Esimerkki 6.2: Teréksistd T:n muotoista palkkia on vahvistettu
pulttaamalla siihen kaksi tammilautaa. Puun ja terdksen kimmomoduulit
ovat 12,5GPa ja 200GPa. Maérita suurin ja pienin normaalijannitys seka
puussa ettd terdksessd, kun liittopalkkiin vaikuttaa taivutusmomentti
M =50kNm.

200mm

] —20mm

|
T

’.i
;{

|
T

Teras: 1
Puu: 2

:
il
|

T
-
I
ki

300mm

!
|

il
T

.i
;l

75mm  75mm

|
I

20mm
Ratkaisu:
Kimmomoduulisuhde:

_E, 125GPa_ 1
E, 200GPa 16
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300mm

75mm  75mm

l[e——|
20mm

Muunnetun poikkipinnan pinta-ala ja pintekeskio:

Osapoi

71a =

Izlb:|

l,,= I,2+y§A2=2-

kkipintojen jayhyysmomentit z —akselin suhteen:

200- 20°
12
20-300°

s+t VAA, = +(~110)? - 4000 = 48,53-10° mm*

oo+ YAA, = +507 - 6000 = 60,00 -10° mm*

3
75:300 | 562 45000 = 450,00 -10°mm’

Muunnetun poikkipinnan jayhyysmomentti:

z rz

=1, + 1, +nl,,=(48,53+60,00+1/16-450,00)-10°mm"*

=136,7-10°mm*

Teraksen jannitykset laipan ylareunassa ja uuman alareunassa:

A, =200 20 = 4000mm?, A, = 20-300 =6000mm?, A, = 2-75-300 = 45000mm?

A=A, +A, +nA =4000+6000+1/16 - 45000 =12812,5mm?*

ALY+ Ay, +NAY, 4000-10+6000-170 +1/16-45000-170

=120,0mm

Yor A 12812,5

Muunnetun poikkipinnan jadyhyysmomentti:
(Siirrytaén pintakeskitkoordinaatistoon!)

| 200mm
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Olyia =

O-l,ala =

190

“Yiye =120mm | _y o —100mm

z

yl,ala = yz,ala =200mm

y
M 50-10°Nmm
—VYyu=——————(-120mm) = -43,9MPa
I, Yy = 136,7-10°mm" ( )=43.8MPa
M 50-10°Nmm

—y, = .200mm=73,2MPa
| Jan 136,7-10°mm* e

r
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Puun jannitykset sen yla- ja alareunassa: Huomautus: Muunnetun poikkipinnan poikkileikkaussuureet voidaan
myds maarittdd siten, ettd konstruoidaan kokonaan materiaalista 1

M 1 50-10°Nmm koostuva muunnettu poikkipinta kertomalla materiaalia 2 olevan
Uz,yl'a=n|_y2,ylé=5‘m'(_loomm)=w poikkileikkauksen ~ osan  vaakamitat kimmomoduulisuhteella  n.
' ’ Muunnetun poikkipinnan poikkielkkaussuureet saadaan maarittdméalla
1 50-10°Nmm -200mm =4.57MPa taman poikkipinnan tavanomaiset poikkileikkaussuureet. Laskelma on

2ala Y2a =16 136,7-10°mm" — seuraavanlainen:

Jannitysjakaumat: Kerrotaan puuosan vaakamitat | 200mm | ¢20mm

kertoimella n=1/16. [ T z

Terés 1: Puu 2: ) )
Havaitaan, ettd  muunnetun Y,

—43,9MPa poikkipinnan uuma on vain
9,38mm terés-poikkileikkauksen cllef -
uumaa  (20mm) levedmpi. 4,69mm
Vahvistuksen vaikutus tulee siis 300mm
tassé tapauksessa olemaan melko 4,69mm
pieni.

Osapintojen poikkileikkaussuureita:

A =200-20 = 4000mm?, 29I%I
,oomm

A, =29,38-300 = 8814mm?

A=A +A =12814mm?, [ o1 | |—

73,2MPa 4,57MPa

Pintakeskio:

<
<

_ AVi+AY, '

A ol
~ 400010 +8814-170
B 12814

Ye

mm ~120,0mm

Jayhyysmomentti:
(Pintakeskitkoordinaatisto!) | |

2 2
L=+ A+1,+Y,A

3
% + (~110)° - 4000+

0 29,38-300°
12

+50°-8814]mm* =136,7 -10°mm*

Tastd laskelma jatkuu kuten edelld.
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6.3 Taivutetun palkin leikkausjannitykset

Tarkastellaan  liittopalkkia,  jonka  poikkileikkaus  muodostuu
materiaaleista 1 ja 2 ja jonka poikkileikkaus on kuvan 6.7 mukainen.
Ajatellaan palkki halkaistuksi sen pituussuunnassa kahteen osaan | ja Il.
Palkin pituutta kohti laskettua leikkausvoimaa, jolla osa Il vaikuttaa
osaan I, kutsutaan osien | ja Il valiseksi leikkausvuoksi q(x).

1 A

A, |posal

Osal

Kuva 6.7: Palkin poikkileikkaus ja sen osat | ja Il

Leikkausvuolle saatiin Rakenteiden lujuusopin osan Il luvussa 7 lauseke

q=[Zan, (6.25)

Aax

missé A on poikkipinnan osa I. Suorittamalla pinnan A yli tapahtuva
integrointi kahdessa osassa ensin sen materiaalia 1 olevan osan A, ja
sitten materiaalia 2 olevan osan A,, yli saadaan

q= j%dm J.%dA. (6.26)
A OX Ay OX

Sijoittamalle td4h&n normaalijénnityksen lausekkeet (6.24) saadaan
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0 s, Sy
’ — —
M yyaa=M0 ([ yaasn yam
' LA Ao (6.27)

r r

o M 0
= | == y)dA+ | =
9= 5679 *A[ax‘”

AL

11 +n52|)

Kaytettiin hyvéaksi palkin momenttitasapainoyhtdléd Q(x)=M'(x) ja
staattisen momentin maérittelykaavaa.

Néin lineaarisesti kimmoisen liittopalkin leikkausvuolle poikkipinnan
osan A, maaritteleman palkin osan | ja palkin toisen osan Il valisella

(ajatellulla) leikkauspinnalla saatiin lauseke

q(x)=%,

r

(6.28)

missa

629

on leikkauksen alapuoleisen poikkipinnan osan | redusoitu staattinen
momentti z-akselin suhteen. Sen lausekkeessa (6.29) S, ja S, ovat
poikkipinnan osan | materiaaleista 1 ja 2 koostuvien osapintojen staattiset
momentit.

Ottamalla huomioon, ettd koko redusoidun poikkipinnan staattinen
momentti S, on osapintojen | ja Il staattisten momenttien S, ja S,

summa ja ettd se redusoidun poikkipinnan pintakeskioon asetetussa
koordinaatistossa haviad, saadaan

S, =-S

rl

- (6.30)

Né&in osien | ja Il valisen leikkausvuon lausekkeessa (6.28) voidaan
staattisen momentin S, sijasta kéyttdd myos staattista momenttia S

talldin on kuitenkin vaihdettava myos etumerkki.

ri

Tarkastellaan vield kuvan 6.7 poikkileikkausta, joka on ajateltu leikatuksi
kahteen osaan | ja Il. Leikkauspinnalla vaikuttavalle keskimé&aréiselle
leikkausjénnitykselle saadaan

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot 195



_q
=2 6.31
T " ( )

missa g on leikkausvuo ja a on leikkausviivan pituus poikkipinnalla (ks.
kuva 6.7). Keskimaaraiselle leikkausjannitykselle saadaan ndin kaava

T= ?S; . (6.32)

r

Vastaavaan tapaan kuin homogeenisen palkin tapauksessa voidaan myds
liittopalkin tapauksessa maarittdd leikkausvoimasta Q aiheutuvalle

leikkausjannitykselle 7, likiarvo, merkitsemalla se yhtd suureksi kuin
tasolla y vaikuttava keskiméadrdinen leikkausjannitys. Toisin sanoen

7y (V) =7() =%, (6.33)

missa q(y) on leikkausvuo ko. tasolla y ja b(y) on sen leveys. Edellisen
perusteella palkin leikkausjannityksen z, likilauseke saa nyt muodon

_QS.(y)
7, (¥) by (6.34)
missa
1S, (¥) =S,(y) +nS,(y)] (6.35)

on tason y alapuoleisen (y-akselin positiivisen suunnan puoleiselle)
poikkipinnan osan muunnettu staattinen momentti z —akselin suhteen.
Sen lausekkeessa (6.35) S;(y) ja S,(y) ovat tason y alapuoleisen

poikkipinnan osan materiaaleista 1 ja 2 koostuvien osapintojen staattiset
momentit z —akselin suhteen.

Huomautus: Leikkausjannityksen z, (y) (itseisarvoltaan) suurimman

arvon madrittamista silmallapitden on hyva pitdd mieless, ettd staattinen
momentti S, (y) saa &driarvon redusoidun poikkipinnan pintakeskio-

akselilla, ts. S, . =S,(0).
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Esimerkki 6.3: Teréssauva (E,=200GPa) ja alumiinisauva
(E,=70GPa) on liitetty yhteen siten, ettd ne muodostavat liittopalkin.

Palkin poikkileikkauksessa vaikuttaa 20kN:n leikkausvoima. Méaarité (a)
keskimadrainen leikkausjannitys liitospinnalla ja (b) poikkileikkauksen
suuri leikkausjannitys.

Alumiini 20mm

40mm

| 30mm |

Ratkaisu: k 30mm |

Kimmomoduulisuhde: lyz =10mm

E, = E, = 200GPa,

E, = E, = 70GPa. y, = 40mm

E, 70
=_ " _g3s

Muunnetun poikkipinnan pinta-ala:

A =30-40=1200mm?, A, =30-20 =600mm?,
A =A +nA, =10200+0,35-600 =1410mm?’ y

Muunnetun poikkipinnan pintakeskio:

Ay, +nAy, 1200mm-40mm +0,35-600mm -10mm

A 1410mm’ =3553mm

Ye
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Muunnetun poikkipinnan jayhyysmomentti: Syiee =30-40-4,47 =5364mm®,  S(0)=30-24,47-12,24 =8982mm°

liitos

r _ QSr,Iiitos _ 20103N 5364mm3 _10 90MPa
"I b 327851mm*.30mm ———

3 3
- _QS,(0) _20-10°N 8?82mm _18,26MPa
b 327851mm"-30mm =

40mm

y
Osapintojen jayhyysmomentit z —akselin suhteen:

3
lo= 1, +y2A = 301;’0 +4,47%.1200 =183977mm"*
3
L, =1, +Y2A, = 301220 +(~25,53)7 - 600 = 411069mm"*

Muunnetun poikkipinnan jadyhyysmomentti z —akselin suhteen:

|, =1,+nl,,=183977 +0,35- 411069 = 327851mm*

z

| 30mm | | 30mm |
2
Z —_
40mm = 4,47mm
24,47mm
y y
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7. Leikkausvoiman aiheuttama taipuma

arctanv’' = v/

I
<1 s

sing = gy

Y,V
Kuva 7.1: Palkin deformaatio Timoshenkon palkkiteoriassa.

7.1 Timoshenkon palkkiteorian perusteita

Teknisessd taivutusteoriassa eli Bernoullin palkkiteoriassa otaksuttiin,
ettd palkin akselia vastaan kohtisuora materiaalijana PQ sdilyy suorana ja
palkin deformoitunutta akselia vastaan kohrisuorana janana P'Q" defor-
maation jélkeen.

Niin kutsutussa Timoshenkon palkkiteoriassa otaksutaan, ettd palkin
akselia vastaan kohtisuora materiaalijana PQ sdilyy edelleen suorana
janana P'Q'. Tamd jana ei kuitenkaan enda pysy kohtisuorassa palkin
deformoitunutta akselia vastaan, vaan poikkeaa tastd suunnasta kulman y
verran (vrt. kuva 7.1). Tatd kulmaa kutsutaan palkin liukumakulmaksi
(shear angle), koska sen edustaa likiarvoa palkin todelliselle leikkaus-
muodonmuutokselle y, (vrt. kuvan 7.1 harmaa deformoitumaton nelio ja

deformoitunut vinonelid).

Kuvan 7.1 perusteella saadaan yhteys

V(X) = 9(x) + 7(X)] (7.1)
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ja edelleen palkin yleisen pisteen Q aksiaaliselle siirtymalle lauseke
u(x,y) =—o(x)y (7.2)
Pisteen Q venymalle saadaan nyt

oau_ '
(X)) = il (X)=-¢'(x)y. (7.3)

eli

g,(x,y) =x(x)y, (7.4)

missd x(x) kayristyma, jolla on nyt lauseke

K (X) =—¢'(X). (7.5)

Timoshenkon palkille patevat luonnollisesti palkkialkion tasapainoyhtalot
Q'+q=0 ja Q=M"' sekd myds taivutusmomentin ja k&yristyman yhteys

M=Elx < K:%, (7.6)

jonka johto perustui venyman lausekkeeseen (7.4), Hooken lakiin ja
taivutusmomentin médrittelykaavaan.

Liséksi Timoshenkon palkkiteoriassa otaksutaan, ettd leikkausvoiman Q
ja liukumakulman y valilla on yhteys

_1 _sQ
Q_é'GA}/ = gGA' (7.7)

missd G on leikkausmoduuli, tuloa GA kutsutaan palkin leikkausjayk-
kyydeksi ja ¢ on poikkileikkauksen ns. siirtyméakerroin. Jalkimmaisella

pyritddn Kkorjaamaan virhe, joka aiheutuu siit4, ettd leikkaus-
muodonmuutokselle y, (y) joudutaan kayttamaan palkin korkeussuun-

nassa vakiota approksimaatiota . Poikkileikkauksen siirtymakertoimen
sijasta kaytetddn usein myo0s sen kaanteislukua k =1/¢, jota kutsutaan
leikkauskorjauskertoimeksi.
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7.2 Poikkileikkauksen siirtymékerroin

Seuraavassa johdetaan kaava, jolla poikkileikkauksen siirtymékerroin
voidaan madrittdd. Muodostetaan Ax pituisen palkin osan virtuaalinen
tyod toisaalta leikkausvoiman ja virtuaalisen liukumakulman avulla ja
toisaalta leikkausjénnityksen ja virtuaalisen liukuman avulla.
Poikkileikkauksen siirtymakerroin saadaan ehdosta, ettd néiden tulee olla
yhtd suuria.

Palkin osan virtuaalinen tyd' leikkausvoiman Q ja virtuaalisen
liukumakulman 7 avulla lausuttuna on

AW = QJAX. (7.8)

Leikkausjannityksen 7, ja virtuaalisen liukuman 7, avulla lausuttuna se
on vastaavasti

AW = j 77y OAAX. (7.9)
A

Merkitsemélla yhtéldiden oikeat puolet yhtd suuriksi saadaan yhtélo

Q7 = [,7,0A. (7.10)

Otaksumalla virtuaalisen muodonmuutostilan aiheutuvan virtuaalisesta
leikkausvoimasta Q ja ilmaisemalla virtuaalinen liukuma sen avulla
kayttaen yhteytta (7.7) sekd otaksumalla seka leikkausjannitykselle z,,
etta virtuaaliselle liukumalle 7, teknisen taivutusteorian mukaiset
jakaumat

_OS(y) o % _QS(Y)

Txy - |b(y) ' 7xy - G |b(y) ! (711)

saadaan yhtélosté (7.10)

! Koska rakenteiden mekaniikan energiaperiaatteita kasitellaan vasta
Rakenteiden mekaniikka I:ssd, virtuaalisen tyon lausekkeet (7.8) ja (7.9)
esitetddn tassa ilman johtoa.
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(Q_QQ SN 4 7.12)
GA GI%4 b(y)’
josta seuraa poikkileikkauksen siirtyméakertoimelle kaava
A SO A ATSH’ 713
1)y I b(y) 749

missd jalkimméinen muoto on saatu valitsemalla intgrointialkioksi
dA=Db(y)dy.
Esimerkki 7.1: Maéritetdén suorakaidepoikkileikkauksen siirtymékerroin

Pinta-ala, jayhyysmomentti ja osapoikkipinnan staattinen momentti:

b

l[e—
A=bh, x
o
12°
h 1,h h
() =bG =) G +Y) Iy fin 0
2 22 v Z(=+y)
b ht / IE_ 122"
=5 4 1277
Poikkileikkauksen siirtymékerroin: y
h h
A % S(y)? bh %1 b*> h® ,,
¢ |th b (bh3)2-[b AV
2 107 2

h
36 2t p? 36 2 h' h? °
G5V +Y Iy =22 | ey =V + %)

2

36,1 1 1 1 1 1

(= - - _):

~ h®'32 48 160 32 48 160" 5

| o
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7.3 Taipuman ja kiertyman differentiaaliyhtalot

Lausekkeista (7.5) ja (7.6) saadaan

M
—_— 7.14
=g (7.14)

seké lausekkeista (7.1) ja (7.7) saadaan

Q

V’:(D'i‘ga. (715)

Jos kysymyksessd on staattisesti madaratty tehtava, jolloin
taivutusmomentti M (x) ja leikkausvoima Q(x) voidaan madrittaa

etukéteen ja ovat siis tunnettuja funktioita, ndmé yhtal6t muodostavat
ensimmadisen kertaluvun differentiaaliyhtéloparin taipuman v(x) ja

kiertymén ¢(x) madrittdmiseksi.
Yhtéloparin (7.14) ja (7.15) yleiseen ratkaisuun tulee kaksi integrointi-

vakiota, jotka madraytyvat taipumalle v(x) ja/tai kiertymalle ¢(x)
asetettavista reunaehdoista.

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot 204

Esimerkki 7.2: Mé&dritetddn oheisen ulokepalkin taipuman lauseke v(x),

kun leikkausvoiman vaikutus otetaan huomioon. Palkin taivutusjaykkyys
on El, leikkausjaykkyys on GA ja poikkileikkauksen siirtyméakerroin on

.

y.v

Leikkausvoima ja taivutusmomentti:

F
MET i 1 Q-F=0= Q=F

X) M+F(L-x)=0
= M=-F(L-x)

Ratkaistaan differentiaaliyhtalo (7.14):

M F F x?
= —=—(L-X) = p=—(LxX—-—)+C
¢ =" EI( )= ¢ EI( 2) ]

Huomioidaan reunaehto ¢(0) =0:
p(0)=C, =0 = C, =0

Kiertymén lauseke on siis:

F x?
@(X) = E(LX —?)

Ratkaistaan differentiaaliyhtalo (7.15):

. Q F NG F

Ve=p+{—=——(Ix—")+{—
oA B DA
F.L

=V

x® F
= X2—2 )+ —x+C
El 2 6) éVGA T
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Huomioidaan reunaehto v(0)=0:
v(0)=C,=0 = C,=0
Taipuman lauseke on siis:

FL, X F
V=—(=X =) +{—X
EI(2 6) éVGA
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7.4 Momenttipintamenetelma Timoshenko palkille

Momenttipintamenetelmdd voidaan helposti laajentaa siten, ettd sitd
voidaan kayttdd myos Timohenko palkin kiertymien ja taipumien
madrittdmiseen. N&din myds staattisesti maarddmattdmien Timoshenko
palkkien ratkaiseminen tulee mahdolliseksi.

Lahtokohtana momenttipintamenetelmén ensimmdisen yhtélén (2.22)
johtamisessa (vrt. kohta 2.22) oli kdyristyman ja kiertymén yhteys (2.13).
Koska Timoshenko palkkiteoriassa on voimassa sama yhtalo? (7.5),
saadaan Timoshenko palkkiin soveltuvan momenttipintamenetelman
ensimmaiseksi yhtaloksi sama yhtalo

Ps — P =—Aps- (7.16)

Tassa kayristymapinnan pisteiden A ja B véliselle pinta-alalle on kéytetty
symbolia A, mihin on lisétty ylaindeksi x.

L&htokohtana  momenttipintamenetelmén  toisen  yhtélon  (2.31)
johtamisessa oli kiertyméan ja taipuman yhteys (2.12), jota Timoshenkon
palkkiteoriassa vastaa yhteys (7.1). Se on

V'(X) = p(x) + 7(X) (7.17)
Menetelldén vastaavaan tapaan kuin kohdassa 2.22 ja integroidaan yhteys
(7.17) puolittain pisteestd A pisteeseen B. Tulokseksi saadaan yhtald,

jossa on samat termit kuin yhtéldssa (2.31). Liséksi oikeaan puoleen tulee
liukumakulman y(x) integraali eli

Al = [ 7(9dx. (7.18)

Nain saadaan tulos

VB_VA:(DA(XB_XA)_M:BJFAXB' (7-19)

2 Kiertymalld ¢ ymmarretadn tassa poikkileikkaustason kiertymas, joka
teknisessé taivutusteoriassa on myds palkin akselin kiertyma.
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Kaavat (7.16) ja (7.19) muodostavat Timoshenko palkkiin soveltuvan €]

momenttipintamenetelman peruskaavaparin. Ne ovat siis — - _ _)f)B_ —_ .X
-, =—A~, v
Ps — Pa AB ) ) (7.20) N A
Vg —Va = @a(Xg = Xa) — Mg + ALs. N A Ve
/: = ~.
Kuva 7.4 esittelee ndissa kaavoissa esiintyvié suureita. /] | G
~.
Pa /@: -9 FL _
/
y,v /
Po iy
I
(b)
,)_(\A XB
A B
Ase
K(X) = M (x)
El(x)
(©
Xa ,)SB
A B
A
Q(x)
X)=¢—~—
r(x)=¢ GAK)

Kuva 7.7: Momenttipintamenetelm& Timoshenko palkille: (a) palkin
deformoituminen valilla AB, (b) palkin kdyristymépinta vélilld AB ja (c)

palkin liukumakulmapinta vélilla AB.
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Esimerkki 7.3: Maéritetddn momenttipintamenetelmalla esimerkin 7.2 Momenttipintamenetelma:
ulokepalkin taipuma ja kiertyma ulokkeen pééssa.

. o _ax JLFC
A Bl Pe =P~ e 2 El
/ ——————————— X -
L | 0 , ,
-~ s 1F°, _FL 1FL FL
Vg =Va+ @, (X —X) - Mg +AGL=—(=—)—=-—"+{—
y’v B A ¢A(B A) AB AB ( 3E| )é’GA 3E| é/GA
Leikkausvoima- ja taivutusmomenttikuvio: . .
IKkausvol jataivutu Kuvi Verrataan esimerkin 7.2 tulokseen:
-FL
F L’ 1FL?
A_____ B N x (/’B—(D(L)—E(L'L—?)—EE
+ A B _—
L |
F ' F L L® F 1FC®  _FL
Vo=v(l)=— (= P -=)+({— L=+ —
L ! M O i A TN TR T
Q
Saatiin sama tulos.
Liukumakulma ja kayristymékuvio:
_FL
El
A __ B X S — X
A A L B
cF 2
GA 3
L | K
e
Pinta-alat ja momentti:
F FL 1 FL 1FL?
AL =L-{—=— A ==L-(-—)=—>—
A8 gGA CGA "2 ( EI) 2 El
1 FL, 2 1FL
M ==L-(-—)=L=—>——
"2 ( EI) 3 3 El
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7.5 Sandwich palkki

Tyypillinen rakenne, jossa leikkausmuodonmuutoksen osuus taipumasta
on merkittava, on sandwich palkki.

Sandwich palkki koostuu pehmeésta ydinkerroksesta (c core) ja sen yla-
ja alapintaan kiinnitetyista ohuista jaykista pintakerroksista (f flange).

§ tylé

Kuva 7.8: Sandwich palkin poikkileikkaus

Seuraavassa madritimme Sandwich palkin taivutus- ja leikkaus-
jaykkyyden. Sandwich palkin poikkileikkaus koostuu kahdesta
materiaalista ja sen taivutusjaykkyyden méérittdminen tapahtuu luvussa 8
esitetylld tavalla. Otetaan referenssimateriaaliksi ~ pintakerroksen
materiaali, jolloin kimmomoduulisuhde on

n=—¢ 7.21
3 (7.21)

ja muunnetun poikkileikkauksen jayhyysmomentti on
l,=1,+nl_, (7.22)

missé |, ja |, ovat pintakerrosten ja ydinkerroksen jayhyysmomentit

muunnetun poikkipinnan pintakeskion C, kautta kulkevan akselin
(z —akselin) suhteen. Sandwich palkin taivutusjaykkyys on nyt

B=El

fire

(7.23)

Kéytetdan tassa alan kirjallisuudessa usein esiintyvaa lyhennysmerkintaa
B, joka viittaa sanaan "bending stiffness”.
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Sandwich palkin pintakerrosten otaksutaan noudattavan teknista
taivutusteoriaa, joten niissa ei tapahdu leikkausmuodonmuutosta. Kuva

7.9 esittda sandwich palkin leikkausmuodonmuutosta.

X

Kuva 7.9: Sandwich palkin leikkausmuodonmuutos.
Ydinkerroksen liukuman y, —otaksutaan vakioksi. Palkin pintakerrosten
valiselle siirtymalle (kuvan 7.9) saadaan sen avulla lauseke

ts + L ts + L
s=(d —V'T')tan P = (d =22y (7.24)

2

Palkin liukumakulma y maddaritellddn kuvan 7.9 mukaisesti. Palkin
pintakerrosten véliselle siirtymélle saadaan sen avulla lauseke

o=dtany~d-y. (7.25)

Merkitsemalla lausekkeiden (7.24) ja (7.25) oikeat puolet yhtd suuriksi,
saadaan liukuman y, ja liukumakulman y vélille yhteys

d

d _ tylé + tala
2

Yoy = y. (7.26)

Ydinkerroksen leikkausjannitykselle saadaan

7,=G.7, =G 4 (7.27)
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Koska pintakerrosten otaksutaan noudattavan teknistd taivutusteoriaa,
niissa liukuma y, ja myos leikkausjannitys z, =Gy, haviavat. Nain
Leikkausvoimalle saadaan

A

2 d ——
Q = _[TxydA =J‘ TxydA+ J. Ty dA= Gcﬁ}/ J. dA
A A A [o [ L RN
2 (7.28)
d t,.+t,
=G,———y-b(d -X—F)=G_hdy.
°d_ty|a+ta|a7 ( 5 )=Cbdy
2
Néin sandwich palkin leikkausjaykkyys on
S=G,d. (7.29)
Alan kirjallisuudessa usein esiintyvd lyhennysmerkintd S viittaa sanaan
”shearing stiffness”.  Sitd on varottava sekoittamasta staattiseen
momenttiin.

Usein sandwich palkin pintakerrokset ovat samanlaiset (kuva 7.10).

Tt

Kuva 7.10: Sandwich palkin poikkileikkaus, kun pintakerrokset ovat
samanlaiset

Talloin  poikkileikkaus on  kaksoissymmetrinen ja  muunnetun
poikkipinnan pintakeski6 yhtyy symmetria-akseleiden leikkauspisteeseen.
Pintakerrosten jayhyysmomentiksi saadaan

3 3 2 2
| =220 o Gy B BT btdT, 1t
TR 6 2 2" 34

)’ (7.30)
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ja ydinkerroksen jayhyysmomentti on

_b(d-ty’

|
¢ 12

(7.31)

N&in muunnetun poikkipinnan jayhyysmomentille saadaan kaavan (7.22)
avulla tulos

btd> , 1,t.,, _b(d-t)’
I = 1+=(— -1 7.32
=5 [ +3(d) J+n o (7.32)

Usein sandwich palkin pintakerros on ydinkerrokseen ndhden ohut.
Liséksi ydinkerroksen kimmomoduuli on pintakerroksen kimmomoduu-
liin ndhden pieni. Monissa kéytanndn sovellutuksissa voidaan tehda
olettamukset t/d <1 ja n<1. Talléin muunnetun poikkipinnan
jayhyysmomentti on

2
L (7.33)
ja palkin taivutusjaykkyys on
E,btd?
B~———. (7.34)

Sandwich palkin analysointi tapahtuu samaan tapaan kuin homogeenisen
Timoshenko palkin. Kayristymén ja taivutusmomentin seka liukuma-
kulman ja leikkausvoiman yhteydet ovat nyt

eM Q) (7.35)

Kiertyman ja taipuman differentiaaliyhtalot (7.14) ja (7.15) saavat
muodon

g=—0, V=p+= (7.36)
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Esimerkki 7.4: Mééritd oheisen sandwich palkin taipuma pisteessé C. Kéyristymakuvio: 1 2
Palkin taivutus- ja leikkausjaykkyydet ovat B ja S. ga =b

|[<—| Iél
—23 b | A
F T R
. Il 4
l |
Al B
3 c 2 o
| L 5 —23 b |
Ratkaisu: Vili AB:
Leikkausvoimakuvio: Al =a F_b+b (__) 0
I a 1 b | SL
I I U
Fa M/fs:l 'i‘b(b 1) l.b.F;ab.Z Fab(lab EbZ).
_T 2 BL 3 2 BL 3 BL 2 3
A — B Kiertyma pisteessa A:
+ C
L Ve =Va+@a (Xg = Xa) ~ Mg + Ay = 9= LAB_ BLZ (_ab+Ga +3b2)
Taivutusmomenttikuvio Vili AC
: 4 b | 3
Fb Fab 1 Fab 1 1Fa’h
C Al = = M ==.a.—.Za==
A R ACTT gL sL ACT 2 L 3 6 BL
+
Taipuma pisteessa C:
Fab
L - Fab 1, 1 1Fa’d Fab
. i Vo=V, 4@, (X. =X, ) - Ms + A =—— . (Zab+=a’+= b2 —
Liukumakulmakuvio: e =Vatoa (e = %) = Mic + Al BL2 ( 6 3 )= 6 BL  SL
2|2
| a | b | :Fab +F;abl
' ' “Fa ' 3BL  SL
SL
A — |R
+ C
Fb
SL
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8. Kimmoisalla alustalla oleva palkki

8.1 Kimmoisalla alustalla olevan palkin yhtalot

Kuva 8.1: Kimmoisalla alustalla oleva palkki.

Q a(x)
m ) M + M dx
r(x) Q+Q'dX

|
| dx
|l&——>

Kuva 8.2: Kimmoisalla alustalla olevan palkkialkion vapaakappalekuvio

Kimmoisalla alustalla olevaan palkkia (kuva 8.1) kuormittaa jakautuneen
kuorman q(x) lisdksi alustapaine r(x). Kuvan 8.2 pakkialkion

pystysuuntaiseksi tasapainoehdoksi saadaan

Q+Qdx—-Q+qgdx—rdx=0 = (Q'+q-r)dx=0

= Q' =—q+r. 1)

ja sen momenttitasapainoehdoksi saadaan

M-M —M’dx+de+(q—r)dx~d?X=0
~0

—~

= [—M'+Q+(q—r)d—2X]dx=O = —M’+Q+(q—r)d—2X:0
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= Q=M" (8.2)

Yhdistdmall4 tulokset (8.1) ja (8.2) saadaan kimmoisella alustalla olevan
palkkialkion tasapainoyhtaloksi

®9

Tama poikkeaa tavallisen palkin yhtaléstd M”=-q alustapaineen r
osalta. Muut tavallisen palkin yhtal6t soveltuvat sellaisenaan kimmoisalla

alustalla olevalle palkille. T&ssé rajoitutaan tekniseen taivutusteoriaan ja
lineaarisesti kimmoiseen palkkiin, jolloin tarkeimmat muut yhtalét ovat
kiertyman ja taipuman yhteys

o=V, (8.4)
kéyristyman ja taipuman yhteys

K=—V" (8.5)
taivutusmomentin ja kayristyméan yhteys

M =Elx (8.6)

sekd leikkausvoiman ja taivutusmomentin yhteys

Q=M. (8.7)

8.2 Alustamalleja

Edelld esitettyjen yhtéldiden lisdksi tarvitaan ns. alustamalli, joka
ilmaisee palkin taipuman v(x) ja alustapaineen r(x) valisen riippuvuu-

den.

Yksinkertaisin ja yleisin alustamalli on ns. Winklerin alusta (Winkler
1867). Siind otaksutaan, ettd alustapaine on suoraan verrannollinen
taipumaan eli

r(x) =kv(x), (8.8)

missa k on ns. alustaluku.
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v C
7
713
|d|d|d|d?

Kuva 8.3: Winklerin alustan mekaaninen malli.
Winklerin alustan voidaan ajatella muodostuvan kuvan kuvan 8.3
tasavalein sijaitsevista jousista. Yksi jousi vaikuttaa palkkiin voimalla

R=cv, missd ¢ on jousen jousivakio. Keskimaéaréiselle alustapaineelle
saadaan nain

v, (8.9)

(8.10)

Kuva 8.4 havainnollistaa pistekuorman F vaikutusta Winklerin alustaan.
Vain voiman F vaikutuspisteessa oleva jousi puristuu kokoon.

“

Kuva 8.4: Pistekuorman vaikutus Winklerin alustaan.

Vaikka Winklerin alusta on &&rimmadisen yksinkertainen malli todelliselle
alustalle, esim. maalle, sitd kdytetdén yksinkertaisuutensa vuoksi paljon.
Arkimedeen lain perusteella ndhd&én helposti, ettd vesi toimii Winklerin
alustana vedessa kelluville rakenteille.
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Jos pyritdén realistisemmin kuvaamaan alustan todellista kayttaytymista
paddytddn  monimutkaisempiin  alaustamalleihin.  Seuraava askel
Winklerin alustasta voisi olla Wieghartin alusta (Wieghart 1922,
Pasternak 1026). Siind Winklerin alustan ajatellut erilliset jouset liitetdan
toisiinsa venymatonta koyttd hyvaksi kédyttéden (vrt. kuva 8.5).

FYTY

o

Kuva 8.5: Pistekuorman vaikutus Wieghartin alustaan.

Seuraavassa rajoitutaan Winklerin alustaan.

8.3 Kimmoisalla alustalla olevan palkin differenti-
aaliyhtalo

Lausekkeista (8.5) ja (8.6) seuraa (tuttu) taivutusmomentin ja taipuman
yhteys

M =—EIV". (8.11)

Sijoittamalla tdmad ja Winklerin alustan alustapaineen ja taipuman yhteys
(8.3) tasapainoyhtal6on (8.8) saadaan

(ENVY +kv=q. (8.12)

Tama on kimmoisalla alustalla olevan palkin differentiaaliyhtalo.
Tasajdykén palkin (El = vakio) tapauksessa se saa muodon

EV® +kv=q (8.13)
eli
v +4ﬂ4v=%, (8.14)
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missa

k
p={fzer (8.15)

Differentiaaliyhtélon (8.14) yleinen ratkaisu on

V(X) =V (X) + v, (x), (8.16)
missd V(x) on yhtdldn homogeenisen osan

v 148 =0 (8.17)
yleinen ratkaisu ja v,(x) on erds yksityisratkaisu.

Yhté&lon (8.17) yleinen ratkaisu voidaan esittdd seuraavissa kahdessa
vaihtoehtoisessa muodossa (Vrt. Mikkola Martti: Kimmoisalla alustalla
oleva palkki, TKK, Rakennetekniikan laitos, julkaisu 36, Otaniemi 1981):

V =e (B, cos Bx + B, sin Bx) +e”* (B, cos Bx + B, sin #X) (8.18)
ja
V(x)= ClYl(ﬁX) + CzYz (ﬁX) + C3Y3 (ﬂX) + C4Y4(ﬁx) ) (8.19)

missé apufunktiot Y, ovat

Y, (&) =cosh&cosé,
Y, (&) :%(cosh &siné +sinh&cosé),

Yg(g‘):%sinhgsing, (8.20)

Y, (&) :%(cosh &sing —sinh&cosé).

Apufunktiot (8.20) derivoituvat taulukon 8.1 mukaisesti ja niille patee

¥,(0)=1, Y,(0)=Y,(0) =Y,(0) =0 (8.21)
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Taulukko 8.1: Apufunktioiden Y;(¢&) derivaatat.

i Y, Y/ Y \A Y@
1 Y, -4y, —4Y, =4y, —4Y;
2 Y, Y, ~4Y, ~4Y, ~4Y,
3 Y, Y, Y, -4y, -4y,
4 Y, Y, Y, Y, ~4Y,

Yksityisratkaisu v,(x) aiheutuu jakautuneesta kuormasta q(x). Palkin
kuormittamattomalla osalla pétee titen v,(x)=0. Jos jakautunut
kuorma q(x) on polynomimuotoinen ja korkeintaan kolmatta astetta
voidaan myos yksityisratkaisulle ottaa samanasteinen yrite v,(x). Talléin

v¥(x) =0 ja sijoitus differentiaaliyhtlo6n (8.14) antaa
4,(%) =—qé)|(), (8.22)

josta seuraa yksityisratkaisulle valittémésti tulos

a(x) _a(x)
AB°El - k 823)

Vo(x) =

Tama yksinkertainen yksityisratkaisun lauseke pétee siis, jos jakautunut
kuormitus g(x) on polynomimuotoinen ja korkeintaan kolmatta

astetta.

8.4 Kimmoisalla alustalla olevan palkin puolidareton
ratkaisu

Kun kimmoisalla alustalla olevan palkin pituus L on riittava eli se
toteuttaa ehdon

pBL>5, (8.24)

palkin péiden tuennasta tai niissd vaikuttavista pistevoimista (ja/tai
momenteista) aiheutuvat reunahdiriot ovat niin paikallisia, ettd niihin
liittyvat ratkaisut voidaan muodostaa toisistaan rippumatta. Tall6in
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voidaan kayttdd kimmoisalla alustalla olevan palkin ns. puolidaretonta
ratkaisua.

Kimmoisalla alustalla olevan palkin puoliddretdn ratkaisu saadaan
homogeenisen yhtalon yleisen ratkaisun (8.18) ja yksityisratkaisun v,(x)
summana. Sijoitetaan koordinaatiston origo x=0 tarkasteltavaan palkin
paahan. T&lldin palkki ja& joko positiivisen tai negatiivisen x-akselin
puolelle.

Jos palkki ja& positiivisen x-akselin puolelle (x>0), yleisen ratkaisun
(8.18) tulee havitd, kun x—oo. Saamme integroimisvakioille ehdot
B, =0 ja B,=0. Jos palkki ja& negatiivisen x-akselin puolelle (x <0),
yleisen ratkaisun (8.18) tulee hdvit4, kun X——c0. Saamme
integroimisvakioille ehdot B, =0 ja B,=0. Voimme yhdistada tuloksen
yhdeksi kaavaksi

V =e*7(C, cos Bx + C,sin Bx), (8.25)
missa ylempi merkKki vastaa positiivista x-akselia (x >0) ja alempi merk-

ki negatiivistd x-akselia (x<0). N&in saamme probleeman integoi-
misvakioiden avulla lausutulle ratkaisulle

‘v(x) =e**(C,cos Bx +C,sin ﬂx)+vo(x).‘ (8.26)

Integroimisvakiot C, ja C, maaréaytyvat reunaehdoista. Niiden huomioon

ottaminen tapahtuu samaan tapaan kuin tavallisen palkin taipuman
differentiaaliyhtalon yhteydessa.

8.5 Kimmoisalla alustalla olevan palkin aarellinen
ratkaisu

Kun kimmoisalla alustalla olevan palkin pituus L toteuttaa ehdon

BL<5, (8.27)

kaytetddn kimmoisalla alustalla olevan palkin ns. aérellista ratkaisua.
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Kimmoisalla alustalla olevan palkin &arellinen ratkaisu saadaan
homogeenisen yhtalon yleisen ratkaisun (8.19) ja yksityisratkaisun v,(x)
summana. Ratkaisu on siis

V(X) = CY,(BX) + C,Y, (%) + CyY3(8X) + C,Y, (BX) + v, (). (8.28)
Integroimisvakiot C,, C,, C, ja C, méadraytyvét reunaehdoista. Niiden

huomioon ottaminen tapahtuu samaan tapaan kuin tavallisen palkin
taipuman differentiaaliyhtéldn yhteydessa.
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8.6 Esimerkkeja

Esimerkki 8.1: Oheinen kimmoisalla alustalla oleva palkki on
vasemmasta péastadn vapaa ja siind vaikuttaa pistekuorma P. Palkin
oikea pad on niin kaukana ( SL >5), ettd voidaan ké&yttad puoliddrettdman
palkin teoriaa. Maédritetddn taipuman, taivutusmomentin ja leikkaus-
voiman jakaumat.

P
El X
“
x=0 k
L

Ratkaisu:
Taipuma, taivutusmomentti ja leikkausvoima integrointivakioiden avulla:

(Koska palkilla ei ole jakautunutta kuormaa, on yksityisratkaisu
Vo(x)=0.)

v(x) = e *(C,cos Bx + C,sin BX)

V'(x) =—pe”™[(C,-C,)cos Bx +(C, + C,)sin Bx]

M (x) =—EIV"(x) = 2El #%#*(C, cos Bx — C,sin X)

Q(x) =M'(x) = 2E1 g% ”[-(C, + C,) cos Sx + (C, — C,)sin Bx]
Taivutusmomentti ja leikkausvoima palkin vasemmassa paassa:

5 .3
(D M(8)+P-s-kv(3)55 =0

15,
5§50 = M(0)=0 LRIy M (5)
1 Q@)+ P—kv(g)ﬁzo kv(g)ﬁ/ TQ(ﬁ)
<
= Q(E):—P+k—2\/52 9~0

6—->0 = Q(0)=-P.
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Huomautus: Nahdaan, ettd reunaehdot ovat samat, kuin tavallisen palkin
vapaassa paassd, jossa vaikuttaa pistekuorma. Yleensékin kimmoisalla
alustalla olevan palkin reunaehdot ovat samanlaisia kuin tavallisen palkin
(vrt. Rakenteiden lujuusoppi, kohta 4.3).

Reunaehdot sauvan vasemmassa paassa:

M(0)=0, Q(0)=-P

Integrointivakioiden méaritys:

M (0)=2EI3°C,=0 = C,=0

__ 3 __ __P
Q(0)=-2EI5°(C,+C,)=-P = C, EF

Taipuma, taivutusmomentti ja leikkausvoima:

e " cos Bx

V= 2R

M (X) :—%e‘/’X sin fx

Q(x) = Pe #(sin fx — cos Bx)

Dimensiottomat lausekkeet:

3
VOOEIS _Lem cos Bx
P 2

M)A _ —e ™sin fx
P

%: e ”*(sin 8x — cos fX)
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Taipuma:

0,1 ¢ 1 2 3 4 PBX s
0 ‘ ‘
0.1 1
0.2 1
03 1
0.4 1
0.5 A
06 ) V(X)EIS®
P

Taivutusmomentti:

-0,35 -
-0,3 A
-0,25 1
_0’2 4
-0,15 -
-0,1
-0,05 ¢ 1 2 3 4 PX 5
0 L L |
0,051 M(X)3
P

Leikkausvoima:

1,2 -

1 4
-0,8 -
-0,6
-0,4
0,2 4 1 2 3 4 pXx s

SO N
04 1Q)
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Esimerkki 8.2: Oheinen kimmoisalla alustalla oleva palkki on paistaan
vapaa ja sen vasemmassa paadssa vaikuttaa pistekuorma P. Madritetdan
taipuman, taivutusmomentin ja leikkausvoiman jakaumat, kun
k=64EI/L".

lp El

X

>
Il

o

=~

Ratkaisu:

Vakio S:

4
L=2 L a/w _2 BL=2<5 = Adrellinen palkki.
4El 4El L

Maédritetdan funktioiden Y; arvot argumentin arvolla SL =2 ja merkitaén
niitd ¥, =v,(AL):

Y, =Y,(BL) = cosh2cos2 = —1,5656
Y, =Y,(BL) :%(cosh 2sin2+sinh2cos2) = 0,9558
¥, =Y,(BL) =%sinh 25in2=1,6489
Y, =Y,(BL) =%(cosh 2sin2-sinh2c0s2) =1,2326

Taipuma, taivutusmomentti ja leikkausvoima integrointivakioiden avulla:

(Koska palkilla ei ole jakautunutta kuormaa, on yksityisratkaisu
vy(X) =0.)

v(X) = CY1(Bx) + C,Y, (Bx) + CY5(6x) + C,Y, (6X)
M (x) = ~EN'(X) = E1 B°[4C\Y,(5x) + 4C,Y, (BX) = CY,(Bx) = CY,(BX)]
Q(x) = M'(x) = EI BY[AC,Y, (Bx) + 4C,Y;(BX) + 4C,Y, (5x) — C,Y,(8X)]
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Reunaehdot:
M(@©0)=0, Q0)=-P, M(L)=0, Q(L)=0

Integrointivakioiden méaritys:

0 0 1 0
M (0) = EI B°[4C, Y, (0) + 4C, ¥, (0) - C,Y,(0) - C, ¥,(0)] =0
= —EIfC,=0 = C,=0

— —— —
Q(0) = EI #°[4C,Y,(0) +4C, Y,(0) + 4C,Y,(0) - C,Y,(0)] =P
P
= —E|ﬁ3C4 =P = C4 :Tﬂ?’

PI(EIB%)

M (L) = EI 2[4CY, (L) +4C,Y,(BL) - C,Y,(BL) - C, Y,(BL)I=0

:>4CY +4CY Y P =0
Elﬂ

lﬂ

PI(EIB®)

QL) = ELFTACY, (AL) + 40,1, (BL)+ 4TV, (B~ Gy Y,(ALYI=0

= YC +YC Y P
4EI,B

= 0,9558C, +1,6489C, = —1,5656——
AE| /3

_, [16489 12326)[C,] P [0,9558
0,9558 1,6489 ||C,| 4EIp°® |-1,5656
C,| (05688) P

= = —_—
C,] |-05671]Elp

Tulos on:

C,=0,5688

C,=-0,5671— C,=0, C,=—
EIf —=— ElS

EI g
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v(x) =

Taipuma, taivutusmomentti ja leikkausvoima:

[0,5688Y,(8X) — 0,5671Y,(BX) + Y, (BX)]—— Elﬂ

PL®

=10, 0711Y1(21) - 0,0709\(2(21) + 0,125Y4(21)]

M () = EI 8% -[4-0,5688Y,(x) — 4-0,5671Y, (/3X) — Y(ﬁx)]EI

- PL[1,1376Y3(2%) —1,1342\(4(2%) —o, 5Y2(2%)]

Vs

Qx) = M'(x) = E1 B[4-0,5688Y, (X) — 4-0,5671Y,(5X) ~Y,(BX)]— —

V(X)EI
2

M (LX) ~11376Y,(27) -11342Y,(22) - 0.5, (2—)

Q(X)

- P[2, 2752Y2(2%) -2, 2684Y3(2%) —Yl(ZE)]

Dimensiottomat lausekkeet:

=0,0711Y (2—) 0,0709Y. (2—) +0,125Y. (2—)

X X

= 2,2752Y, (2 i) 2,2684Y,(2 i) Y (2—)
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Taipuma:

-0,04 -

—_—
-0,02 4 02 04 o,e/oa/ L
0 1 1 1 1 1

0,02 A

[

0,04 |

0,06

008 4 y(x)EI
PL®

Taivutusmomentti:

-0,16 -
-0,14 A
-0,12 -
0,1 -
-0,08 -
-0,06 -
-0,04 |

-0,02 { 0,2 0,4 0,6
0 1 1 1 1

0,02 - M (X)
PL

—| =<
-

Leikkausvoima:

1,2 -

-1 4
-0,8
-0,6
-0,4 4

X
0,2 4 0) 0,4 0,6 08 —
0 1 1 1 L L J

2oy S —

0,4 -
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9. Kdysi

9.1 Peruskasitteita

Kdysi (cable) on &&rettémén taipuisaksi otaksuttu hoikka rakenneosa. Se pystyy
vastaanottamaan vain vetdvén normaalivoiman T, jota kutsutaan koysi- tai
lankavoimaksi (string force, tension).

Koydelld ei siis ole leikkausvoimaa eikd taivutusmomenttia ja sen kussakin
poikkileikkauksessa vallitseva kdysivoima on kdyden tangentin suuntainen. Koydelle
on ominaista, ettd sen tasapainoasema on etukateen tuntematon.

Kuva 9.1 (a) esittdd painotonta koyttd, jota kuormittaa kaksi pistekuormaa P ja Q
sekd kuva 9.1 (b) koytta, jota kuormittaa jakautunut kuorma q.

Kuva 9.1: Kdysi, jota kuormittaa (a) pistevoimat ja (b) jakautunut kuorma.

Helposti voidaan osoittaa, ettd ilman kuormitusta oleva kdyden osa on suora® ja
kdysivoima on vakio. Tamé tapahtuu seuraavasti: Ajatellaan téstd kdyden osasta
irroitetuksi osa AB. Koska osaan vaikuttaa vain sen pdissa vaikuttavat kdysivoimat
T, ja Ty, tdytyy niiden statiikan kahden voiman sd&nnon perusteella olla samalla
suoralla, yhté suuret T, =T, =T ja vastakkaissuuntaiset. Kuvassa 9.2 (a) kdyden osa
AB on otaksuttu suoraksi ja kuvassa 9.2 (b) kaarevaksi. Edellisessa tapauksessa
poikkileikkauksessa X vaikuttaa pelkk& normaalivoima N =T mutta jalkimmaisessa
tapauksessa normaalivoiman N =T cosa lisdksi leikkausvoima Q=Tsina ja
taivutusmomentti M =T -d . Néin kuvan 9.2 (b) tapaus olisi mahdollinen vain, jos
kdysi olisi jaykka, jota se kuitenkaan ei ole.

! Tama edellyttad, etta kdysivoima on nollasta eroava (positiivinen). Jos kéysivoima
on nolla, voi kdysi luonnollisesti olla on minkd muotoinen tahansa.
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(@) (b)
X
T=A T <A <l e
SRR
/ B R N
\T \\T
M=T.d
X N =T cosa
=1SIha
~ ot

Kuva 9.2: Kuormittamaton kdyden osa AB, joka on (a) otaksuttu suoraksi ja (b)
kaarevaksi.

9.2 Pystysuoran kuormituksen kuormittama koysi

Seuraavassa rajoitutaan tarkastelemaan pystysuoran kuormituksen kuormittamaa
koyttd. Osoitetaan aluksi, ettd pystysuoran kuormituksen kuormittaman kdyden
kdysivoiman vaakakomponentti on vakio. Kuvan 9.3 kdyden osan vaakasuoraksi

VB
HB

I
I
| |
Hya A !
vy |
A I

Kuva 9.3: Pystysuoran kuormituksen kuormittama kdyden osan AB vapaakappale-
kuvio.

tasapainoyhtéloksi saadaan —Ha +Hg =0, josta seuraa Hp=Hg=H. Talle
kdysivoiman  vakiosuuruiselle vaakakomponentille H kéaytetddn nimitysta
vaakakiristys.
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Koska kdysivoima on kdyden tangentin suuntainen, nahdaan kuvan 9.4 perusteella
helposti, ettd kdysivoiman pystykomponentti V ja kdysivoima T voidaan lausua
vaakakiristyksen avulla kaavoilla

V =H tane,
(9.2)

T=vH2+V2 =H1+tan%a.
T

V —— —
| ﬁ“: V =Htang,
H

T=vVH?+V?

Kuva 9.4: Kdysivoiman komponentit.
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9.3 Kdyden ratkaisemisesta tasapainoehtoja kayttaen

Esimerkki 9.1: Madritd oheisen painottoman koyden pisteiden B ja D asema seka
pienin ja suurin kdysivoima. Kaytetdan gravitaatiovakiolle arvoa g =10m/s?.

1 2 3 m

~ "
n %,
< A
D
4dm B
[ c
3Mg i 1Mg
2Mg
Ratkaisu:

Tukireaktiot ja vaakakiristys:

Kirjoitetaan ensin kaksi tasapainoyhtéldd koko koydelle. (Kolmatta tasapainoyhtéloa
ei voida kirjoittaa, silla vaakasuora tasapainoyhtéld on jo huomioitu, kun on otaksuttu
vaakakiristys vakioksi.) Saadaan

1
VKK AE [« i I I

_ Ay
Im H
- A J—
H hp
hg 4D
am B i
C 10kN
30kN I
20kN
Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot 236



T A, +E, —30kN —20kN -10kN =0
EY) —H 1m— A, -8m+30kN - 7m+20kN - 5m+10kN - 2m =0

Kirjoitetaan sitten tasapainoyhtdld kdyden sellaiselle osalla,
korkeusasemat tunnetaan. Téllainen kdyden osa on AC. Saadaan

1.2
VKKAC | |
A,
H | A

am B

C) H-4m—A, -3m+30kN-2m =0

30kN Tec

(@)
(b)

jonka pdiden

(©

Huomautus: Kdyden osan AC vapaakappalekuviossa katkaisu on ajateltu tehdyksi
juuri ennen pistettd C, jolloin leikkauksessa vaikuttaa kdyden osan AC koysivoima,

mutta ei 20kN:n pystysuuntaista kuormaa.

Nyt saadaan tukireaktiot ratkaistuksi:

(b)&(c) = =
—-4H +3Ay = 60kN

= 35Ay =1380kN = Ay =39,43kN

= H =330kN —8-39,43kN =14,56kN
(@) = Ey =60kN— A, =60kN —39,43kN = 20,57kN

—4H +3A, =60kN
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H +8A, =330kN {4H +32A, =1320kN
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Maaritetaan pisteiden B ja D korkeusasemat:

VKK AB 1
<]

39,43kN

B) 14,56kN - hg —39,43kN -1m =0

A —_
14,56kN
he 39,43m

VKKAD 1 o 3

[«—l | |

39,43kN I
A

14,56KN I

O ()

30kN
20kN

Dj 14,56kN - (hy —1m) —39,43kN - 6m + 30kN - 5m + 20kN - 3m =0

~2,83m
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Lasketaan kdyden kaltevuudet:

tan apg =1h—:]= 2’171=2,71 (suurin)
tan age = 4m2;1h5 = % =0,645 (pienin)
tan agp = 5m3r_nhD - 2—;7 ~0,723

tanapg = 2—; = 2’283 =1,42

Suurin kdysivoima on valilla AB:

Toax = Tag = Hy1+ tan aag =14,56kN -y/1+ 2,71 ~ 42,1kN

Pienin kdysivoima on vélilld BC:

Tmin = Tac = Hy/1+ tan? agc =14,56kN -4/1+ 0,645% ~17,3kN
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Esimerkki 9.2: Oheista painotonta koyttd kuormittaa 80kN suuruinen
pistekuorma sek& vaakatason pituusyksikkdd kohti tasan jakautunut
kuormitus, jonka intensiteetti on 25kN/m. Maéaritd kdyden muoto seké

suurin koysivoima.

5m 3m
: : :
A >C %
| |
| |
I : 3m
|
| B |
| [ 2
| i |
! 80kN |
| 25kN/m I
[T T T T T T T
Ratkaisu:
Tukireaktiot ja vaakakiristys:
VKK AC | Sm em
H A C o> —
| I H
| |
| o
| B |
: 4m ' { 4m : -
! i Vsokn |
| | |
[::::::::i::::::::j
200kN
C) - A, -8m+200kN-4m+80KN-3m=0 = A, ~130kN
A) C,-8m—200kN-4m—80KN-5m=0 = C, =150kN
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VKK AB 5m Koyden yhtélo valilla BC:

A _
y VKK XC : X M= X,
A 150kN
H —_
CL’

I A
I 0_ .........................
I 3m | 112,5kN
| h(x) |
! I B x T
| A y | |
| | e T T T /T b
- !
[ == Lo
I——————I ————— _i 8m—x/l'|_7>! i
______ I . 5 I _‘i —
125kN 25kN/m - (8m — X)
B) H-3m- A, -5m+125kN-25m =0 = H =112,5kN X) —112,5kN - h+ 150KN - (8m — x) — 25kN/m - (8m — X) - 8’“2_ X_0
Koyden yhtalo vélilla AB: = h(x)=3,556m+0,444 - x — 0,111/m - x?
VKK |
130kN S
Suurin kdysivoima:
A —
112,5kN | Kdyden kaltevuus on suurimmillaan pisteessd C. Tdssa pisteessd kdysivoiman
: h(x) vertikaalikomponentti on Ve =C, .
Lo X
|
R
el T Toax =Te =H2 V€ = JH2 + €2 = 112,57 +1507 ~187,5kN
i:::'i::j
25kN/m - x

xj 112,5kN - h —130KN - X + 25kN/m - x%:O

= h(x)=1156-x-0,111/m-x?
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9.4 Koyden differentiaaliyhtalot

Seuraavassa johdetaan kdyden differentiaaliyhtélét. Tarkastellaan erikseen tapaukset,
joissa kdyteen kohdistuva kuorma on vaakatason pituutta kohti jakautunut ja kdyden
pituutta kohti jakautunut. Saadaan eri tyyppiset differeniaaliyhtalt ja ratkaisut.

9.41 Vaakatason pituutta kohti jakautunut kuorma q(x)

@ LIS

4 ] H
| ’
T v

<
I—l'_

<—|-o—|—————
I._I______

X
Kuva 9.5: (a) Koysi, johon vaikuttaa vaakatason pituutta kohti jakautunut kuorma, ja
(b) sen differentiaalisen osan vapaakappalekuvio

Kdyden differentiaalisen osan (kuva 9.5 (b)) tasapainoyhtéldisté seuraa

0 V+d—dx -V —q-dx= 0:(——q)dx O:%—\: q

dy dx dy dx
X)-H-—=dx+V -dx+ -dx-—:0:> -H—=+V +qg-—)dx=0
D dx q ( dx a 2)

zO
d

= —Hﬂ+V+q =0= Hﬂzv
dx dx
jaedelleen
V'=q, V=Hy'. (9.2)
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Néisté seuraa yhtalo
y =3 9.3)

Tama on vakatason pituutta kohti jakautuneen kuorman q(x) kuormittaman kdyden
korkeusaseman y(x) differentialiyhtélo.

9.42 Vaakatason pituutta kohti tasan jakautunut kuorma q = g, = vakio

Kun kuorma on tasan jakautunut g=q, =vakio saadaan yhtdld (9.3) ratkaistua
helposti:

y":%o = y'= ?_?X+C1 = y(x)_zq&x +Cx+C,. (9.4)

Koysi on siis paraabelin muotoinen.

Jo

Kuva 9.6: Vaakatason pituutta kohti tasaisen kuorman kuormittama kdysi
Etsitddn tehtadvén ratkaisu kuvan 9.6 mukaisessa koordinaatistossa, jonka origo on

asetettu kdyden alimpaan pisteeseen. Koska koyden tulee kulkea koordinaatiston
origon kautta ja sen tangentin tulee olla siind vaakasuora, saadaan

y(0)=C, =0, y'(0)=C; =0 9.5)
Sijoitamalla saadut integrointivakioiden arvot lausekkeeseen (9.4) saadaan kdyden

korkeusaseman yhtaloksi
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1qo 2
y(X) = SH S (9.6)

Ratkaisua voidaan nimittdd tasaisen kuorman kuormittaman koyden paraabeli-
ratkaisuksi.

Koysivoiman lausekkeeksi saadaan

T = HV1+ tan2 @ = Hyf1+ (y)2 = H, [1+ (R x)?
\/ () (H ) ©7)
= T(x)=yH?+0qdx?

Differentiaalisen kdyden osan pituus on

= \Jdx? + dy? = dx, |1+ (W2 _ gy f1+ (B0Xy2 9.8)
dx H

Koyden vélin OA pituudelle saadaan

Sp = jds_ j ‘/1+(q0") dx (9.9)

ja suorittamalla integrointi® tulos

SA:% ,1 (qOIA) 0|n[q?_||A N /1 (qOIA) J (9.10)

Huomautus: Saatuja kaavoja (9.6), (9.7) ja (9.10) voidaan soveltaa myds valilla OB,
kun x-akselin suunta- ja alaindeksit A ja B vaihdetaan.

2 Integroinnin yksityiskohtia ei tass4 esiteta.

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot 245

9.43 Koyden pituutta kohti jakautunut kuorma w(s)

(@ Y (b)

|
e Ik
\ l
: lW('S) -___i____

Kuva 9.7: (a) Kdysi, johon vaikuttaa sen pituutta kohti jakautunut kuorma, ja (b)
koyden differentiaalinen osa

Kuvan 9.7 (b) perusteella saadaa kdysialkioon vaikuttavaksi kuormaresultantiksi
saadaan

gdx=wds = q= w “dx +dy /1+(dy =wy1+ (y)? (9.11)

joten kuormaa w vastaava vaakatason pituutta kohti laskettu kuorma g on

g=wyl+(y)?. 9.12)

Sijoittamalla tdmé differentiaaliyhtéléon (9.3) saadaan

y" =£\/1+ ). (9.13)

Tama on koyden pituutta kohti jakautuneen kuorman w kuormittaman kdyden
korkesusaseman y(x) differentialiyhtalo.
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9.44 Oman painon w=w = vakio kuormittama kdysi

Méaéritetdan diferentiaaliyhtalon (9.13) ratkaisu, kun kuorma w on tasan jakautunut.
Tavallisimmin talléin on kysymyksessd kdyden oma paino. Otetetaan uudeksi
muuttujaksi z(x) siten, ettd sinhz =y’ Talldin yhtald (9.13) muokkautuu seuraavasti

(sinhz) = %\/1+ (sinhz)?> = coshz-7'= %cosh z

W W (9.14)
= z’:ﬁ0 = z:ﬁox+c1
Nyt saadaan
y'=sinhz = ﬂzsinh(%x+cl) = y(x)=icosh(mx+cl) +C,.  (9.15)
dx H W H

Kdyden muodon kuvaa siis hyperbolinen kosinifunktio. Ratkaisua kutsutaan
ketjukayréksi.

B
-z W
h8$%3 °8 0
@)

Kuva 9.8: Oman painon kuormittama koysi

Etsitddn tehtdvén ratkaisu kuvan 9.8 mukaisessa koordinaatistossa, jonka origo on
asetettu kdyden alimpaan pisteeseen. Koska koyden tulee kulkea koordinaatiston
origon kautta ja sen tangentin tulee olla siiné vaakasuora, saadaan

y(O)zWicoshC1+C2=O, y'(0)=sinhC, =0 = C, =0, C, =—- (9.16)

b Wo

Sijoitamalla saadut integrointivakioiden arvot lausekkeeseen (9.15) saadaan kdyden
korkeusaseman lausekkeeksi
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v(x) =V:(coshm|/f’|x—l). (9.17)

Koysivoiman lausekkeeksi saadaan

T=HyL+tan? o = Hyll+(y)2 = H,[1+sinh? (22 x)
H (9.18)

= T(x)=H cosh(%)

Differentiaalisen kdyden osan pituus on

ds =+/dx? + dy? = dx\/l+ (?)2 - dx\/l+ sinh? (% X) = cosh(% X)dx (9.19)
X

Kdyden vélin OA pituudelle saadaan

*a 'a W H W
sp = | ds= [ cosh(—=2 x)dx = —sinh(—2A). 9.20
= [ do= [eosn(Edx= L Sinh o) (9.20)
Huomautus: Saatuja kaavoja (9.17), (9.18) ja (9.20) voidaan soveltaa myos vélilla

OB, kun x-akselin suunta- ja alaindeksit A ja B vaihdetaan.

Huomautus: Jos kdysi on laakea, eli riippuman suhde pituuteen on pieni, voidaan
oman painon W, kuormittama koysi ratkaista likimain kéyttden koyden

paraabeliteoriaa ottamalla tasaisen kuorman g arvoksi gg =w.

Esimerkki 9.3: Ohut kaapeli (otaksuttu painottomaksi) on tuettu kahdesta pisteesta,
jotka ovat samalla korkeudella ja 300m:n etdisyydelld toisistaan. Se kannattaa
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vaakatason pituutta kohti tasan jakautunutta massaa 12kg/m. Jos kaapelin riippuma
on 60m, méaaritd pienin ja suuri kdysivoima sekd kaapelin kokonaispituus.

, 300m ,

Ratkaisu:

|, =150m
>

0o =0,1177kN/m

Kuorma: g, =12-9,81=117,7N/m=0,1177kN/m

Vaakakiristys:

WA _, _ %A _01177-150°

1,)=J0A _p =22,07kN
YUA) =5 =Pa 2h, 2-60

Pienin ja suurin kdysivoima:

Tonin =T (0)=y/H? + (qg -0)* = H = 22,07kN

Toax =T (1) = H2 + (Qola)? =/22,07% + (0,177 -150)2 = 28, 27kN

Kaapelin pituus:
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s=2-55=2- 118 1y (Jlayz H i ola, fy, (Golayz
2 H' "2g | H H

_150 1_‘_(0,1177-150)2 N 22,07 In 0,1177-150 N 1_‘_(0,1177-150)2
22,07 0,1177 22,07 22,07

=150-1,2806 +187,51- In(0,79995 +1,2806) ~ 329,5m

Esimerkki 9.4: Edellisen esimerkin kaapelin massa sen pituutta kohti on
12kg/m ja sitd kuormittaa vain oma paino. M&é&ritd pienin ja suuri
koysivoima seké kaapelin kokonaispituus.
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Ratkaisu:

W =0,1177kN/m

A

“

=

'Im=mm
X

o =150m
&>

Oma paino: wy =12-9,81=117,7N/m=0,1177kN/m

Vaakakiris

H Wyl
l,)=—(cosh—2A _1)=h
y(la) Wo( H )=ha =

tys:

17,655

7,062

= cosh

Tama yhtald H:n méadrittdmiseksi on epdlineaarinen. Sille saadaan likiratkaisu

1

H

0

H

0

,1177-150

maarittamalla kokeilemalla funktion

(cosh
0,1177

f(H) = cosh 17,655 1 7,062
H
nollakohta:
H 21 22 23 24 23,1 23,2
f(H) | 0,03840,0187 | 0,0023 | -0,0113 | 0,0008 | -0,0006
Tulos on:
H =23,2kN

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot

~1)=60

Pienin ja suurin kdysivoima:

T . =T(0)=H coshWOT'O: H =23, 2kN

T =T(a) = H cosh""‘)T'Az 23,2~c05h%=30,2kN

Koyden pituus:

=330m
W H 0,1177 23,2 -

Huomautus: Tehtévén 9.3 ratkaisu, jota voidaan pitdd laakean kaaren likiratkaisuna
tehtdvélle 9.4, on melko tarkka, vaikka koyden riippuman suhde pituuteen
60m/300m =0,2 on meko suuri. Pienemmilla suhteilla tulos luonnollisesti paranee.

9.5* Vinon kuormituksen kuormittama koysi

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot 252



Seuraavassa tarkastellaan koyttd, johon kohdistuva kuormitus ei ole pystysuora.
Rajoitutaan tapaukseen, jossa kuormitus muodostuu pistekuormista®, joiden
suuruudet ja vaikutussuorat tunnetaan. Formuloidaan tehtdva téssd siten, ettd
kehitettyjen yhtaldiden pohjalta on mahdollista laatia tietokoneohjelma, jolla voidaan
ratkaista koysi, jota kuormittaa annettu maéara (n) pistekuormia.

Kuva 9.9: Kdysi, johon kohdistuu vinoja pistekuormia

Tarkastellaan kuvan 9.9 koyttd, johon kohdistuu n pistekuormaa F, joiden
vaikutussuorien vaakaetdisyydet by ja niiden kaltevuuskulmat «; tunnetaan.
Kuormien vaikutuspisteiden i korkeusasemat h; ovat yhtd lukuunottamatta
tuntemattomia.

L |
VAA bl I I
|
HAH__F___-‘____F____—\ ————————————
i \ "\ \ Vg lhB
\ 1\ \
dl Y 1_._
! I--(?i\'\ \ B HB
L
§
K

Kuva 9.10: Kdyden vapaakappalekuvio

® Jakautuneen kuorman kuormittamalle koydelle voidaan saada likiratkaisu korvaa-
malla kuorma riittavalld maéralla sen kanssa ekvivalentteja pistekuormia.
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Kirjoitetaan ensin kuvan 9.10 vapaakappalekuviota hyvaksi kayttden koyden
momenttitasapainoyhtald pisteen B suhteen®:

B) Ha -hg —Va - L+ Fycosay - (L—by) +++ Fy cosa, - (L —by)
—F]_Sinal'hB—"'—Fnsinan 'hB :O.

Se saadaan helposti muotoon

n
—hg -Ha +L-Vp =Y RI(L-b)cosq; —hgsing]. (9.21)
i-1

b, |
Aaplh |
AT
Wil |
R \
=1
ii—»Hi
F
Vi

Kuva 9.11: Pisteen i vasemman puoleisen kdyden osan vapaakappalekuvio

Kirjoitetaan sitten vuorotellen kdyden vasemman puolen momenttitasapainoyhtalot
pisteiden 1,2,---,n suhteen. Yht&lo pisteen i suhteen on

D Hp -y —Va (b +htane;) + Fcosey - (b +hy tana —by) +---
+F_ycosa_q - (b +hytang; —bj_;) + Fsing -y +--+ F_jcose; -y =0
Se saadaan helposti muotoon
i-1

_hi . HA +(bi +hi tanai)-VA =Z_:FJ[(bI +hi tanai —bj)COSaj _hi SlnaJ] (922)
j=1

“Voiman F, momentti pisteen B suhteen on muodostettu siten, etta Voima F; on
ensin siirretty vaikutussuorallaan pisteen A korkeudelle.
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Yhtélo (9.21) ja yhtal6 (9.22) arvoilla i =1,---,n muodostavat n+1 yhtalog, jossa on
tuntemattomina tuen A tukivoimat H, ja V, sekd pisteiden i vertikaaliasemat
h, i=1---,n sitd asemaa h, lukuunottamatta, joka tunnetaan. N&in muodostunut
yhtéléryhmd voidaan ratkaista.

Kdyden osan i kdysivoiman méarittdmiseksi muodostetaan pisteen i vasemman
puoleisen kdyden osan (vrt. kuva 9.11) vaaka- ja pystysuuntaiset tasapainoyhtélot

— —Hp+Fsingg +--++F_;sing;_; + H; =0
d VA — Flcosal—"'— FiflSinaifl _VI :0

joista saadaan kdysivoimien vaaka ja pystykomponenteille lausekkeet

i-1 i-1
Hi=Ha - > Fjsinaj, V;=Vp-) Fjcosaj, i=1--,n+1. (9.23)
j=1 j=1

Kdyden osien i kdysivoimien suuruudet saadaan lopuksi kaavalla

T, =y HZ +V (9.24)
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Esimerkki 9.5: Kdysi on tuettu pisteistd A ja B ja siihen vaikuttaa kaksi voimaa F
ja F, joiden vaikutussuorat kulkevat pisteen C kautta kuvan mukaisesti. Pisteen 1

korkeusasema tunnetaan. Maéritd pisteen 2 korkeusasema ja kdysivoimat, kun (a)

| : |
A4 A
N ¢
30°\, 66 S
E _/'/. ./A :
2 prg - /'/ :
1 /'/ /' !
-~ ’ : a
F / |
7/ I
/ |
2/ :
AZ
/ N

Ratkaisu:
Nyton: L=a, hg=a, b=b, =a, ¢y =—60°, o, =-30° ja hlzg.

Yhtal6 (9.21) saa muodon

Kun i=1 yhtal6 (9.22) saa muodon
~hHa +@+htanegg)Va =0 = —hHa +(@—+/3h)V, =0 (b)

Kun i =2 yhtal6 (9.22) saa muodon

—hyHa + (a+hytana, )Va = R[(b, + hy tana, —by)cosey — hy sineg ]
1

NG ho)Va = % hoFy ©

= —-hhHp +(a-

Sijoittamalla hy =a/2, yhtaloon (b) saadaan
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Ha = (2—-/3)V4 (d)

ja tdma edelleen yht&l6on (a) saadaan

\/§+1
4

Va = (\/§F1 +F) (e)

Nyt saadaan kaavasta (d)

_V3-1

Ha="

(V3R +Fy). ®

Ratkaisemalla h, yhtalosta (c) saadaan

YRVE

hy=— ~AYS 4
2 R 4+Va +HaV3

)

ja sijoittamalla siihen tulokset (e) ja (f)

h_BBYWER+F)

(h)
4 \B+)R+F
Kdysivoimien vaaka- ja pystykomponenteille saadaan
3-1
Hy = HA:\/; (V3R +Fy)
Vi =Va = \/§4+1(\/§F1 +F)
Hy =Hpa — Fysing =%[(3+ B)F, + (B -DF,]
0]
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Tapaus (a): F=F, =F
Pisteen 2 korkeusasema:

Na

h, = a~0,866a.
2

Kdyden muoto:

2 A
AN C =
_/'/. '/ :
E ,/'/./ A/‘/ :
2 _,// /'/ :
1.7 / : h, =0,866a
v / / |
F ,/ :
/ |
2/ |
! 2
I
=7
F
Kdysivoimat:
Hf% V= 2+2\/§ F, T1=\/H12 +V2 = FyJ2+ /3 ~1,93F
H, = */§2+1|:, V, = */§2+1F, T2=\/H§ +V2 = Fy2+ /3 ~1,93F
Hy = 2+2\@ F .V :%, Ta=\H2 +VZ = Fy2+ /3 ~1,93F

Havaitaan, ettd kdyden nurkat asettuvat a —sdteisen ympyrén kaarelle. Symmetrian
vuoksi myds koysivoima on vakio.
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Tapaus (b): F=F, F, =2F

Pisteen 2 korkeusasema:

hy =%(\/§ +2)a~0,933a

Koyden muoto:

SR o S
_/'/_/l
a _/,/'/ /_/ i
2 1 '//‘/. // :
- / I
- i 7/ | h2 20,9333.
F/ /'/ :
8 |
K4 |
7 I
2/ :
| 7 —
/ =0
2F
Kdysivoimat:

H, ~0,683F, V; = 2,549F, T, =+/H{ +V;* ~ 2,64F
H, ~1,549F, V, ~ 2,049F, T, =/H +V} ~2,57F

Hg ~2,549F, V3 ~0,317F, Ty =+/HZ +VZ ~ 2,57F
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10. VAANTO

10.1 Vaantotehtavan jaottelusta

Jos kuormitus aiheuttaa sauvan poikkileikkaukseen pelkdn sen akselin
suuntaisen momenttiresultantin, vaantémomentin M,, sauva on puhtaan
vaannon rasittama. Useimmiten va&antd kuitenkin esiintyy yhdessa
muiden rasitustilojen, vedon tai puristuksen sekd taivutuksen ja
leikkauksen, kanssa. Vaantdmomentti koostuu poikkipinnan suuntaisista
leikkausjannityksista z,, ja z,,.

Vaannossé sauvan poikkileikkaustasot kiertyvét ns. véantokeskion (VK)
ympdri ja samalla kéyristyvat. Vaantokeskio sijaitsee poikkileikkauksen
symmetria-akselilla, joten kaksoissymmetrisen  poikkileikkauksen
tapauksessa se yhtyy poikkipinnan pintakeskioon. Yleisesti tama ei
kuitenkaan pidd paikkaansa. Erityisesti ohutseindisen avoimen
poikkileikkauksen vaéntokeskit voi sijaita niin kaukana pintakeskiosta,
ettd tdméa ero on otettava huomioon vaantémomentin arvoja laskettaessa.
Tavallisimpien poikkileikkausten véantokeskididen paikat 16ytyvat
mitoituskasikirjoista ja vaantod késittelevisté erikoisteoksista.

Sauvan geometrian ja reunaehtojen mukaan vdadntotehtdvét voidaan

jaoitella usealla tavoin. Tukemistavasta riippuen voi syntyé

e Vvapaa vaanto, jossa sauvan poikkileikkaustasojen kéyristyminen ei
ole estynyt

e estetty vaanto, jossa sauvan poikkileikkaustasojen kayristyminen on
estynyt

Jalkimmaisessd sauvaan syntyy myds sen akselin suuntaisia normaali-

jannityksia. Poikkileikkausmuodon mukaan sauvat voidan jakaa vaanto-

tehtévien kasittelya silmalla pitaen esim.

e umpinaisen tai kotelomaisen poikkileikkauksen omaaviin

o suljetun tai avoimen poikkileikkauksen omaaviin

o paksu- tai ohutseindmaisiin
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10.2 Ympyréapoikkileikkauksen vaanto

Idxl

le—=>l

Kuva 10.1: Ympyrésylinterin va&nnon kinematiikkaa.

Tarkastellaan ympyrésylinterin - muotoisen sauvan vaantdd, jonka
kinematiikkaa on havainnollistettu kuvassa 10.1 Sauvan véaantyessa sen
poikkileikkaustasot kiertyvét sauvan akselin ympéri ja vakioetaisyydella
r akselista olevat materialipinnat liikkuvat toistensa suhteen. Sauvan
keskeissymmetriasta johtuen poikkileikkaustasot eivat talldin kayristy,
vaikka vapaassa véanngssa yleensd ndin tapahtuu. Kun kohdissa x ja
x+dx olevat poikkileikkaustasot kiertyvét toistensa suhteen kulman de,,

sauvan vaantyma madaritellaan kaavalla

d '
‘gzd_f:t:(p[_ (10.1)

Etaisyydelld r sauvan akselista tapahtuu liukuma

y(x) =142 _ e —or, (102)
dx

joka on siis suoraan verrannollinen etdisyyteen r sauvan akselista. Leik-
kauksen Hooken lain ja kaavan (10.2) perusteella saadaan leikkaus-
jannitykselle

T:G}/:Ggr. (103)

Taten myos leikkausjénnitys on suoraan verrannollinen etdisyyteen r
poikkipinnan keskipisteesté (kuva 10.2).
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Kuva 10.2: Ympyrapoikkileikkauksen leikkausjannitys ja vaanto-
momentti.

Vaantomomentti M, on leikkausjénnityksen momenttiresultantti, joten
sille saadaan

M, = j rrdA. (10.4)
A

Kun t&han sijoitetaan 7:n lauseke (10.3) saadaan edelleen

M, =G@ j r2dA, (10.5)
A
eli
M, =Gl @, (10.6)
missa
D/2 D/2 D/2 4
|, = [rda= [ r*-2mrdr =27 [ rPdr=27'| r =22 (10.7)
A ! 5 0 32

ja D on poikkileikauksen halkaisija. Nain saatiin ympyréapoikki-
leikkauksisen sauvan vaantdmomentin ja vadntyman yhteys muotoon

M,=Clf < 9=ﬂ, (10.8)
Gl,
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missa I, on ympyrépoikkileikkauksisen sauvan vaéntéjayhyysmomentti
jasille saatiin lauseke

B zD*

| .
32

(10.9)

Tuloa Gl, kutsutaan sauvan vaantéjaykkyydeksi. Leikkausjannitykselle
saadaan nyt kaavojen (10.2), (10.3) ja (10.8) perusteella kaava

T=%r. (10.10)
t

Leikkausjannityksen suurin arvo saadaan sauvan pinnalla r=D/2

_M.D

o =T (10.11)
t

ja se voidaan esittdd muodossa

Toax = % (10.12)
t

missd W, on ympyrépoikkileikkauksen vaantovastus, jolla siis on
lauseke

I, zD?

L , 10.13
' DJ/2 16 ( )
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10.3 Ympyréarengaspoikkileikkauksen vaanto

Kuva 10.3: Ympyrarengaspoikkipinnan leikkausjénnitys ja vaanto-
momentti.

Tarkastellaan ~ sauvaa, jolla on kuvan  10.3  mukainen
ympyrarengaspoikki-leikkaus. Leikkausjannitykselle r saadaan t&ssékin
tapauksessa lauseke (10.3) ja véantémomentin ja vaéntymén yhteys saa
muodon (10.8), missa vaantojayhyysmomentille saadaan nyt

DI2 DI2 /2 4 44
It=J'r2dA= .f r2-2;rrdr:2;zJ' ridr =27 | r3=M (10.14)
A dr2 dr2 /2 32
eli siis
4_ 4
=70 —d) (10.15)
32

Leikkausjénnitykselle saadaan kaava (10.10) ja sen suurin arvo (10.11)
on sauvan pinnalla r=D/2 ja se voidaan esittdd muodossa

T = —o (10.16)

missa W, on ympyrarengaspoikkileikkauksen v&éntdvastus, jolla siis on
lauseke
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_ I _=(D*-d%
' DJ2 16D

(10.17)

Huomautus: Ympyra- ja ympyrarengaspoikkileikkauksen vaanto-
jayhyysmomentti on kaavojen (10.7) ja (10.14) perusteella yhta suuri
kuin kyseisten poikkileikkausten polaarinen jayhyysmomentti

I, =[r’dA
A

Tama yhtasuuruus ei kuitenkaan pade muuntyyppisille poikkileikkauk-
sille.
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10.4 Mielivaltaisen poikkileikkauksen vapaa vaanto

10.41 Siirtyméaotaksuma ja kayristymisfunktio

Yleisessa tapauksessa vaannetyn sauvan poikkileikkaus ei pysy tasona,
vaan kayristyy. Tdmé& merkitsee sité, ettd sauvan yleinen piste (x,y,z) saa
x-akselin suuntaisen siirtymén u, joka vaihtelee myés koordinaattien y ja
z funktiona. Sille otaksutaan esitys

u(x,y,2) =0y (y,2).| (10.18)
missa
0(x) = ¢{(X) (10.19)

on vaintyma ja funktiota w(y,z) kutsutaan kayristymisfunktioksi.
Edelleen otaksutaan, ettd sauvan poikkileikkaus (tai itse asiassa sen
projektio y,z-tasolla) kiertyy véantdkeskion ympéri kuin jaykka levy.
Té&lloin yleisen pisteen (x,y,z) siirtymille v ja w saadaan

‘V(X,y,2)=—§0t(X)Z, W(X,y,Z)=(0t(X)y.‘ (1020)

Kaavojen (10.18) ja (10.20) mukaisen siirtymdotaksuman vaéannetylle
sau-valle on ensimmaéisena esittanyt De Saint Venant vuonna 1856, ja sen
vuoksi seuraavassa esitettdvad vapaan vaannon teoriaa kutsutaan Saint
Venant’in vaantoteoriaksi.

10.42 Liukumat ja leikkausjannitykset

Sijoittamalla siirtymien lausekkeet (10.18) ja (10.20) kiinte&n aineen
mekaniikan liukumien y, ja y, siirtymien avulla ilmaistuihin

lausekkeisiin saadaan

ou av:ga_‘/’_(ot'zze(a_‘”_z),

Ty Ty oy
o ow o - (10.21)
u v v
=—+—=0—+py=0(—+
Ve = o 05 TRy (82 y)
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Sijoittamalla ne venymén &, lausekkeeseen saadaan vastaavasti

e, =—=0y.
“ ox 4

Vastaava sijoitus muiden muodonmuutoskomponenttien lausekkeisiin
antaa tuloksiksi ¢, =0, ¢, =0 ja y,=0. Nahdaan siis, etta puhtaassa

vaanndssa esiintyy vain liukumat y,, ja y,, seka venyma ¢, . Leikkauk-
sen Hooken lain perusteella saadaan leikkausjannityksille z,, ja z,,

7, =Gy, :Ga(%‘”— 7), 7,=Gy, :Ga(aa—‘;% )l (10.22)

Tarkastellaan nyt sauvan osaa, jolla ei ole ulkoista vaantavaa jakautunut-
ta momenttia m, eikd myOsk&dn véantdvia pistemomentteja. Talldin
sauva-alkion tasapainoyhtélé on M; =0, vaantyman derivaatalle saadaan

0 =M//GIl, =0 ja aksiaaliselle venymélle saadaan &, =0. Koska tassa
tapauksessa kaikki venymat ja liukuma y,, ovat nollia, ovat myos

(Hooken lain perusteella) kaikki normaalijannitykset sekd leikkaus-
jannitys 7z, nollia, ts. o,=0,=0,=7,=0. Ainoat nollasta eroavat

janityskomponentit ovat siis kaavan (10.22) leikkausjannityset.

Vapaassa vaannossa otaksutaan siinékin tapauksessa, ettd sauvalla on
ulkoista vaantavaa kuormitusta, ettd &, =0, jolloin ainoat nollasta

eroavat janityskomponentit ovat kaavan (10.22) leikkausjannityset.
Paadyttiin siis siihen, ettd ainoat nollasta eroavat jannityskomponentit
puhtaassa vaannossa ovat leikkausjannitykset 7z, ja r,,. Niita kutsutaa

usien myds vaantojannityksiksi. Ne voidaan haluttaessa esittdd vaanto-
jannitysvektorina (kuva 10.4)

t=7rj+7K, (10.23)
Xy xz

jasen itseisarvoa

T :|1:|:,/rfy +72 (10.24)

voidaan kutsua resultoivaksi vaantojannitykseksi.
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Kuva 10.4: Poikkileikkauksen vaantdjannitykset.

10.43 Leikkausjannitysten tasapainoyhtald

Kuvan 10.5 mukaisen sauvasta irroitetun alkion x akselin suuntaiseksi
tasa-painoehdoksi saadaan

5
™ dy)dxdz - 7, dxdlz + (z,, +
oy

or,,
oz

(ry + dz)dxdy —7,,dxdy =0. (10.25)

josta saadaan edelleen

0
(% + %)dxdydz -0, (10.26)
Z

Né&in saimme vaannetyn sauvan leikkausjannitysten tasapainoyhtalon

0
oy | 0% _ 0, alueessa A. (10.27)
oy oz
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y dz
7, |
Y\ |
T
|
dy| 3 | ° |
y |

! Tx
N N
dx

Kuva 10.5: Véantéjannitysten tasapainoyhtalon johtaminen.

10.44 Liukumien yhteensopivuusyhtalo

Muodostetaan seuraava liukumien derivaattojen erotus

07y _Orn
oz oy
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ja sijoitetaan siihen kéyristymisfunktion avulla ilmaistut liukumat
(10.21), jolloin saadaan

0
7><y _ 87/><z — 9( a W 62 ay =-20. (1028)
oz oy oyoz 5}’52 Gy

eli

0

Dy _ -20, alueessa A. (10.29)
0z oy

Tatd yhtdlod voidaan kutsua liukumien yhteensopivuusyhtaloksi.
Hooken lain perusteella se voidaan lausua leikkausjannitysten avulla
muodossa

0
Ity 0T =-2G0O, alueessa A. (10.30)

oz oy

10.45 Vaantojannitysfunktio

Otetaan kayttédn ns. vaantdjannitysfunktio ¢(y,z), jonka avulla
leikkausjénnitykset sadaan kaavoista

Ty =%, T, = —%. (10.31)
oz oy

Sijoittamalla leikkausjannitykset (10.31) tasapainoyhtdl6én(10.27),
nahdéédn sen toteutuvan. Vaantdjannitysfunktion avulla lausutut
leikkausjannitykset toteuttavat siis automaattisesti tasapainoyhtalon.
Vaéntojannitysfunktiolla on seuraavat ominaisuudet:

o Vaantojannitysfunktion tasa-arvokayrat yhtyvét resultoivan véanto-
jannityksen suuntaan.

o Resultoiva vaantojannitys on yhté suuri kuin vaantdjannitysfunktion
gradientin itseisarvo.
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Jos siis vaantéjannitysfunktio esitetddn tasa-arvokéyrind (ikdan Kkuin
korkeuskéyrind) voimme péételld seuraavaa. Tasa-arvokayrien suunta
ilmaisee resultoivan véantdjannityksen suunnan ja mitd tihedmmassé
tasa-arvokayrid on jossain poikkipinnan kohdassa, sitd suurempi on
vaantojannitys.

Todistetaan edelld mainitut vaantojannitysfunktion ominaisuudet:

Vaéntojannitysvektorille t saadaan

T=1,)+7, k—a{[j %k (10.32)
oz oy

ja vaantojannitysfunktion gradientti on

V- a¢ 2—fk. (10.33)

Edellisten pistetuloksi saadaan

000p_0959_ (10.34)

TeVo=
ozoy oy oz

Resultoiva vaantojannitys siis kohtisuorassa jannitysfunktion gradienttia
vastaan ja sen tasa-arvokadyran suuntainen.

Resultoivalle vaantojannitykselle saadaan

S /(af) 64”) ~|[v|. (10.35)

Se on siis vaantdjannitysfunktion gradientin itseisarvon suuruinen.

10.46 Vaantojannitysfunktion differentiaaliyhtalo ja reunaehto

Sijoittamalla leikkausjannitykset (10.31) yhteensopivuusyhtélé6n (10.30)
saadaan

2 2
% + % =-2G6#, alueessa A. (10.36)
z
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Tama on vaantojannitysfunktion differentiaaliyhtald.

Tarkastellaan poikkipinnan reunaa. Olkoon reunan yksikénormaali-
vektori n=n j+nk. Reunaa vastaan kohtisuoralle leikkausjannitys-

komponentille z,, saadaan

dz ¢ dy ¢

ds oz ds oy
—~ =

fa=net=n 7,4 =P 0002 09 (10.37)

dyds ozds os’

Kaavassa (10.37)  k&ytettiin  reunan  yksikkdnormaalivektorin
komponettien lausekkeita

n_dz n_d_y

R (10.38)

Kuva 10.6: Reunan yksikkénormaalin komponentit.

jotka voidaan néhda oikeaksi kuvan 10.6 perusteella. Koska poikkipinnan
reuna on jannityksetén, on reunapinnan leikkausjannitys 7, =0.

Kiintedn aineen momenttitasapainoyhtalén z, =z, perusteella taytyy
siis my0ds poikkipinnan leikkausjénnityksen r,, poikkipinnan reunalla
hévitd. Nain saadaan yhtélo

T,y = % =0, (10.39)
oS

josta seuraa, ettad jannitysfunktion tulee reunaviivalla olla vakio. Taman
vakion arvolla ei ole fysilaalisen probleeman kannalta merkitystd, joten
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sen arvoksi voidaan ottaa nolla, joten vaantojannitysfunktiolle saadaan
yksinkertainen reunaehto

[#=0, reunallas| (10.40)

Osittaisdifferentiaaliyhtalé (10.36) ja reunaehto (10.40) muodostavat
reuna-arvoprobleeman  jannitysfunktion  ¢(y,z)  madarittdmiseksi.
Yleensd sille ei ldydy analyyttista ratkaisua, mutta nykyaikaisia
numeerisia laskenta-menetelmid (esim. elementtimenetelmé&d) kayttaen
voidaan aina 10ytaa riittdvan tarkka likiratkaisu. Kun ratkaisu tunnetaan,
voidaan tulosta havainnollistaa tasa-arvokayrin. Kun jannitysfunktion
#(y,z) on tunnettu voidaan myds leikkausjannityskomponentit z, (y,z)

ja 7,(y,z) maéarit-tdd kaavoihin (10.31) perustuen. Tulosta voidaan

jalleen  havainnollistaa  méaérittdamalla  esimerkiksi  resultoivan
leikkausjannityksen tasa-arvokayria tms.

10.47 Vaantomomentti ja vaantdjayhyysmomentti

dM, =r7,dA-y -7, dA-z
= (7Y —7,2)dA

y

Kuva 10.7: Va&ntémomentin méaarittely.

Vaantomomentille saadaan kuvan 10.7 perusteella lauseke

M, =[(z,y -7, 2)dA. (10.41)
A
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Sijoittamalla tahan jannitysfunktion avulla lausutut leikkausjannitykset
(10.31) saadaan

_[%2, 9
M, _{(ay v+ 2)dA. (10.42)

Tama lauseke voidaan saattaa muotoon (johto sivuutetaan tassd)

M, =2 gdA (10.43)

Kéyttamalld vield hyvéksi véantdmomentin ja vaantyman yhteyttd
M, = Gl,0 saadaan vaantdjayhyysmomentille tulos

2
i { gdA. (10.44)

Kun véantéjannitysfunktio ¢(y,z) on saatu differentiaaliyhtalon (10.36)
ja reunaehdon (10.40) muodostaman reuna-arvoprobleeman ratkaisuna,
saadaan poikkipinnan vaantdjayhyysmomentti kaavasta (10.44).
Pintaintegraali lausekkeissa (10.43) ja (10.44) on yksinkertaisesti
vaantdjannitysfunktion ja poikkipinnan (y,z-tason) vélinen tilavuus.
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10.5 Suorakaidepoikkipinnan vaanto

Suorakaidepoikkipinnan vaantotehtdvd voidaan ratkaista kohdassa 10.4
esitetyin perustein kayttden esimerkiksi Fourier-sajakehitelmiin perustu-
vaa menettelya. Kuvassa 10.8 on kuvattu leikkausjannitysten z, ja r,,

jakautumista poikkipinnan reunoilla.

p 0O

y T
Kuva 10.8: Véantojannitykset suorakaidepoikkipinnan reunoilla.

Poikkileikkauksen suurin leikkausjannistys z,, Vvaikuttaa pidempien

sivujen keskipisteissd A. Seuraavien kaavojen sekd taulukon 10.1 avulla
voidaan maérittdd suorakaidepoikkipinnan véantGjayhyysmomentti |,

véantovastus W,, maksimi leikkausjénnitys z,,, seka leikkausjannitys z,
lyhyemmaén sivun keskipisteissa B sivusuhteen b/c (>1) funktiona.

I, =abc®, W, =pbc’,
M, (10.45)
z-max:TA:W’ Tg =NTp = NTax

Taulukko 10.1: Suorakaidepoikkipinnan vaanto.

C 1 15 2 2,5 3 4 6 8 10 o0

0,141] 0,196 | 0,229 | 0,249 | 0,263 | 0,281 | 0,299 | 0,307 | 0,313 | 1/3

0,208 | 0,231 | 0,246 | 0,258 | 0,267 | 0,282 | 0,299 | 0,307 | 0,311 | 1/3

SRS

1,000 | 0,859 | 0,795 | 0,766 | 0,753 | 0,745 | 0,743 | 0,742 | 0,742 | 0,742
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10.6 Avoimen ohuen profiilin vaanto

=
<

y

Kuva 10.9: Kapean suorakaidepoikkipinnan vaanto.

10.61 Kapea suorakaidepoikkipinta

Tarkastellaan aluksi kuvan 10.9 kapeaa suorakaidepoikkipintaa.

Voidaan otaksua, ettd kaikkialla paitsi poikkipinnan

paissa

vaantojannitysfunktiolle on likimain voimassa ¢~ ¢(z). Tdmén vuoksi
vaantojannitysfunktion differentiaaliyhtalén (10.36) vasen puoli voidaan

kirjoittaa muotoon

2

(o))
ASS

¢

2

AN
o

~

+

82
2

2 oz dz

2
®

ja yhtélosté tulee tavallinen differentiaaliyhtald

¢ 99 _ 260,
dz?
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Sen yleinen ratkaisu sadaan seuraavasti

d—¢——266’ = (;—¢:—ZG6’Z+C1 = ¢=-GOz*+Cz+C,.
z z

Reunaehdot ovat ¢(—c/2) =0 ja ¢(+c/2) =0, ja niista seuraa

c c? c
¢(—E)E—GQI—C1§+C2:0, C1:0|
2 C2
c c c C, :69—4 .

+-)=-G—+C,—-+C,=0
#( 2) AL TR
Vaantojannitysfunktiolle saadaan néin tulos
CZ
=GO(=-17°).
$=GOC,~7')

Vaantdjayhyysmomentille saadaan

cl/2

2
=— dA— GH——Z bdz =2b —z——
GH{«,» 3 j (-7 |( )
ja lopuksi
Itzlbc3.
3

Véantojannityksille saadaan

TXY a Xy

%9 _ 2662, * :—%zo,

joten suurin jannitys on

r = 2G¢9%=G¢90 =g

Né&in voimme Kirjoittaa

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot

(10.48)

(10.49)

(10.50)

(10.51)

(10.52)

(10.53)
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Mt
r o =—t 10.55
= (10.55)
missa vaantdvastus on
b1,
W, =—L==hc". (10.56)
c 3

10.62 Ohutseinéinen avoin poikkipinta

Tarkastellaan aluksi kuvan 10.10 ohutseinésta avointa poikkipintaa, jonka
seindman paksuus t on vakio. Jos t on sek& poikkipinnan pituuteen s ettd
sen keskiviivan kaarevuussateeseen ndhden pieni, voidaan poikkipinnan
vaantdjayhyysmomentin ja vaantovastuksen maéarittdmisessa soveltaa
kapean suorakaidepoikkipinnan kaavoja (10.52) ja (10.56).

t 7 S

\
\

Kuva 10.10: Ohutseindinen avoin poikkipinta, jonka paksuus on vakio.

Poikkipinnan vaantojayhyysmomentille ja vaantovastukselle saadaan néin
tulokset

I, =%St3 (10.57)

ja

=
I

=%st2. (10.58)

|
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Kuva 10.11: Ohutseindinen avoin poikkipinta, jonka paksuus on paloit-
tain vakio.

Myds avoimille ohuille poikkipinnoille, joiden paksuus vaihtelee voidaan
johtaa vaantdmomentin ja vaantdvastuksen lausekkeita. Téssa rajoitutaan
poikkipintohin, joiden paksuus on paloittain vakio. Kuvassa 10.11 on
esitetty tyypillinen poikkileikkaus. Tarkasteluissa jatetd&n luonnollisesti
nurkkah&iriot huomioon ottamatta. Koska vaantdjayhyysmomentti on
suoraan verrannollinen véantojannitysfunktion ja poikkipinnan véliseen
tilavuuteen, voidaan tdma tilavuus maérittda kullekin poikipinnan vakio-
paksuiselle osalle erikseen ja laskea ndin saadut tilavuudet yhteen. Téstéd
seuraa ettd, poikkipinnan vaantojadyhyysmomentti saadaan suoraan
summaamalla sen vakiopaksuisten osien véaantdjayhyysmomentit. N&in
vaantdjayhyysmomentille saadaan kaava

I :%Zsitf. (10.59)

Jos ajatellaan y,z-koordinaatisto asetetuksi tarkasteltavaan poikkipinnan
osaan i siten, ettd y-akseli yhtyy osan keskiviivaan, on leikkausjannityk-
sella lauseke (10.53). Leikkausjannitys osan i reunoilla on nyt

7 (i%) - 12@9% - :%ti . (10.60)
t

Né&hdaan siis, ettd osan i suurin leikkausjannitys on suoraan verran-
nollinen osan paksuuteen t,. N&in koko poikkipinnan suurin leikkaus-

jannitys esiintyy sen poikkipinnan osan reunalla, jonka paksuus on suurin
jaseon
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(10.62)

280

10.7 Ohutseinaisen suljetun profiilin vaanto

B

|
!<—>:P' (q+ g—qu)dx
S

dx

Kuva 10.12: Leikkausvuo ohutseindiselld suljetulla poikkipinnalla.

Tarkastellaan kuvan 10.12 puhtaan véannon alaista sauvaa, jolla on
ohutseindinen suljettu poikkipinta. Poikkileikkauspinnalla vaikuttavaa sen
keskiviivan suuntaista leikkausvoimaa pituutta kohti merkitaan
symbolilla g ja kutsutaan leikkausvuoksi. Vastaava keskiviivan

suuntainen keskimadrainen leikkausjannitys on titen 7 =q/t.

Sauvasta irroitetun harmaan differentiaalisen suorakaiteen x-akselin
suuntainen tasapainoehto on

—qdx+ (g + j—?ds)dx =0, (10.63)
Siitd seuraa
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dg =0 (10.64)
ds

Tamaé tulos merkitsee sitd, ettd leikkausvuolle patee

(1065)

Kuvan 10.12 perusteella saadaan poikkipinnan pieneen osaan vaikuttavan
voiman qds osuudeksi vaantomomentista

dM, =qds-h=2qdA. (10.66)

Téssa kaytettiin hyvéksi kuvasta 10.13 ndkyvad yhteyttd ds-h=2dA.
Vaantomomentiksi tulee ndin

M, :432qu= 2ngdA: 20A, (10.67)

missd A on profiilin keskiviivan rajaaman alueen pinta-ala (vrt. kuva
10.13). Ndin saadaan poikkileikkauksen leikkausvuolle kaava

Tt 10.68
a=-x ( )

Kuva 10.13: Vaantdmomentin laskeminen.
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ja keskiméaraiselle leikkausjannitykselle 7 =q/t kaava

7-4 M (10.69)
i 2At

Tatd kaavaa kutsutaan kehittdjansd mukaan Bredt’in ensimmaiseksi
kaavaksi.

Koska keskimadrdinen leikkausjannitys on ké&antden verrannollinen
profiilin paksuuteen, on sen suurin arvo poikkipinnan ohuimmassa
kohdassa ja sille saadaan

I
_ M 10.70
Fmac =5 AL (10.70)

min

Poikkileikkauksen vaantovastukselle saadaan nain tulos

co7

Kuva 10.14: Ohutseindisen suljetun profiilin kinematiikkaa.

Koska vaénnetyn sauvan poikkipinta kiertyy véantokeskion ympéri kuin
jaykka kappale, saadaan kuvan 10.14 sddettd r vastaan kohtisuoralle
siirty-malle

u, =re,. (10.72)

Profiilin keskiviivan suuntaiselle siirtymélle saadaan
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U, =Uu, cos f=rg,cosf =hg,. (10.73)

Liukumalle y =y, saadaan

ou, ou
—y =2s 7 10.74
V=Vs =5t o ( )
Ratkaisemalla tasta ou/os saadaan
M_, N7 192 T g, (10.75)

s T G dx G
Téssa kéytettiin hyvaksi leikkauksen Hooken lakia ja kaavaa (10.1).

Koska profiili on suljettu, tdytyy siirtyman u(s) olla jatkuva. Tama

merkitsee sitd, ettd siirtymalla poikkipinnan keskiviivan tietysta pisteesta
A tulee olla yksikésitteinen arvo. Lahtien pisteestd A saamme yleisen
pisteen s siirtymélle

u(s)zuA+Idu=uA+Ii—:ds=uA+I(g—h9)ds

. (10.76)
—u, + SJ;(%— he)ds
Pisteen A siirtymalle saamme tést4 kaavasta
U, =u(s,)=u, +<ﬁ(%—h9)ds, (10.77)

missd integrointi tapahtuu profiilin keskiviivan ympéri. Yhtalosta (10.77)
seuraa

CJB(%—hH)ds:O - q')%ds:ecjf)hds - %95%:2% (10.78)

Tassa kaytettiin  hyvéksi kaavan (10.65) tulosta, jonka mukaan
leikkausvuo  on vakio ja voidaan ottaa integraalin ulkopuolelle, seka
yhteyttd hds = 2dA. Leikkausvuolle saadaan nyt
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_ 2GOA

& (10.79)
t
Sijoittamalla tdmé& vaantdmomentin yhtaléon (10.67) saadaan
2
M, :2qA:%. (10.80)

t

Tatd kaavaa kutsutaan Bredt’in toiseksi kaavaksi. Kayttden hyvaksi
vaantdmomentin ja vaantyman yhteyttd M, =Gl,0 saadaan véantojay-
hyysmomentille lopulta tulos

4A?
It =T.
t

(10.81)

Jos poikkipinta muodostuu tasapaksuista osista kaavan, viivaintegraali
saa muodon

S[;%:Z:_j, (10.82)
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10.8 Sauvan vaantokulman maarittaminen

Tarkastellaan  véannettyd sauvaa tai sauvarakenteen osasauvaa
staattisesti maaratyssa tehtévassd, jossa sauvan vaadntdmomentti
M,(x) on maédritettavissd statiikan keinoin etukéteen. Se siis on

tehtdvassdmme tunnettu. Talléin myds sauvan vééntymé 6(x) voidaan
laskea kaavasta

p=M_ (10.83)
Gl,

10.81 Sauvan vaantokulma muutos

Sauvan tai sauvan osan AB vaantdékulman muutos on sauvan paiden
vaantokulmien erotus eli

A =Pg = Pia- (10.84)

Integroimalla vaantyméan lauseke (10.1) vélin AB yli saadaan
vaantokumien erotukselle

j @l(X)dx = j (X)X = g — @, = j A(x)dx. (10.84)
Nain saamme sauvan tai sen osan AB vaantdkulman muutokselle
lausekkeen

Ap, =P — 0 = [ O(X)X. (10.85)

Jos sauvan véaantyma @& =vakio, kuten kuormittamattomalla sauvan
osalla, saadaan

A, =0L. (10.86)
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10.82 Sauvan vaantokulma

Kaavasta (10.1) ja seuraa sauvan vaantokulmalle ¢,(x) differentiaali-
yhtélo

9(x) =0(x), (10.87)
jonka ratkaisu on muotoa

¢,(x) = [0(x)dx+C, (10.88)

missé C on integrointivakio, joka maaraytyy vaantokulmalle asetettavasta
reunaehdosta. Ratkaisu voidaan myos esittad esimerkiksi muodossa

2,00 =00+ [0(0x, (10.89)

missé ¢, (0) on vaantokulman arvo pisteessd x =0.

10.83 Vaannetyn sauvan vaantokulman differentiaaliyhtalo

Kéyttamalld vaantyman ja vaantokulman vyhteyttd (10.1) sekd
lineaarisesti kimmoisen sauvan véantémomentin ja vaantymén yhteytta
(10.8) saadaan akselin suhteen muodostettu momenttitasapainoyhtéld
(1.15) lausutuksi vaantokulman avulla. Tulos on

Glg) =-m eli (;j—x(Glt% ——m. (10.90)

Tamé on véannetyn sauvan vaantokulman differentiaaliyhtéld. Jos
kyseessé on tasajaykké sauva (Gl, = vakio), yhtélo (10.90) saa hieman

yksinkertaisemman muodon

m
ol =——r. 10.91
‘Gl ( )

Yhtélo (10.90) on toisen kertaluvun differentiaaliyhtal®, joka on helppo
ratkaista. Ratkaisuun tulee kaksi integrointivakiota, jotka méaaréytyvat
vaantokulmalle tai vaantokulman avulla ilmaistulle véantémomentille
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M, =Gl.¢ (10.92)
asetettavista reunaehdoista.

Véaannetty sauva voidaan ratkaista vaantokulman differentiaaliyhtaloa
(10.90) kayttden oli probleema staattisesti maaratty tai staattisesti
méaaraaméaton. Kun vaéntdkulma ¢,(x) on ensin ratkaistu, saadaan

kaavan  (10.92) avulla véantdmomentti M, (x) ja  lopuksi

vaantojannitykset tdman luvun alussa esitettyja menettelytapoja
soveltaen.
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Esimerkki 10.1: Oheinen putki on tehty pronssista, jonka liukumoduuli
on 38GPa, ja sillda on suorakaiteen muotoinen poikkileikkaus. Siihen
vaikuttaa kaksi vd&ntdvdd momenttia. Maaritd keskim@drdinen
leikkausjannitys putken pisteissa P ja Q. Maaritd myos véaantokulman
arvo paéssé C, kun putki on kiinnitetty paésta A.

Q \LSmm
A Q 25Nm T
WA %Ff____ii- _____ 60Nm A 5mm
T C >«
N L5m B osm _~  gomm| Mp
| 40mm |
Vaantomomentti valilla AB:
25Nm
____________ 60Nm
M e
B C
<«— Mg +25Nm-60Nm=0 = M,;=35Nm
Vaantdmomentti vélilla BC:
60Nm
Mth @_’»
C
<« My —60Nm=0 = My . =50Nm
Profiilin keskiviivan sisdpuolelle ja&van
pinnan ala: 57mm
A=35mm-57mm =1995mm?
Leikkausvuo: | 35mm,,
3
:ﬂ:—SS 10 Nmn21 :8,772ﬁ
2A  2-1995mm mm
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Keskimaéarainen leikkausjannitys pisteissé P ja Q:

7 -9 _8772NIMM _, 7eMpa
t Smm

z, _a_ 8,772N/mm ~2,92MPa
t 3mm _

Véaantdjayhyysmomentti:
¢$:zi=2-z+2-§=46,1333
t t, 5 3

2 2\2
I - ;’35 _4 (Zigfg;‘ )" _3,4509-10°mm’
T ’

Véaantokulman muutokset véleilla AB ja BC:

M 35N -10°mm-1,5-10°mm
AQpg =Opglps = GtIAB Las = N =0,00400
t 38-10° ~+3,4509-10°mm*
mm
3 3
Apge = OncLye = M gc Ly = 60N 11(\)| mm-0,5-10°mm —0,00229
Gl, 38.10°—-3,4509-10°mm*

mm

Véaantokulma pisteessa C:

D = AQs + Agge =0,00400 +0,00229 = 6,29 -10°rad
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10.9 Taivutuksen ja vaannon yhteisvaikutus

10.91 Johdanto

Sauvarakenteisiin kohdistuvat kuormat ovat yleensé sellaisia, ettd niistd aiheutuu sek&
vetoa/puristusta ja taivutusta ettd v&antdd. Puhtaan va&nndn alaiset rakenteet ovat,
erityisesti rakennustekniikassa, harvinaisia. Yleisessa tapauksessa edessamme on siten
tilanne, jossa poikkileikkaukseen vaikuttavat normaalivoima N, taivutusmomentit M, ja

M,, vaantomomentti M, seka leikkausvoimat Q =M; ja Q,=M/. Periaatteessa

yhdistetyn vedon/puristuksen sek& taivutuksen osuus poikkileikkauksen jannityksiin
voidaan méaéritta erikseen kadyttden luvussa 5 esitettyjd periaatteita. Vastaavasti vaadnnon
osuus poikkileikkauksen jannityksiin voidaan arvioida téssé luvussa esitetyilla keinoilla.
Rakenteeseen  kohdistuvasta  kuormituksesta sen  poikkileikkauksiin  syntyvén
vaantdmomentin M, maarittdminen ei kuitenkaan onnistu, ellei vaantokeskitn V ja sen

maadritteleman vaantokeskitakselin asemaa tunneta.
10.92 Vaantokeskion kasite ja merkitys

(a) Translaatio

(c) Kokonaissiirtyma

(b) Rotaatio vaantokeskion ympari

Kuva 10.15: Taivutetun ja véannetyn poikkileikkauksen kinematiikkaa
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Kuvassa 10.15 on esitetty, kuinka taivutetun ja vaannetyn palkin poikkileikkaus siirtyy.
Puhtaassa taivutuksessa (kuva 10.15 (a)) poikkileikkauksen jokainen piste saa samat
poikittaiset siirtymét vja w eik& se kierry, eli liike on translaatio. Puhtaassa va&dnndssa
(kuva 10.15 (b)) poikkileikkaus kiertyy jaykkéana kappaleena vaantékulman ¢, suuruisen
kiertymén vaantokeskion V ympdéri eikd vaantokeskit siirry, eli poikkileikkaus saa
rotaation vaantokeskion suhteen. Yhdistetyssé taivutuksessa ja vaanndssa (kuva 10.15 (c))
poikkileikkaus saa seké translaation ettd rotaation. Poikkileikkauksen siirtymétila siis
maaraytyy vaantokeskion taipumien v, w ja vaantokulman ¢, avulla.

(a) Jakautuneet kuormat (b) Pistekuormat

mx) VO Mx) VO
C
a QI—’QZ “s PI—>PZ
qa Py

Kuva 10.16: VVéaannetyn ja taivutetun palkin kuormitus

Kuvassa 10.16 (a) on esitetty, palkkiin kohdistuva sen pituutta kohti jakautunut kuormitus.
Pitkittéisen jakautuneen kuorman g, (x) otaksutan kuvan 10.16 (a) mukaisesti vaikuttavan

pintakeskidakselilla C ja jakautuneen poikittaisen kuorman q,(x) ja q,(x) otaksutaan

vaikuttavan akselilla Q. Liséksi palkkiin voi kohdistua jakautunut voimaparikuorma
m, (x). Kuvassa 10.16 (b) on esitetty, palkkin tiettyyn poikkileikkaukseen kohdistuvat

pistekuormat. Pitkittdisen pistekuorman P, otaksutaan kuvan 10.16 (b) mukaisesti
vaikuttavan poikkileikkauksen pintakeskigssa C ja poikittaisten pistekuormien P, ja P,

otaksutaan vaikuttavan pisteessd P. Lisdksi poikkileikkaukseen voi kohdistua jakautunut
pisteméinen voimaparikuorma M,.

Jos palkin poikittaiset jakautuneet voimat g, (x), d,(x) ja momentti m, (x) redusoidaan
vaantokeskioakselille V, syntyy kuvan 10.17 (a) voimasysteemi, jossa voimat g, (x) ja
g,(x) vaikuttavat vaantokeskioakselilla ja sen ympéri vaéntava jakautunut momentti on

me=m, +0,(zo —2,) =, (Yo — Yv)- (10.93)

Jos poikkileikkauksen pistevoimat P,, P, ja voimapari M, redusoidaan vaantokeskiéon
V, syntyy kuvan 10.17 (b) voimasysteemi, jossa voimat P, ja P, vaikuttavat
vaantokeskiodakselilla ja sen ympéri vaantdva momentti on

M, =M, +P,(z, -2,) = P,(Y, - V). (10.94)
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(a) Véantokeskidakselille redusoidut (b) Vaantokeskidakselille redusoidut
jakautuneet kuormat pistekuormat
m, M,
V?_> qz Iy y VI§_>PZ I
QT Yv Yo — Y
C%?x Qo v CO\ yP, e
qy X y
1 =l
,-12, Z, -1,

Kuva 10.17: Véaannetyn ja taivutetun palkin poikittaisen kuormituksen redusointi

Jos palkin kuormitus muodostuu akselilla vaikuttavasta pitkittaisesta jakautuneen
kuormasta g, (x)ja vaantokeskidakselilla vaikuttavista poikittaista kuormista g (x) ja
q,(x) seka pintakeskitssa vaikuttavista pitkittaisista pistekuormista P, ja vaéntokeskiosta
vaikuttavista poikittaisista kuormista P, ja P,, palkin akseli saa aksiaalisen siirtyman u(x)
ja poikkileikkaukset saavat poikittaisen siirtyman, jonka komponentit ovat taipumat v(x)
ja w(x). Palkin poikkileikkaukset saavat siis kuvan 10.15 (a) poikittaisen translaation,
mutta eivat kierry.  Tastd kuormituksesta aiheutuu edelleen jannitysresultantit N(x),
M, (x) ja M,(x) seka Q,(x)=M;(x) ja Q,(X)=M,(x), mutta ei vaantomomenttia
M, (X).

Jos palkin kuormitus muodostuu pelkéstd jakautuneesta vadntdvéastd momentista m, (x)
sekd pistemomenteista M, sen poikkileikkaukset saavat kiertyman ¢, (x) eli palkki

kiertyy véaantokeskivakselin ympdri. Palkin poikkileikkaukset saavat siis kuvan 10.15 (b)
rotaation, mutta pintakeskitakseli ei veny eikd vaantokeskidakseli taivu. Tasta
kuormituksesta aiheutuu pelkka vaantdmomentti M, (X) .

Jos palkin kuormitus muodostuu kaikista kuvassa 10.17 esitetyistd kuormista, sen akseli
saa siirtymén u(x), vaantokeskio saa taipumat v(x) ja w(x) seké poikkileikkaukset saavat

kiertyman ¢,(x). Palkin poikkileikkaukset siis siirtyvét kuvan 10.15 (c) mukaisesti. Tasté
kuormituksesta ~ aiheutuvat ~kaikki jannitysresultantit  N(x), M (x), M, (x),
Q,x)=M(x), Q(X)=M/(x) ja M/(x). Talldin on kysymyksessa yhdistetty
veto/puristus, taivutus ja vaantd. Nain kuormitettu palkki voidaan edelld esitetyn
perusteella ratkaista kahdessa vaiheessa. Ensin se ratkaistaan kaikille muille kuormille
paitsi véaantavalle jakautuneelle momentille m (x) ja véaantaville pistemomenteille M,
kayttéen taivutusteoriaa ja sitten naille kuormille kdyttaen vééntoteoriaa. Saadut tulokset
lasketaan lopuksi yhteen.
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10.93 Vaannon yhtalot pintakeskiokoordinaatistossa ja kayristymisfunktion
madrittaminen

Kun edelld (kohdassa  10.41) tarkasteltiin  vd&nnon  siirtymdotaksumaa,
poikkileikkauskoordinaatiston origo sijoitettiin vaantdkeskioon ja vaantokeskion V asema
oletettiin siten tunnetuksi. Yleisessa tapauksessa vaantokeskion asemaa ei kuitenkaan
tunneta, vaan sen koordinaatit y,, ja z, joudutaan ensin méaéarittdméaén. Talldin tarkastelu
on tarkoituksenmukaista suorittaa Y,z —koordinaatistossa (vrt. kuva 10.18), jonka origo

sijaitsee pintakeskitssé C.

Mt
v

C —> Z
X

y

Kuva 10.18: Puhtaan v&annon alainen poikkileikkaus

Saint-Venantin vaédnnon siirtymaotaksuma (10.18) ja (10.20) on télldin

u(x,y,z) =0(x)w(y.2),
v(x.y,2) ==p.()(z - 2y), (10.95)
w(X, y,2) = ()Y = Yv)»

missé y(y,z) on tdhan koordinaatistoon liittyvd kayristymisfunktio. Vastaavaan tapaan
kuin kohdassa 10.2 leikkausjannityksille saadaan nyt lausekkeet

7y =Ge(%'/’—z+zv), 7, =Ga(aa—‘;’+ Y=Y,). (10.96)

Naiden lausekkeiden ongelmana on se, ettd niissa esiintyvét vaantokeskion koordinaatit
yy ja z, ovat tuntemattomia. Taman vuoksi otetaan kayttd6n uusi kayristymisfunktio

w(y,z) siten, ettd

v(y,2)=y(Y.2)+y, -2,y + Y2, (10.97)

missé y, on vakio. Nyt leikkausjénnitysten lausekkeet (10.96) saavat muodon
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0 d
7, :GH(EW— 7), 1, :Ge(a—";’+ y). (10.98)

ja vaantokeskion koordinaatteja ei lausekkeissa ole. Ne ovat myds identtiset lausekkeiden
(10.22) kanssa. Tastd voidaan paatelld, ettd edelld kohdassa 10.4 esitetyt tulokset pétevat
soveltuvin osin myds pintakeskioon C sijoitetussa koordinaatistossa.

Jotta voisimme mé&d&rittdd vaantokeskion koordinaatit, meidan tdytyy tuntea
kayristymisfunktio w(y,z). Taman vuoksi johdetaan sille reuna-arvoprobleema
seuraavasti. Sijoittamalla leikkausjannitykset (10.98) tasapainoyhtélédn (10.27) saadaan
toisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtal®

2 2
;—f + ‘ZTVZ/ =0, alueessa A. (10.99)

Tamé on reuna-arvoprobleeman kenttayhtéld, jonka tulee olla voimassa jokaisessa alueen
A (poikkileikkauksen) pisteessd. Reunaa vastaan kohtisuoralle leikkausjannitys-
komponentille z,, saadaan

Ty =NeT=N, +N7, = nyee(%” “)+ nzee(aa—‘;’ +y) (10.100)

ja reunaehto sille on 7,=0 (vrt. kohta 10.46), joten reuna-arvoprobleeman
reunaehtoyhtaloksi tulee

v +n a—(//:nyz—nzy reunalla s. (10.101)

n_
Yoy oz

Tama on reuna-arvoprobleeman reunaehtoyhtéld, jonka tulee olla voimassa jokaisessa
poikkileikkauksen reunan s pisteessd. Reuna-arvoprobleema (10.99) ja (10.101)
mahdollistaa kayristymisfunktion (y,z) ma&rittdmisen mielivaltaisen muotoiselle

poikkileikkaukselle. Probleeman ratkaiseminen voidaan suorittaa numeerisesti kayttaen
elementtimenetelméaa.

10.93 Véaantokeskion maarittdminen mielivaltaiselle poikkileikkaukselle

Puhtaan vaannon siirtymaotaksuman perusteella normaalijannitykselle saadaan
au ’ — ’
o,=E& = E& =By (y,2) =EO (N (y. 2) +w, -2,y + YyZ]. (10.102)

Koska kysymyksessa on puhdas vaantd, poikkileikkauksessa tulee vaikuttaa pelkkéa
vaantomomentti. Siksi leikkausrasitusten N, M, ja M, tulee havita. Saadaan yhtalot
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N = [o,dA=E0'([ydA+y, [dA-z,[ydA+y, [2d8) =0,
A A A A A
M, = [axsz = Ea'(jy/sz+ yxoj 2dA- zvj yzdA + yvjzsz) -0, (10.103)
A A A A A

M, EjaxydA: E9’(jwydA+wo.[ydA—zvjysz+ yvjysz) =0.
A A A A A

Ottamalla kdyttoon tavanomaiset poikkileikkaussuureet

A:jsz, sy:jsz, SZ:_[ydA, |y=jz2dA, IZ:IyZdA, |y1=jysz (10.104)
A A A A A A

ja seuraavat uudet poikkileikkaussuureet

S, =[wdA, 1, =[ypdA, I, =[zydA (10.105)
A A A

seka huomioimalla, ettd kysymyksessd on pintakeskiokoordinaatisto, jolloin S =0 ja
S, =0 saadaan yhtéléryhma

S, + Ay, =0,
Ly =1z, =-1,, (10.106)

—Iyzyv+ l,z, = IW,

jonka ratkaisu vakiolle y,0n

Wy =——t (10.107)

ja vaantokeskion koordinaateille

- +1 1 =11+l
y, = [ yz W/’ZV= vz 2y y W (10.108)

2
1,12

2
1,12

Kun poikkileikkaussuureet (10.104) ja (10.105) on ensin méaéritetty, voidaan
véantokeskion koordinaatit y,, ja z, laskea kaavalla (10.108). Yleisen poikkileikkauksen
tapauksessa  kéyristymisfunktion poikkileikkaussuureiden (10.105) maé&rittdminen
edellyttdd elementtimenetelméén perustuvaa numeerista kasittelyd. Jos poikkileikkaus on
symmetrinen ja y— tai z-—akseli yhtyy symmetria-akseliin, tai yleisemminkin, jos
koordinaattiakselien suunnat yhtyvat poikkileikkauksen péajayhyyssuuntiin, jolloin
I,=0, ja vaantokeskié V on symmetria-akselilla ja sen toinen koordinaatti saadaan

toisella kaavoista
Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, luennot 296



|
Yy =— IZ"’, z, :%. (10.109)

y z

Jos poikkileikkaus on kaksoissymmetrinen, vaantokeskid V yhtyy symmetria-akseleiden
leikkauspisteeseen ja siten myos pintakeskioon C.

10.94 Ohutseindmaisen poikkileikkauksen vaéntokeskio

Massiivisten poikkileikkausten véaantokeskion maarittdmista ei oppikirjoissa yleensé
juurikaan kasitelld. Tama johtuu siitd, ettd palkkien poikkileikkaukset ovat yleensa
pystytason suhteen symmetrisid ja niiden kuormitus on pystysuuntainen. Tallgin
véantokeskié on symmetria-akselilla ja sen korkeusasemaa vy, ei laskelmissa tarvitse
tuntea. Toinen syy on se, ettd massiivisten poikkileikkausten vaantokeskio on usein hyvin
lahelld pintakeskiotd, joten suurta virhettd ei tehdd, jos sen otaksutaan sijaitsevan
pintakeskigssa. Ohutseinamaisten palkkien tapauksessa epasymmetrisid poikkileikkauksia
esiintyy yleisemmin ja véaintokeskion voi sijaita kaukana pintakeskiostd.  Nain
vaanttkeskion aseman tunteminen on erityisen tarkeéa.

Myds ohutseindmadisten sauvojen vaantokeskit voidaan maarittad yllaesitettyjé yhtaloita ja
numeerisia menetelmid hyvéksi kéyttden. Nain ei kuitenkaan perinteisesti ole menetelty,
vaan systemaattinen analyyttinen menettely ohutseindmdisten poikkileikkausten
vaantokeskion madrittdmiseksi saadaan ohutseindmaisten sauvojen ns. osittain estetyn
vaannon teorian sivutuotteena. Tama teoria on tarked erityisesti terésrakenteiden
suunnittelussa ja siksi sitd on perinteisesti kasitelty rakenteiden mekaniikan pidemmalle
menevissa kursseissa.

Taulukossa 10.2 on esitetty taivutuksen ja vapaan vaanndn poikkileikkaussuureita
ohutseinamaisille poikkileikkauksille. Siind on esitetty myods vaantokeskion asema.
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Taukukko 10.2: Ohutseindmaéisen avoimen poikkipinnan poikkileikkaussuureita

Poikkileikkaus

Poikkileikkaussuureita

1.+ -profiili
P b

_tfb3 b’
Y12t 12

I =%(bt? +ht®)

1 th?
8 =—

2t,h+t.b

t.b° t h®
| == | =¥ 1t be?
Y120t 12 TTC

=%(btf +ht®)

It

1 tWh2 1 tsz
€e =7 1 €c=7
2t,h+t.b 2t,h+t.b
t b3 3
Iy::fl-_2+twhelzc’ IZ:%+tfbe50
b h 1
Iyz =_tfbeyc(5_ezc) _twh(E_eyc)ezC' It =§(bt? + ht\?‘l)
b? 3b’
EC= vevz
l«<—sl h+2b h-+6b
th® b th? h
|, =—+2bt-(=—e.)? +the.?, |, =—+ 2bt(=)?
y 6 (2 C) C z 12 (2)
t3
Itzg(h+2b)
. _ b? + 2bb, o _ 3h’b +6h%b, —8b}
© h+2b+2b' " " h®+6h’b+6h% +8b% —12hb?
tb3 b 2 2 2
|y:?+2tb.(§—ec) +the; + 2th (b —e.)
th® b’ h b, hy2
I, =—+—+2th(=—2)" + 2th(=
TR b1(2 2) (2)
3
It=%(h+2b+2b1)
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Poikkileikkaus

Poikkileikkaussuureita

6. Hattuprofiili

b’+20by 3h%b + 6h’b, —8b°

3
| tz 4 2th- (——eC) T the? + 2th, (b—e,)?

y

_th’ th’ by
IZ—12 5 +2tb1( + )+2tb( )

3
I, :%(h+2b+2b1)

€. = , By =
© h+2b+2b" " " h®+6h%+6h’, +8b] +12hb?

th®
Y6
_t, h® +tbh2
to12 2
= §(2t3b +t3h)

t,h?/2+thh tb’h
e i httboth NV IR LD
WJN+UD +1b, by +1,b,

th |ty
=4 ==
Y120 12
_t, h?
1 P +t,h(e; ——) +th(h—e.)* +t,hel
l =5, + b, +£)
3 2
| —gtb3,|z—th tbh
Y3 12 2
| th?h
=g
=—(2b+h)
sina sina —acosa
e.=——a, e, =2a———
a—sinacosa
sin’ o

)

|, =ta*(ar +sinacosa -2
(04

I =ta®*(a¢ —sinacosa
Y

I, —2%a
3
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11. Kaareva sauva
11.1 Kinematiikkaa

Tarkastellaan kaarevaan tasosauvaan sen valitulla akselilla olevaan
pisteeseen P liittyvéssd napakoordinaatistossa r,d, jonka napapiste yhtyy
akselin kaarevuuskeskipisteeseen O (vrt. kuva 11.1). Olkoon R(#) akselin
kaarevuussade pisteessd . Sauvan yleisen pisteen Q (r,6) venymille ¢,
voidaan kirjoittaa

_lau, v

= - 11.1
=Y o0 r (11.2)
(vrt.  Rakenteiden  lujuusoppi, osa |, kaava (3.63)) missa

siirtymékomponentit u, ja u, yhtyvat sauvan normaalin ja akselin suuntiin.

Merkitddn pisteestd P lahtevdd akselia vastaan kohtisuoraa koordinaattia
symbolilla y. Ottamalla huomioon, ettd r =R + y, saadaan venymé muotoon

- ! y (%“ u,), (11.2)
+

&y

Tehdaén siirtymdkomponenteille u, ja u, tyypillinen teknillisen

r

taivutusteorian mukainen otaksumat
u,(8,y) =u(@) - p(0)y, u.(6,y)=v(0), (11.3)

jolloin venyman lauseke (11.2) saa muodon

Kuva 11.1: Kaareva tasosauva
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R
g,(y)= y(€+Ky) (11.4)
missa
pet @,y go_Lde (11.5)
R 'do R d6

ovat sauvan akselin venyma ja kayristymd. Kaavoissa (11.4) ja (11.5)
tarkastellaan tiettyd kulmaan & vastaavaa poikkileikkausta ja riippuvuus
muuttujasta @ on jatetty merkitsematta.

11.2 Kaarevan sauvan normaalijannitys

Venymdé &, vastaavalle normaalijannitykselle o = o, saadaan Hooken lain
perusteella

ER

(e +xy). (11.6)
R+y

o=Eg, =

Tarkasteltavan poikkileikkauksen normaalivoimalle ja taivutusmomentille
saadaan nyt

ER R Ry
N=|ocdA= (e+xy)dA=E(| ——dA- ¢+ dA-x)
-/[ J;R+y J;R+y J,;R+y 11.7)
=EA'¢+S'x
ja
ERy Ry Ry?
M =|oydA= (e+xy)dA=E(| ——dA- e +|——dA-x)
-[ -/[R+y -/[R+y J;R+y (11.8)
=ES'¢ +El'x
Missa suureita
2
A= R_an, S'zjidA, 1= RY" dn (11.9)
“R+y “R+y 2R+Yy

kutsutaan tésséd kaarevan sauvan poikkileikkauksen yleistetyiksi pinta-
alaksi, staattiseksi momentiksi ja jayhyysmomentiksi.
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Asetetaan  nyt  poikkileikkauskoordinaatisto Y,z siten,  ettd
poikkileikkauksen yleistetty staattinen momentti S’ hdvida, ja kutsutaan
koordinaatiston origoa poikkileikkauksen yleistetyksi pintakeskidksi C'.
Talloin saadaan

Ry .\ _ AN
S=£mdA—0 I(R— )dA 0:>IdA RIRH, (11.9)

= A=A
Néin valitussa koordinaatistossa poikkileikkauksen yleistetty pinta-ala A’

on yhtasuuri kuin sen todellinen pinta-ala A ja t&std yhtdsuuruudesta seuraa
yleistetyn pintakeskion C' etdisyydelle kaarevuuskeskipisteestd O tulos

A A
R_I—EK—=—HK. (11.10)
2R+y 31

Nyt poikkileikkauksen normaalivoiman ja akselin venymén sekd
taivutusmomentin ja k&yristymén yhteyksiksi saadaan

N =EAs < gzi (11.11)
EA

ja

M'=El'x < K:%. (11.12)

Tassa poikkileikkauksen yleistetyn pintakeskion O’ kautta kulkevan akselin
suhteen méaritetylle taivutusmomentille on kéytetty merkintdd M', jotta se
eroaisi pintakeskion O kautta kulkevan akselin suhteen mééritetysta
taivutusmomentista M . Sijoittamalla tulokset (11.11) ja (11.12)
normaalijannityksen lausekkeeseen (11.6) saadaan poikkileikkauksen
normaalijannitykselle

R /N M’
—(—&+—-Y). 11.13
=y Aty (11.13)

Poikkipinnan  vyleistetty jayhyysmomentti voidaan vield ilmaista
tavanomaisten poikkileikkaussuureiden avulla seuraavasti
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2
|'=jR—ydA=fRyLdA= Rj(y—ﬂ)dA

AR+ +y +y
(11.14)

_R(jydA j—dA) R(S - S) RS,

missd S on poikkipinnan tavanomainen staattinen momentti poikkipinnan
yleistetyn pintakeskion kautta kulkevan akselin (z-akselin) suhteen. Koska
sille voidaan kirjoittaa S =y A, missd y, on poikkipinnan todellisen

pintakeskidon ~ y—koordinaatti, = saadaan  poikkipinnan  yleistetylle
jayhyysmomentille yksinkertainen tulos

— ARY,. (11.15)

Né&in normaalijannityksen lauseke voidaan viela esittdd muodossa

N, M

11.16
R+y A ARy, ) ( )

Jos kysymyksessa on puhdas taivutus (N =0, M'=M ) normaalijdnnityksen
kaava saa muodon

_y M My
R+y Ay, Ay r

C

(11.17)

Kaarevan poikkipinnan analysoinnissa tarvittava uusi geometrinen suure on
integraali J'AdA/r. Sen arvoja eréille poikkileikkauksille on esitetty

taulukossa 11.1.
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Esimerkki 11.1: Tarkastellaan kuvan kaarevaa ulokesauvaa sauvaa, jonka
poikkileikkaus on suorakaide ja jota kuormittaa pistekuorma P. Méadritetdan
sen normaalijannityksen jakautuma tuella, kun (a) a=2h ja (b) a=h.

Taulukko 11.1: Integraalin _[Ad—A arvoja eri poikkipinnoille
r

Poikkipinta | A a — P e
L
l"l a
¥ > | bh blnr—2 _
N M
o _ PN
r Ratkaisu:
' |<L>| r bh ) br, In "2 -b
T ) h
h

@ -
- C

Leikkausrasitukset tuella:

zab b \/_ Tavanomaiset (ei tarvita t4ssd):
~ 2r—(r, —fr? —a%)
2a a "t e 5 “N+P=0= N=P

- C M+Pa=0= M=-Pa

Yleistettyyn pintakeskioon redusoidut leikkausrasitukset:

- —N+P=0= N=P
C M'+PR=0 = M'=-PR
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Yleistetyn pintakeskion etdisyys kaarevuuskeskipisteesta ja pintakeskion y-

koordinaatti:

(@) a=2h:
A bh h h
R= A= . P _—5_1,95762h
-[T a+E 2h+E In§
A bln In
a—D 2h—E
2 2

y, =a—R=2h-1,95762h =0,04238h
(b) a=h:

R= dAA __ bh —= bh - _ N _001024n
IT a+§ h+§ In3
A bln h In h
a-—— h——
2 2

y, =a—R=h-0,91024h = 0,08976h

Normaalijénnitys:

R M’ R P -PR R P y
— — — + — 1__
R+y(A ARy, ) R+y(A ARyCy) R+ybh( yc)
(@) a=2h:
R P 1,95762 1
o=——(-2)= - oha
' h
(b) a=h:
R P 0,91024 1
L A - y)_

R+ybh™ 'y, 0,91024+% 0,08976 h’ bh
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Poikkileikkauksen yla- ja alapinnan y-koordinaatti:

(@) a=2h:

Vs = Ve —g =—0,45762h, y,, = y, +— =0,54238h

() a=h:

Yyu = Ve —g =-0,41024h, y,, =y, +— =0,58976h

Jannitysjakaumalaskelma:

(a) a=2h (b) a=h
y oth |y abh
h P h P

—-0,45762 | 15,40 | -0,41024 | 10,14
-0,20762 | 6,60 | -0,16024 | 3,38
0,04238 |0 0,08976 |0
0,29238 | -513 | 0,33976 | -2,03
0,54238 | -9,24 | 0,58976 | -3,38

Reunajannitykset suoran palkin teorialla (vertailun vuoksi):

(@) a=2h:
%t]
N, M P —Paﬂ_ P
Gylfl A yyla N bh3 y 8_13E
12
E'bJrh/Z
o _E M P —Par'ﬁ__lli
ala — A | yala bh LN yyla_ bh
12
(b) a=h:
h
sy N.M P —Pagt P
yla'_A Iyylé_bh b7h3y51_ bh
12
n
s N M P -Par= P
ala — A | yala_bh bihs yyla_ bh
12
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Jannitysjakauma:

(@) a=2h:

/ .
/< Suoran sauvan teoria
obh

P

y

h

(b) a=h:
/<—=Suoran sauvan teoria

P

y

h
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Esimerkki 11.2: Kaarevaan sauvaan, jonka poikkileikkaus on kuvan
mukainen vaikuttaa 4kNmsuuruinen taivutusmomentti: Maaritetd&n suurin
ja pienin sauvassa vaikuttava normaalijannitys.

4kNm 4kNm

200mm

Ratkaisu:
Taivutsmomentti:

4kNm
M —4kNm=0 = M =4kNm
/Q
\
\\
:)M

Taivutusmomentti on siis sauvan kaikissa poikkileikkauksissa vakio.

Poikkileikkauksen ominaisuuksia:

Pinta-ala:
A =50-50=2500mm?’, A, :%5030 =750mm?, A=A + A, =3250mm*

Pintakeskion etdisyys kaarevuuskeskipisteesta:

o _An+AT, _ 2500-225+750-260
c A 3250

=233,08mm
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Integraali IAdA/r:

dA 250

== =50-In=>-=11,157mm, j%_50~280 280
AT 200 !

= In—-50=2,887mm
r 30 250

dA _ jd—A jd—A=11,157mm +2,887mm =14,044mm
r r r

A A Ao

Poikkileikkauksen yleistetyn pintakeskion etdisyys kaarevuuskeskipisteesta:

A 3250mm?

I dA " 14,044mm
r

=231,42mm

A

Normaalijannitys pisteessd A:

Y =ry, —R=280mm—-231,42mm = 48,58mm,
Yy, =r, —R=233,08mm - 231,42mm =1,66mm

o —Ya M _4858mm 4-10°Nmm
" r, Ay, 280mm 3250mm?-1,66mm

~129MPa=o,,,

Normaalijannitys pisteessa B:

Yg = I — R =200mm —231,42mm =-31,42mm

Vg M -3L42mm  4-10°Nmm

%8 = Ay, 200mm  3250mm? -1,66mm - —eoMPa= T
o, ~—116MPa i

C’ (o2

A o, ~129MPa
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11.5 Hoikka kaareva sauva

Usein rakennustekniikassa kaareva sauva on hoikka, eli sen korkeus h on
pieni verrattuna kaarevuussateeseen R. Kdaytannosséd, jos R >5h, voidaan
otaksua, ettd h/R<1, jolloin myds y/R<1. Talloin sauvan yleistetyt

poikkileikkaussuureet (11.9) yhtyvét todellisiin poikkileikkaussuureisiin A,
S ja | sekd poikkileikkauksen yleistetty pintakeskié C' sen todelliseen
pintakeskioon C. Téssé tapauksessa paadytdan siis siihen, ettd staattisesti
maaratyn kaarevan sauvan jannitystilan maarittdminen tapahtuu taysin
samaan tapaan Kkuin suoran sauvan. Kaarevan sauvan Ssiirtymien
madrittdminen on kuitenkin suoran sauvan kasittelyyn n&hden erilaista.
Tehokkaimmat keinot kaarevan sauvan siirtymien maéaérittdmiseen
perustuvat rakenteiden mekaniikan energiamenetelmiin, joita kasitelladn
Rakenteiden mekaniikka I kurssissa.
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