Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet
Harjoitus 1:

1. Maéritd oheisten rakenteiden staattisen maaradmattomyyden kertaluku.

(a) (b)
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2. Méarité oheisen nivelpalkin Q- ja M-kuviot.
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3. MA&arit4 oheisen tasokehdn N-, Q- ja M-kuviot.
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4. Oheisen tasokehdan toista sauvaa kuormittaa vaakatason pituutta kohti
tasan jakautunut lumikuorma 1kN/m. Maarita N-, Q- ja M-kuviot.

1kN/m

LETYYYYYIYYYY

5. Oheisen kehan sauvojen oma paino sauvan pituutta kohti on 2kN/m.
Mé&érita keh&n omasta painosta  aiheutuvat  normaalivoima-,

leikkausvoima- ja taivutusmomenttikuviot sekd taivutusmomentin
maksimiarvo.
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet

Harjoitus 1, ratkaisut

1.

@

B, 2
t=4,r=0c=1

n =t+3r-c-3=4+3-0-1-3=0, Staattisesti maaratty
(b)

B,

w

t=4,r=0,¢c=0
n=t+3r-c-3=4+3-0-0-3=1

(©

T
t=4,r=1c¢=3
n, :t+3r—c—3:4+3-1—3—3:;
(d)

7

=

t=6,r=0¢c=3
n =t+3r-c-3=6+3-0-3-3=0, Staattisesti maaratty
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Staattisen maaraamattdmyyden kertaluku:

n=t+3r-c—-3=4+3-0-1-3=0 = Staattisesti méaréatty.
Tukireaktiot:

Koko rakenteen VKK:

1kN
AN T IC l
iB i D =
2kN T . T
T'A\/ | ICy | IEv
I Im | 1m |_1m I 1m !
- A =0

E) - A -4m+2kN-3m-C,-2m+1kN-1Im=0 = C, =-2A +%kN

© -A -2m+2kN-1m-1kN-1m+E, -2m=0 = EyzA/—%kN

Saatiin kolme yht&lod neljan tukireaktion méaarittdmiseksi. Lisdyhtald saadaan
tarkastelemalla rakenteen vasemman (tai oikean) puoleisen osan tasapainoa:

Osan AB VKK:

|
A !_l_;'_, B,  Momenttitasapainoyhtald nivelpisteen B suhteen:
A B
Al N TB B —A/-1m+1kN-lm:O = A/zlkN
P 2 2

y ="

C.=—2.1kN+LkN=2KN, E, =ZkN-ZkN=0
20 2 2 T2 2T
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Leikkausrasitukset: Rasituskuviot:

Koko rakenteen vapaakappalekuvio, jonka tukireaktiot tunnetaan: Q-kuvio: 3 kN
1KN/m

RERERRREY

1 A B Asg
|
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1m Im

r 1
A b _ _1 M Q)
X M-kuvio:
%kNIlkN/mI- x X Q) wio
|é‘ —1kNm

X

l —%kN FIKN/M - X+ Q=0 = Q:%kN—lkN/m-x

X M —%kN-x+lkN/m-x%=O ~ M =%kN~x—%kN/m-x2

Vili CD:
0 l1|<N M (x)
Ao——— . M(___B____E

T Q-1kN=0 = Q=1kN
X)M +1kN-(3m-x)=0 = M =—-1kN - (3m — x)
Vali DE:

Q

Ao M T————E T Q=0
X
| X L 4m - X X) M =0
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3. Nivel
120kN
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Staattisen maaraamattdmyyden kertaluku:

ng=t+3r-c-3=4+3-0-1-3=0, Staattisesti maaratty.

Tukireaktiot:

Kysymyksessa on yksinkertainen kolminivelkehd. Tukireaktiot (4 kpl) saadaan
kirjoittamalla koko keh&n ABC tasapainoyhtélét (3 kpl) sekd toisen niveleen B liittyvéan

rakenteen osan (esim. AB) momenttitasapainoyhtéld (1 kpl) nivelen B suhteen.

Rakenteen VKK: Osan AB VKK:

L
A Bl
il 16
I\ 5 m
8m I \\
160kN gt \ ¥
| \ gm
Cllle | 13 B) —A,-6m+120kN-2m =0
~ »tolC_ _\ ¥
A T40kN/m = Ay =40kN

|4¢|£ “

— A+C,—160kN=0 = C, =160kN— A,
T A +C,-120kN=0 = C, =120kN - A,

40kN
9) fAX-8mfAy-6m+120kN-2m+160kN-gm:O :AX?% A +2—20kN:%kN

C, =160kN - A, =%kr\|, C, =120kN - A, =80kN
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Rasituskuviot:

Vaakasauva AB:

Merkitd&n pistekuorman vaikutuspistettd kirjaimella D. Valeilla AD ja DB ei ole
jakautunutta kuormaa, joten niilla N ja Q ovat vakioita ja M on lineaarinen. Nain riittaa,
kun N :n ja Q:n vakioarvot madritetddn kummallakin valilld ja M :n arvot maaritetdan
valien pdissa, eli pisteissd A, D ja B.

Normaalivoima ja leikkausvoima:

Vili AD:
160
?kN A SN0 = =0y
—»f6 [—>N 3 3
Y Vi
40kN 'Q 4 Q-40kN=0 = Q=40kN
Vili DB:
160N A leokN - N+?kN:o = N :—%kN
3 —>§r _____ —»N _
40KN Q { Q —40kN+120kN =0 = Q=-80kN
Taivutusmomentti:

M 5 =0 (Niveltuki)

?kN A D, _Mp

D) Mp —40kN-4m =0 = Mp, =160kNm
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Pystysauva BC:

Koska sauvaan kohdistuu lineaarinen jakautunut kuorma, valitaan muuttuja x kuvan
mukaisesti ja madritetaan leikkausrasitusten analyyttiset lausekkeet.

120kN
90,0, |
3—»fe o\
T B [
40kN BI \
5 \ X
2kN/m? - x% <\ _
2 IR i X
XL 3

o<
N\l‘M A0KNIM  _ oyenym? - x

8m
4 N —40kN+120kN =0 = N =-80kN
160 5kN 160 5kN
- —Q+—KkN-——x"=0 = Q=—KkN-—=—-X
Q 3 2 m? Q 3 2 m?
X>M+120kN-2m—40kN-6m—%kN-x+gkN/m2-XZ%:O
= M =20 x =2 nim? 3
3 6
N —kuvio: Q —kuvio:
_%kN ~80kN
B D B
A@— AT
: 40kN
|
I @kN
il - [-80kN 3
|
| |
| |
| |-
C! CH _@kN
3
M —kuvio:
A D__B
160kNme—""5

100kNm
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1kN/m

I

Staattisen maaraamattdmyyden kertaluku:

ng=t+3r-c-3=3+3-0-0-3=0 = Staattisesti méaarétty.

Tukireaktiot:

O -A,-8m+4kN-2m=0 = A, =1kNm

A Csina-8m—4kN-6m=0 = C =N _3 /5kn
Sihae =
2
— A -Ccosa=0 = A :Ccosa=3\/§kN-E=6k_N
Koko rakenteen vapaakappalekuvio, jonka tukireaktiot tunnetaan:
1kN/m
P

Y/ A

35kN
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Leikkausrasitukset: Rasituskuviot:

Vili AB: N-kuvio:
M ~7N +6kN - cosr +1kN -sing =0
§ =N ——EkN
6kN -sina M/;( NG ~3BkN
6kN z —f &
6kN - cosa ;f3|< Q A5, 25
1kN iz, | 1kN - cosar \, Q+6kN-sing —1kN - cosa =0
4
= Q=-—=kN Q-kuvio:
5
M N
X 2 X) M +6kN - = —1kN - x =0
6kN § Q = M =-2kN-x M-kuvio:
1kN
X
vali BC:
FmooTTo |
ER. S ™ N —1kN/m- (4m — x) - sine + 3v/BkN =0
B

1kN/m : (4m—=x)-sina = N= _%kN/m(llm +X)

J5
! /Q—lkN/m~(4m—x)~cosa=O

C™ 35kN

———————--0
%f Q

—
1KN/m - (4m — x%om
1IKN/m - (4m — x)
dm-x)/2
<]

X 4dm — X

= Q:%kN/m~(4m— X)

I X) —M—lkN/m-(4m—x)-(4m—2_X)=O

M= —%kN/m - (4m = x)?
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5. Leikkausrasitukset:

Vili AC: M‘d&
N
4
5
X //xl 4
2KN/m - xg -si 2KN - X, - cosa 3

. '>4 7 2kN/m-x COSazg, sina:%
| Em 11,25kN sina /111 25kN - cos
' 11,25kN
Staattisen maaradmattomyyden kertaluku: X COSar X COScx
2 2
N =t+3r—c-3=2+3.0-0-3=0 = Staattisesti maaratty &=l
4/5 4/5
Tukireaktiot: /"11,25kN -sing — 2kN/m- x, -§ina + N =0 = N =—9kN +1,6kN/m -x,
3/5 3/5

\y—11,25kN - cosa + 2kN/m - x, -cosa + Q=0 = Q =6,75kN —1,2kN/m - X,
3/5
X, COS

3/5

—
X) ~11,25kN - X, - Cost + 2kN/m -, - M =0

= M =6,75kN - x, —0,6kN/m - x?

Vali CB:
M
 15m 15m , 25m | 25m | yad
| | I | 'UQ
- B, =0

B) — A -8m-+10kN 6,5 +10kN-2,5m =0 = A =11,25kN

0
A) B, -8m B, -4m-10kN -1,5m ~10kN-55m=0 = B, =8,75kN

4 Q+2kN/m-x,+10kN —11,25kN =0 = Q =1,25kN —2kN/m - x,
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@ M + 2kN/m - X, -%+10kN-(1,5+ X,) —11,25kN - (3m + X,) =0

= M =18,75kNm +1,25kN - X, —1kKN/m - x;

Maksimi taivutusmomentti vélilla CB:

Q=125kN-2kN/m-x, =0 = X, =0,625m
M, .. =M (X,,)=18,75kNm +1,25kN - 0,625m — 1kN/m - (0,625m)? ~ 19,14kNm

Rasituskuviot:

N —kuvio: —1kN 0

Q —kuvio:

M —kuvio: 0,625m
<>
B
18,75kNm
13,125kNm
A

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, harjoitukset



Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet

Harjoitus 2:

1. Maéaérita oheisen puoliympyrdnmuotoisen kolminivelkaaren normaalivoiman, leikkaus-
voiman ja taivutusmomentin lausekkeet kulman ¢ funktiona. Kaarta kuormittaa

(pystysuunnan pituutta kohti) tasan jakautunut kuorma g.

2. (a)-kohdan ulokesauvaa kuormittaa ulkoiset pistemaiset vadntdmomenttikuormat
pisteissé B ja C. (b)-kohdan sauvaa kuormittaa vélilla BC ulkoinen tasanjakaantunut
vaantdmomentti m, (= vakio). Mé&drita sauvojen vaantomomenttikuviot.

(a) (b)
o7 T m |
e > S Ss Ss
A B C § A B C
| a | b | a | b [

3. Madrita oheisen vaakatasossa sijaitsevan ulokkeen leikkausvoima-, taivutusmomentti-
ja vaantdémomenttikuviot.
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4. Oheinen vaakatasossa oleva puoliympyrdn muotoinen kaari on tuettu pisteissa A, B ja
C pallonivelilla siten, ettd pystysiirtymé on estetty. Maéritd kaaren omasta painosta
aiheutuvien leikkausvoiman, taivutusmomentin ja vaantdomomentin lausekkeet kulman
@ funktiona valilla AB, kun kaaren painovoima pituutta kohti on y. Piirrd myos
niiden kuvaajat. Ympyrénkaaren massakeskion asema voidaan laskea oikeanpuoleisen
kuvan perusteella.

5. Oheinen ympyrdn muotoinen kaari on kived ja se on koottu samanmuotoisiksi
sahatuista osista. Maérita likimain pisteiden A, C ja B kautta kulkeva kaaren oman
painon puristusviiva otaksumalla, ettd kunkin osan paino on Kkeskittynyt piste-
kuormaksi sen akselilla olevaan keskipisteeseen. Kaaren painovoima on G.
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet

Harjoitus 2:

1. Maéaritd oheisen puoliympyranmuotoisen kolminivelkaaren normaalivoiman, leikkaus-
voiman ja taivutusmomentin lausekkeet kulman ¢ funktiona. Kaarta kuormittaa

(pystysuunnan pituutta kohti) tasan jakautunut kuorma g.

Ratkaisu:
Staattisen maaraamattomyyden kertaluku: ng =t—-c-3=4-1-3=0.

Tukireaktiot:

R
AY B, -2R - QR =0

= Byzﬁ
4
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Leikkausrasitukset:

Vili AC (OS(/)S%), VKK:

Rsing

7 N—%qRSinq)—%COSQ)+qRSin2¢=0

= N:¥(3sin¢+003¢—4sin2¢)
N Q—%QRCOS¢+¥S“’]¢+QRSin¢COS(p=0

qrR . .
= Q:T(3005¢)—5|n¢)—4sm¢)cos¢))
3 . aR . Rsing

X) M -ZaR-Rsing-="-R({L-cosp) +GRsing- =0

aR® ... )
= M =T(3S|n¢+005gp—1—25m ®)
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Vili CB (% <p<r), VKK:

Rsin(z — )
gR
= cos(7 — @)
) ®
R[L—cos(z — ¢,)]|ﬁ4ﬁ ——sin(z — )

aR L sin(z - ) qR COS(/Z' Q)
4 4 N

™ N +%Sin(ﬂ—¢) +%cos(7r—¢) =0

= N :¥(c05(p—sin¢)

7 Q +¥Sin(7z—(p) —%COS(?I—(/)) =0

= Q= —%(singwrcow)

(x M +¥-Rsin(ﬁ—co)—%-R(l—COS(ﬂ—co))=0

2
= M =%(1—sin¢+003¢)

Y114 kéytettiin trigonometrisiéd yhteyksia sin(z — @) =sing ja cos(z —@) =—C0s¢.
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Rasituskuviot:

N — kuvio:
—0,41
-0,2[" _
45°
0 90° 135° 180° ~ ¥
0,2 *
0,4
N (o)
gR
Q —kuvio:

90° 13N\| 14
+

M —kuvio: 0.2~

T \1\
o 902 =
0 45 ®

135° 180°

0,1+ +

M ()
oR?

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, harjoitukset



2. (a)-kohdan ulokesauvaa kuormittaa ulkoiset pistemaiset vadntdmomenttikuormat
pisteissé B ja C. (b)-kohdan sauvaa kuormittaa valilla BC ulkoinen tasanjakaantunut

vaantdmomentti m, (= vakio). Mé&drita sauvojen vaantomomenttikuviot.

(@) (b)
21 T i
<o > > S>> S>>
WA B C WA B C
& b | e a o b |
| | | | | |
Ratkaisu:
(a)
Vili BC, VKK:
M¢ T
iy B <« M-T=0 = M=T
C
Vili AB, VKK:
My ot T
e - << M+2T-T=0 = M;=-T
B C
M, —kuvio
-T _
+ T

Huom ! Pisteméisen vaadntdomomenttikuorman kohdalla on vaantémomenttikuviossa hyp-
pays ja osilla, joissa ei ole ulkoista vaantémomenttikuormaa vaantémomentti on

vakio.

(b)
Vili BC, VKK: (L=a+b1)

My M ~
< Mi-m(L-%)=0
L—x
le———l
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Vili AB, VKK:

M, My
e—L2 )

Huom ! Osalla (BC), jota kuormittaa ulkoinen tasanjakaantunut vadntémomenttikuorma
muuttuu vaantdémomentti lineaarisesti.
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3. Madrit4d oheisen tasossa sijaitsevan ulokkeen leikkausvoima-, taivutusmomentti- ja
vaantdmomenttikuviot.

Ratkaisu:
Vvali CD, VKK:
Y Q-F=0 = Q=F
( M+F@-»=0 = M=-F@a-x
| X L a—-xX <<— M;=0
I | |
vali BC, VKK:
F/la |F ) Q—F—E(a—x):o = Q=F(2—§)
! Fa ) : )
MAIQ ( MaF@-x+-8=X" 4
| X | a—XxX | a 2
I | |
= M=—IF(a-x@E-3)
2 a
Vali AB, VKK:
F
Fla |F 3 F| 1t Q-F-F-—(a-x=0
M —Fa a
(s v v 0 T o Q=FE-%
MNJQ ol - a
) X L a—=X a Y
! | | | ( M+F(a—x)+F(2a—x)+E%
a
YA
— M =-F(3a-2x)-@=%"
a 2
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3F

M —kuvio

§Fa
2

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, harjoitukset



4. Oheinen vaakatasossa oleva puoliympyrdn muotoinen kaari on tuettu
pisteissa A, B ja C pallonivelillg siten, ettd pystysiirtymé on estetty.
Madritd kaaren omasta painosta aiheutuvien leikkausvoiman,
taivutusmomentin ja vadntdbmomentin lausekkeet kulman ¢ funktiona

valilla AB, kun kaaren painovoima pituutta kohti on y. Piirrd myos

niiden kuvaajat. Ympyrénkaaren massakeskion asema voidaan laskea
oikeanpuoleisen kuvan perusteella.

Ratkaisu:

Tukireaktioita:

u By-a—G-gazo = By=77ra-£=2ya
V4 T
C,-2a—B G.a=0 = Cc, %2
AT -Cy-2a-B,-a+G-a=0 = Cy=——ya
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Leikkausrasitukset:

Vali AB:

® Q—”T‘Zyawa:o = Q=(”T‘2—¢)ya

1-cosg¢
¢

= M= (”T_Zsin¢+cos¢—l)ya2

X\ M—”T_Z;/a-asin¢+7¢a- a=0

A7 M, —”T_Z;/a-a(l—cos¢)+;/¢a~¢_;in¢a:0

= M, =[”T_2(1—cos¢) +sing — glya®

Rasituskuviot valilla AB:

Q —kuvio:

2
0,5708

8o
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M —kuvio:

—0,4292
-1
-0,0900/ _
7 ¢
+ 2
0,1107
0,1423
ya?
M; —kuvio:
i
2
¢
00334 ©
0,0081 0,0889
M
ya’

Huomautus: Symmetrian vuoksi leikkausrasitukset valilla BC ovat
symmetriapisteissa suuruudeltaan yhta suuret, mutta merkki voi vaihdella.
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5. Oheinen ympyrdn muotoinen kaari on kived ja se on koottu samanmuotoisiksi
sahatuista osista. Maarité likimain pisteiden A, C ja B kautta kulkeva kaaren oman
painon puristusviiva otaksumalla, ettd kunkin osan paino on keskittynyt piste-
kuormaksi sen akselilla olevaan keskipisteeseen. Kaaren painovoima on G.

Ratkaisu:

Numeroidaan osat kuvan mukaisesti ja lasketaan pisteiden A, B ja C sek& osien
keskipisteiden X —koordinaatit ja seké nditd vastaavat kaaren akselin korkeusasemat, joita
merkita&n symbolilla Y .

Piste | ¢ X. =Rsing. | V. = R(cos¢. —c0s40°)
—-40° | -0,6428R |0
-35° | -0,5736R | 0,0531R
—25° | =0,4226R | 0,1403R
—15° | —0,2588R | 0,1999R
—-5° | -0,0872R | 0,2302R
0° 0 0,2340R
5° 0,0872R 0,2302R

SIS IENEIENIEE S
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15° | 0,2588R 0,1999R

25° | 0,4226R 0,1403R

35° | 0,5736R 0,0531R

W| o N o

40° | 0,6428R 0

Kaaren osien painot:

T A +B,-G=0,
A +B, }:,Ay

A, =B,, Symmetria

Voima P:

8
© -YGx+B, -x,~P-f=0=
i=5
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8
P:i(By-xB—ZGixi)

[— ,6428R — — (O 0872R +0,2588R + 0,4226R + 0,5736R)]
0 2340R 2

=0,6565G

Puristusviiva:

8

n§_ZGi(Xi_Xn)+By'(XB_Xn)_P'yn:
i=n+1

G G 8
= Yy === (Xg = X%,) —==>_ (% —%,) =0,7616(x5 — X,) —0,1904 > (x, — X,

2P 8P £ _

8

n|x 0,7616(x; — X,) 0,1904_Zl(><i -%) |y
1 | -0,5736R | 0,9264R 0,8737R 0,0527R
2 | -0,4226R | 0,8114R 0,6725R 0,1389R
3 | -0,2588R | 0,6867R 0,4853R 0,2014R
4 | -0,0872R | 0,5560R 0,3220R 0,2340R
5 | 0,0872R | 0,4231R 0,1891R 0,2340R
6 | 0,2588R | 0,2925R 0,0911R 0,2014R
7 | 0,4226R | 0,1677R 0,0288R 0,1389R
8 | 0,5736R | 0,0527R 0 0,0527R
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Puristusviivan ja kaaren akselin korkeusasemien Y, ja Y, vertailu:

n|x, Y, Ya AY,=Y,— VY,
A 0 0 0
1 | -0,5736R | 0,0527R | 0,0531R | —0,0004R
2 | -0,4226R | 0,1389R | 0,1403R | —0,0014R
3 | -0,2588R | 0,2014R | 0,1999R | 0,0015R
4 | -0,0872R | 0,2340R | 0,2302R | 0,0038R
Cc|O0 0,2340R | 0,2340R |0
5 1 0,0872R 0,2340R | 0,2302R | 0,0038R
6 | 0,2588R 0,2014R | 0,1999R | 0,0015R
7 1 0,4226R 0,1389R | 0,1403R | —0,0014R
8 | 0,5736R 0,0527R | 0,0531R | —0,0004R
B 0 0 0
Kuvaaja:
y’ 7
C 5 6
7
8
B

N&hdaan, ettd ylla médritetty ympyrdn muotoisen kaaren oman painon likiméardinen
puristusviiva kulkee hyvin lahelld kaaren akselia. Se ei kuitenkaan yhdy kaaren akseliin.
Myo6skaén puristusviivan tarkka analyyttinen lauseke y(x), jota emme tdssa méaarita, ei ole

ympyra eikd siten yhdy kaaren akseliin. Joka tapauksessa, koska laakean ympyréan
muotoisen kaaren oman painon puristusviiva kulkee hyvin lahella sen akselia, aiheuttaa
oma paino sen poikkileikkauksiin miltei tasan jakautuneen puristusjannityksen.

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, harjoitukset



Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet

Harjoitus 3:

1.

Maarit& oheisen ristikon nivelten siirtymat ja piirrd sen siirtymékuvio, (a) kun niveleen
D kohdistuu vaakasuora pistekuorma P, seka (b) kun sauvat AB, BC ja BD saavat
lampotilan muutoksen AT . Ristikon kaikkien sauvojen aksiaalinen jaykkyys on EA ja
pituuden lampétilakerroin on « .

P D _

—

2a

Maaritd momenttipintamenetelmalla oheisen palkin kiertymé pisteissd A ja B seka
taipuma pisteessa C.
J’ P
A B

S El C  oF éé%
B

| L/2 | L/2 |

Maéaritd momenttipintamenetelméalld oheisen palkin pisteen B taipuma ja pisteen D
kiertyma.

Maéaritd momenttipintamenetelmalld oheisen palkin kiertymat tuilla B ja D sekd
taipumat pisteissa A, C ja E. Ulokkeiden AB ja DE taivutus-jaykkyys on El, ja janteen

BD 2El,.
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet

Harjoitus 3:

1. Maérita oheisen ristikon nivelten siirtymat ja piirrd sen siirtymakuvio, (a)
kun niveleen D kohdistuu vaakasuora pistekuorma P, sek& (b) kun sauvat
AB, BC ja BD saavat lampétilan muutoksen AT . Ristikon kaikkien
sauvojen aksiaalinen jaykkyys on EA ja pituuden lampdétilakerroin on «.

P
D _
2a
Ratkaisu:
(a) Tukireaktiot
P D _
—- P+A=0= A=-P

A C,-2a-P-2a=0 = C, =P
2a
C -A-2a-P-2a=0 = A =-P

1
CoSqr = —
v V5 2 J5
Sinoc—i
1 J5
Sauvavoimat:
Spo T SypsSina—P=0 = SAD:P_\/g
A Ao _2
P S S 4S, cosa-P=0 = S, =P8, P
AB AD AB AD\/g ;
Seo N SBC—;=0:>SBC=2
P B o
~ Sgc T Sgp =0
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P5
2

SCD
E“E . T SpSina+P=0 = S, =-
2 TP

Sauvojen venymat:

P P\5 P\/5

€ps = €Be —ﬁ

o= gen fe0 =0 G =

Kirjoitetaan yhtalo
(Xj - Xi)(uj —Uu;)+ (yJ' - Yi)(Vj —V)= ij Lij2

kullekin sauvalle:

0 0 P/2EA
—— ~= —— 2
Sauva AB: a-(Ug —U,)+0- (Vg —V, )= ¢€,5 @
0 P/2EA
—~= — 2
Sauva BC: a- (U, —Ug) +0-(vo —Vg) = &5 @
0 0 P\/5/2EA

— — ——
Sauva AD: a-(Uy —U,)+2a-(V, =V, )= &, (av5)?
2
Sauva BD: 0- (U —Ug) +2a- (v, — Vg ) = &g (22)°

0 ~P/5/2EA
—— ——
Sauva CD: —a- (U —Uc)+2a-(Vp —Vo)= & (av/b)?
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Yhtaloryhma ja ratkaisu:

U - Pa
®  2El
o U =8 4y, P2
Uy U, =2 ©T2El CEl
2E| f_
_5\/§ Pa Up +2VD —gﬂ
Up +2Vp =———~ = 2 El
2 El 0
—Vg +V, =0 Ve Vo = =
5 Pa
uc_uD+2VD__ﬂE uD+2VD__( 2 )H
2 El
55 +1Pa
Uy = —
2 El
Pa
= Vp=—7r
_AEl
P 4El
Siirtymakuvio: 55 +1 Pa
| 2 EA |
v 1Pa
4 EA

> s
ipa  Pa
2 EA EA

Siirtyméamittakaava rajusti liioiteltu!
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(b) Sauvojen venymét:

Epp = Epc = Egp = AT, muut g; =0.
Kirjoitetaan yhtalo
(Xj - Xi)(uj —u;)+ (yj - yi)(vj —V)= ij Lij2

kullekin sauvalle:

2, LI\

Sauva AB: a-(Ug —U,)+0-(v; —V,) =€,z
0 aAT
——

Sauva AC: a- (u; —ug) +O-(\7: —Vg) =& @°

L 2 AL
Sauva AD: a- (U, —U, ) +2a- (Vy —V, ) = £xp (a/5)°
aAT
Sauva BD: 0- (U —Ug) +2a- (Vy — V) = &g, (20)°

L2 ,
Sauva CD: —a- (Uy —Ug) +2a- (Vy — V) = &qp (av/5)

Yhtaloryhma ja ratkaisu:

Ug = AT

QD

U. = aATa +ug =2aATa
—-U; +U. =aATa -
B Up +2v, =0
Up +2v, =0 =

Vg +V, =20ATa

Vg +V, =20ATa
Uy + 2V, =—-20AT

U —Up +2v, =0

Siirtymakuvio:

D X %aATa

y,v

X, U

A

B
aATa 2aATa

=4 —
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2. Madaritd momenttipintamenetelméll&d oheisen palkin kiertymd pisteissa A ja B sek&
taipuma pisteessé C.

Ratkaisu:

—PL
x —kuvio:
- Osapintojen alat:
too4-lLiPL_iPC
2 2 4El 16 EI
1 L1PL 1PL
A ==—== Tt_ =

2 2 8El 32 EI

Kirjoitetaan momenttipintamenetelman peruskaava valille AB:

Ao Mg
Vo —Va=0u(Xg = X))~ My = @, = L

missa pisteiden A ja B vélisen x —kuvion momentti pisteen B suhteen on

2L L 1P 2L 1P L 5P

M — —— —_—— =

o= A T A ST Em 3 T2 B 3 %6 El
joten pisteen A kiertymaksi saadaan

_Me _ 5 PL

P =70 T Bl

Momenttipintamenetelman toisesta peruskaavasta saadaan

g — P =—Apg,
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misséd Apg on pisteiden A ja B vilisen x —kuvion pinta-ala. Sille saadaan

3 PL?
AAB :A1+A2 :EE’

joten paéan B kiertymaksi saadaan

5 P2 3P 1P

o, A =2 o FL 1L
Pe=OPn" e T o6 Bl 32 Bl 24 EI

Kirjoitetaan momenttipintamenetelméan peruskaava valille AC

_5PL?

=0 96 El =L/2 =0
-~ ——

—— .
Ve =Va= @4 (X —Xp) =My,

missa pisteiden A ja C vélisen x — pinnan momentti pisteen C suhteen on

joten pisteen C taipumaksi saadaan

5P L 1P® 1p°

Ve = — =
9 EI 2 96 EI 64 El
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3. Maaritd momenttipintamenetelmalld oheisen palkin pisteen B taipuma ja pisteen D

kiertyma.
q
A c D B
= El 2El 2El
=
| L/2 | L/2 | L/2 |
Ratkaisu:
M —Kkuvio (ei mééritetty t&ssé)
1 2
—-=qL
8q

_1gq?
16 El
A
A o e ———— X
|
K (X)
Osapintojen alat:
aotlb oy 1ge o L o1gl) 1l
2 2 16 El 64 El 2 32 El 64 EI '
1L, 1ql? 1 gl 1L, 1ql? 1 gl
A3=—-—-(——q )= L : A4=—'—-(——q )=——q—-
2 2 32 El 128 El 3 2 16 El 96 EI

Pisteiden A ja D vélisen x —kuvion pinta-ala ja momentti pisteen D suhteen:

1 g’ __ 5 at
Ao = A+ A+ A = (64 64 128) El 128 El

2L L 12 11 1 1.q 1 gLt
M,. = St — ._:___.___.___._ =——"
A'3“413 “424“éla 64 3 64 4 1286)EI 64 EI
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Kirjoitetaan momenttipintamenetelman peruskaavat vélille AD:

o sk 1
Vo _VAZCOA(XD_XA)—MAD = ¢A:%:_aﬁ

5 1 qL3 3 ql®

-p,=-A = =-A, + A= = A gL

Do —Pa AD 25 b T Pp = 128 El 64 El 128 |

Pisteen D kiertymé on siis:

3 qL3
%o 7128 E1

Pisteiden B ja D valisen x —kuvion momentti pisteen B suhteen:

SL__tafsl_ 1
‘8 9 EI 8 256 EI

Kirjoitetaan momenttipintamenetelméan peruskaava vélille BD:

0 L/2

- — L 3 1. )qL“ 1gq

Vg =V =05 (Xg = Xp) ~Mpg = Vg =0 ——Mp=(5=

2 1282 256’ El
Pisteen B taipuma on siis:

1o

V, =
® 64 EI
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4. Maaritd momenttipintamenetelmaélld oheisen palkin kiertymat tuilla B ja D
sekd taipumat pisteissé A, C ja E. Ulokkeiden AB ja DE taivutus-jaykkyys
on El, jajanteen BD 2El,.

4P/a

Ratkaisu:

Tukireaktiot:

S —e
—a
C
I, B, B TDy
2! a ! a I a I a |
— B, =0

D) —By-2a+8P-a+1Pa—P-a=0 — B -1p
2 |

B)D, 2a-8P-a+-Pa-P-3a=0 = D, =2ip
2 Y4

Taivutusmomentit:

Madritetddn taivutusmomentti vélilla AB (vakio), pisteissd C ja D seké
piirretddn M-kuvio:

X

1o, A 1 1
5 Pa PMAB )§MAB+EPa=O = M, =—>Pa
QAB

4p

i |

| a 15 1
M L _p.a+=Pa=
Cl c @MC+4P > "2 P a+2Pb 0

Bl

15
lPa T—P 5
2! a !4a |Qc :>MC=ZPa
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)
MD(TQD iE D) ~M,-P-a=0

D = M,==Pa
l—2 5|
M—kuwol: _Pa
——Pa
2
A — = ; E
B D
+
M
~Pa
| a4 e & 5 8 | 4 |
x —kuvio: _E
1 Pa ELLEN
e 2 El
2€1, _1Pa °
~4 El, _
- K C
E
A B\J/ D
+
5 Pa
K 8 El,
! a_ | SN U ° SN P |
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Ensin sovelletaan momenttipinta-alamenetelman perusyhtaloitd tukien B ja
D valilla ja saadaan maaritetyksi kiertymét ¢, ja ¢, :

Vali BD:
_1lPa
1Pa 2 Ely
4 El,
2 2
A:E.ga.ﬂzﬂpa A —_pq.itPa_ lPa
3 7B, 3EI 4El, 2El,
2
AS:—E-Za 1Pa lPa
2 4E| 4 El,
4Pa’ 1Pa®’ 1Pa® 7 Pa?
Apo = A+ A+ A 3El, 2El, 4El, 12EIl,
4Pa 1 Pa? 1 Pa’? 2a 2Pa
e +Ae +Ae a-————.a--——.—==
Mep =A@+ A, + ALy 3E| 2 El, 4 El, 3 3E|
0 0 2a
Rl i 1 2Pa® 1Pa’
Vo =V =@s(Xp = Xg) — Mgy = @ = MBDZ—'— =—

2a 2a 3El, 3EI,

1Pa® 7 Pa? lPa2
3 El, 12 El, 4 El,

P =P =—Agp = Op =05~ Agp =
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Sovelletaan momenttipinta-alamenetelman perusyhtéldita valilla AB ja
saadaan madritetdan kiertyma ¢, ja taipuma v, :

Vili AB:
_1Pa
2 El,
2
le A:a.(_lﬂ):_ip_a
2El,” 2El,
B
e -2
b2
|[<——>
a |
|
A Ao 1P 1P a_ 1Pa
#e 2El," " "® *2El, 2 4El

lPaZ_iPaz__iPaz
3El, 2El, 6El

1 Paz)_a_lPa3 __1pa’
6 El, 4El, 12EI,
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Sovelletaan momenttipinta-alamenetelman toista perusyhtalgita valilla BC ja
maéritetaan taipuma v, :

Vali BC:

Seuraavassa tarvitaan viela kayristyman arvoa valin B ja C keskella pisteessa
F:

Taivutusmomentti M. :

2P
A Br—l—l F>M +2P. E—EPE Lph-o
| FI)MF 2 2
1 1
To, 15,5} (_3 5 Lo Ty
2 4 a QF 8 8
8l 2]
Kayristyma «: Ke = Me _ 7 Pa
2E1, 16 El,
3 Pa
"8EI, A=l 1Pa_7Pa
7 pa 2 “'8El, 16El,
YT 2 1Pa 1Pa
(8 El _2,1Pa_1
S mpa RT3 R TR
5 Pa 16E 1Pa, 1Pa’
8El, A lm) e,

7Pa’ a 1Pa’ a 1Pa’ a 5 Pa
e+Ae, +A4,=—— —F——-———— —=
Mec = A + e, + Ag, 16 El, 3 6El, 2 4El, 2 48 EI

0 a
Ve (PB(X Xg) — Mg
1 Pa? o 5 Pa’ EPa3
3 El, 48 El, 48 El,

= Vo =@ga— Mg =
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Sovelletaan momenttipinta-alamenetelman toista perusyhtalgita valilla DE ja
maéritetaan taipuma v :

Vili DE:
Pa

El,

1 Pa 1 Pa?
=—.a-(-—)=-=
A=gatg)

2 El
0 .1
E
D 2a
el:?
fe—=
| 4 |
My = A LPA2a_ 1P
; ' 2El, 3 3El,

0 a
——

/_/%
Ve =Vp = ¢ (Xe = Xp) — Mo
1 Pa’ 1Pa®, 1 pa’
e =902~ Moe 4 El, (3EI0) 12 El,
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet

Harjoitus 4:

1. Maarita oheisen staattisesti maaraamattoman ristikon sauvavoimat. Ristikon kaikkien
sauvojen aksiaalijaykkyys on EA.

A B
P B

2. Maarita voimamenetelméalld oheisten palkkien tukireaktiot, taivutusmomentin lauseke
ja M —kuvio . Palkkien taivutusjaykkyys on EI.

q
(a)
AY"V y v Yy Y VvV VY YB
pa
=
| L |
1
(b) A§ 5
AR
e—2 52 a\“a
(c)
AN
N

L

3. Madritd voimamenetelmdd ja momenttipintamenetelméa kéyttden oheisen kaksiauk-
koisen palkin taivutusmomenttikuvio.

Yy Y A y

A\
NA - 2E] @B El C
a \ a ™
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet

Harjoitus 4:

1. Maarita oheisen staattisesti maaraamattoman ristikon sauvavoimat. Ristikon kaikkien
sauvojen aksiaalijaykkyys on EA.

Ratkaisu:

Staattisen maaraamattomyyden kertaluku: ng =t+s-2k =4+7-2-5=1. Valitaan staat-
tisesti maaraamattomaksi suureeksi tuen C pystytukireaktio eli X =C, .

SMPM:

Yhteensopivuusehto: v = 0. Lasketaan ristikon nivelten siirtymat kaavalla:

2
(X =x)(uj —u;) + (Y - yi)(vj —v;) = &L -
Tahén tarvitaan sauvavoimia, jotka maaritetddn nivelmenetelmalla.

Nivel C:

SEc
— 4+ X =0 = S ~=-2X
1 A Ec =~V

S
— -ZEC 5. =0 = Sgc=X

V2

N|Ve| B: SBE = P, SAB =X
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Nivel E:

1 __SAE_p+—*/§X=o = Spp =+2X —+/2P

V2 V2
— —SED—%—%—O = Sgp=-2X+P
Nivel A:
1 sAD+%=o = S;p=P-X

Yhtélot siirtymien maarittdmiseksi:

=0 2 a2
SawaAD:  a(Vp —V,) = SADa _(P- X)— = vy=(X-P)2
EA EA
=0 a2 a2 a
Sauva DE: a(ug — uD) SDEE =(- 2X+P)— = uE:(_z)(er)a
—(-2X+P)-2& =(X-P)-2
“_EA =0 “Ea
sawaAE: a( U —up+ale- Vi )= SAE —(2\/_X 2\/_P)—
- vE:((3+2\/§)X—(2+2\/§)P)%
Sauva AB =2 s a® Xa2 .2
auvaAB:  allg —Up)=Ssg—=X— = Up=X—
(Ug —Up) =Spg TR B A

2
Sauva BE: a(vg —Vvg) = SBE% = v, =(3+ 2J2)X - (3+ zﬁp)%

a

Sauva BC: a(uc — UEA)—S i—xi = —ox &
' c 7B 5CEA T EA EA
—2x & (—2X+P)i
EA =0 kts.ed
Sauva EC: a( uc — ug )-alve- Vg )= SEC 2\/_)(— ‘ —
a
= (7+4/2)X -3+ 24/2)P =0
x =322 5 6 ac05 p
7+442

Sauvavoimat:

Sgc =—/2X ~—0.6512 P, Sgc = X ~0.4605 P,

SBEZP’ SAB:sz4605P’

Spe =V2(X —P)~-0.7630 P,  Sgp=-2X+P~0.079P,
Sap =P— X ~0.5395 P.
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2. Maarita voimamenetelméalld oheisten palkkien tukireaktiot, taivutusmomentin lauseke
ja M —kuvio . Palkkien taivutusjaykkyys on EI.

q
(@)
A\Y \ y v \ 4 y A \ 4 YB
i
. L N
I
1
(b) A§ 5
I
a a a“I

2z

—

Ratkaisu:

(a) Staattisen madraamattomyyden kertaluku: ng =t—c-3=4-0-3=1. Valitaan staatti-
sesti maaraamattomaksi suureeksi tuen B pystytukireaktio eli X =B, .

SMPM: 9

A Y Y VvV ¥ ;1 I B
=

Yhteensopivuusehto: vg =0.

4 3
Pisteen B taipuma kuormasta g on: vg :%% ja kuormasta X: vé( = —%% Yhteen-

sopivuusehdon mukaan
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Muut tukireaktiot palkin VKK:n avulla:

— A, =0

T Ay+§q|_—q|_=0

M 5
A ‘[ AV y A A A A y x B
X E A

5
A, 30 = A =gt
8
1 -, 3 - 1 2
A Mp+=gL°—=qgL“* =0 = M,=-=qgL
C A 2q 8q A 8q

Taivutusmomentti:

VKK, Vili AB:
q 5 1 1
M == gLx—=qL% - = gx?
1 M g I 7g - 3
—qu Q i ‘D 1 X, 5x 1
s A =P+ 2)
qu% 2'L” 8L 8
M —kuvio
1 -
_ZqL
5
————— T
9 2
gL
128

(b) Staattisen maaraamattdmyyden kertaluku: ng =t—-c—-3=4-0-3=1. Valitaan staatti-

sesti maaraamattomaksi suureeksi tuen A tukimomenttieli X =M , .

SMPM: X P l P l
A B
= C D
B
Yhteensopivuusehto: ¢, =0.
Pisteen A kiertyma pistekuormista P ja kuormasta X on:
o P-a-2a-(3a+2a) P-2a-a-(3a+a) Pa’ x  Xa
Pn= + = ) Pn =
6-3a-El 6-3a-El El El

Y hteensopivuusehdon mukaan

2
¢A=gp2+¢}§=o = F:Eil+§=0 = X=-Pa
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Muut tukireaktiot palkin VKK:n avulla:

A B 2
AFA  C D g Nl
y y — A =0

T A -P-P+2p=0 = A =2p
3 3

Taivutusmomentti:
VKK, Vali AC:
- Pa
C‘ ) M M =2px—Pa
£ 3
4 pT A
3 X
VKK, Vali CD:
—Pa P
l M M =2 px—Pa—P(x—a)=1Px
(r ) 3 3
4 pT A C
% X

M
C_BTZ M=%P(3a—x)=2Pa—%Px

M —kuvio

- Pa
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(c) Staattisen madraamattomyyden kertaluku: ng =t-c—-3=5-0-3=2. Valitaan staatti-

sesti maaraamattomiksi suureiksi tuen B pystytukireaktio ja tuen B tukimomentti eli
X]_:By ja XZZMB'

P
SMPM: l
A §1 X2
& C B
X1
Yhteensopivuusehdot: vg =0 ja @g =0.
Pisteen B taipuma kuormista P, X; ja X, on
o 1pad x  1XL3 x,  1X,L2
vg =———(3—-1), Vol =— , vl = =
BBEI(a) B 3 E B 2 El
Pisteen B kiertyméa kuormista P, X; ja X, on
o _1Pa’ X, 1XL° x, XL
CPI-TI TR B T TR
Y hteensopivuusehtojen mukaan
vg =V3 +V§1 +vé<2 =0
vp =98 +pg' +0p° =0
Yhtélopari staattisesti maaradméttomille suureille:
1X° 1X,1° 1pa’ L
"3 El 2 El 6 El a
(IXLE XL 1Pa’
2 El El 2 El
Ratkaisuna saadaan: X; = P(3(%)2 - 2(%)3) , Xy = —Pa(%— (%)2) .

Muut tukireaktiot palkin VKK:n avulla:
M "l
A
a a2
— Pa(— - (—
AX{A{A : Bp E-Ep)

y a2 a3
PEED™—20)")

— A =0
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a, o a3 a a2y
CA Ma+P-a-P@E()?-2()%) L+Pal=—()*) =0
- MAzPa(—1+2%—(%)2)
1 Ay—P+P(3(%)2—2(%)3)=O - Ay=P(1—3(%)2+2(%)3)

Taivutusmomentti:

VKK, Vili AC:
M =Mj+AyX
g ) —Pa(-1+22 - (3?2 1 Pa-33)? + 2(2)%)x
A, L 'L L L
> X

Mc =M (a) = 2Pa(%—2(%)2 +(%)3)

VKK, Vili CB:

~Pa(t-()?)
L L a a,o a,o a3
M ¢ ) M =—Pa(~(5)°)+ PRI - 2L -%)
el

2 _ a_.av, a2 a3
e L=X, I:’(3() -2(+ )) =Pa(2 -=(1)7)~PaB()" ~2())x

M —kuvio

A -Pa(l-()")
a a,»
Pa(_l-l-zt_(t) ) BW____

2Pa(%—2(%)2 +(%)3)
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3. Madrit4d voimamenetelmdd ja momenttipintamenetelméa kéyttden oheisen kaksiauk-
koisen palkin taivutusmomenttikuvio.

y A A y

HA 2El @B El C
a = | a b

Ratkaisu:

Staattisen madraamattomyyden kertaluku: ng =t—-c—-3=5-0-3=2. Valitaan staattisesti
maaraamattomiksi suureiksi tuen A pystytukireaktio ja tuen A tukimomentti eli X; = A, ja

XZZMA'
X, q

SMPM:

Y A/ A Yy

B TA 2El @B El C
X1 b s

Yhteensopivuusehdot: v, =0 ja ¢ =0.

Madritetadan pisteen A taipuma ja kiertyma kuormasta g momenttipintamenetelmalla.

M —kuvio x —kuvio
A B C A B C
~ga? 1ga*
8 El
0 -0 —a
-~ o~ M
Ve —Vg =@g(Xc —Xg)—-M¢c = ¢p= :C
21 , a 1gqa 1 qga’
Mg =—-—Qga“-a-—=—— =——
N R R V=" %8 =24 EI
1938
—pp=—Ar=0 = - =
P8 —Pa AB Pn=0B 24 El A
_1gd
0 24El _=a =0 @t
VB=Va= @p (Xg—Xa)—-Mpg = Va= o = VA
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Maéritetdan pisteen A taipuma ja kiertymé kuormasta X; .

M —kuvio x —kuvio

1 1. X;a® 7X@ _ x,

=(—+— = =
T AT

7 X2 1

X;a° a_ 1X@ _ x
12 El 4 EI 3 2 El A

Maéritetdan pisteen A taipuma ja kiertymé kuormasta X .

M —kuvio x —kuvio
A B C A B C
___________________ - ——
B |
X, 2Bl X2
El

a a 2 El 3 3 EI
P _1Xy o 1Xe0
P —Pn AB > El > El
1 1 Xza 5X2a )(2
=(—+t-)—=——""F"-=
oa=Gr) 5 T m SO
5X,a 1X,a a 7 X,a%
Va=—@p-a+Mpg=—a2o.g+-22. 2o~ 2% 2
A=A AB T 6 EI 2 El 2 12 El A

Y hteensopivuusehtojen mukaan
Va :v2+v/)§1 +V;\<2 =0

0 X X
PA=Ppa+@pt +p? =0
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YhtélOpari staattisesti maaraamattomille suureille:

C1X@® 7 Xpa® 1ga’
2 EIl 12 El 24 El
7 X;a® 5Xa_ 1gqa

+
12 EI 6 EI 24 El

Ratkaisuna saadaan: Xlz—%qa, X, iqaz.

Y

Muut tukireaktiot palkin VKK:n avulla:

3 1 5 a 9
B -—qa-a+—qa“+q-a-—-C,-a=0 = C,=—qa
( 22q 22q q 2 Y y 22q

3 9 8
-—Q0a+B,-gq-a+—qa=0 = B,=—0a
T 22q y 4 22OI y 11q

Taivutusmomentti:

VKK, Vili AB:
iqaz M M _i az_i a.x—ﬁ(l_gﬁ)
22 QT) 223 551 22 a
3 1 -
- Mg =M(a)=-—0qa
Tha 5 X B (a) 17¢
VKK, Vili BC:

_qa M
22 ) M :i az—i a'x+E a-(x—a)+
QA B 22q 22q 11q ( )

)2
a 11‘{ _q.(x_a).%

2
=9 26435% _11(%)?)
22 a a
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M —kuvio

/\0.09090 ga?
0.04545 ga’ - \/

0.08368 ga?
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet
Harjoitus 5:
1. Madrita elementtimenetelméllad oheisen tasoristikon nivelten siirtymat ja

sauvavoimat. Ristikon sauvojen poikkipinta-ala on A ja kimmomoduuli on
E.

70
B

|
| Al

2. Maarita elementtimenetelmélld oheisen palkin kiertymat pisteissd A ja C,
taivutusmomenttien arvot pisteisséd A, C ja D seké taivutusmomenttikuvio
kayttden kahta palkkielementtié.

Yy vYyYvYVvVY

Yy V D
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, 2008

Harjoitus 5:

1. Maéritd elementtimenetelmalld oheisen tasoristikon nivelten siirtymat ja sauvavoimat.
Ristikon sauvojen poikkipinta-ala on A ja kimmomoduuli on E .

AC —

Z §
A

|
| \

Ratkaisu:

Elementit ja systeemivapausasteet:

Elementtien pituudet
ja kaltevuuskulmat:

l=a L?=a, L®=aV2,

at =0, a® =90°, o =45°
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Rakenteen jaykkyysmatriisin alkioiden kokoaminen:

1
—N —
K, =K}, +KZ = E—'f‘sin2 ot +E—'26‘sin2 o = ER sin? 00+ EAgin7 900 - EA
L L a a a
0
f_/%
K, =K}, :%(—sin a‘)cosa, :%(—sin 0°)cos0°=0

0
—
K, = K3, :%sin2 o' :%sin2 0°) =0

K,, =K, =0, (Rakenteen jaykkyysmatriisi on symmetrinen.)

K,, =K}, +K$, = E—'lAcos2 o' +E—3Acos2 ot = EAcos? 00 EA cos? 450 - E(1+ Q)
L L a a2 a 4
K,, =K}, +K$ = E—'f‘sin a'cosat + E—'?sin o c0sa® = ZRsin 0°c0s 0° + —= sin 45° cos 45°
L L a a2
_J2EA
4 a
K,, = K;; =0 (Rakenteen jaykkyysmatriisi on symmetrinen.)
Ky, =Ky = %E (Rakenteen jaykkyysmatriisi on symmetrinen.)
Ky =Ki, +KS, = E—lAsin2 a' +E—'3Asin2 o = FAsin? 0o+ EA gin 450 - EQ
L L a a2 a 4

Rakenteen jaykkyysmatriisi:

1 0 0
a 4 4

o Y2 V2

L 4 4 |

Rakenteen kuormitustermivektori:
0
FK, =0, FK, =0, FK, =0 = {FK}z 0
0
Vapausastekuormavektori:
0

P=0,P,=0P=F = {P}=F10
1
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Yhtéloryhma ja ratkaisu:

[KKa}+{FK}={P}

1 0 0 0 1 0 0 0
& &
©%01+££a2=F0:>01+££a2=EO
a 4 4 . 4 4 EA |,
o Y2 V2 o V2 N2
L 4 4 | L 4 4 |
3, =0 a, =0 a =0
= \f)az \f =0 =4{a,=—(2v2+a, = a2=—§
Fa -
ﬁaﬁﬁafﬂ RA R~ S PPN e
4 4 EA —EA
Nivelten siirtymat:
Fa Fa
Vo=a,=0,Uy=a, =——, Vy =a, = (22 + 1) —
A= 2 YB 2 EA B as ( )EA
Sauvavoimat:
EA s =
st =T(—c03041a1l —sing’a; +cosa’ a; +sina’ a;)
0 1 0
—— —— ——
=E(—sin0°a1+0030°a2+sin0°a3)=Ea2=i
a a
EA ~= r—s)h\ r—s)h\ jlh
S? :?(—cosw2 a’ —sina®a’ +cosa’a’ +sina’a’)
—N
=Esm900a1—g
a
EA O & az a3
S3=T( cosa’a’ —sma2a +cosa’al +sina a)
EA 1 Fa 1
(cos45°a +sin45°a,) = (2\/— 1) ] F\/_
af A AN A TN
Spg=S'==F
SAc=52=Q
Sec =S =F~2
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2. Madaritd elementtimenetelmalld oheisen palkin kiertymat pisteissa A ja C,

taivutusmomenttien arvot pisteissd A, C ja D sek& taivutusmomenttikuviot kayttden
kahta palkkielementtid.

Yy Yy Y VY VYYVY Y

m
:\\\

Ratkaisu:

Elementit ja systeemivapausasteet:

lp P/a
B m C \whv Y V[Z\V 7

A Yy Y VYV D
G <,  El 2
7 7
0,4a ,  0,6a a |
Vapausasteyhteydet:
~ ~N
” ® o
/ l‘/]_ / {2 \

Rakenteen jaykkyysmatriisin kokoaminen:

Ky =K, =26%-4a2 :8%

Ky, = K =2§-2a2 :4%

K, =K, :4%

Kay = Ky + K2 =%'4a2 +%'4a2 :12%

Rakenteen jaykkyysmatriisi:

EI[8 4
[K]:?L 12}
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Rakenteen kuormitustermivektorin kokoaminen:

2
P, - FKE - - P04 002" 18 o

a’ 125
FK, = FK! + FK? = MK! + MK = 2 4a) 06a_Plaa’ 12 1,
% 12 125 12

Rakenteen kuormitustermivektori:

Pa [-216
FK}=——
{FK 1500{ 19}

Vapausastekuormat:

P=0P,=0

Vapausastekuormavektori:

{P}- {8}

Yhtaléryhma ja ratkaisu:

[KKa}+{FK}={P}
“la el o)1) = |4 e w0l )
al|4 12]||a,] 1500 | 19 0 4 121|a, 1500 |-19

_ {ai}_ 1 {12 —4} 1 {216}pa2_ 1 {2668}

a, 8.12—-4%| -4 8 (1500 |-19| EI 120000 |-1016]| EI
1 [667]pa?
_M{—ZM} El

Sauvanpaataivutusmomentit:

Elementti 1:
Kuormitustermit;

MK} = _18 Pa, MK] = 12 Pa (Laskettin edella.)
125 125

Vapausastevoimat:

Matriisilausekkeen

{F} =[KT{a} +{FK}
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toisesta ja neljannesté yhtalosté saadaan

O al 0 az MK1
F = ZEI =ﬂ(8-a1+4-a2)+MKl1
a
— 2(4- 667 _o. 254 )Pa —EP 4~667—2-254—120-18Pa:Q
30000 30000 125 15000
0 a1 0 az MKz
F = ZEI :5(4-a1+8-a2)+MK;
a
~2(2- 667 _4. 254 )Pa+ 12 12 pa 2-667—4-254+120~12 Pa = 293 Pa
30000 30000 125 15000 2500

Sauvanpéataivutusmomentit:

M;=F, =0=M,, M, =-F/ :—%Paz—O,ll?ZPa: M

Elementti 2:
Kuormitustermit:

2
MK? =_P/a a :_@’ MK ? P/a-a’ _Pa
12 12 12 12

Vapausastevoimat:

Matriisilausekkeen

{F¥ =[KI{ay* +{FK}’
toisesta ja neljannesté yhtalosta saadaan

T T T .
F/=—-(6a-a’ +4a’-a; —6a-aj +2a’-a;)+ FK; =—-4-a, + MK/
a a

4.254 1 254 + 625 P 293

= ' pg_—pPa=-"""" """ pg =2 P

30000 12 7500 2500

g LA L2 g
Ff=—-(6a-a’ +2a’-a; —6a-aj +4a’-a;)+ FK, =—-2-a, + MK;
a a

_ 0. 254 Pa+iPa=_127+625Pa= 166 Pa

30000 12 7500 2500

Sauvanpéataivutusmomentit:

293 166

M?=F2=-—"2pPa~-0,1172Pa=M_, M2 =—F? =———Pa~-0,0664Pa= M,

2500 : 2500
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Taivutusmomentin maaritys:

Koska maaritimme edelld sauvanpadtaivutusmomenttien arvot, mutta emme sauvanpéa-
leikkausvoimia, voimme maérittad taivutusmomenttikuviot seuraavasti:

Maéritetd&n sauvanpdaéleikkausvoima elementin 1 vasemmassa paassa:

P
Q |
Tl BY/L) 2l> 0,1172Pa

04a _o06a

C’Z Q -a-P-0,6a+0,1772Pa=0 = Q] =0,4828P

Madritetdan taivutusmomentin arvo pistekuorman P vaikutuskohdassa B:

1 BIw
0,4828PT—l> B) M, -0,4828P-0,4a=0
Qe = M, =0,1931Pa
| 0,4a |

Maéritetd&n sauvanpdaileikkausvoima elementin 2 vasemmassa paassa:

S
0,1172Pa<T'1 [2) z'l 0,0664Pa

@ Q}-a—P-0,5a—0,1172Pa+0,0664Pa=0 = Q? =0,5508P

Maaritetaan taivutusmomentin lauseke valilla CD:

o6t08p ____|P/2% P x
4F1 I >§ M +0,1172Pa—-0,5508P - X + —-x-—=0
0,1172Pa< | 'i) a 2
Q = M =—O,ll72Pa+0,5508Px—O,5£x2
| x/2 | x/2 | a
| |
. oo -0,1172Pa
Taivutusmomenttikuvio: _0.0664Pa
B /\\ =
+ 0,0332Pa

0,1931Pa
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Toinen mahdollisuus mé&érittd4 taivutusmomenttikuvio on kayttdd superpositioperiaatetta
siten, ettd maéaritetddn kummallekin sauvalle ensin pelkistd sauvanp&amomenteista
aiheutuva (suoraviivainen) taivutusmomenttikuvio ja lisatdén siihen vapaasti tuetun palkin
taivutusmomenttikuvio:

Vapaasti tuetun sauvan AC taivutusmomentti pisteessé B:

P
B
A C C) -A -a+P-0,6a=0 = A =0,6P
A fe,
| 0,4a | 0,6a |
| |
B
A l)MB B) M, -0,6P-0,4a=0 = M, =0,24Pa
O,6P|
| 0,4a |
Vapaasti tuetun sauvan CD taivutusmomentti keskipisteessa E:
P
F____'lTE___W
C D C) -C,-a+P-0,5a=0 = C, =0,5P
o te,
. 05a , 0,52 |
| |
0,5P
|——$—E| Ej M. -0,5P-0,5a+0,5P-0,25a =0
C i )M, _
= M, =0,125Pa

O,5PT

AR LP

Taivutusmomenttikuvio:

-0,1172Pa
- \*~T-\\\—0,0664Pa
peee 1B LoloN\ A A
+ 0,0332Pa
0,24Pa 0,125Pa

0,1931Pa
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet
Harjoitus 6:
1. Madritd elementtimenetelmalla oheisen palkin kiertymé pisteissd B,

taipuma ja kiertyma pisteesséd C seka taivutusmomentti ja leikkausvoima
pisteessd A. Palkin taivutusjaykkyys on EI .

P/a lp
%XHHHH"B C
7

| 2a | a |

2. Oheista kehda ABC kuormittaa vaakatason pituutta kohti tasan jakautunut
lumikuorma q. Sauvojen taivutusjdykkyys on EIl ja aksiaalijaykkyys
EA=2EI/L?. Madaritd elementtimenetelmalla pystysiirtymé pisteissa B,
normaalivoima ja leikkausvoima pisteessé A sekd taivutusmomentti
pisteessa B.

q
IEEERREEERNEREEEEY

{
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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P/a-(2a)* 1

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet FK, = FK: + FKZ = MK! +0 = . gpa
HarjOitUS 6: FK, = FK32 =0
FK,=FK2=0
1. Méaritd elementtimenetelmdlld oheisen palkin kiertymd pisteissdé B, taipuma ja N . . .
kiertyma pisteessd C seka taivutusmomentti ja leikkausvoima pisteessa A. Palkin Rakenteen jaykkyysmatriisi ja kuormitustermivektori:
taivutusjdykkyys on EI . , ,
6a® -6a 2a 1
P/a lP [K]_eT —-6a 12 -6a ,{FK}=% 0
vt i3y 3111 11B C 2a’ —6a 4a° 0
Z A é;
Vapausastekuormavektori:
| 2a fé a_
I I I O
Ratkaisu: P=0,P=P,P=0= {P}=P{1
Elementit ja systeemivapausasteet: 0
Yhtéléryhma ja ratkaisu:
P/a l P
 xaEzliman ¢\/\ s [KHa}-+{FK}={P}
AN Cl s f6a’ —6a 2a’|(a a3 (0
2 Bl _ _
! 2a | | c>a3 6a 12 6a|ja, p+P< 0 p=P<1
' : |2a® —6a 4a’ ||a 0 0
Vapausasteyhteydet: 1Pa®
) . 6aa, —6a, +2aa, = 3
. 7(\ Q)3 6a> —6a 2a’](a -al3 El
/ /‘{ o = E—: -6a 12 -6al{a,t=P{ 1 { = —6aa1+12a2—6aa3=FI;—aI
/ / \ \ a 2 2
ay @ j A\ R >4 (27 —6a 4a ]l 0 20aaa, — 6a, + 2aa, = 0
lzz l 4 2
1 3 1 3 6 -6 2 ||ag Pa? -1/3 aa, 1/3 Pa?
_ _ _ _ = |6 12 6|la,;j=—1 1 + = Jla, ;=12/3}—
Rakenteen jaykkyysmatriisin ja kuormitustermivektorin kokoaminen: El El
2 -6 4 ||aa, 0 aa, 5/6
El EI El
Ky =Koy +KZ = (2a) Y Kiertymat ja taipuma:
El El El El
K12:K223:¥'(_6a) _67—K21’ K13:K224:?2 2* Ky _ :lpiaz V. —a :ELaB o :a3:§P7a2
8 3ElL" ¢ 7 El’"° 6 El

El El El = = =
Ky = K323 :¥'12 :123, Ky = Keix :¥~(—6a) = —6? =Kg

El El
2 2
Ky =Ko :?~4a :4;

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, harjoitukset Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, harjoitukset



Elementin 1 vapausastevoimat: 2. Oheista kehdd ABC kuormittaa vaakatason pituutta kohti tasan jakautunut
lumikuorma q,. Sauvojen taivutusjaykkyys on EI ja aksiaalijaykkyys

2 L9 a0 . B 2 g e . - Lo
Fi = E|3 (1221 +6-2a- —12~a§+6-2a~a§)+FK?:E—|3-12a- _Pla-2a EA_2E_I /I__ . I\/!aarlta_l elemenf[tlmene_telmal_lla pystys!.lrtyr_na pisteissa B_,
(2a) 8a 2 normaalivoima ja leikkausvoima pisteessa A sekd taivutusmomentti
_3El 1Pa’ p pisteessa B.
“2a’ 3El @ _2
a MK; qo
El — EEEEEREEEREEEREEN

2 2 LE 2
F; [6-2a-a +4-(2a)°-a, —6-2a-a +2-(2a)* -a; ]+ FK]

" (2ay
. 2 2
_ Els,gaz, _mzﬂ.lpi_lpa:7 :
8a 12 a 3E 3 EL

Leikkausvoima ja taivutusmomentti pisteessa A:

P
QA:Qllz_Ff:? MA:Mj:F;:Q | | |

Ratkaisu:

Koska rakenne ja kuormitus on keskipisteen kautta kulkevan pystyakselin suhteen
symmetrinen, voidaan tarkastelu rajoittaa rakenteen vasempaan puoleen, joka on tuettu
kuvan mukaisesti.

o
IEEEERREN!

_______ b_____
I ° I
______ S
! .

-4L/5-sine 12

l p=k =R g,

. ! L 25

qo-gL-sma q A cosa q,-4L/5-cosa 16

>3 e

q, -0,8L
, AL/5 ,
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Elementit (1 kpl) ja systeemivapausasteet:

Vapausasteyhteydet:

Rakenteen jaykkyysmatriisi ja kuormitustermivektori:

4E|
Ku:Ksls:F:I
6El 6El 4 24 El
Klz:Kész_E: 12 c= 12 5: 512 12 =K,
EA 12El 2EI 12EI 4., 42El
Kzz_KéS D=— L s*+ E cl="r (__) (_) 5 E
=
El | 2012 -24L
[K]l=—=
50| -24L 42
2
FK, = FK! = MK, =95 _ _106/25, 4 /.
12 12 75 "
1 pL qL
FKZ=FK5=sUK2+cVK2:s(—T)+c(—7)
3129,/25, 4, 16q,/25 18 32 2
S e L)= -2 g,L=—2q,L
5 2 5( 2 ) 125 - 15 5
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_4
75 1[4L
FK}=
FS 2| 75{30}
5

Vapausastekuormavektori:

{P}={g}

Yhtéléryhma ja ratkaisu:
El | 201> -24L|[a| 1 (4L 0

K]{a}+{FK}={P — -= L=
(KRa}+{FI3={P} = 5|_3L24|_ 42 Haz} 75{30}% {o}
N 20 -24](La| 1 [4]ql!
24 42 ||a, | 15|30/ EI

L 1 42 24 4 lgl" 1 [37|ql" 37] q,L*
a, | 20-42-24°[24 20 15 30/ EI 15-11|29] EI 165 29J El

3 3
_ 3T Gl 022424 %5
165 EI El
4 4
=29 %L (17576 %t
165 EI E
Pisteen B pystysiirtyma:
4 4
vy —a, =22 %k g 17575k
165 El El

Elementin 1 vapausastevoimia:

3 az

2
F ZKla1+FK1 K a + K a5+FK1 Ca, — Ba, + cUK, —sVK,

157
i=1

2E1/12
3 =3 4
=_6EZI ¢ 37 qL L EA _12§|)SC 29 q,L Ll pL
L 165 El L L 165 El 2
6-37 8-29 6-37-8-29 2

- L= L=—"gq,L
52.11 52-11)q° 1.5 b 55 10

)-s- 2

=(
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3 &

6 ~ ~
=Y Kja + FK; =K a5 + K ag + FK; = Ea, — Da, + SUK, +cVK,
i=1

2j7j

2E1 /12
3 = 4
=6EZI 37 q,L _( EA Ser12|3£| ¢?) 29 gL’ s pL)+C( qL)
> "165 El L L 165 El
(8 37 14 29_9)0| L 8-37—14-29—11~10q L___q
52.11 5%.11 &2 11.5? 0

3 8

~— ~=
:ZKl al + FK; =Kg, a + K5, a + FK} =Ga, — Ea, + MK,
i=1

6j7]

2El _ 6EI oU _2E1 37 g’ 6El 29 gL'
=T Rt : o

L L 2 L 158 165 El 25 12
74 829 4 _ ., 5.74-3.8.29+4.11 , 94

= - + L= L*=-———q,L
(3-5-11 52.11 3-52)q° 3.52.11 % 275 ©
Etsityt leikkausrasitukset:
4 2 3 4 8-11-12
Na =N =—CF' -sF; =—g'(—%%|—) +g(—g%|—) :qu
124
=———0,L ~-0,4509
275 % %3
4 6+11-16
QA :Q11:SF11_CF21—__ (_ QO )_ (_gqoL):qu
182
=—0,L~0,6618q,L
275 Qo do
Mg :—F1 :ﬂqoLz O,3418q0L2
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet

Harjoitus 7:

1. Oheiseen ulokepalkkiin vaikuttaa aksiaalinen vetovoima P kuvan mukaisesti. Maarita
suurin sallittu voima P, jos vetojannitys palkissa ei saa ylittdd 75MPa. Poikki-

leikkauksen pinta-ala ja jayhyysmomentit ovat A=3200mm, I = 2,0267-10°mm* ja
I, =0,40667-10° mm*

117,5r2m

mm ! 20m|m

y
2. Kuumavalssatusta I-tangosta IPE200, jonka jayhyysmomentit ovat I, =19,4-10° mm*
ja 1,=1,42-10° mm* on tehty uloke, jonka pituus on 2 m. Ulokkeen paassa on
pistekuorma F. Madritd sallittu kuorma Fg, olettaen, ettd F on poikkileikkauksen
symmetriatasossa, kdyttden varmuuslukua 2 my6tédn nahden. Myo6téraja on

om =340 N/mm?. Mika on varmuusluku, jos kuorma kaéntyy 10° oheisen kuvan

esittamalla tavalla * 100

o E

t::\ Z
2000 mm

200 mm

:

100 mm

l
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3. Madritd oheisen poikkileikkauksen sydéankuvio. Poikkileikkauksen pinta-ala ja
jayhyysmomentit ovat A=800mm?*, 1, =18,167-10°mm* ja I, =5,667-10°mm*.

10mm
17,5mm v

40mm

15mm 10rnn? 15mm|
| |
| | I
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet

Harjoitus 7:

1. Oheiseen ulokepalkkiin vaikuttaa aksiaalinen vetovoima P kuvan mukaisesti. Maarité
suurin sallittu voima P, jos vetojannitys palkissa ei saa ylittad 75MPa. Poikki-

leikkauksen pinta-ala ja jayhyysmomentit ovat A=3200mm, I, =2,0267-10°mm* ja
I, =0,40667-10° mm*

20n]m
117,5mm
___@ Z
P
mm | 20m|m
Ratkaisu: y
Leikkausrasitukset:
z
P
P
N<_é®)_/ ....... MX
My
—-> N-P=0 = N=P
(ezM,-P-25mm=0 = M, =P-2,5mm
(ey —-M,+P-20mm=0 = M, =P-20mm
Neutraaliakseli:
2
1, —12 106 mm*
LA Sl N I, N _0,40667-10"mm P _— _50,8mm
M, I, -M, I, A M, A P-2,5mm  3200mm
——
0
2
M, I, —-M_I M, I . . .108 4
[ = arctan ——= £ ¥ —arctan—_~ =arctan P -20mm -0, 40667 106 mm4 =58,1°
Ay =M1, 1y P-2,5mm-2,0267-10°mm
——
0
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/
/ NA

/
— /dyo =-50,8mm

/ N B =58,1°
508mmy" |
ya

/
/. J
7 i R e N ‘
/ P A T2,5mm
/
/ 50mm
%|
y
Itseisarvoltaan suurin normaalijannitys on pisteesséd A, joka etdisyys neutraaliakselista on
suurin:
Opax =0, —E+ : +&Z
max A A IZ yA Iy A
- P, P2sM gy P20MM g 821310
3200mm<  0,40667 -10° mm 2,0267-10°mm mm
Suurin sallittu kuorma P:
4 P N 75 s 4
Omx = Osn < 8,213-10 >=15— = P=—+-10"N =9,132-10°N =91, 3kN
mm mm 8,213
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2. Kuumavalssatusta I-tangosta IPE200, jonka jayhyysmomentit ovat 1, =19,4-10° mm*
ja 1,=1,42-10° mm* on tehty uloke, jonka pituus on 2 m. Ulokkeen paassa on

pistekuorma F. Mdarita sallittu kuorma Fg, olettaen, ettd F on poikkileikkauksen
symmetriatasossa, kayttden varmuuslukua 2 my6téon ndhden. Myo6téraja on
om =340 N/mm?. Mika on varmuusluku, jos kuorma kadntyy 10° oheisen kuvan

esittamalla tavalla ? 10°
E |
o
I ——— —
F l
> 200 mm
R Z
, 2000 mm
|
I\i_\FVI_____
| y |
! 100 mm |
e 5|
Ratkaisu:
Sallittu jannitys:
o 340 N N
Gsa”:—m: 2 22170 7
mm mm

Kuorma on symmetriatasossa eli F vaikuttaa y-akselin suuntaan:

Taivutusmomentin arvo tuellaon: M, =—F-2000 mm, (M =0)
Reunajénnitys:

M —F -2000 mm
o =—ty =———""".(-100 mm)=0,010309. F
m Yy 19,4-10°mm* ( ) mm?

z

(veto ylapinn.)

Suurin sallittu kuorma:

.. =0 = F 170

max — Ysall sall — F=——-F-N :16,49 kN .
0,010309 —
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Kuormitus on kdantynyt 10° kuvan esittamalla tavalla:

l / Kuormitustason suuntakulma: o =10°

Taivutusmomentit: (F =16,49 kN)
M =—-F -2000 mm = -32,98kNm
M, =M cosa = —-32,98- cos(10°)

=-32,48KNm
M, =Msina =-32,98-sin(10°)
= —5,73kNm
M. I - . .10°8
Neutraaliakselin suuntakulma: S = arctan—2- = arctan 573-19,4-10 =67,5°

~32,48-1,42-10°

zy

Kauimpana neutraaliakselista ovat pisteet A ja B.

Normaalijannitys saadaan lausekkeesta:

M
o(y.2) =My, Y,

PR

Piste A (y,,2,) =(-100 mm, —50 mm):

M ~32,48.10° _5,73.10° N
My Ty, o980 a0y 202250y~ 3692
T I e T A W R To mm?
Piste B (Yg,Zz) = (100 mm,50 mm):
M _32 48.10° _5.73.10°
g =My My, 73288100 50 307 gy gg9, N o o
3 I 19,410 14210 mm
Varmuusluku:
n=%n_ 340 5921 (Rakenne myota 1)
o. 3692
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3. Madritd oheisen poikkileikkauksen sydéankuvio. Poikkileikkauksen pinta-ala ja
jayhyysmomentit ovat A=800mm?*, 1, =18,167-10°mm* ja I, =5,667-10°mm*.

10mm
17,5mm 2
— z
40mm
15mm 10rnn? 15mm
| |
| | .
y
Ratkaisu:
_A F
10mm _ : .
v Nurkkien koordinaatteja:
7,5mm7|B E
'y z Ye =-17,5mm, z. = 20mm
Y, =-17,5mm, z, =-20mm
32.5mm Yg =—7,5mm, z, =-20mm
Yo =32,5mm, z. =-5mm
Yp =32,5mm, z, =5mm
- C D
15mm 5Smm
|[<——e
y
Neutraaliakselin yht&lo:
LA Ly, N yiy > + z:,z > =0
I,/A Iy/A 18,167 -10°mm~ /800 5,667 -10"mm* /800

YoV . %Z
227,083mm?  70,833mm?
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Pisteiden F ja A kautta kulkevaa neutraaliakselia vastaava sydénkuvion nurkkapiste 1:

N Ye Vo + r 2 —0 N -17,5mm Y. + 20mm ,
227,083mm? °"  70,833mm? © - 227,083mm? °"  70,833mm? ©
-17,5mm -20mm
1+ Y = Yp + £ ——7,=0 + = Yp + > 2, =
227,083mm 70,833mm 227,083mm 70,833mm

0,07706y, —0,2823z, =1mm Yp, #13,0mm
=
0,07706y, +0,2823z, =1mm Z,, =0
Pisteiden A ja B kautta kulkevaa neutraaliakselia vastaava sydénkuvion nurkkapiste 2:

ZA
+ > ZP
70,833mm
Ve Zg
1+ + YA
227,083mm?> Yo 70,833mm? ©

1+ Ya
227,083mm?

Yp

Pisteiden B ja C kautta kulkevaa neutraaliakselia vastaava sydankuvion nurkkapiste 3:

Ye Z

1+ + B Z, =
227,083mm? Yo 70,833mm? " _ Yes ~—5,0mm
= e = ~ 4,1mm
l+ yC Zyp+ ZC 2ZP:O ZP3~ y
227,083mm 70,833mm

Pisteiden C ja D kautta kulkevaa neutraaliakselia vastaava sydankuvion nurkkapiste 3:

1+ Ye Yo + fe z, =
227,083mm?> 70,833mm? Yps =—7,0mm
y , = jne. = . —o
+ D + D 7 = P4 — 2
227,083mm? Yo 70,833mm? "
Sydankuvio: 4.1mm
!
3 34
5,0mmg 7,0mm
— z
13,0mm
1] o
|
|
I
3,5mm l
Ly
y
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet
Harjoitus 8:

1. Puupalkkeja on vahvistettu (a) yhdell& ja (b) kahdella terdskappaleella oheisten kuvien
osoittamalla tavalla. Méaritd poikkileikkausten normaalijénnitysjakaumat, kun poik-
kileikkauksiin kohdistuu 50 kNm:n suuruinen taivutusmomentti. Terdksen kimmo-

moduli on 200 GPa ja puun 13GPa.
(® (b) - 125x10 mm
e

L

‘l_

|
1

250 mm I~

U
|

—m—mm—— —m—mm——

S 125x10 mm S 125x10 mm
150 mm
<>

2. Oheinen palkki valmistetaan kiinnittdmalla 75 x 100 mm? puurimat Kiinni pulteilla 12
mm:n paksuiseen terdaslevyyn. Pultteja, joiden halkaisija on 16 mm, on palkin pituus-
suunnassa 200 mm:n vélein. Poikkileikkausta kuormittaa leikkausvoima Q, =18 kN.
Maérita (a) keskimaarainen leikkausjannitys pulteissa seka (b) leikkausjannitys uuman
keskikohdassa (z-akselilla). Puun kimmomoduli on 13 GPa ja terdksen 200 GPa.

12 mm
s T 100 mm
R
100 mm
=
s ] h 100 mm
N

75 mm 75 mm
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3. Tarkastellaan oheista terasbetonipalkin poikkileikkausta. Betonin kimmomoduli on
20 GPa ja terdksen 200 GPa. Betonin suurin sallittu jannitys on 10 MPa ja terdksen
150 MPa. Méaaritd suurin taivutusmomentti, joka poikkileikkaukseen voi kohdistua,
kun betoni oletetaan vetoa kestdméattomaksi.

500 mm
halkaisija 25 mm§

50mm ¢ _[* *°

| 250 mm |
[e———|
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet

Harjoitus 8:

1. Puupalkkeja on vahvistettu (a) yhdell4 ja (b) kahdella teraskappaleella oheisten kuvien
osoittamalla tavalla. Maarita poikkileikkausten normaalijannitysjakaumat, kun poik-
kileikkauksiin kohdistuu 50 kNm:n suuruinen taivutusmomentti. Terdksen kimmo-
moduuli on 200 GPa ja puun 13GPa.

(@ (b)

125x10 mm

250 mm

125x10 mm

125x10 mm

Ratkaisu:

(a) Yksi teraskappale:

Merkitédn puuta numerolla 1 ja terdstd numerolla 2.
Kimmomoduulisuhde:

E 125mm

n=—2=1538
El

255m
Muunnetun poikkipinnan pinta-ala ja pintakeskio:

A =150-250 mm? = 37500 mm?

A, =125.10 mm? =1250 mm?

A = A +nA, =37500 mm?* +15,38-1250 mm?* = 56725 mm?
_ Ay, +nAy, 37500 mm’-125 mm+15,38-1250 mm? - 255 mm

o =

g A 56725 mm’ =168,06mm

Muunnetun poikkipinnan jayhyysmomentti z-akselin suhteen:

3
= (%wmoo.m?) mm* =7,8125.10°mm*,
. 3
1, = (222 . 125.10.255%) mm* = 0,8129 10°m’,

12
I, =(7,8125-10° +15,38-0,8129-10°) mm* = 20,315-10°mm"
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Muunnetun poikkipinnan jadyhyysmomentti muunnetun poikkipinnan pintakeskidakselin
(Z —akselin) suhteen:

I, =1, =1, —-AyZ =(20,315-10° —56725 -169,06°)mm* = 4,102-10° mm*

Reunajénnitykset puussa ja teraksessa: 1‘yyla =169,1mm
M 50-10°Nmm N G z
Oala = T Yiaa = 2.102.10°mm* -80,9 mm =9,86 poncl == _yala =80,9mm
M 50-10°Nmm N
% = Yo =3 10 10mme (LM =206 e vy
M 50-10°Nmm N
=Nn— =1538-————-90,9mm =170,4——,
Tz =N~ Yo 4,102-10°mm"’ mm?
M 50-10°Nmm N
s=Nn—yY, ,.=1538-———————-80,9 mm =151,6 .
T =N Y2y 4,102-10°mm"’ mm?
Normaalijannitysjakaumat puussa ja teraksessa:
-20,61
A mm
9,86 151,6
170,4
y
y
(b) Kaksi teréskappaletta:
Pintakeski® on poikkileikkauksen keskella.
Jayhyysmomentit:
o3
I = % mm* =1.9531.108mm*,
103 —— z
I, = 2-(1251210 +125-10-130%) mm* = 4.2271-10" mm*, =
I, =(1.9531-10° +15.38-4.2271-107) mm* = 8.4544.10* mm*. =
Reunajannitykset puussa ja teraksessé: y
M 50-10°Nmm N
=— =——————.125mm=7,39
ron =7 N = g 4542 10°mm” mm?
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M 50-10°Nmm N
=V . =—————(-125mm)=-7,39——
Ty I, Yiya 8,4544-10°mm* ( ) mm?

6
SO-LONMM 406 1m —122,8
mm

O-Z‘ala = nM yz,ala = 15'38

I, '8,4544-10°mm*
50-10°Nmm N

M
My =1538. 20 AN 455 mm_n3,7
oo =Yoo 8,4544-10°mm"’ mm?

-122,8

= -113,7 -7,39%
—

= - ——= z

> ol—
mm?

739 1137

_T_ } 1228
y
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2. Oheinen palkki valmistetaan kiinnittamalla 75 x 100 mm? puurimat kiinni pulteilla
12 mm:n paksuiseen teraslevyyn. Pultteja, joiden halkaisija on 16 mm on palkin
pituussuunnassa 200 mm:n vélein. Poikkileikkausta kuormittaa leikkausvoima
Qy=18kN. Madrita (a) keskimadrainen leikkausjannitys pulteissa sekd (b)

leikkausjannitys uuman keskikohdassa (z-akselilla). Puun kimmomoduli on 13 GPa

ja terdksen 200 GPa.

12 mm

f&%-%ﬁ 100 mm
100 mm
_&3\\\ 100 mm
S R
75 mm 75 mm
Ratkaisu:
Ki duulisuhde: 12mm
immomoduulisuhde: I
E, 200 __ ]
=—2-2"-1538 —-3=-=1 100 mm
n E, 13 4 o
— 100 mm
1001 z
Y ©@==dg 1 F 100 mm

=l
75" 75
y

Muunnetun poikkipinnan jayhyysmomentti:

75-100°

I, =4-( +75-100-100%)mm* = 3.250-108mm?*,

12-300°
2=

mm?* =2.700-10" mm*,

I =1, +nl, =3,250-10°mm* +15,38-2,700-10"mm* = 7,4026-10°mm* .
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(a) Keskimaardinen leikkausjannitys pulteissa:

Yhden (viivoitetun) puuosan staattinen momentti z-akselin suhteen (katso oheista kuvaa):

S, = Ay, = 75mm-100mm-100mm = 7,5-10°mm>.
Leikkausvuo puun ja teraksen valissa:

3 5 3
:QS,I :18 10°N 7,5810 n}m :18.24l.
| 7,4026-10°mm mm

r

Pultille tuleva leikkausvoima ja pultin poikkipinnan pinta-ala:

Q, =9l =18, 24l~200mm =3647N,
mm

A= 7(16mm)?

. =201,1mm?,

Pultissa vaikuttava keskiméaaréinen leikkausjénnitys:

7, :&:Lmzzl&mlz:l&MMPa.
Ap 201,Imm mm
12 mm
H==33=-1h 100 mm
— 100 mm
1001 .
RO g S0 100 mm
S
‘H ‘%
7575
y

(b) Leikkausjénnitys uuman keskikohdassa:

Staattinen momentti z-akselilla

S,(0)=S;+nS, = (2-75-100-100+15.38-12-150- 75)mm?® = 3.576-10°mm?,

joten leikkausjannitys uuman keskikohdassa on

QyS;(0) 18-10°N-3.576-10° mm? _705 N
Ib  7.4026-10°mm*.12mm  mm?’

7(0) =
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3. Tarkastellaan oheista terdsbetonipalkin poikkileikkausta. Betonin kimmomoduli on
20 GPa ja terdksen 200 GPa. Betonin suurin sallittu jannitys on 10 MPa ja teréksen
150 MPa. Méaaritd suurin taivutusmomentti, joka poikkileikkaukseen voi kohdistua,
kun betoni oletetaan vetoa kestdméattomaksi.

500 mm
halkaisija 25 mm§
50mm ¢ _[**°*|
| 250 mm |
[¢—]

Ratkaisu:
Betoni oletetaan vetoa kestamattémaksi joten terdkset ottavat vastaan poikkileikkaukseen

kohdistuvat vetojannitykset. Poikkileikkauksessa on 3 terdssauvaa (halkaisija 25 mm),
joten terasten yhteenlaskettu poikkipinta-ala on

A =3-7-(12.5mm)? =1472.6 mm?.
Terasten ja betonin kimmomoduulien suhde on (redusointi betonin suhteen)

o _E_200GPa_,,
E, 20GPa

Koska redusoitu staattinen momentti S, hévida neutraaliakselilla, saadaan yhtélo

S, =S, +nS; =0, — —
kE
missé v
- z
Sb:Abyb:bX'(_i):_lbxz, d =450 mm
2 2 y d-—x
St =AY =A(d-x), A
— T ] e e @ -

joten neutraaliakselin sijainnin x maérittelevaksi

yhtéloksi saadaan b =250 mrln
1 2
S, :—be +nA(d-x)=0.

Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla saadaan
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oA - (-Eb)-nag

X =

2~(—%b)

eli

L 14726 mm? + \/(—14726 mm?)? —4-(~112.5 mm)-14726 mm? - 450 mm
B 2-(-112.5mm)

=185.9mm.

Suurimmat betonissa ja terdksissé vaikuttavat jannitykset saadaan lausekkeista

JbZIMX, O't:nIM(d—X),
r r

missa betonin suhteen redusoitu jayhyysmomentti on 1, = I, +nl;, missa

bx® X\ 2
ly=—+bx-(-=
b=75 ( 2)
. 3
_ 250 mm (1155'9 MM, 250 mm-185.9 mm~(—@)2 ~5.3537.10°mm*,
7Z'D4 2
ly=3-——+A(d-x
t ol A(d —x)
4
_3. 2 (25MM)” 1472 6 mm? - (450 mm —185.9 mm)? =1.0277 -108mm?*,

joten
I, = Iy +nl, = (5.3537+10-1.0277) -108 mm* =1.5631.10° mm*.

Suurin sallittu taivutusmomentti betonin suhteen on

10N 1.5631-10°mm*

Maip %l mm =84.08 kNm
' X 185.9mm

ja terdsten suhteen

ol 150%.1.5631.109mm4
Mgyt = —+F—=—Mm =88.78 kNm.
" n(d-x) 10-264.1mm

Pienempi edellisistd on maaraava eli suurin sallittu taivutusmomentti on

Mgy =84.08 KNm.
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet

Harjoitus 9:

1.

Mé&éritd oheisen ulokepalkin taipuman lauseke v(x), kun leikkausvoiman vaikutus
palkin taipumaan otetaan huomioon. Palkin taivutusjaykkyys on El, leikkausjaykkyys
GA ja poikkileikkauksen siirtymakerroin on ¢ .

mm/go

——> X L §

Oheista sandwich palkkia AE kuormittaa pistekuormat pisteissd B, C ja D. Maérita
momenttipintamenetelmdlld  palkin  taipuma sen keskipisteessa C. Ohje:
Pintakerroksen paksuus t on niin pieni, ettd muunnetun poikkileikkauksen
jayhyysmomentti |, ja taivutusjaykkyys B voidaan laskea luentomonisteen kaavoilla

(8.33) ja (8.34) seka leikkausjaykkyys S lasketaan kaavalla (8.29).

For
Al |E
% B C D Z%,
02L ., 03L ., 03L __o02L l”
E, Jt
w~ T L =4000mm, b =300mm,
dI Gc J d =100mm, t =0,5mm,
o M P =1kN, E, = 210GPa, G, = 3MPa.

| b |

3. Oheisen tasajaykén palkin taivutusjaykkyys on El. Se on vasemmasta paastaan
tuettu kiintedlld niveltuella ja lepdd kimmoisalla alustalla, jonka alustaluku on k.
Madritd palkin taipuman ja taivutusmomentin jakautuma, kun on voimassa
AL=10(>5), jolloin voit soveltaa puolidarettdman kimmoisella alustalla olevan
palkin mallia. Piirra kuvaajat.
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4. Oheinen palkki lepdd maa-alustalla, mutta sen keskipisteen alla on kivi. Maan
otaksutaan toimivan Winklerin alustana ja kiven otaksutaan olevan liikkumaton.
Palkkia kuormittaa tasan jakautunut kuorma q,, sen taivutusjaykkyys on El ja
alustaluku on k =100El /a*. Symmetrian vuoksi voit rajoittaa tarkastelun palkin
oikean puoleiseen osaan, jolloin symmetriasta aiheutuva reunaehto palkin
keskipisteessa on ¢(0)=0. Madaritd kosketuspaineen r(x) ja taivutusmomentin

M(x) lausekkeet, kun 0<x<a. Maaritd myos kosketuspaineen arvo palkin

padssé ja taivutusmomentin arvo palkin keskell&. Piirré lopuksi kosketuspaineen ja
taivutusmomentin kuvaajat.

e
!
@
| a !_>Xa |

TR ERNEREERRNEER
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet

Harjoituksen 9 ratkaisut:

Yo
m
f—> X L &

1.

Kuorman lauseke on q(x) = qTox , taivutusmomentin ja leikkausvoiman lausekkeiksi

saadaan

1 X 10X 1 1q0x2
M=-=q(X)- X —=—>——, =—-q(X) x=—=——.
5 400 x-2 Q=590 7L

Kiertyman differentiaaliyhtalosta saadaan integroimalla

’ M 1 qOX3 1 q0X4
=——=-—— = =——+C.
=B "6 EIL arYR=TIA
) 1 gl . ) o
Reunaehto: ¢(L)=0 = C;= TR Taipuman differentiaaliyhtélélle saadaan nyt
, Q _ 1 qol’[ x4 ¢ X
Vi=p+g——=— =) =1|- =
o< ea 2a | | 2GA L
3[ 5 3
V:i% L—X _im_,_czl
24 El |51* 6GA L

4 2
Reunaehto: v(L)=0 = szi%+14QOL .
30 EI 6 GA

Taipuman lauseke on

_ 1 gl x5 gx gﬂ{_zs }
V(X)flzo El [(L) 5L+4}r6 GA (L) il

missa lausekkeen ensimmainen termi on taivutusmomentin aiheuttama taipuma ja jalkim-

mainen termi on leikkausvoiman aiheuttama taipuma.
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2.

Taivutusjaykkyys ja leikkausjaykkyys:

t

| _btd® _0,3m-05-10°m-(0,1m)’ = f *

2 2 dl G54
=0,75-10"°m* , b Tt

B=E,l, =210-10°kN/m?.0,75-10°m* ' '
~157,5kN/m?

S =G,bd =3-10°kN/m?-0,3m-0,1m = 90kN

Leikkausrasitukset:

Symmetrian ja pystysuuntaisen tasapainon vuoksi tukireaktiot ovat 1,5P .

Leikkausvoima:

ADD J Qu-15P=0

1,5PT Qne = Que =15P
P
Aﬁb L Qu-15P+P0
B
1,5PT Qe = Q,; =0,5P
Taivutusmomentti:
AED M, B) M, ~15P-0,2L =0
15P B = MB=O,3PL
’ 0,2L
[e—=—>|
lp c) M. -15P-0,5L—P-0,3L =0
= M. =0,45PL
Al ||)|\/|C c
P <

l o2L . 03L

Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet, harjoitukset



Rasituskuviot:

Q —kuvio: —15P
-0,5P _
N — RN o2 I S— E
+ D
+ 0,5P

15P
M —kuvio:
A

0,45PL

Liukumakulma- ja kdyristymakuviot:

¥ —kuvio:
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Taipuma pisteessa C:

Momenttipintamenetelma vélilla AE:

e :0,2L-1,SE+O,3L~0,5E—0,3L-O,5£—0,2L~1,SE:Q
S S S S

M = 02L 03— (08+—)L+0 6L - 03 B 05L

2

+1~0,6L~0,15&-0,5L+1~0,2L~0,3&~3~0,2LziPL

2 B 2 B 3 400 B
e M, 57 PL
Vo =Va =@a(Xg = X0) - Mg + ALy = ¢p = L =400 B

Momenttipintamenetelma valilla AC:

. =0,2L- 15P+03L 055=i&
S S 20 S
My = 1 -0,2L- 03& o, 3+ )L+O,3L-0,3%-0,15L
3
+1 0,3L- 015— 0L =97 PL
2 4000 B
F_(L L/2
Ve —Va = @a(Xe = Xa) = Mac + Al
L . 7 PL L 107 F’L2 PL
= Vc:(pA - M + Al = > 0 2

400 B 2 4000 B ' 20 S
_ 89 P OPL_ 89 1kN-(4m)’ 9 IkN-4m
2000 B 20 S 2000157,5kN/m? 20 90kN
=(0,01808+0,02)m ~38,1mm
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Yksityisratkaisu: v, (x) = %
Taipuman lauseke (x> 0):
v(x) = e#*(C, cos #x +C, sin Bx) +% .

Derivaatat:

V' =—Be?(C, cos fx+C,sin Bx) +e ™ (-C,Bsin fx+C,Bcos fX)
= e *(=C,(sin Bx+cos BX) +C,(—sin Bx +cos BX)),
V" =% P (~C,(sin Bx +cos BX) + C,(—sin Bx+cos BX)) +
pe P (~C B(cos fx —sin Bx) —C,B(cos Bx +sin £X))
=2%e"(C,sin px—C, cos BX).

Reunaehdot:
v(0)=0 = c1+%=o = clz—%,
M(0)=-EIN'(0)=0 = Vv"(0)=-25°C,=0 = C,=0.

Taipuman ja taivutusmomentin lausekkeet:

q A k=45El q I
v(x)=—=(1-e"" cos = 1—e 7 cos pX),
(=3¢ M= )
ey 2EIB%Q g KL g
M (x) =-EIV"(x) = " e MsinXx = 72[;’28 sin Ax.

Ottamalla huomioon, ettd AL =10 eli #=10/L, voidaan taipuman ja taivutusmomentin
lausekkeet kirjoittaa muotoon

qL*

v(X) =
() 4.10*El

[1-e™™" cos(10- %)],

2
M (x) = %‘Oze*w*“ sin(lO%)
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Kuvaajat:

Dimensioton taipuma: 4'101'5'
gL
14
12f
b
08}
06
041
0.2
% 02 oz v - )
x/L
Dimensioton taivutusmomentti: 2'1L?2 M (x)

0.35

1 1 1 1
0.2 0.4 0.6 08 1

x/L
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| a !—)Xa !

Yksityisratkaisu:

v, =—2,
° Kk
Vaimennusluku:

12,2361

ﬂ:,‘l/L— = Ba=2,2361<5 = Adrellinen palkki
4El a

Taipuma, kiertymd, taivutusmomentti ja leikkausvoima integrointi-vakioiden

avulla:

V(X) = CY,(58X) + C,Y, (BX) + C,Y,(BX) + C.Y, (BX) + %

p(x) =V’ = SI-ACY, (8X) + C,Y,(8X) + CY, (5x) + C,Y3(BX)],

M (x) = —EIV'(x) = E1 5[AC,Y,(Bx) + 4C,Y, (5X) - C,Y,(BX) — C,Y, (BX)],

Q(x) = M'(X) = EI B°[ACY, (%) + 4C,Y, (%) + 4T, (X) ~ C,Y,(AX)].

Reunaehdot:

v(0)=0, »(0)=0, M(a)=0, Q(a)=0

Integrointivakioiden maaritys:

1 0 0 0
v(0)=C,¥,(0)+C,Y,(0) + C,Y,(0) + C, ¥, (0) +% -0 =C,= —%
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s N
¢(0) = p[-4C,Y,(0) + C,Y,(0) + C,Y,(0) + C, Y;(0)] =0
= BC,=0 = C,=0
—q/k YV 0 A Y,
2 = —= — —
M(a)=EIS[4 C, Y;(Ba)+4C,Y,(pa)-C;Y,(Ba)-C,Y,(Sa)] =0
- \71C3+\Tzc4:—4\73%

—qlk Y 0 v, %

3 — ~= — —
Q(a)=EIS[4 C, Y,(Ba)+4C,Y,(Ba) +4C,Y,(Ba) - C,Y,(fa)] =0
- 4Y,C,-YC, =4\72%

Funktioiden arvot Y, =Y,(4a) :

Y, =Y,(Ba) = cosh(Ba) cos(pa) = —2,92073
Y,=Y,(pa) = %[cosh(ﬂa)sin(ﬂa) +sinh(ga)cos(fa)] = 0,433940

Y,=Y,(8a) :%sinh(ﬂa)sin(ﬁa) ~1,81928

Y, =Y,(pa)= %[cosh(ﬂa) sin(pa) —sinh(pa)cos(fa)] =1,64435

Yhtéléryhma integrointivakioille C, ja C,:

VC,+Y,C, =4, |2 92073C, +0,43394C, = 7,27712%
k k
=
av,c,-YC, =47, % |6,5774C, +2,92073C, =1,73576 %
k k

o]

= c=-% ¢ -0 c =193307% c, =-375893%
1 k 2 3 k 4 k

Alustapaine:

r(x) =kv(x) =kC.Y,(8x) +kC,Y,(Bx) + kC,Y;(Bx) + kC,Y,(X) + d,
=[1-Y,(BX) +1,93307Y,(5x) — 3, 75893Y, (X)]q,
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Taivutusmomentti:

M (x) = E1 B2[AC.Y,(8X) + 4C,Y,(8X) = C,Y,(8X) — C,Y, ()]
- _%m (BX) —1,93307Y,(x) + 3,75893Y, (AX)]

Kosketuspaine palkin pdéssa:

r(a) = (1-Y, +1,93307Y, —3,75893Y,)q, =1,257,

Taivutusmomentti palkin keskella:

M (0) =El ﬂz [4C1Y3 (O) + 4C2Y4 (0) - C3Y1 (0) - C4Y2 (0)] =-El ﬁzcs

- E1pr193307% - g (220 193307 B
k a 100El / a
=-0,0967q,a”
Kuvaajat:
Kosketuspaine r/q,:
0
0.2+
0.4+
0.6+
I
Go 0.8+
1 .
1.2F
r.. =1260,
14 L L L L L L L L L I}
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X
a
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Taivutusmomentti M / (g,a’):

01 M, =—0,0967q,a°

M, =0,00664q,a>

1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
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Harjoitus 10:

1. Kuvan koysi kannattaa kolmea massaa. Kdyden massa on m=30kg ja pisteen 1
pystyasema h, =400mm. Madarita pystysuorat etaisyydet h, ja h;. Mikéd on koyden
suurin vetovoima ja missé se vaikuttaa?

b __500mm _____ 700mm___300mm 300mm
| |
| ' | ' I
A N | B |200mm
: :hz : o
& ' &
|
1 o 3
2

2. Kaoysi kannattaa palkkia, joka painaa 850kN/m. Maarita kdysivoimat pisteisséd A, B ja
C. Otaksutaan, ettd palkista koyteen kohdituva voima jakautuu tasan vaakatason
pituutta kohti.

;/,a A
B
40m °<Z N
20m

o0

le 100m |

~ |

3. Koytté, joka kulkee yli Kkitkattoman vékipydran, vedetadn voimalla T. Kun voima
T =48kN, niin kulma « = 0°. Maérita kdyden painon pituustiheus w, ja vaakakiristys
seké suurin koysirasitus. L =400m ja h=200m.

g A

~. \_ \_\_\Z& i
| - L |
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Harjoituksen 10 ratkaisu:

1.
b 500mm 700mm 300mm 300mm
é}*—_______l ___________ aTmTTTT [ :
A ! ! ! | Izoomm
| 'h B
1y ' 1M % —~
: : 2 : s
& ! &
1 o 3
2
Tukireaktiot:
VKK:
VA
<_I__§®L“_m_______790_”1“2___,§Q0_m_”l§9(l"lnj _
| |
H A . ! . ® IZOOmm
| | | B
1y :hz ihs —~
| ! | H
1 ' i3
iz 294, 3kN
588,6kN 204,3kN

@ -V, -1800mm + H - 200mm + 588, 6kN -1300mm+294,3kN - 600mm+294,3kN - 300mm = 0

= 18-V, -0,2-H =1030kN

VKK AL:
v, A
1) ~V, -500mm + H -400mm =0 = V, == H
__500mm__ 5
H A |
{hy, = 400mm
i1
\ TAl
Saadaan

1,8%H —-0,2-H =1030kN = H :%:830,6KN, Va :gH =664,5kN

d
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Pisteiden 2 ja 3 korkeusasemat:

VKK A2:
664,5kN
4_1 500mm 700mm

830,6kN A ________i ___________ :

5
|
11 62\> T,
588,6kN

@ 830,6kN -h, —664,5kN -1200mm + 588,5kN - 700mm =0
_ 664,5-1200mm —588,5- 700mm

= h, = ~ 464,1mm
8306 =
VKK A3:
664,5kN
4_1,__5(10@_______79%1“1__1§Q0m_n1
830,6kN A i ! i
| h
ihl "z i ’ T
23
1 5
1
iz
588,6kN 294,3kN

3)830,6kN - h, — 664,5kN -1500mm -+ 588,5KN -1000mm -+ 294,3kN - 300mm = 0
664,5-1500mm — 588,5-1000mm — 294, 3kN - 300mm
= M= 830.6

~ 385,2mm

Suurin kdysivoima:

Helposti ndhdéan, ettd kdyden kaltevuus on suurin valilla Al:

Toax =Tar = Hy/L+ tan2 o, =830,6kN, |1+ (288%)2 —1064KN
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40m

PR

AV

| 100m |

Ratkaistaan tehtava oheisin merkinndin ja sijoitetaan lopuksi numeroarvot.

SRR

g
i

hB

< -
I

C
o

|

|

|

dy '
IR R RN NN
I

A | Iy

|
I |
L !
A
I
i AjH'hA7QOIA'
| 2
L Al H = Bl
! c 2h,
| | I H T Vy =0l =0
i_______é _____ _i :>VA:q0|A
1,12
—2 |
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VKK CB:

VB
. o
B ~Hhy gl 2 =0 —
2 ! h
= H=%k © c L I ’
2hg H ‘_?I lqos i —
T Vg —Gols =0 -4
= Vg =qylg (d) Eem e -
I,/2
e

Merkitsemélld saadut vaakakiristyksen arvot (a) ja (c) yhtasuuriksi saadaan

qOIAZ\ — qolé = IA ZIB h7A
2h,  2h, h

Pituuksille on voimassa
I, +lg=L.

Sijoittamalla tulos (e) yhtalon (f) saadaan

h
I5( h—A+1)=L = IE;=7\/7B L

hB T+,

ja sijoittamalla tdmé lausekkeeseen (e) saadaan

| :LL.

Sijoitamalla tamé lausekkeeseen (a) saadaan vaakakiristyksella tulos

_ Goli _ QoL

S 2h, (g, +4fhg)?

Nyt kdysivoimille pisteissa A, B ja C saadaan kaavat
T, = V2 +H? = H\/1+(VFA)2 = H\/l+ 4(?—’*)2

A
T, :«NBZ +H? = H\/1+(VWE’)2 = H\/1+ 4(?—5)2

B

T, =H
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Lasketaan numeroarvot:

Jh J
o= o A 4500 < 5g.58m
Jhy +4fhg  ~40m ++/20m R

h J
I, = e o m 41,42m
Jh +hg  V40m ++20m -

q,L° _ 850kN/m(100m)?

"= 2(Jhn + )2 2(+/40m +/20m)?

T, =t 1+ a2y —36,46MN 1+ 420 )2 < 61 7MN
R 5858m ———

T,=H 1+a(’2)? —36,46MN_ 1+ 422 )2 ~50,7MN
I, 41,42m

T, =H =36,5MN

~ 36,46-10°kN = 36,46MN

Vaihtoehtoinen ratkaisu:

y
=
|
|
n < =
| |
| | /[ha
Lo le i
! Uy I
IEREERENENRENERNNEN

lA [} IB

|
)
| L

Kuvan koordinaatistossa kdyden yhtéld on

_ X

y2H

Ehdoista y(-I,) =h, ja y(I3) = hg seuraa

P L U NP

=
2H " 2h, 2H ° 2h,

Saatiin siis yhtalot (a) ja (c). Tésta eteenpdin ratkaisu etenee kuten edella.
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(k)

et A
g =

L

y Tg Vakipyora:
B B
w~ o—>T

A

| L |

Koska « =0, origo voidaan sijoitta pisteeseen A.
Pisteessa B saadaan ehto:

y(L) si(coshWLL—l) =h = coshWLL—lzwih
Wy H H H

L L
= COShWL,]_:lWL
H 2 H

Kaytettiin - hyvéksi tietoa, ettd esimerkkimme tapauksessa h=L/2. Merkitddn
z=WyL/H, jolloin yhtdldmme saa muodon

coshz-1-2z/2=0

Yhtalo on epalineaarinen. Sille saadaan likiratkaisu madrittamalla kokeilemalla funktion
f(z) = coshz—-1-12z/2 nollakohta.

z f(2)
0 0
0,2 |-0,0799
04 |-0,1180
82 83232 = 7~003 & "‘%:0,93
1,0 | 0,0430
0,9 | -0,0169
0,91 | -0,0116
0,92 | -0,0061
0,93 | -0,0004
0,94 | 0,0053
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Kdysivoima pisteessa B:
WL
Tg=T(L)=H cosh(ﬁ) = H cosh(0,93) =1,465H

Ehdosta T =T (kitkaton véakipy6rd) seuraa horisontaalivoimalle:

H= T 32,76kN
1,465

Kdyden painon pituustiheys:

32,76kN

Wy = 0,931 —0,03.
L 400m

=0,0762kN/m

Suurin kdysivoima:

Kdysivoiman lauseke on:
T(X)=H cosh(%)

Koska funktio cosh x saa pienimman arvonsa 1, kun x =0, ja se on monotoonisesti
kasvava kun x > 0, saa kdysivoima suurimman arvonsa pisteessd B. Saadaan:

Thax = Tg =1,465H =1,465-32,76kN ~ 48,0kN
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Harjoitus 11:

1. Oheinen ympyrépoikkileikkauksinen sauva AC on jayké&sta kiinnitetty toisesta paésta
ja toinen pdd on vapaa. Vapaata paitd C kuormittaa vaadntdmomenttikuorma
T =3kNm. Lisdksi vélilla AB on kuormituksena tasanjakaantunut vaantémomentti-
kuorma m=200Nm/m. Maaritd sauvan suurin leikkausjannitys ja leikkaus-
jannityksen arvo tuella sijaitsevassa poikkileikkauksessa pisteessd, joka on
etdisyydella D/4 poikkileikkauksen keskipisteestd, missdé D =60mmon sauvan
halkaisija. Sauvan pituus on L =1000 mm.

| |
—L2 |
—L2 |
|
2. Oheista poikkileikkausta rasittaa 100 Nm:n vaantdmomentti. Laske poikkileikkauk-

sessa vaikuttava suurin leikkausjénnitys seké poikkileikkauksen vaantyma. Materiaalin
G =80GPa.
15 mm, 15mm |

5mm
y

)

80 mm

100 mm |
I

3. Méérité oheiselle puoliympyrédn muotoiselle ohutseinéiselle suljetulle poikkileikkauk-
selle sallittu suurin vaantémomentti, kun suurin sallittu leikkausjdnnitys on 70 MPa.
Mika on tall6in vaantyma ? Materiaalin G =80 GPa .

20 mm

\LSO mm

240 mm
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4. Oheinen putki on tehty niittaamalla kahdesta suorasta ja kahdesta taivutetusta kevyt-
metallilevystd. Maéritd pitkittdissaumojen suurin mahdollinen niittien vélimatka, kun
poikkileikkausta rasittaa véantdmomentti 6 kNm. Niitin halkaisija on d =6mm ja
niitin suurin sallittu leikkausjannitys zg,; =90 MPa . Niitinreian reunan suurin sallittu

pintapaine on pg, =180 MPa.

2 mm
. v L
e 7 +
2 mm 2 mm
I+ 1 | 300mm
4 x i
1\2mm

) 300 mm |
I 1

5. Oheisen sauvan AC poikkileikkaus on ympyrd, jonka halkaisija on 30 mm. Osa BC on
porattu ontoksi, ja sen seindman paksuus on t=3mm. Sauvaa kuormittaa ulkoinen
vaantomomentti T =50 Nm akselin vapaassa pdédssa C sekd tasanjakaantunut vaanto-
momenttikuorma m =100 Nm/m sauvan osalla AB. M&4ritd sauvan vapaan péin
vaantdkulma, kun G =80GPa ja L =400 mm.
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Harjoituksen 11 ratkaisut:

1.

missd vddntdomomentin suurin arvo on tuella sijaitsevassa poikkileikkauksessa. Sille
saadaan

M, =T +m-£ =310 Nmm + 200 N0 1000mmM _ 5 456 106 N
2 mm 2

Véintojayhyysmomentti ja vadntdvastus ovat (ympyrapoikkileikkaukselle)

_zD*  z(60 mm)*
=r2 _2oUmm)

=1.2723-10°mm*,

32 32
3 3
L 7D A(O0mm)” 12 mm?.
D/2 16 16

Suurimmalle leikkausjinnitykselle saadaan néin

6
o =y 100 TONII_ 55 09 ppg
w, 42412 mm

Leikkausjannitysjakauma poikkileikkauksessa on

M,
t(ry=—>-r,
(r) I

joten leikkausjénnitys etdisyydella D/4 poikkileikkauksen keskipisteestd tuella sijait-

sevassa poikkileikkauksessa on

__M, D _3.100-10°Nmm_ 60 mm

= =36.55MPa .
I, 4 12723-10°mm* 4

73.09 MPa

Leikkausjannitysjakauma tuella:
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15 mm 15 mm |

5mm\L

80 mm

) 100 mm !

Suurin leikkausjénnitys ja vadntdvastus ohutseindiselle avoimelle poikkipinnalle ovat:

M I
Tmax =—+, Wy=—1,
Wf lmaX

missa vadntojadyhyysmomentti on

I, :éZsit? :%[2-80 mm-(15mm)® +85mm-(5mm)’] =1.835-10mm*,
i

joten védntovastukselle ja suurimmalle leikkausjénnitykselle saadaan

I, 1.835.10°mm*

W, = =12233mm’,
timax 15 mm
. _M,_100-10°Nmm _ N
"W 12233mm’ 0 mm®
Viéantyma:
3
oM _ 1?\?’10 Nmm =6.812:107° —
Sl 80.10° " 1.835-10°mm* mm
mm
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20 mm
2 mm
1 \l/ 1 —
7 F T +
J/30 mm
2 mm, [ 2 mm, 1.
1 300 mm
| 240 mm
Ehto suurimmalle leikkausjannitykselle: * Y + v
T 2 mm
Tmax = Wt =Tg =70 I | 300 mm \
t

Suurin leikkausjannitys

missd vadntdvastus on W, =24t

‘min» Missd A4 on profiilin keskilinjan rajaaman alueen

pinta-ala (kts. kuva), jolle saadaan Tmax = 7 »

4 :l.n(l 10 mm)? = 19006 mm?

2 missd vadntovastus on

- _ 2 _ 5.3
ja tyin =20 mm on pienin seindmén paksuus. W, =2 Aty =2-(300 mm)” -2 mm =3.60-10"mm”,

Viintdvastus on ndin

joten suurimmalle leikkausjénnitykselle saadaan

W, =2-19006 mm” - 20 mm = 760240 mm”. s
6-10° Nmm N
T max =16.66

. . e . . = 5 3
Suurin sallittu viintdmomentti on siten 3.60-10"mm mm

5

Leikkausvuo liitettdvien osien vililld on

M, = W,Tgy = 760240 mm? - 70 =53.22kNm.

5=
mm
N N
4 =Taxt =16.66——-2mm=3333—.

Viaantymd on @ = M, /GI,, missé vaantojayhyysmomentti on mm mm

) ") Suurin niitille sallittu leikkausvoima on
44 4-(19006 mm~)

I = = =5.871-10" mm?.
! zi 7r.110mm+220mm 5-871-107mm y 3 2.9 N 544N

4 20 mm 30 mm Qn = ApTsall = ”'( mm) . mm2 = .

Suurinta sallittua vddntdmomenttia vastaava vadntyméa on Niitti ottaa leikkausvoimallaan vastaan vadnndsté aiheutuvan leikkausvuon. Téstd seuraa
yhtilo
6
M 22O Nmm L yy05 L g-1=0
Ol 80.10° N 5871107 mm* mm "
mm

josta saadaan ratkaistua niittien valimatka /

1:%:%:763111111.
9 3333—
mm
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Tarkistetaan ettei reiéin suurin sallittu pintapaine ylity. Kun niittien vélimatka on edelld
laskettu, on niitinreidn pintapaine

N
33.33——-76.3
— Qn _L'l_ mm mm_ N — N
p= = =2119 > Peant =180
t-d t-d 2 mm-6 mm mm? mm?>

eli pintapaine ylittyy ja suurin sallittu pintapaine méardd suurimman niittien vélimatkan,
jolle saadaan

=, 2mm’?m-mo N2 = 64.8 mm.
g 3333— mm
mm
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5.
Vidntomomentti:
Vili AB:
M, —————
> —Mr+m(£_x)+rzo <] Yl J—ssT
2 A . B C
L ——Xx
— (= X
= M, m(2 x)+T le2 |

Vili BC:

—>> -M,+T=0 = M, =T.

M, —kuvio:

M,, =70Nm

Osien vaantojaykkyydet:

4 44
GI;AB:G'”D =80-10° Nz'@:6,362'109Nmm2,
2 mm 32
4_ g4 04 gt 4
GI,BC:G'M:SO'IOSLZ'M:3,756~109Nmm2.
mm 32

Viantokulman muutokset:

Vili AB:
L2 L/2 L2 L/2 2
A,y = I Odx = j M, dxzil I [m(£—x)+T]dx:71 | [m(£x—x—)+Tx]
0 0 GIIAB GIIAB 0 2 tAB 0 2 2
2
=+ )
Gl,, 8 2
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Vili BC:

L L L
A@y. j Odx = M, dx = T j dx = I T
L2 L/2 GI!BC GI!BC L/2 GI!BC 2
Viantokulma pisteessd C:
L, 1 1 1m-I?
.=A +A =— + +—
‘/ch (pzAB (ptBC 2 ( G ],AB G IIAB ) 8 G IlAB
3 2
:50 10 400( 1 - 1 9)+1100 4009:4,549-10’3radz0,26°.
2 6,362-10° 3,756-10 86,362-10
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet
Harjoitus 12:

1. Halkaistun ympyraputken muotoista ulokepalkkia AB rasittaa sen oma
paino. Tarkastellaan kahta tapausta, joissa putken halkaisukohta on (a)
pystytasossa ja (b) vaakatasossa oheisten kuvien mukaisesti. Maarita
suurin - palkissa vaikuttava normaalijannitys ja leikkausjannitys
molemmissa tapauksissa.

N

2. Oheisen kaksitukisen palkin vasemman pdan A sarananivel mahdollistaa
Kiertymisen vaakasuoran poikittaisen akselin ympéri ja oikean pdin B
liikkuva niveltuki mahdollistaa liikkeen vaakatasossa. Palkin keskelld
laipan reunassa vaikuttaa pistekuorma P. Madritd palkin suurin ja pienin
normaalijénnitys seka suurin leikkausjannitys seké niiden vaikutuspisteet.
Maarita tulokset likimaaraisesti kdyttden ohutseindmaéisten poikkileikkaus-
ten poikkileikkaussuureita.

P
lp 0 l

| |
Al_b B !
I
Lo L | |2
2 2 | ! S
| ! | E
L =10a o 2 ]

3. Arinarakenteen sauvaa AB kuormittaa pystysuuntainen tasainen kuorma
d,- Molempien sauvojen poikkileikkaus on kuvan suorakaide. Maarita

suurin rakenteessa vaikuttava normaalijannitys ja leikkausjannitys.

Qo Qo
IS EEEERERRR !
///// Aa 2a
e — C
P L=20a >
PN
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Rak-54.1300 Rakenteiden mekaniikan perusteet Tasan jakautunut vé&antdvd momenttikuorma: Omasta painosta aiheutuva
kuorma ¢, kohdistuu pintakeskioon. Siitd aiheutuu tapauksessa (b)

Harjoituksen 12 ratkaisut: vaantokeskioon tasan jakautunut momenttikuorma.

1. 27
my =—0,-2a = —?,0933-
V
R B | _
7 X Leikkausrasitukset:
“ L=10a .
Koska g, = vakio, Q, on lineaarinen ja M, on kvadraatinen.
y

Koska m, = vakio, M, on lineaarinen.
Tasan jakautunut kuorma:

Piste A:
T

P -1 = —_ 2
q, =27a-t-pg - P92 m,L Qu-0L=0 = Q, =0,

MZA T
MtAE | M, +mL=0 = M, =-mL
Pintakeskio ja vaantokeskio:

QyA
A

2
Logb L M2A+qoL-£=0 = M2A=—£
2 =4 | 2 | 2 | 2 2
sinz — zcosx ' ! '
, =2a—————=2a
7 —sinzcosrz .
= Keskipiste C:
M,c 2
. 4 —_ M +%.L:O = M., = —qOL
\C ] L 2C 2 4 ZA 8
L L2

4

Itseisarvoltaan suurimmat arvot ovat kaikki pisteessé A.

T

Poikkileikkaussuureet: Qymax =Qya =0oL = E,Dga2 -10a = 27pga’

— qQol” 1z 2 2 4

: M, .. =M, =———=—-=-—pga“-(10a)° =-10zpga
I, =ta’(z —sinzcosz) = zta’ =%a4, zmin A 2 257" (102) 9
2
| = Etsaﬁ _ 2z at M min =M =—mL = —?npgas -10a =—4zpga’* (tapaus (b))
‘3 3000

Tapauksessa (a) m, =0 jasiis M, =0
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Suurin normaalijénnitys:

Tapaukset (a) ja (b):

Suurin normaalijannitys on yléreunassa (y =-a)

M. _ 4
o, . =—imn . (_q) _ ~107pga’
) | T
z ~a

10

-(-a)=100pga

4

Suurin leikkausjénnitys:

Tapaus (a):
Suurin leikkausvoimasta aiheutuva leikkausjannitys on z —akselilla

1

—— — > 7
e \. a $/$ a

. T e
2 SII‘IE Ci (7% IC// t=—

5,(0) = 7at e =72 —2a=1g° <+
10 7 5 Y
2
S.(0 27pga’ - La?
TQ'max — Qy,max Z( ) _ 5 _ Zopga
l,-2t RAPRN Wil
10 10

Suurin vaantémomentista aiheutuva leikkausjannitys z,, .., =0
Suurin kokonaisleikkausjannitys

Tmax = TQ,max + TM[,max = Zopga

Tapaus (b):

Suurin leikkausvoimasta aiheutuva leikkausjannitys on z —akselilla

s 1 3
_ Qy,maxsz (O) _ Zﬂpga 5 a

Tt xga
10 10

=40pga
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Suurin vaantémomentista aiheutuva leikkausjénnitys

[Miin | _[Mein | 47092
T — ,min — ,min — :600 a
MW, I/t 27 .. 10 r9
3000 a

Suurin kokonaisleikkausjannitys

Tmax = TQ,max + TM[,max = 640,093.
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|
|
Al)s B
&L C L
e 2 . 2
I 1 |
Kuormitus
P
P .
A =B, :— (Symmetria)
B
Pa Pa
A M,—=0=> M, =—
By XA 2 XA 2

Suurin leikkausvoima ja vaantdmomentti ovat valilla AC:
L [ R
2 pj l e QyAc_EZO = Quc=7
2 Qe Pa Pa
Mic + =520 = My =——
Suurin taivutusmomentti on palkin keskella:
A M, P L PL 5
Pﬂ:lj C Mzc__'_ . MZC:_:_Pa
= L ¢ 2 2 4 2
2 2
e —
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Pintakeskio:
a
Lo 15t 2
e~ 2th+t,b 22 .. a a5
5 10 2
a ,a,,
Loith 100G
c ~ AN
2th+tb 2a ,.a.a 20
5 10 2
Poikkileikkaussuureet'
b G ) 37
I, ~——+t he? 10 2 =
D) €12 ( ) 24000
a a3
. a
Izztwh +tfbejc=—5 +i-3~(ga)2=£a4
12 12 10 2 '5 75
b h
Iyz ~ _tfbeyc (E - ezC) _twh(__ eyc)ezc
__aaz a a, aaa Za a
1025 2.2 20° 5 202 5 200
la,a 3
—bt3+ht = a(®))=—>_a
( W)= 3[2(10) (5)] 200

Suurimman ja pienimméan normaalijannityksen maarittdminen:

Normaalijannityksen lauseke:

2 2
Mol Mol Mol —M M.
i e ts ||—|2
y'z yz y'y yz
5
= Epa ( 37 4y a_4)z
377, , 24000 7 " 200

24000° 75% 200
=(11,88y +38,532)—3
a

Neutraaliakseli:

(7)

o, 5(11,88y+38,53z)£3:0 = z=-0,3083y
a
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Suurin ja pienin normaalijannitys:

Ai(- 9 a,— 3 a) _/NA

207 20
Y 2
a
20
hj a
a 2
— o
10
y
P P
o =188y, +38,532,)— =-1113— ~ o,
a

o, =(11,88y, +38, 53zB)a_P3 _ 13’18a_P2 o

Suurimman leikkausjannityksen arviointi:

Leikkausvoimasta aiheutuvan leikkausvuon lauseke:

_QYIY_QZIZVS +Qz|z_Qy|zyS _ QyAC

2 (IySzI - IzySyI)

Q — 2 zl 2 (I
11 —1 I —1 yII—IZy
P
—_ 4
= 2 ( 37 a“SZ,+—a S,)
37 417 a ( )2 24000 200

24000° 75% ~ 200
=(2,376S, + 7,7o5sy,)?

Tutkittavat leikkaukset:

Leikkausvoiman aiheuttama leikkausvuo poikkileikkauksen vaakaleikkauk-
sessa on suurin pintakeskion kohdalla (leikkaus a-a) ja sielld on myds
leikkausjannitys suurin. Leikkausvoiman aihettama leikkauvuo poikki-
leikkauksen pystyleikkauksessa on myds suurin pintakeskion kohdalla, mutta
leikkauspinnan korkeus on suuri siell& pienentéen leikkausjannitystd. Tamén
perusteella on ilmeistd, ettd suurin leikkausjannitys on laipan ja uuman
yhtymékohdassa (leikkaus b-b).
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Leikkauksiin liittyvat staattiset momentit:

Leikkausvoimasta aiheutuvat leikkausvuot leikkauksissa a-a ja b-b:

=[2,376- ia +7,705(— a ——0 03931—
250

3 3
=[2,376-—+7, 705(— ) F: = —0,02953—
50 100" a a

Leikkausvoimasta aiheutuvat leikkausjannitykset leikkauksissa a-a ja b-b:

a0, 03931— b =0, 02953—
a_ g P 4
T, =—-—-01955 =—=———O 2953—
¢ a a e a a _a
5 5 10 10

Kalvoanalogiaan perustuen voidaan péaatella (jos uuman ja laipan liitoksen
sisdnurkka on riittdvasti pyoristetty) ettd suurimmat v&anndstd aiheutuvat
leikkausjannitykset uumassa ja laipassa esiintyvat niiden keskialueilla
molemmissa reunoissa. Arvioidaan ne ohutseindmaisen poikkileikkauksen
kaavoilla.

Pa Pa
5 20 P M ~5 a _10P
W+ Ct — 2 a:— , f ~+ tACt =+ 2 — T
! LT s Tma ™M T8 0 e
200 200
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Leikkausvoiman ja vaantdbmomentin aiheuttamien suurinten leikkaus-
jannitysten vaikutuskohdat sekd uumassa ettd laipassa ovat l&helld toisiaan.
Taman vuoksi voidaan suurimmat kokonaisleikkausjannitykset arvioida
laskemalla leikkausvoiman ja vé&antémomentin aiheuttamien leikkaus-
jannitykset yhteen. Saadaan

P 20P P

Yo=to+ry o ~0,1955— + —— ~6,86—,

z-max TQ TM‘,max a2 3 a2 a2
P 10P P

P o=tb+7,  =0,2953— +—— ~3,63—.

z-max TQ z-M‘,melx az 3 aZ aZ

Suurin palkilla vaikuttava leikkausjénnitys on

T =Tévax z6,86£2.

max
a

Sen vaikutuskohta on likimain z—akselin ja uuman oikean sivun
leikkauspisteessa. Siella sekd z, etta 7, vaikuttavat samaan suuntaan ja

tarkemmin alaspain.
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3.

Tukireaktiot:

AZ 2 ! 2 I — =
MA MAX @ Ay+Cy—q0L:O
Y (O (R — 3
A, A, God T A=0
—»Mjp—Cy-L=0
L @MAYZO
$ —Cy‘L+q0L'—=O
© Y
Cy
L L L2
- Cyzq%’ Ay =GoL—Cy = 2=, MAXZCY'LZ%T
Leikkausrasitukset:
Sauva AB: X
Py L
) |2 © Qy+q°2 —Gox=0
W :
2 A X oy M, AX Mt+q°|‘ 0
Wb %y 2 ]
2 M XA -M, —gox- = +30= 5~ 0
z
L2
= Q,=Gp(=-x), M =—%— M, =By _x)
2 2
Sauva BC:
T °B QoL
© +—=0
X M; Qy 2
Q ABX M,=0
L X@->eM
X, M,%(L—x):O
L-x
¥4 %a
c 2
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Suurin normaalijannitys:

N Qy:—%, M, =0, MZ:%(L—X)

bh'_a(za)’ 2,

Rasituskuviot: £o12 12 3
—kuvio: QoL 2
Qy _OT Oy max = M = ala = 200q0a a= 300&
' l, §a4 a
3

Suurin leikkausjénnitys:

Leikkausvoimasta:

a a
s (0)=a?-2=-2
,(0) >3

a3
o _QuS(0)_ 1002~ 154,

___________________ < Vmax ) 2 2 a
lTA B C Z ¥a

t Vaantémomentista:

W, = -2a-a’>=0,246-2a-a* = 0,492a°

o _ My, —20002°
W, 0,492a°

Xy, max

= 740650
"a

Suurin kokonaisleikkausjannitys:

Johtopéaatoksia leikkausrasituksista:

Xy, max Xy, max Xy, max

ro =70 M =%&+ 406,5% - 414%
Itseisarvoltaan suurin leikkausvoima ja vadantdmomentti sauvan AB pdissé: a a 2

L L
Qua =—Qys :%210%&, My =Mg = _%2 = —200q,a*

Itseisarvoltaan suurin taivutusmomentti sauvan BC pééssd B:
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